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parcial para la obtencidn del grado de MAESTRO EN CIENCIAS en OCEANOGRAFIA

FISICA. Ensenada, Baja California, México. Marzo 1994.

DECAIMIENTO DE VORTICES BAROTROPICOS.

Resumen aprobadopor:

. José Luis Ochoa de La Torre.

Se examinaanaliticamente el decaimiento porfricci6n de un vortice ocednico barotrépico

en una aproximacionlineal, que también se aplica en un modelo de gravedad reducida. A

partir de un anélisis dimensional de las ecuaciones de Navier-Stokes, expresadas en

coordenadascilfndricas, para el flujo de un fluido homogéneo con simetria azimutal, relativo

a un plano que rota con velocidad angular constante ;f (plano f), arribamos a un sistema

que dicta la evolucién del vértice para un perfil inicial de velocidad azimutal arbitrario. A

este sistemasellega través de una expansion perturbativa de las ecuaciones adimensionales

en base al numero (pequefio) de Ekman.

Los efectos de friccidén en el fondo se reducen a la especificacién de la velocidad

vertical del bombeoo succién de Ekman,que enel caso lineal es proporcional a la vorticidad

del flujo en el interior (alejado de la capa de frontera). En el modelo de gravedad reducida,

el bombeo de Ekman desapareceal permitir deslizamiento sin friccidén sobre la capainerte.

Ademéasdela friccién del fondo,el sistema tiene tres pardmetros que determinan la

evoluci6n, estos son: el numero de Rossby (R,), el nimero de Froude (F’) y un pardmetro

que comparala escala detiempo difusivo conla escala de tiempo de Ekman(q).

Comoresultado principal, para el caso lineal (R, « 1) , se obtiene una solucién general

que incluyelos otros parametrosy recupera los casosparticulares tratadosporvariosautores.

Se muestran ejemplos con diferentes combinaciones de los pardmetros libres & y F

para unperfil dela superficie inicialmente gaussiano,y se discuten los efectos que ocasionan,

cada unodeellos, en el proceso de decaimiento.
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DECAIMIENTO DE VORTICES BAROTROPICOS

I, INTRODUCCION.

El desarrollo de técnicas observacionalesy el incremento de medicionesen el océano, puso

de manifiesto la presencia de una gran cantidad de estructuras vorticales 0 remolinos. Dada

su relevancia en flujos geofisicos de gran escala, el estudio de éstas ha tenido un gran auge

en los Ultimos 30 afios.

Por medio de estudios analiticos, numéricos, de experimentos en laboratorio y

observaciones directas, se han logrado importantes avances en el entendimiento de la

dindmica general de vortices. Los principales temastratados hasta ahora son: su formaci6n,

su propagacion, su estabilidad, el forzamiento producido porel viento, su intercambio de

calor con la atmésfera,el efecto debidoa la topografia, la disipacion de su energia, el campo

de velocidad circundante y su estructura vertical; Hopfinger y van Heijst (1993) presentan

una revisiOn de trabajos realizados en algunas de esas direcciones.

Unode los rasgos destacables de los remolinos ocednicos essu persistencia por largos

periodos. Elliot (1982) estima tiempostipicos de decaimiento de un remolinocdlido en el

Golfo de México de un afio. McWilliams (1985) sefiala que los remolinos del Mediterraneo

tienen un mayor tiempode vida y estima que son de dosa tres afios. Joyce (1991) en una

revisién de trabajos realizadosen el sistema de la Corriente del Golfo,sefiala que el tiempo

de vida de remolinos cdlidos oscila entre dos y nueve meses.



En el plano f existen varios mecanismos que contribuyen a la persistencia y/o

destruccién de un vértice ocednico. Por ejemplo, Flierl (1977) muestra que en la

aproximacion lineal y en ausencia de friccién, un remolino decae raépidamente debido al

efecto dispersivo del plano B ; contrario a ésto, McWilliamsy Flierl (1979), Smith y Reid

(1982) muestran queal incluir los términos alineales,el vértice se propaga como una unidad

estable porlargos perfodos de tiempo,siendolafriccién, masquela dispersion, el mecanismo

que gobiernala evolucién y el decaimiento del vértice; por Ultimo, Ripa (1989)sefiala que

un ingrediente importante para explicarla longevidad de estos remolinoses queson estables

a pequefias perturbaciones.

Mecanismos muy complejos, comola interaccién de un remolino conla costa, otros

remolinos, corrientes anchas y angostas, entre otros, pueden causar una rapida evolucion

de la estructura de un remolino. En este trabajo se considera el decaimiento por procesos

viscosos de un vortice aislado, en el sentido planteado anteriormente.

En ausencia de variacién latitudinal del parémetro de Coriolis (8 =0) y de difusién

de masa, el tinico fendmenofisico que puede causar evolucién de un remolino aislado es

la friccién. Esta evolucion, es una manifestacion de la redistribuci6n continua de su momento

angular debido principalmente a procesos viscosos. Existen dos procesos viscosos

diferentes: (i) difusién radial de vorticidad, que produce un cambioenla distribucién de

vorticidad en la escala de tiempo difusivo 7;, = L’/v,, y (ii) cambiosen la vorticidad debido

al bombeo de Ekman enel fondo. La escala de tiempo asociada a este tiltimo mecanismo,

llamada escala de tiempo de Ekman (Greenspan y Howard, 1963; Pedlosky, 1987), es

T, = (2H’/fv,)" . Aqui L esla escala horizontal del vértice, H la escala de profundidad,

f=2Q el pardmetro de Coriolis, con Q la velocidad angular de latierra, v, y v, son la



viscosidad horizontal y vertical del fluido, respectivamente. En un flujo de gran escala la

difusi6n de momento,por turbulencia de menorescala, es diferente en la horizontal que en

la vertical, por lo tanto, en modelos para estudios de fendmenosde gran escala, es comtin

la utilizacién de coeficientes v, y v, diferentes. Estimaciones en el océanopara v,, estén

entre 10m*/s y 10*m”/s, mientras que para v, son desde 10*m7/s hasta 10'm*/s (Pedlosky

1987).

La importancia relativa de ambosprocesosesta dadaporla razénentre sus escalas de

tiempo,que es igual a @ = T,/T, =A,A,"” , con A, = 2v,/fL’ y A, = 2v,/fHlos nimeros de

Ekman horizontal y vertical, respectivamente.

En condiciones de laboratorio, donde se logra evitar turbulencia y se reproducen

importantes rasgos de interés para el estudio de la circulacién ocednica de gran escala, se

tiene: v, =v, =Vy &=(H/LYA”, cond = 2v/fH’ ; como enestos experimentos H/L = O(1)

y A« 1, la circulacién de Ekman es el proceso dominante en la evolucién del vértice

(Greenspan y Howard 1963; Hopfingery van Heijst 1993; Maas 1993). En el laboratorio f

es dos vecesla velocidad angular del tanque que contiene al fluido.

Porotro lado, en el estudio de decaimiento de remolinos ocednicosel efecto de la capa

de Ekmanse desprecia y se considera que la difusién lateral es el proceso que domina en

su evolucién (Flierl y Mied 1985). Asi, por ejemplo, Molinari (1970), Mied y Lindemann

(1979) y Mied (1989), utilizan modelosde capas, despreciandoel flujo vertical de momento

entre ellas, con el objeto de determinarel papel de la friccién lateral en el decaimiento de

vortices. Un resultado consecuente en estos trabajos es queel tiempode vida de los remolinos



depende del valor de la friccién lateral utilizado. Flierl y Mied (1985) presentan cdlculos

lineales para el decaimiento de la velocidad azimutal en un remolino anticiclénico,

mostrando que ésta decae exponencialmente en el tiempoy retiene su formainicial.

En este trabajo se examina analiticamente, en una aproximacionlineal, la evolucién de un

vortice barotrépico simétrico en el plano f. En tal aproximacién, la velocidad azimutal

inicial, dada por v(r,0) =v,(r), esta y permanece en balance geostréfico. El decaimiento

del vortice se produceporel efecto de la friccién del fondo, representado poruna condicién

sobre la velocidad vertical en el tope de la capa de Ekman,porel efecto de la difusiénlateral

de momentoenelinterior(alejado de la capa de Ekmandel fondo)y el efecto que ocasiona

la anomalfa del nivel superficial en la redistribuci6n radial de volumen.

En el océano,un flujo se dice geostréfico cuandola fuerza de Coriolis esta en balance

con la fuerza debida al gradiente de presién, fk xv =—-Vp/p ,con k el vector unitario en la

direccién del eje de rotacién, p la presién y p la densidad. Para que un balance geostréfico

exista realmente, es necesario que las fuerzas inerciales y viscosas sean despreciables,

representadaspor el nimero de Rossby R, = V/fL « 1 y los nimeros de Ekmanhorizontal

y vertical, A, « 1 y A, « 1, respectivamente, donde V es una rapidez caracteristica.

Para valores pequefios del nimero de Rossby (R, «1), la circulacién en la capa de

Ekmanafecta la evolucién del vértice en la regién interior actuando comofuente o sumidero

de vorticidad. En este caso, la velocidad de bombeo/succién de Ekman, esté relacionada

linealmente a la vorticidad del fluido en el interior (ver apéndice B).



Si los efectos de friccién enel interior y la superficie libre no se toman en cuenta,la

evolucién del vértice conducidasdlo porla circulacién de Ekman produce un decaimiento

del perfil inicial en una escala de tiempoT,y retiene su estructura espacial (Greenspan y

Howard 1963). Lainclusién de estos efectos produce unaredistribuci6nradial de vorticidad

y modifica la escala de tiempo en la que se produce el decaimiento.

La importancia de la deformacidén de la superficie libre, en el proceso de decaimiento de

un v6rtice geostréfico, es medida por el nimero de Froude F =f-L’/gH (donde g esla

aceleracion debido ala gravedad). Su presencia produce un ensanchamientodelperfil inicial

de la velocidad azimutal y disminuyela rapidez del decaimiento.

La viscosidad en el interior, al igual que el efecto de la superficie libre, produce un

ensanchamiento del perfil inicial de la velocidad azimutal, pero contrario a éste, aumenta

la rapidez del decaimiento del vértice.

Cada unodelos efectos mencionadosanteriormente se han tratado de forma aislada;

sin embargo, en este estudio se presenta una formulacidn y una soluci6on del problema de

decaimiento quelos incluye a todos, y recupera comocasoslimites todos y cada uno de los

que,hasta el presente, han sido publicadosparael casolineal.

La presentacién de este trabajo se organiza en cinco capitulos. En el capitulo II se

formula el problemay se arriba al sistema de ecuaciones querige la evolucién del vértice.

La solucidn para el casolineal, y sus casos limites, se presentan en el capitulo III. En el

capitulo IV se discute un ejemplo, enfatizando en los efectos que producen los pardmetros

por separado, y las conclusiones son dadas en el capitulo V. El andlisis dimensional para

el casolineales tratado en el apéndice A,las ecuaciones querigen la evolucion enel interior



y en la capa de frontera de Ekman, son dadas en el apéndice B, donde se regresan las

ecuacionesa su forma dimensional y se presentan la ecuaci6n de energia del sistema y la

formalinealizada de la ecuacién de vorticidad potencial. Para no interferir con el resto del

trabajo, el modelo de gravedad reducidase trata por separado en el apéndice C. Este incluye

un andlisis dimensional de las ecuaciones en un modelo de esta naturaleza y la solucién, en

formaintegral, del sistema lineal que resulta.



II. FORMULACIONDEL PROBLEMA.

Las ecuaciones de movimiento, expresadas en coordenadascilindricas, para un flujo con

simetria azimutal de un fluido homogéneosobre un plano horizontal que rota con velocidad

1 Pe . . . .
angular ;f constante (f : parametro de Coriolis) alrededordel eje z, perpendicular al plano

y en la direccién de la gravedad, son:

 

Du vy ldp 5 o
—— Sees oe D ——

Dt r fv 0 or yA ie tM, az? (1a)

Dy uv 3 av
—+—+ fu=v,D —Dit fu=v,D°v +V, >? (1b)

Dw ldp 4 ow
—— ——2- 2 +¥, V+
Dt te) 0 & Vi Ww Vy dz? (1c)

y la ecuacién de continuidad o de conservacién de volumenes:

ow 1d
—— +— = .

dz ror vay=t Ui)

Los operadores que aparecen son:

Do 0 0
—:=—+u-—+wa- (2)
Dt ot or Oz



2,_ldf a
” -12( |

En esta notacion, u , v y w son las componentes de velocidad radial, azimutal y vertical,

respectivamente, p es la densidad (uniforme) del fluido, g es la aceleracién debida a la

gravedad; v, y v, son los coeficientes de viscosidad turbulenta horizontal y vertical,

respectivamente; r, z y t son las variables independientes que denotan las coordenadas

radial, vertical y el tiempo, respectivamente. La coordenadavertical aumenta en direccién

contraria a la aceleracién de la gravedad y z = 0 coincide con el fondo plano. Lapresidén,

p, esté dada por la suma de una presi6n hidrostatica de referencia pg(H —z), y la parte

dependiente del tiempoy el espacio, asociada con la existencia del vértice, p (r,z,t) :

P(r.z,t)=pg(H —z)+p(r,z,1). (3)

El fluido esta confinado en unaregion:

O<r<oc

O0<z<z,=H+n1(r,1) (4)



donde z,(r, t) es la posiciénde la superficie libre con (7, t) su deformaciénporla presencia

del vértice (z, =H, m=0, en ausencia del vortice). Un esquema del modelo se presenta

en la figura 1.

Las ecuacionesse expresan sin dimensiones(ver apéndices A y B) con el uso delas escalas:

[u,v.w, P.M =[21,02 ppl.|v

[r,z,t] =[L,H,2f°,.71

donde L y H sonlasescalas espaciales en la horizontal y la vertical, respectivamente, V es

la escala de velocidad azimutaldel vértice, A, = 2v,/fH’es el nimero de Ekmanvertical y

5=A/L la razon de aspecto.

Se tomanestas escalas ya que se supone(ver en el apéndice B) que para nimeros de Ekman

pequefios (A, « 1, que se considera en este estudio) la circulacién es primordialmente

azimutal, mientras que las circulacionesradial y vertical sdlo entran como correcciones. El

tiempocaracteristico en que el decaimiento de unperfil inicial procede es prolongado, por

un factor ri? , comparado conel periodo de rotacién.

El sistema de ecuaciones (1) queda (usando los mismossimbolos para las variables pero

ahora sin dimensiones de acuerdo al escalamiento) como:
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zA

Cc|Ste

]eee

ae ; z,=H+n(r,¢)

t—1#!_—_ L ——>

p =cte

0
p(r,z,t)=pg(H —z)+p'(r,z,t)

v z=-0 r Capa de Ekman  
  

TIPITITIVIPIDTDIDATPSPIITIITITEDITITITITA,

Fig. 1. Diagrama esquematico del modelo bajo estudio.



 du 0 0 v _ dp’ 2 snOU
(3 +2R{i >, rw})-2r, , —2v=-2 os +0A,D°u +h, a2

2 aya! <op’y 49802a oR(u >. two+ My 420 = aD v +a, >

6°+anoy2\w}=-2= 2°? , or,Vw +ying”
ot or Oz Oz oz

La presién sin dimensioneses:

p=(1-z+R,FpWRF)

y el fluido esta contenido en el dominio adimensional

O<r<co

O<z<Sz,=1+R,F(7,1).

11

(Sa)

(5b)

(Sc)

(Sd)

(6)

(7)

Los nuevos pardmetros que aparecen son: el nimero de Rossby, R, = V/fL , que determina

la importancia de los términos alineales; el ntimero de Froude F =f°L’/gH que es una

medida de la magnitud de la deformaci6n de la superficie libre (Cederlof 1988); y el
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pardémetro q que mide la magnitud del efecto de la viscosidad horizontal en el interior y

comparala escala de tiempo difusivo a la escala de tiempo de Ekman(ver introduccién).

En la Tabla I se presenta la notaci6n utilizada en el trabajo.

Envista de que para casos de interés geofisico, 4)” « 1, se puede hacer una expansién

perturbativa de las ecuaciones entérminosde este parametro. Aquies suficiente tomar i, = 0

en (5) alejado de la capa de frontera, ya que muchosde los rasgos de interés aparecen a

orden cero respecto a esta perturbacién (Greenspan 1969; Kloosterziel y van Heijst 1992;

Maas 1993). Asi se obtiene parael interior:

 

 

Ry=P (8a)

4OR,annety 20 =of 4) (8b)

Po (8c)

weu) =0. (8d)
dz

La ecuaci6n (8c) representa el balance hidrostatico, lo que indica que la presién es

verticalmente uniforme, p’(r,z,t) =1(r,t) y el campo de velocidad horizontal no varia con

la profundidad, du/dz = dv/dz =0.
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Tabla I. Notacién utilizada en el trabajo.

Pardmetros ambientales

ft pardmetro de Coriolis

p densidad del agua de mar

g aceleracién debida a la gravedad

H profundidad del océano en ausencia del vértice

L escala horizontal del vértice

V escala para la velocidad azimutal

V, coeficiente turbulento de viscosidad horizontal

Vv, coeficiente turbulento de viscosidad vertical

bombeo de Ekmanenel tope de la capa limite del fondo

Variables independientes

r distancia radial

z distancia vertical desde el fondo del océano

t tiempo

Variables dependientes

Uu velocidadradial

y velocidad azimutal

w velocidad vertical

P presién

elevaci6n de la superficie debido a la presencia del vértice



Tabla I (continuaci6n)

Operadores matematicos

Do 0 0

»_ld o
V por OF

2_ 91d
~Orrer

Funcionesespeciales

Jr) funcién de Bessel de primertipo de ordenn,n =0, 1

Pardmetros adimensionales

14

R, = V/fL numero de Rossby

F=fLl/gH numero de Froude

6=A/L raz6n de aspecto

r, = 2V,/fL? numero de Ekmanhorizontal

r,=2v,fH” numero de Ekmanvertical

T, = (2Hify.) escala de tiempo de Ekman

T, =L’N, escala de tiempo difusivo

o= T/T, =ia razon entre la escala de tiempo de Ekman la escala de tiempo

difusivo

Para completar el problema se considera la capa de Ekman en el fondo, necesaria para

satisfacer la condicién de no deslizamiento del fluido en dicha frontera sélida. El efecto de
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esta capa, que tiene un grosor adimensional O(M”), proporciona la velocidad del

bombeo/succién de Ekman en su tope superior. La forma de determinar esta velocidad

vertical valida para R, « 1, esta dada en el apéndice B,y es:

1 oO
Wr = rar” v). (9)

La expresién (9) dice que la velocidad del bombeo/succién de Ekmanes la mitad de la

vorticidad, a orden cero, del fluido enelinterior.

Coneste resultado se puede integrarverticalmente la ecuacién de continuidad(8d) utilizando

(9) como condicién en el fondo y la condicion cinematica en superficie dada por:

i,m, 9Ww, = af at +u a, (1+FR,n). (10)

Entonces, las ecuaciones que describen la evolucién del vértice debido a los efectos

alineales, superficie libre y viscosidad en el interior, son:

v? on
R, ; +yv =a. (11a)

Ov Re 9 =~ oD?+9u{241]<a Vv (11b)

on 20
Fotia, (uC. + FRon)) = 2p. (11c)
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La condicién inicial preescrita, dada por v(r,0)=vo(7r), esta y permanece en balance

ciclostré6fico con el perfil de la superficie libre por (11a), pero en este trabajo se restringe

el estudio al caso lineal (R, =0), por lo que el perfil inicial de velocidad esta siempre en

balance geostr6fico.

Uncasocldsico particular ocurre cuandolos tres pardmetros (R,, F y &), que aparecen en

el sistema (11), son muy pequefios. Bajo estas condiciones, la ecuacién (11a) se reduce al

balance geostréfico y las ecuaciones (11b) y (11c) se reducena:

Ov—+2u =0
ot

dondese hautilizado (9). En este caso la solucién esta dada por Greenspan y Howard (1963),

a saber:

v(r,t) =Vv)(r) exp(-t).

En esta aproximaci6n,el perfil inicial retiene su estructura espacial y decae con la escala

de tiempo7,.

La forma dimensionaldel sistema (11), su ecuacién de energia y la formalinealizada de la

vorticidad potencial, estén dadas en el apéndice B.
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IT, EVOLUCION LINEAL DEL VORTICE(R, « 1).

En este capitulo se considera la evolucién de un vértice cuando los efectos alineales son

despreciables, pero se retienen los efectos del fondo, de la viscosidad en el interior y de la

deformacién de la superficie. Se obtiene una solucién que recupera, como casosparticulares,

las planteadas por varios autores, que han considerado por separado cada uno de estos

efectos. Al final del capitulo se realiza un andlisis general del decaimiento de un vértice

geostréfico a partir de la ecuacion de vorticidad.

La evoluci6n del vértice esté dictada por las ecuaciones del sistema (11) tomando R, = 0:

_onve 5p (12a)

dv _
atH =aD“v (12b)

an ,29 gy 19Faett3 u)=— (rv) (12c)

dondese hautilizado (9). La ultima ecuacién muestra que la conservacién de masa es un

balance entre los cambios de la elevaci6nsuperficial, la divergencia de la circulacién radial

en el interior (los dos términos del lado izquierdo) y el bombeo de Ekman(el término del

lado derecho). Ademds muestra que la presencia del bombeoo succién de Ekmanenel tope

de la capa de frontera del fondo induce unacirculacién radial, pero esta se puede compensar

por el desplazamiento de la superficie libre. En el caso en que no hayla friccién del fondo,

el movimiento de la superficie libre es el responsable de la existencia de la circulacién
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radial.

El sistema (12), que sdlo contiene dos parémetros, « y F’, se puede combinar para obtener

una ecuaci6n cerrada para la elevacién de la superficie, 1) ; esto es, aplicando el operador

<0) a (12b) y sustituyendo en (12c),utilizando (12a), se obtiene:

Siwn-Fn = aV*n-V'N. (13a)

Si ahora se aplica el operador D” a (12b) y se sustituye el resultado de aplicar < a (12c),

utilizando nuevamente (12a), se obtiene la ecuacién que dicta la evolucién de la velocidad

azimutal, v :

0 2 4 2.
5P v—-Fy] =aD'v-D’y. (135)

Lasoluci6n de la ecuaci6én diferencial que pronostica la evolucién de la velocidad azimutal

(13b), sisu estado inicial esté dado, v(r,0) = v,(r), regular en el origen y decae a cero cuando

r—>, es:

id 2 4

vert)= [vty(rene ] kdk (14a)
0

 

donde

(+9)

Vi(k) =fot) rdr (14b)
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es la transformada de Fourier-Bessel del campo de velocidad azimutal inicial. J,(v) es la

funcién de Bessel de primertipo de orden 1. La forma en que se obtuvo esta solucién esta

dada en la seccién B3 del apéndice B.

De (12a), la elevacién de la superficie evoluciona como:

 
° P+ok!niet) = [Raton- on ] dk (15a)

con

©

ALG) = fOACr) dr. (156)
6

Esta solucién, en presencia de los pardmetros que aqui se consideran es la mas general que

se conoce, siendoel resultado mds importante de este trabajo, y como se vera a continuacién

reproduce, como casoslimites, las obtenidas por diferentes autores. Para ello se considera

por separado cada parametroy se utiliza indistintamente la ecuacién que rige la evolucién

de la velocidad azimutal o la elevacién de la superficie libre.

TIL.1 Evolucién debido a ta viscosidadlateral.

Si se desprecia el efecto de la superficie libre, el decaimiento de un vortice simétrico esta

dadoporel efecto viscoso del fondo, modificado porel efecto de la viscosidadlateral en el

interior. Su evoluci6n est4 dictada por (12) con F=0. La ecuacién (12c) con F =0 muestra

que u = 5Y, que sustituida en (12b) produce:



aTY =aD’y.

Haciendo v = v’(r,t)exp(—t), (16a) se reduce a una ecuaci6n de difusién:

ov’ 2»

ot =a
 

cuya solucion, ampliamente tratada en libros de texto, es:

€0

v(r,t)= [¥.o7.0) exp[-ak7f] kdk

oO

y es consistente con (14a), para F =0:

oO

v(r,t)= {vcore)exp[-(1+ak’)t] kdk.

0
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(16a)

(16D)

(17)

(18)

El efecto de la viscosidad lateral en el interior hace que el vértice se ensanche, un resultado

esperado condifusion, y que larapidez del decaimiento aumente a medida que se incrementa

el valor del parémetro a.

Entonces el decaimiento se debe a la difusién horizontal de momentoy a la redistribucién

de éste por el flujo radial resultante. De (16a) vemos que unflujo radial alejéndose del

origen, unido a la difusién lateral de momento, debe aumentar la rapidez del decaimiento

de la velocidad azimutal y un flujo radial hacia el origen, tiende a disminuir la razén de

decaimiento de la velocidad azimutal, en oposici6n a la difusién lateral de momento.
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IIT,.2 Evolucion debido a los efectos de la superficie libre.

En esta seccion el efecto de la viscosidad en el interior no se considera, pero se retienen el

bombeo de Ekmany la contribucién, en la ecuacién de continuidad,de la variacion del nivel

superficial (F #0). La evolucién de la superficie libre y de la velocidad azimutal, siguen

de (13a) y (13b), cuyas soluciones son (15a) y (14a), respectivamente, tomando a= 0.

La ecuacién (13a) con a=0, aunque expresada en coordenadas cartesianas y con

dimensiones,es la planteada por Gill (1982) para el decaimiento de unflujo geostréfico por

la fricci6n del fondo. A modo de informacién,Gill la utiliza para determinar la escala de

tiempo del decaimiento de una perturbaci6nsinusoidal, cuando el nimero de onda es mayor

o menoral radio de deformacion.

Esta misma ecuacion, fué derivada y resuelta por Cederldf (1988), al estudiar el efecto de

la superficie libre en el problemaclasico de decaimiento, en un tanque con fondo parabélico

(en equilibrio con la formade la superficie libre) ; posteriormente Maas (1993) la resuelve

para una condicion inicial arbitraria (dada por la presencia del vértice) y presenta a (15a)

y (14a), con «=0, comola evolucién de la superficie libre y de la velocidad azimutal,

respectivamente, en un tanque de igual configuracién, para un vortice cuya escala horizontal

es mucho menorqueel radio del tanque.

Las mismas soluciones la obtuvieron Ou y Gordon (1986) en su estudio de decaimiento de

remolinos en el mar de Weddell, donde domina la accién de la friccién producida porla

capa de hielo en la superficie.
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Como se veré en el ejemplo del siguiente capitulo y de las propias soluciones aqui

presentadas, la presencia de una superficie libre deformable causa, al igual que el efecto

viscoso, un ensanchamientodel perfil inicial del vértice, pero al contrario del efecto viscoso

horizontal, el tiempo de decaimiento aumenta al incrementar F su valor.

Es buenosefialar una de las principales restricciones para aplicar el modelo a condiciones

ocednicas. El parémetro que mide la importancia de la deformacién de la superficie libre,

esté definido como el cuadrado de la razén entre la escala horizontal del vértice y el radio

de deformacién barotrépico, F =(L/L,), con L,=(gH)'"/f. Para que este efecto sea

significativo, se necesita F~O(1); esto implica que la escala de longitud horizontal del

voértice sea del orden del radio de deformacién barotrépico de Rossby (2000 km), siendo

una escala excesiva en comparacién a la observada en remolinos ocednicos en latitudes

medias.

Una mejora a este problema se logra con un modelo de gravedad reducida,el cual es tratado

en el apéndice C.

IT, 3 Andlisis general del decaimiento de un vortice.

Eldecaimiento deun vortice geostréfico, aunque afectado por ladeformacién de la superficie

libre, se debe principalmente a la friccién. Su evolucién se manifiesta en una continua

redistribucién de su vorticidad relativa y se observa claramente, si (13a) se expresa en

términos de w = (1/r)d/dr(rv) = V’N. Asi se obtiene que la ecuacién quedicta la evolucién

de la vorticidad relativa es:



Zo

do on 23=-o+F—+aVv 19
a a ov (19)

y muestra que su razén de cambio, el término del lado izquierdo, esté determinada porel

estiramiento delas lineas de vortice debida tanto al bombeo o succién en la capa de Ekman

comopor el movimiento de la superficie libre (los dos primeros términos del lado derecho

de la ecuaci6n), y por la difusion lateral de vorticidad en elinterior,el tiltimo término del

lado derecho de (19).

En el caso clésico en que a =F =0,la ecuacién (19) muestra que el decaimiento de la

vorticidad relativa se debe exclusivamente al estiramiento de los tubos de vértices por el

bombeo de Ekmanenla capa del fondo. En regiones donde la vorticidadrelativa del fluido

es positiva (negativa), la friccién en la capa del fondo ocasiona un bombeo (succién) de

Ekman en el tope de esta capa, provocandoasi, la compresién (estiramiento) de los tubos

de vortices en el interior, lo que disminuye (aumenta) la vorticidad en el fluido.

SiF =0, haciendo el cambio w = w’ exp(-t), la ecuacién (19) se reduce a

0’
aavo’. (20) 

Este resultado ya se obtuvo en una seccién anterior, y muestra que la razén de cambio de

la vorticidadrelativa del flujo de un vértice (pequefio, ya queF — 0) se debe exclusivamente

a la difusi6n de ésta, aumentando su razén de decaimiento para valores altos de a y

disminuyéndola cuando éste toma valores pequefios.
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Si ahora se toma a = 0,pero la superficie libre es dindémicamente activa, es decir, cuando

el ntimero de Froudees distinto de cero, la ecuacié6n (19) muestra que en regiones donde la

vorticidad relativa del fluido es positiva (negativa), la compresién (estiramiento) de los

tubos de vortices, debido al bombeo (succién) de Ekman,estan parcialmente compensados

por el estiramiento (compresién) de los tubos de vértices, debido al movimiento de la

superficie libre. Esto disminuye la razén de decaimiento de la vorticidad en el fluido.

En el caso particular en que exista un balance entre el movimiento de la superficie libre y

el bombeo de Ekman,esto es, la compresién(estiramiento) de los tubos de vértices es nulo

on _

la evolucién de la vorticidad relativa (19), toma nuevamente la forma de una ecuacién de

difusién, dada por (20).
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IV. EJEMPLO DE UN PERFIL SUPERFICIAL INICIALMENTE GAUSSIANO.

Para clarificar los efectos que producen los pardmetros considerados en el proceso de

decaimiento, éstos se discuten de manera independiente a través de un ejemplo. Para ello,

se considera que la formainicial de la superficie corresponde a un perfil gaussiano:

No(r) = exp(-r7/2). (22a)

La velocidad azimutal correspondiente es

v,(r) =—r exp(—r7/2). (22b)

La vorticidad inicial asociada al campo de velocidad azimutalinicial es

r
,(r) = (r?—2)ox(-5 (22c)

Este tipo de perfil ha sido utilizado por varios autores para simular la forma de remolinos

ocednicos (ver por ejemplo, McWilliams y Flierl 1979; Mied y Lindemann 1979; Ikeda

1981; Mied 1989) y dada su estructura simple y propiedades continuas, el vértice gaussiano

es frecuentemente utilizado para ajustar datos observados de velocidades de vortices

ocednicos o de laboratorio (Simpson et al 1984, Hopfinger y van Heijst 1993).

El vértice consiste de un nticleo con vorticidad negativa, rodeado porun anillo de vorticidad

positiva, comose observaen al figura 2a, donde se muestran los camposiniciales. De hecho,
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Fig. 2. a) Estado inicial de los campos 1,(r'), v.(r) y @,(r) y b) evolucion de la velocidad

azimutal debido solamentea la friccién del fondo (a = F = 0).
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se puede probar facilmente que la vorticidad neta es cero: La integral de area de @ es cero,

asi que su circulaci6n en distancias largas, o(r — ©), es también igual a cero, lo que implica

que es un vortice aislado.

La transformada de Fourier-Bessel (14b) de la velocidad azimutalinicial (22b) es

k?

¥i(k) =—k ox[-5 (23)

Al sustituir en (14a) se obtiene la solucién en formaintegral para la evolucién de un vortice

con esta velocidad azimutal inicial, a saber:

Ke — dk (24)

ey

“t)=— J\(kr)k’ -—-verad=~ [Fr es] eee
0

Se desconoce la solucién de esta integral para un par de pardmetros (a,F') arbitrarios.

Algunos casos particulares, ya sean por la forma explicita de la integral 0 por integracién

numérica, serdn presentados aqui para clarificar los efectos que producen cada unodeellos

en la evolucién del vértice.



IV. 1 Papel de la viscosidad lateral
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Con el propésito de discutir los efectos que produce la difusién lateral de momento en el

proceso de decaimiento, se supone queel efecto de la deformacién de la superficie libre es

despreciable.

Haciendo F = 0,la solucién (24), después de calcular la integral, es:

2. ’
exp] —

(1420? 2(1 + 2at)
 exp(-7).v(r,t)=-

La vorticidad asociada a este campo de velocidad azimutales:

aye 1 r* _ _ r _

oraleS 2xf aan|™

y la elevacién de la superficie libre es dada por

2

(r,t)= : ex
ee Teat 2+2at)
 exp(-t).

(25a)

(25D)

(25c)

Nétese que el perfil inicial retiene su cardécter gaussiano y que con «=O se recuperael

resultado de Greenspan y Howard (1963). Estos resultados se presentan en la figura 2b.
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Con a =F =0,la dinémica lineal de Ekmanpredice un decamiento puramente exponencial

del flujo y la posicién donde se alcanza la velocidad azimutal extrema(r,,,) se mantiene

fija, sin embargo,la inclusién del flujo lateral de momentopordifusién, lleva a una traslacién

de su posicién de acuerdoa la férmula:

V(t) = (1 +2at)'” (26a)

y la amplitud de la velocidad azimutal extrema(¥,,,), evoluciona en el tiempo de acuerdo

1 1
Vout) = “(+200)” exp]—5. + 2») (26b)

Entonces, como una correccién al decaimiento lineal de Ekman,la difusién provoca una

migracion de la velocidad azimutal extremahacia afuera y su decaimiento aumenta amedida

que aumenta el valor del par4metro a. Estos rasgos se muestran en la figura 3, donde se

presentan los resultados de la evolucién de la velocidad azimutal para a= 0.1 y 1.0. La

forma en que evoluciona la velocidad azimutal extrema y el radio donde se alcanza se

muestran en la figura 4 para a= 0, 0.5 y 1.0.

En ambasfiguras (3 y 4) se observa que la razén de decaimiento es mayoren elinicio que

para tiemposposteriores. De t =O at = 1 la velocidad azimutal extrema decae 93% y 72%

para a= 1.0 y ~=0.1, respectivamente; sin embargo, de t = 1 a t =2, su decaimiento es

del 83% y del 71%. Comoesde esperar la raz6n de decaimiento para valores pequefios de

a es casi constante y préximaa la escala de tiempo de Ekman.
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Fig. 3. Evolucién de la velocidad azimutal con F =0. a) para a=0.1 y b) para a = 1.0.

N6tese que el ensanchamientoy el decaimiento del vértice es mas rapido,al incrementarse

el valor del pardmetro &.
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Fig. 4. a) Evolucién de la velocidad azimutal extrema y b) posicién dondese alcanza, para

a =0,0.5y 1.0.
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IV. 2 Papel de la superficie libre.

Para analizar el efecto que ejerce la presencia de una superficie libre deformable, se toma

ahora « = 0, eliminando los efectos del flujo lateral de momento por difusién, por lo que

(24) queda como:

 
. mn

v(r,t) ==[ereen|-5| dk. (27)

D

Esta integral no parece tener cuadratura conocida para cualquier valor del pardémetro F,

salvo, claro est, si F =0, un resultado ya discutido.

Enla figura 5 se presenta la evaluacién numérica de dicha integral para F == 1.0 y 10. En

la figura 5b se observa mds claramente como a medida que el tiempo aumenta,la posicién

de la velocidad azimutal extrema migra alejandose del centro del vértice, mientras que su

amplitud decae con una raz6n menor que con exp(—t). Ademés, si se compara la figura 5a

con la figura 5b se observa que la rapidez del decaimiento disminuye al incrementarse el

ntimero de Froude.Estos resultados corroboran los previamente sefialados por Mied (1989),

Kloosterziel y van Heijst (1992) y Maas (1993).

Ahorabien, un caso particular dondeestén involucrados ambosparémetros, se tiene al tomar

F = 1/a. Ental caso, de (24) se obtiene:

7 2 Rt
v(r,t) =~[7,(kr)k exp]| dk.

oO
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Fig. 5. Evolucién de la velocidad azimutal para & = 0 y a) F = 1.0 y b) F = 10. Notese que

el decaimiento y ensanchamiento del vértice es mas rapido para valores menoresde F.
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Despuésde resolverla integral se tiene

 peee
MDaem] UFok as

El campode vorticidad es

 
yf Fog _ Fr
ONEile +21" 2 ex UF ol (285)

y la elevacién de superficie libre es

 
iy. #F Fr?

n(r,¢) F427ey] (28c)

En este caso de (28a) se obtiene que la posicién donde se alcanza la velocidad azimutal

extrema, evoluciona respecto al tiempo por

(29a) 
F +2)?

Pex(t) = ( F

y su amplitud (¥,,,), de acuerdoa:

 
3/2

Vext(t) = {;7 expA (29b)
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Enla figura 6 se muestran los perfiles de la velocidad azimutal entres instantes de tiempo,

paraF ==1.0y10(a=1.0y 0.1). Laevolucién de la velocidad azimutal extremay el radio

dondese alcanza se presentan en la figura 7.

En este caso nuevamente se observa que el mayor decaimiento del vértice ocurre para

tiempos pequefios. En ft = 1 la amplitud de la velocidad azimutal extrema decae, respecto a

la inicial, un 81% y 24% y de t=1 at=2 en un 54% y 21% para F=1 y F=10,

respectivamente. Si se comparan estos resultados y las figuras 3 y 6, se observa de nueva

cuenta, que al incrementarse el valor de F’, retarda el decaimiento del vértice.

A continuacién se veré como en los casos donde se tiene una expresién explicita de las

soluciones, la ecuacién que dicta la evolucién de la vorticidad relativa (19), se reduce a una

ecuacion de difusion.

En el caso F =0, la raz6n de decaimiento dela vorticidad relativa esta dada por (20); sin

embargo, para tener una idea de la importancia relativa de los mecanismosque intervienen

en el cambio de la vorticidad, se pueden mostrar las dos contribuciones del lado derecho

de la ecuacién (19). Estos términos se muestran en la figura 8 y se observa que existen

regiones donde el cambio dela vorticidad es marcadamente diferente. Hay un nticleo, desde

el centro hasta el primer cero del término de difusién, donde tanto la difusién comoel

bombeo de Ekman cooperan en el decaimiento. Hay un anillo, desde la frontera del nticleo

hasta donde el bombeo de Ekmanse hacecero, en el cual la difusién se opone al bombeo

de Ekman impidiendo el decaimiento. Desde aproximadamentela mitad deeste anillo hasta

cierto radio la vorticidad esté aumentando y mds alejado de esta zona vuelve a decaer.
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Fig. 6. Igual que la fig. 3 pero para a) ©= 1 (F = 1) y b) a=0.1 (F = 10).
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Fig. 7. Igual que la fig. 4 pero ahora con a) ®@= 1 (F = 1) yb) w@=0.1 (F = 10).
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Fig. 8. Importancia relativa de los mecanismos que modificanla vorticidadrelativa del flujo,
como unafuncion del radio, para F = 0 y a =0.1. a) Enelinstante inicial, t =O y b) ent = 1.
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De forma generalse tiene que, el decaimientodel nticleo, cuya velocidad azimutal es cercana

a rotacién rigida, es mds répido que en la parte mas remota del vértice, es decir, mas alld

del radio dondeel perfil de la velocidad azimutal alcanza su extremo. Esto corrobora los

resultados obtenidos por Maas (1993).

En el caso F = 1/a, se puede demostrar facilmente que (21) se satisface, a saber:

On _
i, =o

con @ y 1\ dadas por (28b,c), respectivamente. En este caso, la ecuacién para la vorticidad

relativa (19) queda:

—=—V’@ (30)

De (30) se vé que para vértices con escala horizontal pequefia comparada al radio de

deformacién de Rossby barotrépico, decaen répidamente, mientras que para vértices cuya

escala horizontal es del orden o mayor que el radio de deformacion, su decaimiento es mds

lento.

Eneste caso, aunque sélo el efecto de difusi6n interviene en laredistribucién dela vorticidad,

las magnitudes de los términos del lado derecho de la ecuacién (19) estén dadosen la figura

9. En términos generales la razén de decaimiento de la vorticidad, presenta un

comportamiento parecido al caso anterior, su decaimiento es mayor cercanoal origen que

en la region exterior.
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Para concluir con este capitulo, se presentan los valores de los términos alineales, que

aparecen en el sistema (11) con R,=1, calculados a partir de las soluciones lineales

obtenidas. En particular, parael casoF = 1/a1a solucién satisface completamenteel sistema

alineal, ya que la velocidad radial es nula, pues las columnas de vortice no cambian de

espesor. Para valores realistas de los parémetros ambientales se tiene que F <« 1/a, luego,

para lograrFa = 1 se necesitapara el océano valores excesivamentealtos de las viscosidades

turbulentas o en condiciones de laboratorio, velocidades de rotacién del tanque demasiado

altas. Por lo tanto aunque mateméticamente se tiene la forma explicita de la solucion, ésta

no tiene un significado fisico relevante.

El célculo con F = 0 del término no lineal en la ecuacién de momento radial se muestra en

la figura 10 para a = 0.1. Aqui se observa queen el instante inicial el término alineal es del

mismo orden quelos términos que formanel balance (fig. 10a) y disminuye su importancia

considerablemente al aumentar el tiempo(fig. 10b). Esta caracteristica también se observa

para la ecuacién de momento enla direccién azimutal, donde cada uno de sus términos son

presentados en la figura 11. Ademéds se tiene que el término alineal sdlo es considerable

cerca del origen (fig. 11a), cuando el tiempotranscurre tanto éste comoel término de difusién

son despreciables, estableciéndose un balance entre la velocidad azimutal v = 2u y suraz6n

de cambio (fig. 11b).
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Fig. 10. Términos de la ecuacién de momento enla direcciénradial en a) t=(0 y b) t= 1
para la soluci6n con F =O y a=0.1.
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V. CONCLUSIONES.

En este estudio se llega a las ecuaciones que gobiernan la evolucién de un vortice en balance

ciclostréfico, cuandolas fuerzas viscosas son pequefias, o sea, cuando los nimeros de Ekman

(A, y A,,), Son pequefios. Estas son las ecuaciones del sistema (11), utilizando la velocidad

del bombeo de Ekman (9). En el modelo de gravedad reducida, la velocidad del bombeo

desapareceal permitir que la capa activa se deslice sin friccién sobre la capa inferior inerte.

En este caso las ecuaciones que dictan la evolucién del vértice estén dadas en (C1).

Enlo que sigue sélo se hard referenciaal caso lineal ya quees el tinicotratado en eltrabajo.

Cuando R, « 1, el vértice est4 en balance geostréfico y sdélo tres factores intervienen en el

proceso de decaimiento del vértice: el bombeo de Ekman, proporcionala la vorticidad en

el interior, la deformacién de la superficie libre y la difusién lateral de momento.

La importancia de la deformacién de la superficie libre esta dada por el valor del nimero

de Froude, F, un pardmetro que compara la escala horizontal del vértice al radio de

deformacién de Rossby, mientras que la importancia de la difusién lateral de momento esta

representada por la magnitud del parémetro a, que comparala escala de tiempo difusivo

con la escala de tiempo de Ekman.

En esta aproximaci6n,la solucién en formaintegral para la ecuaci6n que dicta la evolucié6n

de la velocidad azimutal es dada por (14a) y para la evolucién de la superficie por (15a).

Estas soluciones, que incluyen los tres factores, reproducen en su caso las publicadas

anteriormente, que consideran uno o dosdetales factores.
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Unanélisis general del decaimiento del vértice, con R, « 1, es dado a través de la ecuacién

para la vorticidad relativa, mostrando que su raz6n de cambio se debe a la compresié6n

(estiramiento) de los tubos de vortices y a la difusién lateral.

Para el caso clésico, F = a=0, en las regiones donde la vorticidad relativa del fluido es

positiva (negativa), la friccién en la capa del fondo ocasiona un bombeo(succién) de Ekman

en el tope de esta capa, provocandoasi, la compresién (estiramiento) de los tubos de vértice

en el interior, lo que disminuye (aumenta) la vorticidad en el fluido.

Cuandola superficie libre es dinémicamente activa, es decir, cuando el nimero de Froude

no es pequefio (F # 0), se observa que la velocidad azimutal extrema del vértice se propaga

hacia afuera, el vértice se ensancha. Este efecto y el incremento en el tiempo de decaimiento

son debidos a que la superficie libre parcialmente 0 completamente, cuando F = 1/a,

compensa el efecto de la compresién (estiramiento) de los tubos de vértice en regiones de

vorticidad positiva (negativa) del fluido.

Ladifusién lateral, unido al efecto de la superficie libre, lleva a una migracién de la velocidad

azimutal extrema hacia afuera, el vértice se ensancha. Pero, contrario al efecto de la

superficie libre, el tiempo de decaimiento disminuye al aumentar el valor del parémetro a.

Aunque con un modelo deesta naturaleza, se pueden entender los efectos dindmicos que

ocasionanlos factores considerados, es buenosefialar también las principales limitaciones

e idealizaciones que se hanutilizado: (i) se considera un océano de densidad uniforme, no

acotado en la horizontal, (ii) no se tiene en cuenta la curvatura de latierra (plano /), (iii) se
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trabaja con las ecuaciones linealizadas cuando en realidad para remolinos ocednicos

observados, R, ~ 0.2, un valor que debe ser tomado en cuenta, (iv) no se considera difusién

de masay (v) el vértice tiene una simetria azimutal perfecta.

Lainclusién de los términosalineales puede causar un comportamientodistinto para vortices

ciclénicos y anticicl6nicos (Maas 1993), pero en este trabajo existe simetria entre ambos

casos.
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APENDICE A. ADIMENSIONALIZACIONDE LAS ECUACIONES.

Se considera aqui el andlisis dimensional de las ecuaciones(1), utilizando escalas en forma

general, que se iran especificando de acuerdo al problemaa atacar.

Introduciendolas escalas

[u,v,w,p,nl =[Uu., Vvz, dUw., Pp, ®n,]

[r,Z,#] =[Lr., Hz.The]

dondeL,H y destan definidas en la tablay las variables con asteriscos son sin dimensiones.

Al sustituir estas variables en las ecuaciones del sistema(1), resulta:

  

2.2 Vi; 1 y nu
lou z Bawaety= =_fSP,ovJe You (A la)

 

jt ot aL " 0 Oz UfL r U pfuUuL or we r fH’ dz?

lov, U. 2 w2- u U Wf 1 Vy, av* = ~ ee —| Y= ee

S5Uf1ldw 8UfU( a 4 P op SUf Vn oo. SUF Vy OwSeee ea| ff — =—-——_—-14+—— —

g ft 8Yedoe ye pgHee ye.’ * 8 fH? dz’ ate)

ow lod
aerare= (Ald)

dondese han eliminadolos asteriscos por comodidaden la notaci6n. Este resultado se tiene

después de dividir la primera ecuacién por fU, la segunda por fV y la tercera por g

multiplicada y dividida convenientementeporf. La escala parala velocidad verticalse tiene

de la ecuacién de continuidad, donde 6 = H/L esla razén de aspecto.
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Comose vera mas adelante, cuando se formulen los requisitos para el flujo principal, la

velocidad radial entra como unacorreci6n a éste, sin embargo, la toma de U=V noafecta

nadael planteamiento del problema. Si ademasse utilizan las definiciones de los ntimeros

de Rossby, Froude y de Ekman,horizontal y vertical, dadas en el texto (ver TablaI),el

sistema (A1) queda:

  

1 Ou 0 0 y _ Pop. > 1 ou

frat Rudowd —R, 7 y=FP(vjestoh,502 (A2a)

1 dv 0 Oo ou 1 x iL oy

———s == oy —_ V7 -—

FeaRuowe)+u on np+5,a2 (A2b)

2p plow, open 9

4

yw?

hy

a?P14a 1 ORF, Ow
oR,Fe a Riu+wSy = pgH dz i,Vw 5 Mw=> (A2c)

dw 1d

Betr3=O (A2d)

dondese hautilizado que 5Vf/g = &°R,F, un resultado quese obtiene al multiplicar y dividir

por fL’H.

A continuacién se reduce el nimero de escalas independientes, al relacionarlas entre si,

imponiendociertos balances como aproximacionesglobales de la dinémica

Sise tomala escala para la presién de formatal que a primerordenel vértice esté en balance

geostréfico (ver, por ejemplo, Cushman-Roisin et al. 1990), P = pfLV,la presién (3) sin

dimensioneses:
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fLVp. = gH(1-2) +fLVp’:.

Después de dividir por gH y de multiplicar y dividirel primero el iltimo término porfL,

la expresién de arriba tomala forma:

R,Fp =1-z+R,Fp’. (A3a)

Dela expresion (A3a) se obtiene que

Op _ op’
or or (43d)

Op __ op’RFS =-14RFa. (A3c)

Para laescala de la elevaci6én se toma aquella que a primerorden esté en balancehidrostatico,

® = fLV/g, quedando la expresién (4):

AzZ,.=HiV
&

la cual, después de dividir por H y multiplicary dividirel Ultimo término por fL, queda

z,=1+R,Fn. (A4)
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Sustituyendo en el sistema (A2) la escala para la presién, notando que P/pgH =R,F y

utilizando las expresiones (A3b,c) se tiene, después de multiplicar las ecuaciones por2 y

de dividirla tercera por R,F:

   

2 du 0 0 v dp’ 1 Ou
Fear) oe{u a, rw) = 2K, , —2v =-2 a, (v -shey="52 (A5a)

2 dv 0 0 _ 21 ov
Frat +2R{u > twatT42=r =p thy (A 5b)

28’dw 2 oO 0 _ dp’ 2 2 2 ew
Ftve +25°Raowe} a+52,Vw +A, a (A5c)

dw ld

El decaimiento de un vértice esta controlado principalmente por dos procesos viscosos (ver

introduccién), uno debido a la presencia del fondoy otro a la difusién lateral de momento

en elinterior del fluido (alejado del fondo). Las escalas de tiempo asociadas a cada uno de

estos mecanismosser4nutilizadas a continuaci6n y se vera que ecuacionesrigen la evolucién

y decaimiento del vértice en amboscasos.
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APENDICE B. ESCALA DE TIEMPO DE EKMAN.

Envista de los resultados conocidos de la dinaémica lineal de Ekman (ver Greenspan 1968;

Gill 1982; Pedlosky 1987) la escala de tiempoasociadaal decaimiento de un vortice, debido

a la friccién del fondo,es la escala de tiempo de Ekman:

2\1/2

(=T,= (2 ) =27f'ih,” (B1) 

fvy

Sustituyendo (B1) en las ecuaciones del sistema (A5) setiene:

5 2
yetson{yoo0 u -2R,2 —2y =-22P4 OA? Vv-25 U+A,aa (B2a)

Oz r "Oz?” Ot "Or or

120V oO Ou 1/2] ~2 i dv
My > +2R{ug twat v +2u = 0A,"| V* - "2apts (B2b)

2

ree26'R1 oywas --2%P+ OM?SVw +2ee (B2c)

ow ld
3ptra=O (B2d)

donde se ha utilizado A, = aA)”.

Para simplificar el problema se restringen las magnitudes de estos pardmetros. En este

trabajo la discusién se limita a un sistema en el que 5<«1, se tiene la aproximacién

hidrostdtica, y se considera R, « 1 el flujo es geostréfico en el interior. El sistemalinealizado

es:

Ou

dz?

 yesOu _ —_7°Pop 4on~} 4 r, (B3a)

ot or
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12OV — py12 21 ov
d, > +2u =OA, (v a +X, x2 (B3b)

Op _5 =O (B3c)

ow 1d5ptraMo. (B3d)

El pardmetro A, es pequefio en todos los casos de interés geofisico, siendo un parémetro

conveniente para hacer una expansidn perturbativa de las ecuaciones. En la expansion, a

primerordeny primera correci6én, los términos que involucran segundas derivadas respecto

az desaparecen; entoncesse necesitan solucionesde capalimite para satisfacer la condicién

de frontera en el fondo (z = 0).

Siguiendo el tratamiento de Holton (1965), se buscan solucionesen la forma:

(uv,wep)=WUvwip)(z.t)t(wsvsw’sp’) (1,60) (B4)

donde los supraindices J y b representan los camposenel interiory en la capa de frontera,

respectivamente. Aqui ¢ es la coordenadacontraida z = Ay”C, y para C~O(1) se tiene que la

capade frontera es precisamente la capa de Ekman.Enlo que sigue y por conveniencia en

la escritura se sustituye p por p .

Usando el formalismo de arriba, se expanden los campos como:

fz.t=UACz. tay” + UAC.6OA” (B5)
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dondef(r,z, t) representa cualquiera de los camposy todosloscoeficientesf(r, C,t) tienden

acero como tiendea infinito (al interiordel fluido).

B1. Problema en el interior.

Primeramente se examinan las ecuaciones validas para el fluido en el interior 0 < z <z, .

Introduciendo la expansién (B5) en las ecuaciones (B3) y recolectando los términos de

primerorden,setiene:

 

 

yi Oe
° or

ui =0

op,Fag
oz

w=0

Este resultado no es sorprendente, ya que al tomarlas escalas fué un requisito exigido. Las

ecuacionesrepresentan el diagnéstico geostréfico e hidrostatico, indicando que la presién

es verticalmente uniforme

Po=N (B6)

y el campo de velocidad es puramente horizontal, oviloz =O ywi=0.
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Las ecuaciones que dictan la evolucién se obtienen a primera correccién de la expansi6n,

asia O(A4”),se tiene:

 
ov. | 4 fi0 =| V2-— by?
+ +24, of pe (B7a)

ohgLBy i)=0 B7b
Oz rareY ETP)

Oo

3/13 yp] a2 ef12 ataa, rv,)|=2 ae +aV op (rv;) (B7c)

estableciendo que la razén de cambio de la vorticidad a primer orden, es debido al

estiramiento de los tubos de vortices paralelo al eje de rotaciény al flujo horizontal de ésta

pordifusién.

La circulaci6nradialy vertical entran al problemaa primera correccién, O(A}”) y asi queda

claro que la escala para la velocidad radial, y por lo tanto para la velocidad vertical, es

U =v.

Para completar el problema es necesario considerar las condiciones en las fronteras

horizontales, para ello se necesitan soluciones de capa limite para satisfacer la condicién

de no deslizamiento en el fondo y la condicién cinematica en la superficie libre, que serdn

vistas a continuacion.
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B2. Problema en la capa limite. Soluci6n de Ekman.

Expandiendo las ecuaciones (B3) para ¢~O(1) se obtiene que el balance en la capa de

frontera a primer orden, después de sustraer las componentesdel interior, es:

 

 

 

0 +2v, =0 (B8a)

ave0 b
aC —2u, =0 (B8b)

dps
at =(0 (B8c)

ow, lo,
Btrar" u,) =0. (B8d)

El campodepresion es hidrostatico, luego, el gradiente de presién esta dado por su valor

enelinterior. El perfil de velocidad en la capa de Ekmanse obtieneal resolver las ecuaciones

(B8a, b), sujeto a las condiciones de frontera u, =v, =w, =0 en z = 0. En la coordenada

contraida estas condiciones se expresan como:

u, =0

b 1
Vv, =v;

b I
Ww, =—W;

enC=0,yenellimiteC> ,u;,v),w) 30.

El resultado es :

uy =—v, exp(—t)sin C
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v? =v! exp(—C) cos €.

Entonces,la evolucién de los campos en la capa de Ekmanest4 completamente determinada

por el campo de velocidad azimutal enelinterior v;(r,t) . Con este resultado, integrando

respecto a € la ecuacién (B8d) desde € = 0 hasta € — ©, se obtiene la velocidad del bombeo

de Ekmanesigual ala mitad de la vorticidadrelativa, a primer orden,del fluido enelinterior:

Wi = 575. (rv;) = We en z=0. (B9)

La expresi6n (B9)es la condicién de frontera en el fondo.

Veamos ahora como obtenerla condicién de frontera en superficie; para esto aplicamosla

condicién cinematica en una frontera material:

—S=0
Dt

donde el operador D/Dt esta definido en (2) y S(r,z,t)=0=z —N(r,t) es la ecuacién que

define la superficie. Utilizando las escalas definidas en este apéndice, el operador (2) se

expresa en forma adimensional como

0 ld 0
R,w az = a7Rot ar" (B 10)

Aplicando (B10) a la ecuacién de la superficie libre dada por (A4)se tiene:



_Fon anW, —5 +R,Fu os

que parael casolineal, R, « 1, se reduce a
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(B11)

(B12)

Utilizando (B9) y (B11) se puedeintegrar la ecuacion de continuidad (B7b), desde el fondo

(z =0) hasta la suprficie (A4), obteniéndose

mM 20 _F ay +75, (ru, +FR,N)) = 2w,.

Resumiendo,las ecuacioneslinealizadas que rigen la evolucién del vértice son:

 

 

1ane
e oor

0 I

Heal=of4:hi

am ,29,.»_10 1
Pai ap TM) = Ta,M0)

dondese hautilizado (B6).

(B13)

(B 14a)

(B14b)

(B 14c)

Los primeros términos en las ecuaciones de movimiento que aparecensi R, tiene un valor

significativo, se obtienen al sustituir



1/2. 1u=A, uy t+...

1/2.v=v,taA, vt...

1/2, 7
W=A, WT...

p=p,+r,pit...

n=n tani +..

en el sistema (B2). Luego de recolectar los términos de O(1), se tiene:

 

ov, Ro 1
a + au2(rv3)+ 1 = ov"5}

OM.
7 ot
 

20a
+>(ruy(1 +FR,n,)) =2ws.
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(B 15a)

(B15b)

(B15c)

En este modelo, aunque aparecenlos términosalineales, el bombeo de Ekman,wz,definido

por(B9), se calculé suponiendo R, «1, esto es, la velocidad del bombeoesta relacionada

linealmente a la vorticidad del fluido enel interior, es decir, del fluido en la mismaposicién

radial. Esto ultimo no debe sercierto si R, = O(1); sin embargo, Maas (1993) calcula la

velocidad alineal del bombeo de Ekmanutilizando una expansi6n, en términos de R,, de

las ecuaciones en la capa de frontera, y sefiala que, aun para R, = 0.45, la correccién no

altera mucholos resultados que se obtuvieron para la evolucién de la velocidad azimutal,

cuandofuéutilizada la relaciénlineal dada por(B9). Esto hace pensarque el sistema (B15),
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junto con (B9), se puedeutilizar para describir la evolucién de vortices relativamente fuertes.

A continuaci6n se escribe la forma dimensional del sistema (B15):

vy _ on

r t=8a,

Ov ud. _yfy_tar + Dp (rv) +fu =v¥ a)

M419 Gum yt?Gru) = (Me)126
ot ror foe r or a 2f ore?

donde se han eliminado los subindices y se ha utilizado (B9) con dimensiones. La forma

dimensional del sistema lineal utilizado en el trabajo se obtiene directamente de estas

ecuacionessi se eliminan los términosalineales.

La ecuacién para la energiatotal, se obtiene al multiplicarla primera ecuacién del sistema

por hu, la segunda por hv, donde h = H +1 esla profundidadtotal del fluido la tercera

ecuacion por g1). Sumandoelresultado, se obtiene:

OE
3tY © (hBu) =hvv,

dw
> +Bdo

donde

E =(hv’+g1/)/2 esla energiatotal del sistema y
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B:=v7/2+g1 es la funcién de Bernoulli.

Aquise ha utilizado 8 = (v,/2f)'”, el grosor de la capa de Ekman del fondo, D*v = da/dry

que V* uw =(l/r)d/ar(ru).

Un rasgo distintivo de la energia total del sistema es que solo la velocidad azimutal

contribuye a la energia cinética, siendo nulo el aporte de la velocidadradial.

También para completar, se presenta la ecuacién lineal de vorticidad potencial, en forma

dimensional, que equivale a la ecuacidén (19) del texto,esta es:

a fy, 1/2

2(o-f)={25 O+v,V'@ 

B3. Solucién de la ecuacion quedicta la evolucion de la velocidad azimutal.

El sistema (B14) se puede combinarpara obtener una ecuacién que dicta la evolucién de

la velocidad azimutal. Esta es dada por la ecuacién (13b) del texto y es

0
5» —Fy] =aD*y -D’y. (B 16)

Se busca unasolucién de la ecuacién (B16) por separaci6nde variables,la cual se representa

en la forma
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v(r,t)=R(r)T(t). (B17)

Sustituyendo (B17) en la ecuacién (B16) se obtiene

ldT aD*-D’

| D?-F Jka

con ¥ =cte >. Asi se tiene quela solucidn para el problemaenel tiempo es una que decae

T~exp(—Yt) y la ecuacién para el espacio es

[aD*-—D?+ yD’ —F]R =0.

Este operador se puede factorizar en

[o.D* +B] [D*+k7|R =0

dondeB y k* son constantestales que

ok? +B=/7 -1.

La solucién de [D?+k7]R =O es
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Rr) = J,(kr)

siempre que k > 0.

Entonces,

v(r,t) =J,(kr) exp(-/)

es solucién (B16) si se escoge

 

okt +k?eecere
Re+F

Porlo tanto

bo
ok? +k?

viene[Tex ar thc dk 

para cualquier funci6n arbitraria T, = 7,(k), es un subconjunto del conjunto de soluciones

de la ecuacién diferencial (B16). Este es el subconjunto apropiado que logra satisfacerlas

condicionesde frontera, a saber, v = v(r, t) sea acotada en todoel espacio y decaiga a cero

con r > ce,
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La forma dimensional de esta ultima ecuacién es

00

v(r,t)= [r.c@one) exp[-S,,t] dk

0

con

1/2
_ (Av2H) ke +v,kA

"4+PigH

donde T,(k) tiene unidades de velocidad pordistancia y k de inverso de distancia.
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APENDICE C. MODELO DE GRAVEDAD REDUCIDA.

Como se mencioné en el capitulo tres, una de las fuertes limitantes para aplicar el modelo

a remolinos ocednicoses quelas escalas horizontales de éstos son muy pequefias respecto

al radio de deformaciédn de Rossby barotrépico. McWilliams (1985) sefiala escalas

horizontales tipicas de 20-50 km para vértices en el Mediterraneo, Vukovich y Crissman

(1986) en un trabajo de 12 afios de datos de satélite en el Golfo de México, reportan un

didmetro promedio de remolinos de 150 km y Auer(1987) de 129 km para remolinos que

se desprendendela Corriente del Golfo.

Porotro lado, la estructura vertical de dichos remolinos alcanzan amplitudes del orden de

los cien metros, y dificilmente logran sentir la presencia del fondo, excepto, claro esté,

cuando en su migracién chocan conla plataforma, como ocurre en el Golfo de México (ver,

por ejemplo, Lewis y Kirwan 1985) o en la costa este de los Estados Unidos (Joyce 1991).

Por estas razones, una aproximacidn mas apropiada para estudiar la evolucién de vértices

aislados, es el modelo de gravedad reducida. Este considera una capaactiva de fluido sobre

una de mayor densidad, de profundidad infinita, en reposo (ver, por ejemplo, Nof 1981,

1983, Smith y Reid 1982, Davey y Killworth 1984, Cushman-Roisin et. al. 1990, entre

otros).

El modelo que a continuacién se presenta se obtiene al considerar v, =0 y al escalarel

sistema(1) utilizando la escala de tiempo difusivo en lugarde la escala de tiempo de Ekman,

ya que en este caso T, =o. Aunque las ecuaciones derivadas anteriormente son para una

capa con densidad constante que se extiende hasta el fondo, éstas son las mismaspara el
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modelo de gravedad reducida, excepto por:la gravedad es sustituida porla gravedad aparente

g’ =gAp/p, con Ap la diferencia de densidadde la capa inferiora la superior, 7 es el grosor

de la capa activa y no existe ni capa ni bombeo de Ekman,puesla capa activa se desliza

sin friccién sobre la capa inerte.

Al igual que en el apéndice anterior, partiendo del sistema (A5), en este caso se puede ver

facilmente que:(i) si se considera 6 «1, (ii) se eliminala viscosidad vertical, v, = 0 (A, = 0),

(iii) se utiliza la escala difusiva para el tiempo

L’

t= 71, =—=2f"%,,
Vi

y (iv) se expanden los camposutilizando (B5), pero ahora sdlo enel interior (no hay capa

de frontera) en base al pardmetro (pequefio) A,,.

Con todo lo anterior, las ecuaciones que dictan la evolucién de un vortice en el modelo de

gravedad reducida son:

ve on
Rtv =a (Cla)

ov R, 0 . _ a1
Fr +2u(2om i}-(¥ a (Clb)

on 20 _Fo + >) (ru(1+FR,n)) =0. (Clc)
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Dondeahora, al integrar la ecuacién de continuidad, se utiliza la condicién cinematica,

(B11), tanto en la superficie comoenla interfase. SiR, « 1, el sistema que rige la evolucién

del vértice es:

ave5 (C2a)

Ov _ 2124 =(9 =) (C2b)

mn, 207PNA(ru) =0 (C2)

Estas ecuacionesson las planteadas en (12) con ®= 1 y sin la contribucién del bombeo de

Ekman. Una esquematizacion del modelo se presenta en la figura 10.

Combinandoel sistema (C2) se obtiene una ecuaci6n querige la evolucién de la interfase

Cl 2 _ 4
a LV n-Fnl=Vin (C3a)

y para la velocidad azimutalse tiene

a
5,» — Fy] =D*y (C3b)
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zA

Cc|%fr

H

nN p= cte

———_---—

r

Interfase

p+Ap 
Fig. 12. Diagrama esquematico del modelo de gravedad reducida.
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Las soluciones en este caso son:

 

 

©
i kA

r,t)= 1,(k)Jo(kr) exp} — t| dk 4aner.) faovaeren| a (Ca)

para la interface, n, con No(k) dado por (15b); y

oO iA

v(r,t)= [e.tontnrex|—aE | kdk (C4b)

0

para la velocidad azimutal, v, con ¥,(k) dado por(14b).

Estas ecuaciones (C3a,b) y sus soluciones correspondientes (C4a, b), fueron obtenidas por

Mied (1989) en su estudio de decaimiento de vértices de mesoescala para el casolineal.

En este modelo, el parémetro que mide la importancia de la deformaci6nde la capa activa

es F = (LIL,)’, donde ahora L, = (g’H)'”/fes el radio de deformacién de Rossby baroclinico

y H esla profundidad de la capa activa en ausenciadel vértice.

Es bueno sefialar que, dadas las escalas utilizadas para obtener el sistema que rige la

evolucién del vértice, el modelo (22) sdlo es aplicable a remolinos cuasigeostréficos de

mesosescala (L~L, y n « H, Kamenkovichetal. 1986). Para analizar la validez del modelo

de gravedad reducida ver Chassignet y Cushman-Roisin (1991).


