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En este trabajo se calculan los transitorios eléctricos gque se producen al
aplicar subitamente wuna corriente constante a través de un material
semiconductor o aislante, o bien al interrumpir abruptamente la corriente. Se
estudian seis casos particulares:

1) cuando la corriente es transportada por ambos tipos de portadores de carga
(electrones y hoyos), existe recombinacién directa entre hoyos y electrones,
¥ no existen trampas en el material, ni se consideran efectos difusivos,

2) cuando la corriente es transportada por un sélo tipo de portadores de carga,
3) cuando tenemos sistemas con simetria cilindrica,
4) cuandc tenemos simetria esférica,
5) cuando existen trampas en el material,
6) cuando incluimos efectos difusivos.
Excepto en el 1ltimo caso, la estructura fundamental de los sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan los transitorios estudiados,
corresponde a lo que los matematicos denominan ‘‘sistemas cuasi-lineales de
primer orden estrictamente hiperbélicos’’. En el sexto y iltimo caso, en cambio,
los transitorios estan descritos por una ecuacién de Burgers inhomogénea, la
cual es una ecuacién parabélica no lineal de segundo orden. En todos los casos
se encuentran soluciones analiticas para los transitorios, las cuales nos
permiten conocer:

a) como evoluciona el campo eléctrico dentro del material como funcién de la
posicién y el tiempo,

b) cémo varian las densidades- de los portadores de carga (electrones y hoyos)
dentro del material, :

c) cémo son los transitorios de voltaje,

d) a qué velocidad avanzan los frentes de portadores de carga que son
inyectados al material,

e) cuadnto tiempo tarda en alcanzarse un estado estacionario,

f) cémo puede obtenerse la movilidad de los portadores de carga a partir de

este tipo de transitorios.
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ECUACIONES Y SISTEMAS CUASI-LINEALES
EN LA DESCRIPCION DE TRANSITORIOS ELECTRICOS

EN SEMICONDUCTORES Y AISLANTES

I INTRODUCCION

1.1 Antecedentes acerca de los estudios realizados sobre transitorios

eléctricos en semiconductores y aislantes

Los transitorios eléctricos en semiconductores y aislantes comenzaron a

estudiarse a principios de la década de los 50, cuando el avance en la

electrénica producide por el descubrimiento del transistor en 1948 por
Shockley, Bardeen y Brattain, hize posible la observacién y medicién de este
tipo de transitorios. De hecho, Shockley mismo fue de los primeros que
utilizaron, en 1951, "la medicién de transitorios eléctricos en cristales de
germanio para calcular la movilidad de los portadores de carga en el material
(Haynes y Shockley 1951). Durante los afios siguientes, la movilidad de los
portadores de carga en selenio amorfo fue témbién determinada por medio de
transitorios eléctricos (Spear 1957, 1960).

Las descrpciones teéricas de [os transitorios comenzaron mas tarde, en la
década de los 60. El articulo que abrié las puertas para la investigacién
tetérica sobre transitorios en semiconductores y aislantes fue el articule de
Many y Rakavy (1962):

Theory of Transient Space-Charge-Limited Currents in Solids

in the Presence of Trapping.



En este articulo Many y Rakavy calcularon la forma de los transitorios de
corriente que se originan al aplicar sbitamente un voltaje constante a través
de un material aislante.

A partir del trabajo de Many y Rakavy se empezaron a estudiar muchos
aspectos de los transitorios eléctricos en semiconductores y aislantes. Una
revisi6én bibliografica muestra que conforme ha ido avanzando el tiempo la
investigaci6on sobre transitorios ha ido tocando los siguientes temas
(mencionados en orden cronolégico):

1) Los transitorios _producidos por la doble inyeccién de electrones y hoyos
dentro de semiconductores (‘‘double injection transients’’) se empezaron a
estudiar, mediante aproximaciones un tanto drasticas, por Baron, Marsh vy
Mayer en 1966.

2) Transitorios de corriente limitados por una capacidad finita del electrodo
inyector para suministrar portadores de carga al material (“‘electrode-
limited transients’’) fueron estudiados por Weisz, Cobas, Trester y Many en
1968.

3) Los transitorios en sistemas compuestos se empezaron a estudiar en 1970,
cuando Batra, Schechtman y Seki analizaron los transitorios de corriente en
un sistema dieléctrico/semiconductor,

4) El efecto que tiene la difusién de los portadores de carga en la forma de
los transitorios de corriente en aislantes fue estudiada numéricamente por
Rosental y Lember en 1970.

5) Un estudio més detallado de los transitorios de corriente en aislantes en
los cuales se inyectan simultdneamente electrones y hoyos (‘‘double
injection transients’’) es presentado en 1971 por Gill y Batra.

6) Transitorios de corriente en los cuales se impone como condicién de



frontera que la densidad de portadorés se mantenga constante en ambos
extremos del material, mientras se aplica sibitamente un voltaje constante
a través del mismo, fueron estudiados por Rosental en 1973.

7) Transitorios con electrodos que bloquean el paso de los portadores de carga
(i.e., “‘blocking electrodes’) fueron estudiados por Franceséhetti y
Macdonald en 1979.

8) Transitorios en capacitores del tipo metal/éxido/semiconductor (‘*MOS
capacitors’’) fueron estudiados por Churchill, Holmstrom y Collins en 1979.

9) El efecto de los procesos de captura y recombinacién de portadores en
transitorios de corriente fotoinducidos fue estudiado por Hughes y Sokel en
1981 y 1982.

10) Simulaciones de experimentos de tiempo de vuelo (‘‘time-of-flight
experiments’’) fueron realizados por Shapiro y Bar-Yam en 1988, y por
Misiakos y Lindholm en 1989.

11) Transitorios en dieléctricos producidos por la incidencia de un haz de
electrones que penetran en el material generando pares electrén-hoyo fueron
estudiados por Arkhipov, Rudenko y Sessler en 1991
En todos estos estudios los transitorios eléctricos son descritos mediante

modelos que heredan, en mayor o menor grado, la estructura fundamental del

modelo elaborado por Many y Rakavy en 1962. Estos modelos parten de leyes de
conservacién  basicas  (ecuaciones de  balance), las ecuaciones de la
electrodinamica clasica, y de ecuaciones para la captura- y recombinacién de

portadores similares a las que dedujeron inicialmente Shockley y Read en 1952.

En la literatura estos modelos frecuentemente son llamados ‘‘modelos de

y difusién’’ (“‘drift-diffusion models’’ ), o bien “‘modelos

arrastre

hidrodinamicos’’, ya que en ellos se tiende a visualizar €l movimiento de los



portadores de carga como si se tratara (hasta cierto punto) del movimiento de
un flufdo.

Los modelos hidrodindmicos son, sin duda, el tipo de modelos méas
utilizados para estudiar la forma de los transitorios eléctricos en
semiconductores y aislantes. Existen, sin embargo, otras dos clases de modelos
que también han sido empleados para estudiar transitorios en semiconductores y
aislantes, y que no son descendientes del modelo de Many y Rakavy: (i) los
modelos que se basan en la técnica de Monte Carlo, y (ii) los modelos que
parten de la ecuacién de Boltzmann.

Los modelos basados en la técnica de Monte Carlo consisten en una
simulacién del movimiento de un conjunto de electrones dentro del material.
Cada electrén, a lo largo de su viaje, sufre una serie de colisiones contra
distintos centros dispersores. E] tiempo de vuelo entre dos colisiones
sucesivas, asi como el mecanismo 'de dispersién con el que se encontrara, son
elegidos al azar. Modelos de este tipo son usados tanto para estudiar
transitorios (Pan 1992; Zhou et al. 1989; Yoon et al. 1988),como para estudiar
estados estacionarios (Xu y Shur 1987; Al-Omar y Krusius 1987; Van de Roer y
Widdershoven 1986).

Los modelos que emplean la ec. de Boltzmann se basan en la suposicién de
que el movimiento de los electrones en un semiconductor o un aislante puede ser
descrito por la ec. de Boltzmann, aln cuando esta ecuacién fue construida
originalmente para describir el movimiento de las rnoléc'ulas en un gas lo
suficientemente diluide para que la trayectoria media libre sea mucho mayor que
las dimensiones de las moléculas, y lo suficientemente denso para que la
trayectoria media libre sea mucho menor que las dimensiones del recipiente que

contiene al gas. Actualmente la ec. de Boltzmann es muy usada para estudiar las



propiedades de semiconductores y aislantes. Sin embargo, esta ecuacién es usada
principalmente para estudiar propiedades de los materiales en estados
estacionarios, y raras veces para estudiar los transitorios (Kunhardt et al.
1988), ya que frecuentemente no se calcula la dependencia en el tiempo de la
funcién de distribucién f(r,v,t), sino que se presupone de antemano que dicha
dependencia es exponencial, utilizando la aproximacién conocida en inglés como
“relaxation-time approximation’’ (Baranger y Wilkins 1984, 1987; Bringer y
Schén 1988; Azoff 1988), o bien desde un principio se supone que la funcién de
distribucién es independiente del tiempo (Hammar 1973).

Tanto los modelos que emplean la técnica de Monte Carlo, como aquéllos que
parten de la ec. de Boltzmann, son usados, principalmente, para estudiar el
comportamiento de dispositivos electrénicos de dimensiones extremadamente
pequefias (‘‘submicron devices'’). En tales circunstancias el transporte de los
portadores de carga dentro del material es cualitativamente diferente del
transporte a través de un material de mayores dimensiones, ya que aparece la
posibilidad de que los portadores de carga atraviesen el material sin sufrir
ninguna colisién, dando lugar a un nuevo tipo de mecanismo de transporte,
conocido como ‘‘transporte balistico’’. Cuando este nuevo tipo de transporte
entra en juego, los modelos hidrodindmicos tradicionales ya no describen
apropiadamente el comportamiento del material, y es en estos casos cuando los
modelos basados en Ja técnica de Monte Carlo o en la ec. de Boltzmann han
resuitado de utilidad.

Después de este répido panoré.ma del trabajo realizado hasta ahora en la

descripcién de transitorios eléctricos en semiconductores y  aislantes,

pasaremos a definir el tema y objetivos del presente trabajo.



1.2 Transitorios producidos por la aplicacién sibita de una corriente

constante., Tema y objetivos del presente trabajo

En la seecciébn anterior presentamos una lista con algunos de los
principales temas que han sido estudiados mediante modelos hidrodinamicos.
Observando esta lista podemos apreciar que las investigaciones sobre
transitorios cubren temas muy diversos, y no resulta facil detectar elementos
gque sean comunes a esta multiplicidad de estudios. Sin embargo, una revisién
mds cuidadosa de los modelos desarrollados para describir transitorios
eléctricos en semiconductores y aislantes, revela que la mayor parte de estos
modelos analizan transitorios de corriente producidos de diversas maneras (Many
y Rakavy 1962; Baron et al. 1966; Weisz et al. 1968; Batra et al. 1970;
Rosental y Lember 1970; Gill y Batra 1971; Rosental 1973; Franceschetti y
Macdonald 1979; Misiakos ¥y Lindholm 1989; Kao y Hwang 1981, pag. 337). A
diferencia de esto, los trabajos de investigacién sobre transitorios de woltaje
son sumamente escasos (Haynes y Shockley 1951; Batra et al. 1;370; Martini et
al. 1972), a(m cuando en la industria electrénica la medicién de transitorios
de voltaje es sumamente utilizada para caracterizar y medir el tiempo de
respuesta de todo tipo de transistores (1970 Preferred Semiconductors and
Components Catalog from Texas Instruments). Este desequilibrio se debe, en
parte, a que en estado s6lido es mas usual controlar los voltajes y medir las
corrientes resultantes, que proceder al revés. Sin embargo, quienes tengan
alguna familiaridad con los estudios realizados sobre transitorios eléctricos a
través de celdas electroquimicas, tendrén Inuy presente que para extraer

informacién sobre un sistema podemos proceder de cualquiera de las dos formas:

estimulando al sistema mediante un voltaje controlade y midiendo el transitorio



resultante de corriente, o bien estimulando al sistema mediante una corriente
controlada y registrando el transitorio resultante de voltaje (Bard y Faulkner
1980, caps. 5, 6 y 7; Vassos y Ewing 1983, caps. 7y 9).

Conociendo, pues, que los transitorios eléctricos producidos por cambios
controlados de corriente han sido poco estudiados en el pasado, en el presente
trabajo calcularemos los transitorios que se producen cuando aplicamos
sibitamente una corriente constante a través de un semiconductor o un aislante
colocado entre dos electrodos, asf como los transitorios que se producen cuando
interrumpimos abruptamente la corriente.

El objetivo del trabajo consiste en encontrar de manera analitica cémo
evoluciona el sistema a lo largo de estos transitorios. Esto significa que
deseamos encontrar:

(a) como evoluciona el campo eléctrico dentro del material como funcién de la
posicién y el tiempo,

(b) cémo varian las densidades de los portadores de carga (electrones y hoyos)
como funciones de la posicién y el tiempo,

(c) cémo son los transitorios de voltaje,

(d) a qué velocidad avanzan los frentes de los portadores de carga que son
inyectados dentro del materjal a través de los electrodos,

(e) cudnto tiempo tarda en alcanzarse un estado estacionario,

(f) cémo podriamos obtener la movilidad de los portadores de carga a partir de
este tipo de transitorios.

Nuestro objetivo es encontrar las respuestas a estas preguntas en varias

situaciones diferentes, a saber:

(i) cuando tenemos ambos tipos de portadores de carga (electrones y hoyos),

s6lo hay recombinacién directa entre portadores, y no existen trampas en



el mgterial, ni se consideran efectos difusivos,

(ii) cuando la corriente es transportada por un sélo tipo de portadores de
carga,

(iii) cuando tenemos sistemas con simetria cilindrica,

(iv) cuando tenemos simetria esférica,

(v) cuando existen trampas en el material,

(vi) cuando incluimos efectos difusivos.

Para alcanzar el objetivo propuesto describiremos el comportamiento de
nuestro material mediante un modelo de tipo hidrodinamico. Las suposiciones
involucradas en este modelo, asi como las caracteristicas de los

especificas

sistemas a los cuales este modelo podria aplicarse, se explicardn en la

siguiente seccién.

1.3 Suposiciones fisicas y caracteristicas del sistema considerado en este

trabajo

El sistema que estudiaremos en este trabajo es un semiconductor o bien un
aislante, colocado entre dos electrodos planos, cilindricos, o esféricos. Las
caracteristicas especificas del material se iran definiendo a Jlo largo de esta
seccibn, conforme vayamos explicando qué suposiciones fisicas introduciremos.

En primer lugar consideraremos que el espesor de nuestro material (i.e.,
la distancia entre ambos electrodos) podrid ser de milimetros, : décimas de
milimetro, o inclusive centésimas de milimetro (decenas de micras), pero no
consideraremos peliculas mds delgadas. Con esta suposicién excluimos la

posibilidad de tener transporte balistico de electrones (el cual se presenta



con espesores inferiores a una micra), y nos deja abierta la posibilidad de
describir el transporte de carga en nuestro sistema mediante un modelo de tipo
hidrodinamico.

A continuacién supondremos que los contactos entre nuesiro material y los
electrodos encargados de inyectarle portadores de carga serdn contactos
o6hmicos, es decir, contactos que tienen una impedancia muy pequefia en
comparacién a la impedancia completa del material colocado entre los electrodos
(Kao y Hwang 1981, pags. 76-83; Rieout 1975). Esta suposicién restringe la
aplicabilidad del modelo que usaremos en este trabajo a aquellos materiales en
los cuales es posible construir contactos O6hmicos. Esta restriccién, sin
embargo, no es excesivamente severa, ya que la mayoria de los semiconductores
de interés aceptan contactos 6hmicos (Rhoderick y Williams 1988, sec. 5.5;
Cohen et al. 1984; Rideout 1975; Sullivan y FEigler 1957). En la tabla I
mostramos una lista de algunos semiconductores y aislantes en los cuales es
posible hacer contactos o¢hmices, asi como los materiales apropiados, en cada

caso, para formar el catodo y el anodo.
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Tabla I. Algunos semiconductores y aislantes que aceptan contactos 6hmicos, asi
como los materiales apropiados, en cada caso, para formar el catodo y

el anodo.
Material Catodo Anodo Referencia
si Au-Sb Au-In (1)
W-Ti W-Ti (2)
Ni Ni (3)
GaAs Au-Ge Au-Ge (1),(4)
In-Au In-Au (4)
Au-Sn Au-Zn (4)
Au-Si (4)
Au-Te (4)
Ge Au-Sb Au-In (1)
GaP Au-5n Au-Zn (4)
Au-Si Au-Ge (4)
InP In, In-Te In (4)
Ag-Sn (4)
AlAs In-Te In-Te (4)
Au Au (4)
Au-Ge Au-Ge (4)
Au-Sn (4)
cds In (5)
Ga (5)
Antraceno Solucién evaporada de Au (evaporado o pasta) (6),(7)
tetrahidrofurano con Ag (evaporada o pasta) (6)
antraceno y sodio. Al (evaporado) (6)
Pt (pasta) (6)
Na-K Se-Te (evaporado) (6)
Cu+l (pasta) (6)
Fibras de carbén. CUZO ~ Cul (evaporado} (6)

In (evaporado) (6)
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Material Céatodo Anodo Referencia
Antraceno Obleas de Si cubiertas SnO2 (6)
con 20-40A de SiO2

Tetraceno Na Au (7),(8)
Ba Pd (7),(8)

Naftaleno Ag (pasta) (7)

Iz SnOz (9)

Ge:sAsasTezasz: P Pt (10)
Pd Pd (10)
Mo Mo (10)
Sb Sb (10)

(1) Rhoderick y Willloms 1988, sec. 5.5

(2) Cohen et al. 1984

(3) Sullivan y Eigler 1957

(4) Rideout 1975

(5) Smith 1955

(6) Koo y Hwang 1981, pag.82, y referencias alli citadas

(7) Meter 1974, pag. 288

(8) Baessler, Herrmann, Riehl y Vaubel 1969

(9) Mary, Weisz y Simhony 1962

(10) Wey 1976

En la tabla anterior podemos ver que los contactos ¢hmicos se pueden poner

tanto en semiconductores . cristalinos
semiconductores orgénicos como el antraceno (C H ),
14 10

amorfos como el vidrio GemAsasTeZSSZ:, o en aislantes cristalinos como el

inorgénicos

GaAs,

como en

semiconductores
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iodo.

La siguiente suposicion que haremos serd que los niveles de energia de los
electrones del material forman una estructura de bandas, tal como se considera
dentro de la teoria de bandas I;ara s6lidos (Lindmayer y Wrigley 1965, cap. 6).
Supondremos que la banda de valencia, esto es, la banda que contiene las
energias de los electrones de valencia de los &tomos que forman el material,
estd nitidamente separada de la siguiente banda de energias permitidas (la
llamada banda de conduccién) por una banda de energias prohibidas cuyos
[imites, superior e inferior, estdan claramente definidos. Esta suposicién
implica, en primer lugar, que estamos considerando que el material es un
semiconductor o un aislante, ya que en un conductor no existe una banda
prohibida que separe a la banda de valencia de la banda de conduccién. En
segundo lugar, implica que estamos pensando en un semiconductor o un aislante
cristalino, ya que en los materiales amorfos la banda prohibida no tiene
fronteras bien definidas (Spear 1988; Zallen 1983, sec. 5..6).

Supondremos también que el nimero de portadores generados térmicamente es
despreciable en cémparacién al nimero de portadores de carga que se inyectaran
al material a través de los electrodos. Esta suposicién es valida en
semiconductores cristalinos inorganicos a bajas temperaturas, en aislantes
cristalinos como el iodo o el azufre, y en semiconductores cristalinos
orginicos como el naftaleno (Cm}-g), el antraceno (CuHm)' o el tetraceno
(Clez), los cuales tienen bandas prohibidas bastante anchas (5.0 eV, 3.9 eV,
y 2.8 eV, respectivamente). Es conveniente obseravar que el iodo ¥ el azufre
son cristales moleculares (Seitz 1940, pags. 72-75; Many et al. 1961; Gill et
al. 1967; Cotton y Wilkinson 1972, pag. 424), al igual que el naftaleno, el

antraceno y el tetraceno (Kao y Hwang 1981, sec. l.l; Simon y André 1985, sec.
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5.1).

Lo que nos resta ahora es precisar el tipo de procesos de captura y
recombinacién de portadores gque consideraremos en este trabajo.

Cuando consideremos la inyecciéon simultdnea de hoyos y electrones al
interior del material supondremos que el Unico mecanismo de recombinacién entre
ambos tipos de portadores de carga es la recombinacién directa entre hoyos y
electrones libres (denominada en inglés ‘‘band-to-band recombination’’). Esta
suposicién es valida, por ejemplo, en el caso de los semiconductores organicos
como el antraceno, el naftaleno y el tetraceno, en los cuales .la recombinacion
directa entre hoyos y electrones libres puede inclusive ser observada
directamente debido a la emisién de luz asociada al proceso de recombinacién
(Meier 1974, cap. 10, sec. III; Helfrich y Schneider 1966). Por otro lado, esta
suposicién no seria realista en el caso de semiconductores inorganicos como el
silicio o el germanio, o en el de aislantes como el SiO2 o el PbO, en los
cuales la recombinacién directa entre hoyos y electrones libres es mucho menor
que la recombinacién indirecta a través de centros de recombinacién (Sokel y
Hughes 1982; Hughes y Sokel 198l; Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 8.5).

Por lo que respecta a l[a captura de portadores libres por parte de
*trampas’’ (en inglés ‘““trapping  centres’’, o simplemente ““traps’’)
constituidas por impurezas o defectos de la red cristalina, consideraremos dos
posibles situaciones: (i) cuando el efecto de las trampas puede ser
despreciado, y (ii) cuando tenemos una distribucién uniforme de trampas,
correspondientes a un unico nivel energético dentro de la banda prohibida. La
primera situacién se presenta cunado la corriente que hacemos pasar por el
material es lo suficientemente grande para que el nimero de portadores

inyectados al material sea mucho mayor que el nimero de trampas presentes en el
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mismo. En el caso del antraceno, por ejemplo, esta situacién se presenta si
hacemos pasar una corriente de 10 mA/em” a través de un cristal de 1 mm de
espesor de muy buena calidad. En tal caso el tiempo de trénsito de los
electrones es aproximadamente de 3 pus (Pott y Williams 1969), y la carga
inyectada al material durante ese tiempo es aproximadamente de 3x10°° C/cmZ, lo
cual equivale a 10" electrones/cm’, que es una cantidad 2 ¢rdenes de magnitud
superior al numero de ftrampas presentes en un cristal de buena calidad
(Helfrich y Schneider 1966). Por otra parte, cuando utilizamos corrientes mas
bajas, la presencia de las trampas ya no puede ser despreciada, y es necesario
considerar, ademds de su densidad, su nivel energético dentro de la banda
prohibida del material. En este trabajo solamente consideraremos aquella
situacién en la cual las trampas estdn situadas en un Wdnico nivel energético
dentro de la banda prohibida. Esta situacién se presenta en semiconductores
organicos como el naftaleno (Kao y Hwang 1981, pags. 173-174) y las
ftalocianinas (Simon y André 1985, pag. 110; Kao y Hwang 1981, pags. 171-173),
y en aislantes como el azufre (Gill et al. 1967), el iodo (Many et al. 1961), y
el sulfuro de arsénico (Schein 1977). La caracteristica comin de todos estos
materiales es que todos ellos forman cristales moleculares (Batra et al. 1970).
En este tipo de materiales las movilidades de los portadores de carga son
bastante bajas (Schein 1977; Batra et al. 1970), y es vélido suponer que dichas
movilidades son independientes del campo eléctrico (Kao y Hwang 1981, pag.
311).

Con esto finalizamos la descripcién de las suposiciones fisicas que
incorporaremos al modelo (y sus variantes) que utilizaremos en este trabajo. En
resumen, podemos decir que dichas suposiciones son las siguientes:

1) consideraremos que el espesor del material es superior a 10 um,
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2) supondremos que los contactos entre el material y los electrodos son
contactos 6hmicos,

3) supondremos que el modelo de bandas puede ser usado para describir el
comportamiento de los portadores de carga en el material,

4) supondremos que el nimero de portadores generados térmicamente puede ser
despreciado en comparacién al nimero de electrones y hoyos inyectados al
material a través de los electrodos,

5) supondremos que el Unico mecanismo de recombinacién entre portadores es la
recombinacién directa (de banda a banda) de hoyos libres con electrones
libres,

6) cuando consideremos la presencia de trampas en el material, supondremos que
dichas trampas corresponden a un Unico nivel energético dentro de la banda
prohibida, y que estén uniformemente distribuidas en el espacio,

7) supondremos, finalmente, que las movilidades de ambos tipos de portadores
(electrones y hoyos) son constantes.

Como hemos visto a lo largo de esta seccién, estas suposiciones son aplicables

a cristales moleculares organicos (semiconductores orgénicos) como el

naftaleno, el antraceno, el tetraceno y las ftalocianinas, y a cristales

moleculares inorgénicos (aislantes) como el iodo, el azufre, y el sulfuro de
arsénico.
En la siguiente seccién veremos cémo estas suposiciones influyen en la

forma de las ecuaciones que emplearemos para describir los transitorios

eléctricos en nuestro material.
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1.4 Aspectos matematicos

En la seccién anterior vimos que las suposiciones fisicas que introdujimos
son particularmente aplicables a cristales moleculares, tanto orgéanicos como
inorgénicos, tales como el naftaleno, el iodo, las ftalocianinas, el sulfuro de
arsénico y el azufre (entre otros). En esta clase de materiales (y considerando
cristales con espesores superiores a 10 pm) los transitorios eléctricos pueden
describirse mediante modelos hidrodindmicos constituios por ecuaciones de
arrastre vy difusién, ecuaciones de balance, y por la ley de Gauss para el campo
eléctrice (Kao y Hwang 1981, sec. 5.5; Batra et al. 1970; Gill y Batra 1971). A

continuacién veremos la forma especifica de las ecuaciones que emplearemos en

este trabajo.

1.4.1 Sobre las ecuaciones de arrastre y difusién

Como el lector recordara, segin la teoria de bandas las energias
permitidas para los electrones de un sélido cristalino estan agrupadas en
bandas de energias permitidas, separadas entre si por bandas de energias
prohibidas. La teoria de bandas nos dice, ademéas, que la conduccién de
corrientes eléctricas no es ﬁosible en bandas totalmente vacias o totalmente
llenas (Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 6.2). El que una banda vacia no
contribuya a la conduccién eléctrica es claro, ya que no hay portadores de
carga que conduzcan la corriente. En cambio, el que una banda llena no pueda
conducir una corriente eléctrica ya no es tan obvio. La imposibilidad en este

caso es de origen cuantico. En una banda totalmente llena todos y cada uno de
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los niveles permitidos de energia estdn llenos, y por lo tanto, de acuerde al
principio de exclusién de Pauli, ninguno de estos niveles puede aceptar a
ningdn electron adicional. Por lo tanto, cuando se aplica un campo eléctrico al
material, ain cuando cada electrén sienta el deseo de acelerarse y ganar
energia por efecto del campo, en una banda llena esto no es posible, ya que
ninguno de los electrones de una banda Ilena puede pasar a un nivel de energia
superior (dentro de la misma banda), por estar todos los niveles de la banda ya
ocupados.

En el caso de un semiconductor o un aislante a temperatura ambiente, tanto
la banda de conduccién como la banda de valencia estdn parcialmente llenas, y

por lo tante ambas bandas pueden contribuir a la conduccién de corrientes

eléctricas.

La contribucién de los electrones presentes en la banda de conduccién al
paso de una corriente eléctrica a través de un semiconductor o un aislante, es
una cantiad Jr'1 que consta de dos términos: uno debido a la migracién de los
electrones por efecto del campo eléctrico, y otro debido a la di.fusién
resultante de un gradiente de concentracién. En términos matematicos esto se

expresa en la Torma siguiente (Shapiro y Bar-Yam [988; Sokel y Hughes 1982;

Hughes y Sokel 1981):

» On° (1)

Jn = SRR = an 8x’

donde q es el valor absolute de la carga electrénica, n’ es la densidad de
electrones en la banda de conduccién, D,; es el coeficiente de difusién de los
electrones, y MooESs su movilidad. Podemos ver que la componente migratoria de

)’ (i.e., el primer término del miembro derecho) es la expresién puntual de la
n
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ley de Ohm, y la componente difusiva tiene la forma normal de los flujos
asociados a procesos de difusién ocasionades por gradientes de concentracién
(Haase 1969, pag. 304). En la terminologia usada normalmente en los articulos
sobre transporte eléctrico en semiconductores y aislantes, se dice que una
ecuacién de la forma (1) es una ecuacién ‘‘de arrastre y difusién’’ (Sokel ¥y
Hughes 1982).

Por otra parte, la contribucién a la corriente que fluye por un
semiconductor o un aislante debida a los electrones de una bana de valencia
parcialmente llena, se describe de una manera diferente, ya que el movimiento
de estos electrones estd fuertemente infiluido por el principio de exclusién de
Pauli, cosa que no ocurre con los electrones de la banda de conduccién.
Recordemos que en el caso de una banda llena la corriente total que conduce la

banda es nula, de manera que si sumamos las contribuciones a la densidad de

corriente provenientes de cada uno de los electrones de la banda tendremos que:

. (2)

<

g (-glv, =0

donde V es el volumen de la regién considerada, ¥y v, es la velocidad del
k—ésimo electrén. Por otra parte, si quitdramos al i-ésimo electrén, Ia

densidad de corriente de los restantes electrones seria igual a:

y de acuerde a la ec. [2) podemos ver que esta cantidad satisface la igualdad

siguiente (Omar 1975, pag. 234):



Esta ecuacién nos muestra que la corriente que conduce una banda en la que
falta un electrén es igual a la corriente que produciria una scla particula de
carga +q, moviéndose con la velocidad con que se moverfa el electrén faltante
(Rosenberg 1978, pag. 146). Esto nos permite expresar la corriente conducida
por la banda de valencia en t1érminos del movimiento de wun conjunto de
particulas ficticias de carga positiva, a las que denominamos ‘‘hoyos'’, que
ocupan el lugar de los electrones faltantes en la banda. Dado que la banda de
valencia estéd casi llena, el nimero de hoyos es relativamente pequefio, y su
comportamiento puede describirse mediante una ecuacién de arrastre y difusién

de la forma siguiente (Shapiro y Bar-Yam 1988):

I = aupE - D) e, -
donde p' es la densidad de hoyos, ,up su movilidad, vy D; su coeficiente de
difusién.

La densidad total de corriente que fluye por el material es la suma de las
corrientes debidas a los electrones de la‘banda de conduccion y a los hoyos de
la banda de valencia, mas un término adicional debido a la corriente de

desplazamiento, es decir:

l:’ _]:
J Jn+p+e——at,

donde &€ es la permitividad del material, y J' y J° estdn dadas por las
n P

ecuaciones (1) y (3), respectivamente.

19



20

1.4.2 Sobre las ecuaciones de balance

En este trabajo consideraremos varios tipos de ecuaciones de balance para
los portadores de carga.

El caso mas sencillo que consideraremos es aquél en el cual la corriente
que fluye por el material es conducida por un sélo tipo de portadores
{electrenes u hoyos), no existen trampas en el material, y la difusién de
portadores puede ser despreciada. En este caso (y suponiendo que los portadores
sean electrones), la ecuacién de balance es simplemente:

-g_[tzT - g?‘ [“nn’E’]

El suponer que la corriente es transportada por un séle tipo de portadores de
carga es una suposicién factible. Tal situacién se obtiene usualmente usando el
mismo material para fabricar el catodo y el anode (Meier 1974, pag. 288). De
esta manera podemos hacer pasar corrientes transportadas Unicamente por
electrones, o unicamente por hoyos, a través de los semiconductores organices
como €l antraceno, el tetraceno, y el naftalenc. El suponer que la difusiéon de
los portadores puede ser despreciada es también una suposicién razonable que ha
sido utilizada para estudiar el comportamiento del antraceno y el iodo (Kao y
Hwang 1981, pags. 348-351; Schilling y Schachter 1967). Por otra parte, el
suponer gque no hay trampas en el material si es una suposicién mas fuerte. Sin
embargo, como mencionamos en la seccién 1.3, tal situacién se presenta cuando
la corriente que hacemos pasar por el material es lo suficientemente grande
para que el numero de portadores inyectados al material sea mucho mayor que el

nimero de trampas presentes en el mismo.
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Consideraremos también el caso en el cual la corriente es conducida por un
sélo tipo de portadores, no hay trampas en el material, pero si tomamos en

cuenta la difusién de los portadores. En ese caso, la ecuacién de balance sera

la siguiente:

an’
ax’

Q
)
|O.3

|

; [pnnE +Dn

&5}
—+
Q@

X

Otro caso que también consideraremos en este trabajo es aquél en el cual
la corriente es conducida por un sdlo tipec de portadores (electrones), la
difusién de los mismos puede ser despreciada, y tenemos trampas situadas en un
tnico nivel energético dentro de la banda prohibida del material, y
distribuidas uniformemente en el espacio. En este caso tendremos dos ecuaciones

de balance. La primera es simplemente una ecuacién de continuidad de la forma:

l @

3 F oy
— ([p’'+m') =

at’ (“nn & )

Q

x [

dende n' es la densidad de electrones libres de la banda de conduccién, y m’ es
la densidad de electrones que han sido capturados en las trampas. La segunda

ecuacién nos da la velocidad de captura y liberacién de electrones por parte de

las trampas:

Qs

m’ SR cypre ,
at,=C[n(N—m)—Lm ]

En esta ecuacién N’ es la densidad de trampas, C es una constante de
proporcionalidad asociada a la velocidad de captura de electrones, y L otra
constante asociada a la velocidad de liberacién de los electrones capturados

por las trampas. La ecuacién anterior nos dice gue la velocidad de captura es
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proporcional al nimero de electrones libres y al numero de trampas desocupadas,
y que la velocidad de liberacién es proporcional al nimero de electrones
atrapados. Ambas proporeicnalidades son intuitivamente comprensibles, y fueron
originalmente encontradas por Shockley y Read en 1952 (Kao y Hwang 1981, pag.
246; Shockley y Read 1952). Es posible obtener una expresién para la constante
L en funcién del nivel energético de las trampas, Er , si consideramos que en
condiciones de equilibrio la densidad de electrones capturados por las trampas
obedece la distribucién de Fermi-Dirac (Kae y Hwang 1981, sec. 3.1), ¥y
suponemos que en el equilibrio podemos expresar la densidad de electrones
libres en la banda de conduccién mediante la distribucién de Maxwell~Boltzmann

(Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 6.3). Con estas suposiciones podemos escribir:

m' = N[ 1+ exp( Ez—EFn)/ KT ]_l (en el equilibrio)

n' = N_exp [ = EC—EFH)/ kT ] (en el equilibrio)

donde Ez es el nivel energético de las trampas, E la energia de la orilla
C
inferior de la banda de conduccién, EFR el nivel de Fermi para los electrones,
y N Ia densidad efectiva de estados en la banda de conduccién, Por otra parte,
C

en condiciones de equilibrio la derivada d&m’/dt" se anula, de manera que

tenemos la igualdad:

n'(N'-m') = Lm’ (en el equilibrio)

Sustituyendo en esta ecuacién las expresiones dadas arriba para m’ y n’,

obtenemos:
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L =N exp[ -(E-E)/ kT ]

que era la expresién buscada para L en términos de EC—-EI i

En este trabajo analizaremos también el caso en que la corriente eléctrica
sea transportada por ambos tipos de portadores de carga lelectrones y hoyos).
Al estudiar este caso supondremos que no existen trampas ni centros de
reccmbinacién en la banda prohibida del material, y que la difusién de los

portadores puede ser despreciada. En tal caso, las ecuaciones de balance para

electrones y hoyos toman la forma:

an’ a s ¥ Koot
ol R LAY e
ap,_ a YT s : I e |
5o = g (B REY - Ho'p

donde C,: es la llamada constante de velocidad de recombinacién. Estas
ecuaciones expresan el hecho conocido (Kao y Hwang 1981, sec, 4.1.2) de que la
velocidad de recombinacién directa entre hoyos y electrones libres es
preporcional al producto de las densidades de ambos portaderes. Como
mencionamos en la seccién anterior, este tipo de recombinacién se presenta en

el caso de los semiconductores organicos como el naftaleno, el antraceno, y el

tetraceno.

1.4.3 Scbre las condiciones iniciales y de frontera

Para obtener una solucién particular de las ecuaciones de arrastre y
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difusion y de las ecuaciones de balance, necesitamos especificar as

condiciones iniciales y de frontera que deberan cumplirse.

Por lo que respecta =& las condiciones iniciales, supondremos que

inicialmente el material estd descargado, de manera que en el instante inicial

tendremos:
n(x’,0) =0 O = whe g
p’(X’,O} - O O < X,z d!

y por consiguiente también tendremos que:

E'(x’,0) = O 0= x'sd

siendo d' el espesor del material. Estas ecuaciones reflejan el hecho de que

antes del instante t'= 0 no hemos inyectado portadores de carga dentro del

material, y también reflejan la suposicién de que en comparacién con los

numeros de electrones y hoyos que inyectaremos al material a través de los

electrodos, el numerc de pares electrén-hoyo generados térmicamente puede ser

despreciado.

Por lo que respecta a las condiciones de frontera, recordemos que en la
seccion 1.3 indicamos que en este trabajo consideraremos que los contactes
entre el material y los electrodos encargados de inyectarle portadores de carga
Este implica que el campo eléctrico en estos contactos

son contactos ¢Ghmicos.

serd nulo, ya que precisamente un contacto oOhmice puede definirse como un
contacto en el cual la  intensidad del campo eléctrico es cero,

independientemente de la corriente que fluya por el material (Parmenter vy

Ruppel 1959; O’Dwyer 1968}, Por lo tanto, como a lo largo de todo este trabajo
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siempre supondremos que el catodo (situado en x'= 0) sera un electrodo

encargado de inyectarle electrones a la banda de conduccién del material,

debera satisfacerse la condicién de frontera:

¥
(®]

E'(0,t') = 0 v

Por otre lado, cuando el &nodo actle como un electrodo inyector de hoyos a la

banda de valencia del material, también deberemos considerar la condicién e

frontera:

v
o

E’(d,,t,) = O .ti

Esta condicién, sin embargo, no se exigird en aquellos casos en que el anodo no
se utilice para inyectar hoyos al material, sino que actle simplemente como una

puerta de salida para los electrones que viajan en la banda de conduccion del

material.

1.5 Descripcién del presente trabajo

Tal como lo explicamos en la seccién 1.2, en este trabajo estudiaremos los
transitorios eléctricos que se producen cuandc aplicames subitamente una
corriente constante a través de materiales semiconductores o aislantes
(transitorios de carga), asi como leos transitoerios que se producen cuando
interrumpimos abruptamente Ia corriente (iransitorios de descarga). Las
particularidades de los materiales en los cuales estamos pensando se explicaron

ya en la seccién .3.

Los resultados de este trabajo se presentan en el siguiente capitulo (cap.



26

11). Dicho capitulo esta dividide en seis secciones, en las cuales
consideraremos seis situaciones diferentes.

En la seccién II.1 estudiaremos el transitorio de carga en un material en
el cual la corriente es conducida por ambos tipos de portadores de carga, es
decir, electrones y hoyos. En esta seccidén consideraremos que no hay trampas en
el material, y que la difusién de portadores puede ser despreciada.
Consideraremos también que hay recombinacién ditecta entre hoyos y electrones
libres. La estructura del sistema de ecuaciones que describe a este sistema
fisico se analizard en la sub-secciéon II.1.1. En la sub-seccién II.1.2
encontraremos cémo evoluciona el campo eléctrico dentro del material, cémo
varian las densidades de los portadores de carga, y a qué velocidad avanzan los
frentes de portadores. Finalmente, en la sub-seccién I1.1.3 calcularemos cuél
es el estado estacicnario al cual llega el sistema, cudnto tiempo tarda en
alcanzarse diche estado, y como influye la recombinacién de portadores en dicho
tiempo.

Posiblemente el punto mas interesante de la seccién II.1 es que pone en
evidencia que la estructura matemética fundamenta! para describir los
transitorios eléctricos en semiconductores y  aislantes es lo gque los
matematicos dencminan ‘‘sistemas hiperbodlicos cuasi-lineales’’. Esto es
importante, ya que el so6lo hecho de conocer si el sistema es hiperbélico,
parabolico, o eliptico, nos da una idea de la forma en que eveoluciona el
sistema. Por ejemplo:

(i) en sistemas hiperbolicos los disturbios dentro del sistema fisico se
propagan con veiocidad finita, a lo large de curvas bien definidas en el
plano x~t, conocidas como curvas caracteristicas,

{ii) en sistemas parabélicos usualmente hay una propagacién instantdnea de
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informacién, de manera que un disturbio inicialmente puntual afecta
instantéaneamente a la totalidad del sistema (como sucede en el caso de la
propagacién de calor descrita por la ecuacién de difusién normal),
(iii) en sistemas elipticos por lo general no hay evolucién en el tiempo;
describen situaciones estdticas, o en estado estacionario.
Ademas, desde el punto de vista matemdtico también es importante saber a qué
categoria pertenecen las ecuaciones con las que vamos a trabajar, pues los
métodos analiticos de solucién son diferentes dependiendo si el sistema es
hiperbélico, parabélico, o eliptico.

En las secciones 1.2, 11.3, y 1L.4 estudiaremos los trapsitorios de carga
y descarga en sistemas con electrodos planos, cilindricos, vy esféricos,
respectivamente. En estas secciones supondremos que la corriente eléctrica es
transportada por un sélo tipo de portadores de carga, que no hay trampas en el
material, y gue la difusioén de portaderes puede ser despreciada. En cada una de
estas tres secciones encontraremos la dependencia espacio-temporal del campo
eléctrico, asi como de la densidad de portadores de carga. Calcularemos también
Ia forma de los transitorios de voltaje, y obtendremos expresiones para
calcular la movilidad de leos portadores a partir de Ja duracién de los
transitorios de carga.

En la seccién I1.5 estudiaremos los transitorios de carga y descarga en un
sistema en el cual la corriente es transportada por un soélo tipo de portadores,
y en el cual existen trampas situadas en un Gnico nivel energético dentro de la
banda prohibida del material. Mostraremos que también en este caso los
transitorios eléctricos estan descritos por un sistema hiperbdlico
cuasi-lineal, y hallaremos una solucién aproximada para dicho sistema. Mediante

esta soclucidn obtendremos una expresién para calcular la movilidad de los
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portadores de carga a partir de la duracién del transitorio de carga. Esta
expresién nos mostrard hasta qué punto, y bajo qué condiciones, es valido
despreciar [a presencia de trampas en el material.

Finalmente, en la seccién I[I.6 estudiaremos los transitorios de carga y
descarga en un sistema en el cual la corriente es transportada por un sélo tipo
de portadores de carga, no hay trampas en el material, y la difusién de
portadores si es tomada en cuenta. En este caso, las ecuaciones que describen
los transitorios de carga y descarga dejan de ser hiperbélicas, y se
transforman en parabdlicas. Resolviendo estas ecuaciones encontraremos la
dependencia espacio-temperal del campo eléctrico durante los transitorics de
carga y descarga. Hallaremos también una expresién para el campo eléctrico en
el estado estacionario, y una expresién para el valor estacionaric del voltaje.
Esta qaltima expresién nos mostrarda hasta qué punto es valido despreciar la

difusién de los portadores de carga.
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II RESULTADQS ANALITICOS Y NUMERICOS

11.1 Sistemas con ambos tipos de portadores de carga

11.1.1 El sistema de ecuaciones

E]l sistema considerado en esta seccién es un semiconductor sin trampas,
colocade entre dos  electrodos  planos, separados una  distancia ar,
Consideraremos que los electrones son inyectados dentro de la banda de
conduccién del material por el electrode de la izquierda (el cétodo), situado
en x" = 0. En forma similar, consideraremos que los hoyos son inyectados dentro
de la banda de valencia del material por el electrodo de la derecha (el anodo),
situado en x'= d'. Supondremos que el cdtodo actia como un contacto Shmice para
el flujo de electrones, y el &anodo como un contacto ¢hmico para el flujo de
hoyos. Ademds supondremos que el namero de portadores generados térmicamente
puede ser despreciado en comparacién con el nimero de portadores inyectados por
los electrodos. Por lo que respecta al proceso de recombinacién entre
portadores, en este trabajo sélo consideraremos el caso de la recombinacién
directa de banda a banda entre hoyos y electrones libres, en el cual no
intervienen centros de recombinacién. Finalmente, consideraremos que en - el
instante t'’= O una densidad de corriente constante J; { 0 es impuesta a través
del material.

Con las suposiciones arriba mencionadas, las ecuaciones que gobiernan el

flujo de portadores son la ecuacién para la densidad de corriente total (Kao y

Hwang 1981, pags. 360-361):
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Ea ¥ dy=p aE"
J) =aqun'E +quppE te g5 (4)

o

las ecuaciones de balance para electrones y hoyos:

an’_ a R et i — g L s
3 = ax W PED - Cn'p (s)

3]3’_ d PRy DA
5o~ ax’ BPE)-EOP -

y la ecuacién de Poisson:

GE’ N %_ (p,_n») (7)

En estas ecuaciones q es el valor absolutc de la carga electrénica, B and pp
son los valores absolutes de las movilidades de hoyos y electrones, n’ y p’ son
las densidades de electrones libres y hoyos libres, £ es la permitividad (o
constante dieléctrica), C’r es la constante de recombinacién directa de banda a
banda, y E’ es el campo eléctrico.

Ahora introduzcamos las siguientes variables adimensionales:

% = @' /d’

,qu’J 172
5= [E‘] ¢
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)= I
o fal u
1/2
e~ (4] E
U
Y5 ”n/u
== v
Vo=
€ =
r gu ¥

donde J; es un valor caracteristico (positivo) de la densidad de corriente, y p

se ha definido como:

Con las variables adimensionales definidas arriba las ecuaciones basicas

(1)~(4) toman la forma:

J=vnE + v pE + E (8)
o n P t

a
SRl (vnnE) = Crnp (9)
e (10)
pt - ax pp rnp
Ex = P~ o (11)

donde los subindices x y t indican las derivadas parciales respecto a esas
variables. Estas ecuaciones fuercn estudiadas primeramente por Gill y Batra
{Gill y Batra 1971). Sin embargo, las condiciones de frontera gque utilizaron

estos autores fueron diferentes a las que se consideraran en este trabajo, lo
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cual cambia totalmente la naturaleza del problema. En particular, Gill y Batra
utilizaron una condicién de voltaje constante, en lugar de la condicién de
corriente constante gque utilizaremos aqui.

A partir de las ecuaciones (8)-(11) es posible probar que J0 es
independiente de x. Una vez sabiendo esto, la ecuacién (11) se transforma en
una consecuencia obligada de las ecuaciones de evolucién temporal (8)-(10). Por
tal motivo, podemos momentdneamente olvidarnos de la ecvacidén (11), ¥y
concentrar nuestra atencién en las ecuaciones de evolucién temporal.

Las tres ecuaciones de evolucién temporal (8)-(10) constituyen un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de primer orden, que puede ser

escrito en la forma compacta:

au + A(U) au

- 5 B(U) = 0 . (12)

donde U y B{U) son los vectores columna:

E(x,t)
U(x,t) = | n(x,t) (13)
p(x,t)

vnE + v pE - 1]
n p o
C np (14)

it

B(U)
Crnp

y A(U) es la matriz cuadrada:

0 0 0
AlU) = v n —vnE 0 (15)
0 v E
v.up r

Los sistemas cuasi-lineales de primer orden en dos dimensiones (una espacial y

otra temporal), tales como el sistema (12), pueden ser clasificados en
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parabdlicos, elipticos, ultrahiperbélicos, hiperbélicos, y estrictamente
hiperbélicos (Jeffrey 1977, cap. 2), dependiendo de los valores propios
(eigenvalores) y vectores propios (eigenvectores) de la matriz A(U). En nuestro

caso los valores propios de A(U) son los siguientes:

A =0, A = -v E, A =v E (16)
1 2 n 3 P
y los vectores propics son :
E 0 0]
v = -n v, = 11 v.= |0 (17)
-p 0 1

Podemos observar que en todos aquellos puntos (x,t) donde E#0 tenemos tres
valores propios reales y distintos, y tres vectores propios linealmente
independientes, lo cual implica que el sistema- (12) constituye. ‘un sistema
estrictamente hiperbélic; (Jeffrey 1977, Richtmyer 1978, pags. 364-383).

Para obtener wuna solucién particular del sistema (12) tenemos que
especificar las c_ondiciones iniciales y de frontera gque se Iimpondrdn al
sistema. Si consideramos gue no se han inyectado portadores libres al material
antes del instante t = 0, y tomamos en cuenta que el numero de portadores
libres generados térmicamente se considerara despreciable, tendremos las

condiciones iniciales (Kac y Hwang 1981, pag. 361):

(18)

1A
¥
IA
Fa

n{x,0) = 0, 0

(19)

J

o
o
1A
bad
1A
-

p(x,0) =

Ademas, como el estado inicial del material a partir del cual se iniciara el

proceso de inyeccién de carga es un estado en el cual no se ha aplicado todavia
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ningin campo eléctrico externo, tendremos la condicién inicial adicional:
E(x,0) = 0, 0=x=1 (20)

Por otra parte, es bien conocido (Lampert y Mark 1970, pags. 36-37; Parmenter y
Ruppel 1959; Many y Rakavy 1962; O’'Dwyer 1968) que el hecho de considerar
contactos Ohmicos entre nuestros electrodes y el material nos permite

considerar las condiciones de frontera:

(21)

v
o

E(0,t) = Q, t

(22}

i\

E(1,t) = 0 , t =0

En la siguiente seccién consideraremos lo referente a las curvas

caracteristicas del sistema (12).

11.1.2 Curvas caracteristicas

En el instante t = 0, cuando imponemos sibitamente una corriente constante
a través del material, los electrones inyectados por el catodo (situado en x=0]
comienzan a cruzar el material de izquierda a derecha (en direccién hacia el
anodo éituado en x=1), y los hoyos comienzan a cruzarloc en direccién opuesta.
Conforme el tiempo avanza, los electrones y los hoyos se van acercando unos a
otros, se encuentran, se superponen y se recombkinan, y eventualmente alcanzan
al electrodo opuesto a aquél del cual partieron. La evolucién en el tiempo de
este proceso se podra apreciar claramente una vez que hayamos determinado las

trayectorias en el plano (x,t) de los frentes de avance de electrones y hoyos.
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Estas dos trayectorias son los frentes de onda de dos disturbios propagéndose
en el material, por lo cual esperamos que sean curvas caracteristicas del
sistema (12). En lo que sigue veremos que efectivamente tal es el caso.

Las curvas caracteristicas del sistema (12} son las soluciones de las

ecuaciones (Jeffrey 1977, Richtmyer 1978):

EJ% =2 (E), = 1,2,3 (23)
donde los valores de AI(E) estdn dados en (13). Para i = ] las soluciones son
simplemente las lineas rectas x = constante. Mas adelante veremos que estas

lineas pueden actuar como transportadoras de discontinuidades de la derivada
parcial Ex en el caso limite en el cual Cr = . Por otra parte, para obtener
las soluciones de la ecuacidén (23) correspondientes a I = 2 e i = 3, es
necesaric calcular primero el campo eléctlrico E(x,t),, ya que los valores
propics Az ¥y Aa son funciones de E(x,t).

Empecemos por calcular el campo eléctrico E(x,t) en la porcién de la
franja S = { (x,t) ( O0=x=1,t=0 } en la cual p = 0. Que tal porcién debe
existir debe ser intuitivémente claro, ya que el frente de avance de los hoycs
se propaga con una velocidad finita. Sobre esta porcién de la franja S las

ecuaciones (8) y (11) se simplifican, y pueden combinarse en una tGnica ecuacién

diferencial parcial de primer orden para el campo eléctrico:

J : (24}

o]

- v EE +E =
n x t

Para obtener la solucién de esta ecuacién conviene visualizar a las variables
X, t, ¥y E como a funciones de dos parametros caracteristicos s y T, ¥

considerar las llamadas ‘‘ecuaciones caracteristicas’® (Jeffrey 1977, Zauderer
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1983, pags. 37-39,.85-90):

.a_x.. =-pE (25)
ds n
at  _
5 = 1 (26)
2B =3 (27)
ds 0
Estas ecuaciones deben resolverse conjuntamente con las condiciones iniciales:
=0
x(0,t) = g, " (28)
s T =k
-T, o -5
t(0,T) = (29)
0, T =0
ELO,%) = 0, ~® =TS (30)

que son simplemente una representacién paramétrica de las condiciones iniciales
y de frontera (20) y (21). Podemos ver que la solucion de las ecuaciones

caracteristicas, junto con sus condiciones iniciales, es la siguiente:

Els,z) = Jos (31)
= % 1% Josz T =0

%x(s.1) = % (32)
- 5 v ] s2 + T Tz 0

2 no

S T = 0

t(s,T) = (33)
s T =0

y de estas expresiones se sigue que la funcién E(x,t) tiene la forma:



&l

I &, (x,t) € R]

E(x,t) = ° (34)
1/2

~(~2Jx/v )", (xt) e R
Q n b

donde R[ y Rz son las regiones mostradas en la figura 1. La expresién anterior

implica que la densidad de electrones libres es:

Q, (x,t] € R]
(35)

n(x,t) = [ J

5 1/2
ZVHX } 4 (x,t) & Rz

La solucién de las ecuaciones caracteristicas muestra que la frontera que

separa las regiones R1 y R2 es el arco de parabola:

t____[_Zx ] , 0=ttt , (36)

donde tm es el instante (atn por determinarse) en que los frentes de electrones
y hoyos se encuentran. Esta curva define la trayectoria que sigue el frente de
electrones (para t < tm]. y es, como esperdbamos, una curva caracteristica, ya
que es solucién de la ecuacién (23) para i = 2.

Las deméas fronteras que delimitan a las regiones Rl y R2 se determinaran

un poco mas adelante, perc desde ahora las podemos observar en la figura 1.
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(a) (b)

N i :
::ZI - 5
(i 2 2 R
= - = 4
) " L
p L. .
s [ Re Rs o
) - a
< = 5
E 1:1m:_.. B Aw @ E .' 1='mr..R2.. e R3
= s
L.l__) L ' -
= - E T i
y R,: N Ry
11114:14111 A W S (O (W NS OO
0.2 9.4 T 0.8 0.2 0.4 T 0.8
£m Am

DISTANCIA  ADIMENSIONAL

Figura 1. Curvas caracteristicas que delimitan las regiones: RJ (donde no han
llegado todavia los hoyos y electrones inyectados por los
electrodos), R2 (donde los unicos portadores libres son electrones),
R3 (donde los Unicos portadores libres son hoyos), ¥ R4 (donde
coexisten ambos tipos de portadores). El caso (a) corresponde a una
velocidad de recombinacién infinita (Cr= @), y el caso (b) a un valor

finito de Cr. En ambos casos vn=8/7, vp=6/7, y JO=—1.
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Procediendo en forma similar en la porcién de la franja S en la cual n =

0, se encuentra que:

Jt, (x,t) & R1
E(x,t) =4 ° 1/2 (37)
- [—21 (l—x)/v] (x,t) e R
o : P y : 3
Y
0, (x,t) € R1
p(x,t) = JD 172 (38)
[— mzb’p{l—x) ] , (x,t) € R,

donde la solucién de las ecuaciones caracteristicas implica que la frontera

entre las regiones R] y Ra esta dada por:

172

2 (1-x) 0
v J m
p o

(39)

1A
F
1A
I

Esta curva define la trayectoria que sigue el frente de hoycs (para t < tmi, y

eés una curva caracteristica, ya que es una solucién de la ecuacién (23) para i

= 3.
De la interseccién de las curvas (36] y (39) obtenemos que la posicién x
m

y el tiempo tm en los cuales se encuentran los frentes de electrones y hoyos

son:

v (40)

b o (f §0E (41)
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Ahora la pregunta es: gqué pasa cuando se encuentran los hoyos y los
electrones?. La respuesta a esta pregunta depende de la constante de
recombinacién Cr. Si la recombinacién de hoyos y electrones fuera instantanea
(i.e. Cr= w), el flujo de electrones arribando al punto de encuentro [xm,tm)
cancelarfa exactamente al flujo de hoyos (independientemente de los valores de
v y vp), y consecuentemente los frentes de electrones y hoyos permanecerian

fijos en la posicién x . En este caso el sistema estaria en estado estacionario
m

a partir del instante t , y el campo eléctrico estacionaric seria:
mn

< [eBY st P, 0
o n

1A
W
1A
b

E(x) = i (42)

A
b

IA
P

1/2
- [-— 2J (l—x)/v] X
(e} P r

Podemos observar que E(x) es continua en X_, pero la derivada Ex no lo es. Por
lo tante, en este caso limite la superficie E(x,t) tiene un doblez a lo largo
de la recta x = X , para t = tm, como se indica en la figura 1(a). La
existencia de este doblez es posible dUnicamente debido a que las rectas x =
cte. son curvas caracteristicas del sistema {12), como ya hemocs visto arriba,

Para valores méas realistas de Jla constante Cr (i.e. valores f{initos),
después del instante tm el frente de electrones penetrara en la zona ocupada
por hoyos, e inversamente, el frente de hoyos penetrara en la zona ccupada por
electrones. De esta manera una zona de coexistencia de hoyos y electrones (que
denctaremos como R4J se formaréa, tal como se indica en la figura I(bJ.

Las fronteras de la regién R4 con las regiones Rz v R3 seran dos curvas
caracteristicas, de la misma forma que las fronteras de RI con Rz y R3 son
también curvas caracteristicas. Para obtener la forma analitica de la frontera

entre R2 y R4 podemos usar la expresion para E(x) valida en Rz para integrar la
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ecuacion caracteristica (23) correspondiente al valor propio 7\3 = VPE. De esta

manera obtenemos que la frontera entre Rz y R“1 es el arco de pardbola:

a
1A
>
A
»

v
£ [1 i I—;—]t e [1 + —i] o Vg m iR 0 (43)
m v m m m

o

Esta caracteristica define la trayectoria seguida por el frente de hoyos para t

z t . Haciendo x = 0 en esta ecuacién vemos que el tiempo t al cual los
m p

primercs hoyos llegan al catodo es:

17
= [1 i V—”]tm (44)

Esta igualdad resulta mas util si la escribimos en términos de cantidades con

dimensiones, es decir, en la forma:

£ = 2[—?&‘?—')1/2 (45)
J
[s]

Escrita asi, esta ecuacion nos muestra cémo tendriamos que variar el espesor d’
del material y/o la corriente J'; aplicada al mismo, si desedramos modificar el
tiempo de tréansito tp’ del frente de hoyos.

Para obtener la forma analitica de la frontera entre R3 Y R4 podemos
proceder de forma similar, y usar la expresién para E(x) valida en Rg para
integrar la ecuacién caracteristica (23) correspondiente al valor propio }\2 =

-v E. De esta forma encontramos gue la frontera entre R3 y R‘4 estd dada por la
n

sigulente expresién:

<

x =x =1 (46)

R‘:IC
o

1/2
)

t=[1+ ]t -[1+ ——p}(l—x)l/zt (1-%) 7%
N m v m m

n

Esta caracteristica define la trayectoria seguida por el frente de electrones
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para t = tm. Haciendo x = I en esta ecuacién vemos que el tiempeo tn al cual los

primeros electrones llegan al &nodo es:

7
t =[1+ -ﬁ}t (47)
m

n

Al igual que en el caso del movimiento de hoyos, esta ecuacién se puede

escribir con cantidades con dimensiones en la forma:

. % 143
t’=—2[—€“dJ (48)

lLas ecuaciones (45} vy (48) ncs muestran que si modificamos la razén d’/Jl; en un
2 . @ . ’ e 2
factor n”, ambos tiempos de tréansito Tb y E«.' se modificardn en un factor n. De

estas dos ecuaciones también podemos ver que la razén entre los tiempos de

transito estd dada, precisamente, por la razén inversa entre las movilidades:

s

(49)

—
3 =
[
'FII"F:
= =

Como en muchos casos practicos se conocen las movilidades de los portadores,
esta ecuacién nos permite saber cu&nto mas tardaréd el frente de hoyos,
comparado al de electrones, en cruzar el material,

Ahora, una vez conociendo las trayectorias completas de los frentes de
electrones y hoyos, la evoluciénren el tiempo del procese de inyeccién de
portadores de carga dentro del material puede apreciarse con claridad. En la
figura 2 podemos ocbservar dichas trayctorias para diferentes valores de LI

V.
P
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Figura 2. Frentes de avance de electrones (curvas continuas) y hoyos (curvas

discontinuas) para J0==—I. y diferentes valores de las movilidades

adimensionales: (a) v=v =1, (b) v= 11/7, v= 3/7, y (c) v= 7/4,
n p n P n

v = 1/4.
P
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Para finalizar esta sub-seccién quisiera aclarar una interrogante
interesante, que me fue planteada originaimente por el Dr. Enrique Cabrera,

La interrogante es la siguiente: hemos visto que para todo valor finito de
Cr (inclusive si Cr es muy grande) los frentes de avance de hoyos y electrones
estdn dados por los arcos de parabola (43) y (46). En cambio, cuando ('_3= ™
estos arcos de parabola se transforman abruptamente en la recta x = X sCémo
es que tiene lugar este cambio, aparentemente discontinuo?

A continuacién mostraremos que la respuesta a esta interrogante es que, si
bien la forma de los frentes de avance de hoyos y electrones es independiente
de Cr (para Cr finita), el numero de hoyos que marchan a lo largo del frente de
avance (43), asi como el nimero de electrones que marchan a lo largo del frente
de avance (46), si son cantidades que dependen de C’z y que tienden a cero

conforme Cr tiende a infinito.

Para simplificar un poco el &lgebra consideremos el caso particular en el

cual i vp-—* —JO= 1. En tal caso las ecuaciones fundamentales (8)-{11) tienen
la forma:

Et+nE+pE+1=O (50)
n,=nE_+En - Cop (51)
P, =~PE_- Ep - Cnp (52)
Ex =p-n {53)

Despejando a p de (53), y sustituyéndola en (50) y (51), obtenemos las dos

ecuaciones siguientes:

E + EE +0 + 0 + (2nE+1) =0 (54)

t x
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0 +(1-C)nE -n +En - Cn” =0 (55)
r X t

x r

que constituyen un sistema de la forma:

L X L

AE +BE +Cn +Dn +F =0 (i=1,2) (56)
it i x it

Courant y Friedrichs (Courant y Friedrichs 1948) muestran que un sistema de

este tipo puede transformarse en el siguiente sistema de ‘‘ecuaciones

caracteristicas’’:

B~ £4 = 0 (57)

XB - C_tﬁ =0 (58)

TEDL + [aC:S)na + (KQ:H)ta =0 (59)
=0 .(6OJ

TEB + (aC_»S]n‘13 + (KQ_—H)tB

donde (:+ y € son las soluciones de la ecuacién:
al’ - 2b& + ¢ =0

en la cual:

a = [AC], 2h = [AD]+[BC], c = [BD]

cor:

[XY] = Xle = XzY
¥

T = [AB], S =(BCl, K = [AF], H = [BF]

En el caso particular del sistema (54)~(55) las 4 ecuaciones caracteristicas

tienen la forma:
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x - Et =0 : (61)
(¢4 o
+ Et =0 62
8 B (62)
(1-C JnE + [-2C En® + 2En® - (C-1)nlt = 0O (63)
) r o i I [0 4
(1-C )RE_ + 2En_ + [2En° -~ (C-I)nlt_ = O (64)
rB B r 8

Si ahora despejamos a tB de (62), la sustituimos en (64), v luego multiplicamos

la ecuacién resultante por E/XB, obtenemos:
2 Z
(l—Cr)nEEB/x8 + 2E n!g/’x#B & (Cr-lJn - 2En” = 0 (65)

y como (Zemansky 1968, pags. 39 y 283):
"s_[SE) (28 o (E
x| 8B ax | | 6x

o o a

nB_ an aB . [ én
% ?9_5'1 5:‘7('1“ ox )

Y
(1-C ]n[ 3‘3 ] + ZE“( % ] + (Cr-l}n - 2En°=0 (66)
o

a

Esta ecuacién nos permite calcular los valores de n a lo largo de una curva

caracteristica a=cte. si conocemos los valores del campo eléctrico sobre dicha

caracteristica.

Consideremos ahora la caracteristica que define el frente de avance de los

electrones para t = tm-—- 1
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1/2

t=2-[20-x))"", (67)

D]
IA
b
1A

Esta caracteristica es precisamente una caracteristica del tipo a=cte., pues la

ec. (62) nos muestra que las curvas a=cte. son tales que:

at 1
[a;} b A
¢4
Sobre esta caracteristica sabemos que el valor del campe eléctrico esta dado

por la expresién que aparece en la ec. (37):

)]1/2

Daj
1A
»
1A
—

E{x) = -[2(1-x

de manera que sustituyendo esta expresién en la ec. [66) obtenemos:

(C~1)n + 4(1—x)[ 2n ] + (C-Dn + 2[20-x)]1""%% = 0
r oX r

o

y esta ecuacién puede escribirse en la forma:

C ~1 > 1/2
2u - [ - ]u = [ ] (68)
x 1-x

donde hemos definido:

(69)

=
I
=R

y la derivada parcial u que aparece en (68) se lleva a cabc manteniendo «
constante.
La ec. (68) puede resolverse por el método de variacién de parametros, y
la solucidén que se encuentra es:
(1-¢c Jr2

dlse) = ipfeslf © - C—l (2(1-x

r

]]l/Z

N =
IA
”
1A
s
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donde k es una constante. Sustituyendo esta expresién en (69), y tomando en
cuenta que n(l/2)=l, obtenemos la densidad de electrones a lo largo de la

caracteristica (67) gue separa a las regiones R3 y Rq:

C

(1-c )72
(C +1)[2(1-x)] o [2l1-%1]

=x <1 (70)

Dj —

n(xCc) =
r
142

Esta expresién queda indeterminada si C = 0. Sin embargo,si definimos:
r

n(x,C=0} = lim n(x,Cr)
d C-> 0
e

y utilizamos la regla de L’'Hopital para calcular este dltimo limite,

encontramos que:

- S o | - (71)

D =

alE g =p) = >

£ (8 1=31 Y2 T2ti-5)1 ®lalati-x) |2

El calculo de la densidad de hoyos a lo largo del frente de avance (43) se
haria de manera completamente analoga.

La expresién (70) muestra que aun cuando Cr sea muy grande, el valor de
n{x,Cr) nunca se hace cero en el intervalo 172 = x < 1. Esto implica que aun
cuando C,_ sea muy grande, sigue habiendo electrones que logran llegar hasta el
frente de avance (67), lo cual corrcbora la afirmacién de Kao y Hwang (Kao y
Hwang 1981, pag. 260) en el sentido de que el proceso de recombinacién no es un
obstaculo que impida que leos hoycs y electrones completen su penetracién dentro
del material. Lo que si ocurre, es que conforme C,_ va creciendo, cada vez son
menos los electrones que logran llegar hasta el frente de avance (67), como

podemos observar en la figura 3.
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Figura 3. Densidad de electrones a lo largo de la caracteristica a=cte. que
separa las regiones Ra y Rq, para distintos valores de la constante

de recombinacién Cr (los valores de Cr se indican junto a las

curvas).
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La figura 3 nos ayuda a comprender coémo es que aun cuando Cr sea mucho muy
grande, el frente de electrones sigue llegando hasta la caracteristica (67),
poro en el limite Cr_= o los electrones no avanzan més alld de x = 1/2. Esto nos
explica por qué, en el limite Cf ®, los frentes de avance de hoyos y
electrones dejan de ser los arcos de parabola (43) y (46), y se convierten en
la recta x = X .

Desde un punto de vista meramente matemdtico, la aparicién stbita de una
discontinuidad en x = X estd relacionado con el hecho bien conocido (aunque no
por ello menos interesante) de que una sucesién de funciones continuas bien
puede converger a una funcién discontinua. Un ejemplo bien conocido en fisica

es la distribucién de Fermi-Dirac:
; -1
fT(E) = [exp{E-EF}/kT] (72)

Esta expresién nos determina una familia de curvas, cada una de las cuales
corresponde a un valor determinado de la temperatura. Para toda T#0, la
ecuacion (72) define una curva continua. Sin embargo, en el limite en que T

tiende a cero, la expresién (72) tiende a una funcién discontinua:

1 para E-EF< 0

lim fT[E) = (73)

T 0 0 para E-EF> 0

En la figura 4 podemos observar cémo la sucesién de funciones continuas f‘T(E)
tiende a la funcién discontinua (73} conforma T-0. Algo similar a ésto es lo

que ocurre con la dendidad de electrones conforme C » o,
i
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Figura 4. Funcién de distribucién de Fermi-Dirac para varios valores de la

temperatura.
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I1.1.3 Aproximacién a un estado estacionario

En la seccién anterior obtuvimos la forma de la funcién E(x,t) en las
regiones Rz' Rz, v Rs. y también encontramos que las fronteras de la regién R4
no dependen' de la constante de recombinacién C. En esta seccién obtendremos

r

alguna informacién sobre el comportamiento de la funcién E(x,t) en la regién

R .

4

La regiéon de coexistencia R4 es una zona donde el campo eléctrico
evoluciona hacia un estado estacionario. Este estado estacionario, asi como el
tiempo necesario para llegar a ¢él, dependen de la constante de recombinacién
Cr. Ya hemos visto que en el caso limite en el que Cr= oo un estado
estacionario, dado por la expresién (42}, se alcanza en el instante tm. En el

otro caso limite, en el cual Cr_ = 0, la ecuaciones de evolucién temporal

(8)-(10) se reducen a:

v nE + v pE =]

n p o

1l
>

v nkE
n

E=J - A
vpp

donde A es una constante que deberd ser determinada a partir de las condiciones
de contorno. Substituyendo las dos ultimas ecuaciones en la ecuacién de Poisson
(11), e integrando Jla ecuacién resultante, encontramos que la solucién
estacionaria para el campo eléctrico necesariamente tiene la forma:

Jv - 2A
Ez(x)=2[-—°—"———]x+8

v v
np
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donde B es otra constante., Si ahora imponemos las condiciones de frontera (21)
y (22), llegamos al inesperado resultado de que la unica solucién estacionaria

del sistema hiperbélico (8)-(11), consistente con las condiciones de frontera,

es:
E(X):‘:Ov O=x=1

Este estado no es alcanzado jamas por el éisterna. Sin embargo, el sistema si se
aproxima asintéticamente a este estado, como se puede observar en el resultado
numérico mostrado en la figura 5. La forma de calcular la curva mostrada en
esta figura se explica en el apéndice A de este trabajo. Podemocs, pues, decir

que cuando C = O el sistema alcanza un estado estacionario en t = @,
r B
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Figura 5. Evolucién temporal del campo eléctrico a lo largo de la recta x

1/2, para ¥ = pp: -_]o= 1, y Cr= 0.
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Para valores intermedios de la constante de recombinacién (0 < C< ®) es
més dificil encontrar la solucién estacionaria del sistema (8)-(11) consistente
con las condiciones de frontera (21) y (22). En este trabajo analizaremos el
caso particular en el cual Cr= P = 1. Para simplificar las férmulas también
supondremos, sin pérdida de generalidad, que Jo = ~1. Para esta eleccién de los
parametros, las ecuaciones (8), (9), y (11) implican que el estado estacionario

esta descrito por las ecuaciones:

EE + 2nE + 1 =0 (74)

(75)

I
=]

2
En -n
2

las cuales pueden ser escritas en la forma:

1 2 '
EX—FE—G (76)
_——
U=~ (77)

con el cambio de variable:

(78)

=3
1}
=l

A partir de las ecuaciones (77) y (78) puede verse que u(x) debe ser una

funcién positiva y creciente. Ademas, de las ecs. (76) y (77) se sigue que:

dE _u + 2E
an (79)

que es una ecuacion de la forma:
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dE _ Au + BE . :
du ~ Cu + DE (80)

la cual también puede escribirse en la forma:
P(u,E)du + Q(u,E)dE = 0O
si definimos:

P(w,E) = Au + BE

Il

Q(u,E}) = -{Cu + DE)

i

La solucién de una ecuacién de la forma (80) estd dada por (Davis 1962, pags.

36-39):

Yol = = J _Qé%;x;_) &

donde se han definido:
v = E/u

Glv) = P(1,v) + vQ(LY)-= A + (B-C)V - Dv®

¥ k es una constante. En el caso particular de la ecuacién (79) tenemos:

Qll,v) = -1

Glv) =1+ v
de manera que la solucién de (79) estd dada por:

In(ku) =f 131 = In(l+v) = In [ 1+ %}

de donde:
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E = ku*~ u (81)

Ahora veamos de qué signo debe ser la constante k.

Si k fuera cero las ecuaciones (81) y (77) implicarfan que:

E(x) = --(Zx)"/z

lo cual no satisface la condicién (22). Por lo tanto la constante k es distinta

de cero.

Si exigimos que (81) satisfaga la condicién (21) vemos que:
k v*(0) - u(0) = 0
y esta ecuacidn se puede satisfacer de dos maneras:

(i) con u(0) = 0

=

(ii) con u(0) =

Por otra parte, si exigimos que (81) satisfaga la condicién (22), vemos que:

k u’(1) - u(l) = 0
lo cual, nuevamente, puede satisfacerse de dos maneras:
(i) con u(l) =0
(ii) con u(l) = 1
k

Notemos ahora gque (75) implica que nx< 0 para cualquier valor de x. Esto

implica que n(0) > n(l) y, por consiguiente, u(0) < u(l), lo cual sb6lo puede

cumplirse si:
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u(0) = 0 . (82)
Vi

~ufl) = L (83)
e =

Esta ultima ecuacion implica que la constante k es positiva, ya que u(l) no

puede ser negativa.

Busquemos ahora la forma de la funcién u(x).Para ello sustituyamos la

expresion (81) en la ecuacién (77). Obtenemos asi:

1

2z
u-ku

C.LlD.
¥ e
|

lo cual implica que:

u(x) " x
J (u-ku”) du = [ dx
ufo) )

Efectuando las integrales obtenemos una ecuacién algebraica para ul(x):
U -ccu +Tx=0 ' (84)

que es una ecuacién de la forma:

Wt +su+t=0 ; (85)
con:

r—-—-é'

T2k
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Para resclver una ecuacién de la forma (85) conviene introducir el cambio de

variable:
us=y- g (86)
con lo cual (85) se transforma en (Bronshtein y Semendyayev 1985):

(87)

Y +py+q=0

donde:

3s—rz

-3

3

2r_ _rs
=5 g™

El comportamiento de la solucién de la ecuacién (87) depende del signo del

discriminante:

D=§3‘_[ex-_1_] (88

Para que este discriminante conserve un mismo signo a lo largo de todo el

intervalo O ¢ x < 1 es necesario que:

® |
Y
o

A
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Suponiendo, pues, que. esta desigualdad se cumple, la ecuacién (88) nos dice que
D < O en todo el intervalo 0 < x < 1, y esto implica que (87) tiene 3

soluciones reales, las cuales pueden expresarse en la forma (Sokolnikoff y

Sokolnikoff 1941):

— ¢

Yl = 2p 005[ 3] (89)
_ 5 1/3 ¢+ 2m

i= 2p COS[ 3 ) (20)
0B ¢ + 4m

y3 = 2p cos{ 3 } (91)

donde se han definido:

a5 14
. p = [ ~ 57 ] (92)
cos(¢) = - E‘g‘ (93)

En el caso particular de la ecuacién (84) tenemos que:

-
4>

g s ey
ax® K

de manera que las expresiones (92) y (93) se convierten en:

o

8k

cos(p) =1 - 12k*x

Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (89)-(91) vemos que las 3
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posibles soluciones se pueden escribir en la forma:

o L

arc cos (1-12k*x) + z;n
yl(x) = ]

cos [ 3

donde z= 0, z = 2 y z = 4. Introduciendo esta expresion en (86) vemos gue las

tres posibles soluciones de la ecuacién (84) son:

(94)

( arc cos (1-12k*x) + z;m ]

ul(x) = - + : cos
i - 3

2k k

Se puede comprobar por sustitucién directa que esta expresién es solucién de
(84).
Ahora elegiremos los valores de k y z, de manera que Sse cumplan las

condiciones de frontera (82) y (83). La primera de estas condiciones nos dice

que:
_l_,_lc arc cos (1)+zin -
ok " g S 3 =

lo cual implica que:

Esta ecuacién se satisface si z=z-= 2, o bien si z= z= 4, pero excluye la
L

posibilidad de que z, sea igual a cero. Por otra parte, la condicién (83) nos

dice que:

A1 cos
2k k

[ arc cos (1-12k%) + z;m
; )

L T

lo cual nos conduce a:
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(95)

N -

arc cos (1-12k%) + z;m
cos [ 3 ]

y esta ecuacién implica que se debe cumplir una de las dos siguientes

ecuaciones:
Z.9r
1 arc cos (1-12k”) + —i— = arc cos L (96)
3 3 2
Z .7
1 gk o el 1 =
3au*cc-:as(lle)+ 3 —arccos[2]+3n (97)

La primera de estas ecuaciones debe descartarse, ya que no se satisface ni para

R zz= 2, ni para z=1z= 4. Por otro lado, la ecuacién (97) implica que:

1 - 12k% = cos [(5-—25)1'{]

lo cual, tanto si 2I= zz= 2 como si zi= 23= 4, nos conduce a la igualdad:

la cual excluye la posibilidad de due z, fuera igual a 2. Vemos, pues, gue el

inico de los tres posibles valores de z que es consistente con las condiciones
i

{82) y (83) es:



63

Ahora, una vez conocidos los valores de k y zp podemos sustituir (94) (con
i=3) en (81) para obtener la forma del campo eléctrico en el estado

estacionario. De esta forma encontramos que:

2
Eix) = - L 4 L o5 [BFC cos (1-12k"x) + 4n -
Ik X :

En la figura & podemos ver la grafica de esta funcién, en comparacién con la
gréfica del campo eléctrico existente en el instante t=tm= 1, en el cual los

hoyos y los electrones se encontraron por primera vez.
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Figura 6. Distribucién espacial del campo eléctrico en el instante tm, en el
que los electrones y los hoyos se encuentran por primera vez (curva

A), y en el estado estacionario (curva B). Ambas curvas corresponden

al caso en que v = v = C= -] =1,
n p r 0
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El hecho de que la curva que describe al campo eléctrico en el estado
estacionario (curva B de la fig. 6) sea mas aplanada (i.e. con valores
absolutos de Ex menores) que la curva que describe al campo eléctrico en el
instante tm, en que hoyos y electrones se encontraron por primera vez, se debe
a que ‘en el estado estacionario los electrones han invadido el espacio antes
ocupado sblo por hoyos, y viceversa, disminuyendo asi la densidad total de
carga, de manera que disminuye el valor absoluto de Ex' y por consiguiente la
grafica de E(x) se aplana.

Para encontrar el tiempo que necesita el sistema para alcanzar el estado
estacionario (98), se calculdé numéricamente la evolucién en el tiempo del campo
eléctrico a lo largo de la recta x = /2. La forma en que se llevd a cabo el
calculo numérico se explica en el apéndice B de este trabajo. El resultado de

dicho calculo se muestra en la figura 7, en la cual podemos ver que el valor

estacionario:

—

]=—Ilzrz—'o.61

se alcanza alrededor del instante t = 2.5. En esta figura podemos también
observar los diferentes comportamientos del campo eléctrico para los tres
valores de Cr que hemos considerado. Podemos observar que cpnforme el valor de
Cr aumenta, también aumenta el valor estacionario del campo eléctrice. Esto se
debe a que al aumentar la recombinacién son menos los electrones que logran
penetrar en la regién anteriormente ocupada por hoyos (y viceversa), pues gran
parte de los electrones se recombinan en la cercania del punto x = xm ¥y no

logran avanzar mé&s. Como consecuencia, Ja densidad total de carga no disminuye

tanto, y los valores absolutos de Ex y Elx) aumentan.
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Figura 7. Comparacién de la evolucién temporal del campo eléctrico a lo largo

de la recta x = 1/2 para vn= vP= -.Ioz 1, y diferentes valores de Cr.
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Conociendo la forma del campo eléctrico en el estado estacionario es

posible calcular el valor estacionario del voltaje:

1
Vo= - j E(x)dx
0

Efectuando esta integral se encuentra que en el estado estacionario:

(=

V=V-=— %049 (99)

~

o
Podemos también ver que en el instante t = 1 el valor del voltaje era:

m

1/
(100)

WM

2 1
(2x)*%dx + 'f [2(1-%)] Zdx =
0 1/2

V(t=1) = f

Como era de esperarse, el valor del voltaje en el estado estacionario eé menor
gue en el instante tm, ya que como vimos en las figuras 6 y 7, la magnitud del
campo eléctrico disminuye conforme nos acercamos al estado estacionario.

Desde el punto de vista de las aplicaciones practicas de los
semiconductores, es util saber qué tan alto es el pico de voltaje que se

produce al iniciar la inyeccién de carga. De las ecs. (99) y (100) vemos que:

vit=D) = 12X v~ 136 v | (101)
lo cual muestra que en este caso (cuando B = vp= Cr= 1) durante el transitorio
inicial el voltaje llega a ser un 36% mas alto que su valor estacionario. Este
porcentaje serd menor en el caso en que Cr> 1 (y mayor en el caso contrario),
ya que como vemos en la figura 7, cuanto mayor sea el valor de Cr, menos varia
la magnitud del campo eléctrico después del instante t o Resulta, pues, util

recordar al regla: a mayor recombinacién, picos de voltaje més pequefios (i.e.
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més pequefios en comparacién al valor estacionario del voltaje).
Hasta donde me es conocido, los resultados presentados a lo largo de las
dos 1ltimas sub-secciones (I1.1.2 y II.1.3) son nuevos y no habian sido

publicados con anterioridad.
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11.2 Transitorios de carga y descarga con una sola clase de portadores

I1.2.1 Transitorio de carga

A lo largo de las tres partes de la seccién anterior (i.e., en las

LN S

sub-secciones -IL.1.1, IL.1.2, y IL1.3) estudiamos lo que podriamos llamar “‘el

transitorio de carga'’, producido al aplicar sObitamente wuna corriente
constante a través de un material con ambos tipos de portadores.

En laé dos partes que conforman esta seccién veremos que en €l caso de un
material en el cual la corriente sea transportada por un s6lo tipo de
portadores (electrones), ademés del transitorio de carga, es posible también
calcular en forma exacta el transitorio de descarga que se produce al
interrumpir subitamente la corriente.

Comencemos por calcular el transitorio de carga. El céalculo sera
esencialmente el mismo que presentamos en la sub-seccién I1.1.2, pero conviene
analizarlo aqui nuevamente para que esta seccién sea una unidad independiente
de la seccién anterior.

Consideremos, pues, a un semiconductor situado entre dos electrodos planocs
separados una distancia d’. Supondremos que los electrones son inyectados
dentro de la banda de conduccién del material por el electrodo de i'a izquierda
(el catodo), situado en x'= 0. Supondremos que la unién entre el cétodo y el
semiconductor acta como un contacto Shmico para el Iujd de Velectrones. En la
frontera entre el 4nodo y el semiconductor no impondremos ninguna condicién
especial. Tal es el procedimiento usual en este tipo de problemas (Lampert
1956). Sin embargo, conviene notar que al hacer ésto implicitamente se esta

introduciendo la suposicién de que el movimiento de los electrones en la regién



70

0 < x%x' ¢ d' no es perturbado por la presencia del &nodo en x'= d’.
Consideraremos, ademés, que el nimero de portadores generados térmicamente es
despreciable en comparacién con el nimero de electrones inyectades por el
cidtodo. Finalmente, consideraremos que en el instante t'= O una densidad de
corriente constante J; < O es obligada a fluir a través del material.

Con las suposiciones anteriores, las ecuaciones que describen el flujo de

electrones son:

' = qu ' (x"t') E(x',t') + e g%, (102)
BE" . B s e

= - = n’({x',t") (103)
dn é a 3 Y g9 ’ 4

31’ = g;",- [ H N (X ,t )E [X ¢ )] - (104]

donde q, £, n’, E, ¥ J; tienen el mismo significado que en la sub-seccién
II.i.1, y p es ahora el valor absoluto de la movilidad de Ilos electrones.

Notemos que las ecuaciones (102) y (104) pueden escribirse en la forma:

8U 8U
=t A(U)-é? + B(U) =0 (105)

donde U y B(U) son los vectores columna:

E'(x’,t")
n'(x’,t")
(qun’E’-1'})/e
B(U} = ° (107)

0

y A(U) es la matriz cuadrada:
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A(U) = (108)

Los valores propios de esta matriz son:
A=0, ?tz== —HE (109)
y los vectores propios son:

E’ 0
T (110)

-n’ 1
Vemos, pues, que en todos aquelles puntos (x',t’) en los que E'# O tenemos dos
valores propios reales y distintos, y dos vectores propios linealmente
independientes, lo cual implica gue el sistema (105) es un siétema cuasi-lineal
estrictamente hiperhélico (Jeffrey 1977, cap. 2).

Usando las ecuaciones {103) y (104) se puede probar que J; es
independiente de x’. Una vez conociendo esto es innecesario que consideremos a
la ecuacién (104), ya que ésta resulta ser una consecuencia obligada de las
ecuaciones (102) y (103).

Siendo d' la separacién entre los electrodos, J; un valor caracteristico
(positivo) de la densidad de corriente, y V' el voltaje entre ambos electrodos,

podemos definir las siguientes cantidades adimensionales:

X = x'/d"
- il Ju 1/2 "
Tl '




i

a4

Substituyendo estas variables en las ecuaciones (102) y (103) obtenemos Ilas

siguientes ecuaciones adimensionales:

oE
Jo = n(x,t) E(x,t) + g

8E _
-'5{- = n(x,t)

Este par de ecuaciones puede transformarse en una unica ecuacién diferencial

parcial de primer orden para el campo eléctrico adimensional:

-EE +E =1 (111)
x t °

la cual debera satisfacer las siguientes condiciones de contorno:
E{x,0) = O x>0 {112)
E(0,t) = O >0 (113)

La ecuacién (112) implica que la densidad de electrones libres es cero al
tiempo t = G0, mientras que la -ecuacién (113) significa que hay un contacto
6hmico en x = 0 (Lampert y Mark 1970, pags. 36-37; Parmenter y Ruppel 1959;
Many y Rakavy 1962; O'Dwyer 1968).

La ecuacién (111} puede resolverse por el método de las caracteristicas,

tal como resolvimos la ecuacién (24) en la sub-seccién 11,1.2. De esta forma se
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encuentra que:

-(—Z.rox]l/z bs

1A

= Jotz/2
E(x,t) = (114)

v

Tx X

o

- Jt%/2
o

y a partir de esta expresién se puede obtener la densidad de electrones libres:

(—Jo/2x)‘/ z x = —Jotz/z
n(x,t) = 2 (115)
0 X E -Jot /2
Esta ecuacitén muestra que la curva caracteristica:
1/2
t = ( - %—5] (116)

a

es la trayectoria que sigue el frente de electrones. Por lo tanto, los primeros

electrones llegan al dnodo (situade en x = 1) en el instante:
t = (=271 )2 (117)
a o

y éste es también el instante en que se establece un estado estacicnario.

A partir de la ecuacién (114) podemos también obtener la variacién en el

tiempo del voltaje:

1
Vit) = - j E(x,t)dx _ (118)

o]

Calculando esta integral obtenemos:

wd % T8 t< t
o o
V(t) = (119)

(-85 /9) if% t= t

Si usamos cantidades con dimensiones la ecuacién anterior toma la forma:
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2
i g fd !
o L o a3 ?
L e i = 1 T & to
V'(t') = 6e (120)
A tezm
o ]
donde tenemos:
oo T
£ = { ~ 2‘?? } | (121)
o B ‘
8J’d’3 1/2
» e o
Vo = —~Seh (122)

Esta ultima expresién es la ecuacién de Mott y Gurney (Kao y Hwang 1981, pag.

151), y a partir de ella podemos obtener una expresién para la movilidad de los

elecrones:
3
I'd’
= - g g (123)
eV'?
o

Esta ecuacién nos permite calcular el valor de p, siempre y cuando conozcamos
el valor de la permitividad e. Sin embargo, si no conocemos el valor de g, las
ecuaciones (121) y (122) nos permiten construir la siguiente ecuacién:

dr?

V't

o 0

(124)

=
]
wl &

y esta ecuacién si nos permite hallar el valor de u sin necesidad de conocer e,
si medimos el tiempo t; que dura e] transitorio Vde carga. Una vez encontrado el
valor de y, podemos también obtener el de £ usando la ec. (121) o la ec. (122).

La ecuacién (124) es interesante porque difiere por el factor 4/3 de la
expresién empleada normalmente para calcular movilidades en los experimentos

convencionales de tiempo de vuelo (Borsenberger 1990; Schein et al. 1986). Esta



i

diferencia es debida a que en los experimentos convencionales de tiempo de
vuelo puede suponerse que el campo eléctrico es uniforme dentro del material
(Borsenberger 1990; Schein et al. 1986}, mientras que en nuestro caso el campo
eléctrico dista mucho de ser una constante, como puede verse en la ecuacién
(114).

Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub—seécién fueron
obtenidos también por Zahn, Tsang, y Paoc al estudiar el movimiento de iones en
fluidos dieléctricos (Zahn et al. 1974). Sin embargo, hasta donde me es
conocido, la ecuacién (124), que nos permite obtener el valor de la movilidad
sin necesidad de conocer el de la permitividad del material, ne habia sido

publicada con anterioridad.
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11.2.2 Transitorio de descarga

En la sub-seccién anterior (sub-sec. I1.2.1) encontramos que un estado
estacionario se alcanza en el instante ta, dado por la ec. (117). Ahora, en
esta  sub-seccidén, investigaremos qué pasa si la corriente se interrumpe
subitamente en un instante tI posterior a to. Este transitorio de descarga esta

descrito por el siguiente problema de condiciones iniciales y de frontera:

EE +E =0 (125)
x t

E(x,t ) = —(—2J0x)l/2 x>0 (126)

E(0,t) = 0 t ot (127)

Nuevamente este problema puede ser resuelto por el método: de las
caracteristicas, tal como explicamos al resolver la ec. (24), y se encuentra

gue la solucién es:
i & g 1/2
E(x,t) = -J (t~t ) - [— 2 x + J{t-t ) ] (128)
a 1 o o 1

Para visualizar la forma de esta superficie es conveniente observar que las

curvas de nivel en el plano x-t:

E(x,t) = EO (EO::constante)

son las rectas:

) e by

Por lo tanto, la superficie E(x,t) se estira siguiendo estas lineas, que son
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precisamente las  curvas  caracteristicas  correspondientes al  problema

(125)-(127). En la figura 8 se muestran algunas de las curvas de nivel de la

superficie E(x,t].

A partir de la ec. (128) podemos también obtener la densidad de electrones
libres:

e
2 (129)

|_-2J x + 12 (t -t JZJJ/Z
o o 1

n(x,t) =

Las curvas de nivel de esta superficie:
n(x,t) = n (no= constante)
son los arcos de parabola:

B == + 20 (t—t])

Q

o N

de modo que la superficie n(x,t) se contrae siguiendo estas lineas. En la
figura 9 se muestran algunas de las curvas de nivel de la superficie n(x,t).
Finalmente, el transitorio de voltaje puede ser obtenido introduciendo la

expresién (128) en la ecuacién (118). Calculando la integral obtenemos:

1
3J

o

[-21 + JZ(t-tl]zla/z—iJz (t—tz)s (130)

V(t) = Ja(t—tI} - 3

En la figura 10 podemos observar ambos transitorios de voltaje: el transitorio

de carga dado por la ec. (119}, y el transitorio de descarga dado por la ec.

{130).
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Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub-seccién fueron
también encontrados por Zahn, y Pao al estudiar el movimiento de iones en

fluidos dieléctricos (Zahn y Pao 1975).

Los resultados de esta seccibn nos serviran de punto de comparacién para
que mds adelante, al considerar la presencia ‘de trampas en el material y la
difusién de los portadores de carga, podamos evaluar qué tan importante es la

influencia de estos factores.
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DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura 8. Curvas de nivel de la superficie E(x,t) en la ausencia de trampas y
difusién, para Jo= -1. La parébola punteada corresponde al frente de

avance de los electrones.
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Figura 9, Curvas de nivel de la superficie n(x,t) en la ausencia de trampas y
difusién, para .lo= -1. La paréabola punteada corresponde al frente de

avance de los electrones.
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Figura 10. Transitorios de voltaje creciente y decreciente, en la ausencia de

trampas y difusién, para Jo= -1.
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11.3 El problema con simetria cilindrica

I1.3.1 Transitorio de carga

Estudiaremos ahora la forma de los transitorios eléctricos en el caso en
que tengamos simetria cilindrica.

Consideremos, pues, a un semiconductor sin trampas, en el cual podamos
despreciar la difusién de portadores, colocado entre dos electrodos cilindricos
coaxiales de radios r’] y r; (r; < r"ZJ, y longitud L’. En este caso las

ecuaciones que describen el flujo de electrones son las siguientes:

I’
o — Ny o 3E’ (131)
m—QHﬂ(T.t)E(I‘,t}*ﬁCat,

1 ) sy = = Qg g
= 'TFT(I‘E.)— = n'(r’',t’) (132)
1 a

n’(r’,t") (133)

’ i 0 BT | L (Y - i__
- — [gur’ n'(r’ ' )E'(r',t')] = q TR

P a7

Notemos que las ecs. (131) y (133) pueden escribirse en la forma:

au

3U _
577+ AlU)Z + BU) = 0 (134)

donde U y B(U) son los vectores columna:

E’(I",t']
U = (135)
nreteh)



83

(qun’E’-~1'/2nr'L)/e
B(U) = o (136)

-un’E’ /1’
y A(U) es la matriz cuadrada:

0 0 :
A(U) = (137)
-un’  —pE’

Podemos ver que la matriz (137) coincide con la matriz (108} que encontramos en

la seccién [I.2, de manera que sus valores propios y vectores propios son los

indicados en las ecs. (109) y (110). Esto implica que las ecuaciones (131) y
(133) constituyen también un sistema cuasi-lineal estrictamente hiperbélico.

A partir de las ecs. (131)-(133) puede probarse que I; es independiente de

r’. Una vez sabiendo esto no necesitamos considerar més a la ecuacién (133), ya
. que ésta se vuelve una consecuencia obligada de las ecuaciones (131) y (132).

Si d es la separacién entre ambos electrodos, I; es un valor

caracteristico (positivo) de la corriente total, y V' es el voltaje entre ambos

electrodos, podemos definir las siguientes cantidades adimensicnales:

r = 44"
p I’ 1/2

t = [ “3 ] t’
e d’ '

& 17
u

8w 1T
e ()



=
|
L
e
B

L nE + S5
2nrl at
1 8 i
—1'_-" *~6—r_‘ [T‘E) = =7
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A partir de estas ecuaciones podemos construir una unica ecuacién diferencial

parcial para el campo eléctrico adimensional:

I

o

8 a
E ’a—r' (rE) - -ah (rE) = - Sl

Ahora, si definimos:
u=rE

la ec. (138) toma la forma:

Si consideramos las condiciones de contorno:

IA
-
IA
-

u(r,0) = O r

(138)

(139)

(140)

(141)
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(142)

IA
¥

u(rl,t) =40 0

que son condiciones andlogas a las condiciones (112) y (113) que usamos con
electrodos planos, y suponemos que Ia tiene un valor negativo constante, el
problema de condiciones iniciales y de frontera (140)-(142) puede ser resuelto

por el método de las caracteristicas, y su solucién es:

o Lk 1/2
|7 T (r*~r )] t = flr)
u(r,t) = (143)
I
o
eI t = f(r)
donde:
1/2
f(r) = [ - ?”L (rz-—rlz)] (144)
a
LLa ecuacién (143) implica que E(r,t} y n(r,t) tienen la forma:
Io ]_z_rlz 1/2
[ L [ = ] ] k= 2
E(r,t) = I (145)
o) t
2nL b= fir)
IO [ Io [ 2 2 _1/2
- r-r J ] t = f(r)
ifpit) & 21l 2nL 1 (146)
0 t = f(r)

De la ec. (146) podemos ver que la curva t=f(r) describe la trayectoria seguida

por el frente de eletrones. Los primeros electrones llegan al anodo (situado en



A r]+ 1) en el instante:

I

o

/2
to = ”P1+l) = [-— aal (2r1+ 1)}

y a partir de ese momento el sistema se encuentra en estado estacionario.

La evolucién temporal el voltaje puede obtenerse calculando la integral:

Vit) = - E(r,t)dr

( 1/2 1/2
- 1a -t -r =3 —I—O— arc tan = 18 t
2nl 1 2nL ZnlL
Io I‘14. 4
N 2nL t in 1 N 1/2 b=
o e g
2nL
V(t) = 4
1/2 r
Io 1/2 ] 1 t =
[' m] [(ZF I+ ].) ”I"I arc (;OS -TlT—l }

En e] limite r 1——) 0 esta complicada expresién se reduce a:

1A

I I yi/2 "
¥ e — -
Vi) ={ Za* [1 in { 2n } t} _ tEL

<
+
v
o

donde hemos definido:

V** [_ 10)1/2

2nil

86

(147)

(148)

(149)
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1/2
i e [_ 2nL. ] (150)

lo cual muestra que si incrementamos el valor estacionario del voltaje, la

duracién del transitorioc necesariamente disminuye. Este comportamiento puede
*

observarse en la figura 11, donde la grafica de V (t) se muestra para

diferentes valores de Io.
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Figura 11. Transitorios de voltaje con electrodos cilindricos coaxiales, para

diferentes valores de la corriente total, en el limite en el cual

r =0,
1
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En términos de cantidades con dimensiones las ecuaciones (149) y (150)

toman la forma:

I; 1/2
Vo= n [" ZrepL’ ] i (151)
1/2
2nel’
£ = d’[ . {%—-] (152)
2]

y estas ecuaciones nos muestran que, a diferencia de lo que ocurria con
electrodos planos, en el caso de electrodos cilindricos (con el radio del
electrodo interior igual a cero) tanto el valor estacionario del voltaje, como
la duracién del transitorio de carga, son directamente proporcionales al
espesor radial del material. Ademés, de las ecs. (151) y (152) se encuentran

las siguientes expresiones para la movilidad de los electrones:

I;d'z
i e o 2 (153)
2nel Vo
. B
B S (154)

0 o

La ec. (153) es el andlogo a la ec. de Mott y Gurney (123), y nos permite
obtener el valor de p si conocemos €. Por otra parte, la ec. (154) es el
andlogo a la ec. (124), y nos permite obtener el valor de p sin necesidad de
conocer el de €. Una vez calculada p, podemos obtener también el valor de e
mediante la ec. (I151) o la ec. (152).

Es interesante observar que en este caso, al utilizar electrodos
cilindricos con B 0, la ecuacién (154) coincide con la expresién usada

normalmente en los experimentos convencionales de tiempo de vuelo (Borsenberger
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1990; Schein et aql. 1986). Esta coincidencia no es un resultado trivial, pues

ya vimos que en el caso de electrodes planocs la ecuacién (154) no es valida. La
razén por la cual en el caso cilindrico (con g 0) si es valida la ec. (154),

es que en este caso el campo eléctrico es uniforme en la zona ocupada por los °
portadores de carga inyectados por el catodo, como podemos ver haciendo L= 0
en la ec. (145).

Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub-seccién fueron
también obtenidos por Zahn y Chatelon al estudiar el movimiento de iones en
fluidos dieléctricos (Zahn y Chatelon 1977). Sin embargo, la obtenciéon de la
ec. (154), que nos permite hallar el valor de p en aquellos casos en que no

conozcamos el valor de £, no habia sido publicada con anterioridad.
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I1.3.2 Transitorio de descarga

Consideremos ahora el transitorio de descarga en el limite r S 0. De las

ecuaciones (138) y (145) podemos ver que este transitoric estd descrito por las

siguientes ecuaciones:

a a
E == (rE) - —B—f[rEJ-O
I(J 1/2
E(I‘,tl) = ~ [- =] J r>o0
E(0t) =0 t it

donde tI es cualquier wvalor mayor que t . En términos de Ila wvariable u,
a

definida por la ec. (139), este problema de condiciones iniciales y de frontera

toma la forma:

Moy ~u =0 (155)
r r t

IO 1/2
U(r‘,til = - [_ m} r»>0 (156)
wd,t) = O _ t =t (157)

Este problema puede resolverse por el método de las caracteristicas, en forma

similar a como resolvimos la ec. (24). La solucién, en términcs de la funcién

E(r,t), es:
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Tt -t fE-E 52 1/
E(r,t)= Ez[_.-_-i]+ E[E [—-—_] + 1 ] r>0 (158)
o r g 5 r

donde E es el valor estacionario del campo eléctrico, es decir:
g

Io /2
o {" 2n’L]

En la figura 12 podemos observar la dependencia espacial de la funcién E(r,t)
para diferentes valores de t. Para visualizar la superficie E(r,t) es también

Gtil observar que, de acuerdo con la ec. (158), las curvas de nivel:
E(r,t) = Eo (EO= constante)

son las lineas rectas:

Eo 1
t=( e ]r+t
ZEZ ZEO 1

de manera gue la superficie E(r,t) se estira siguiendo estas lineas.

El transitorio de voltaje puede obtenerse calculando la integral:

g,
Vit) = -f Ele f)de
) (0]

y el resultado es;

2 1/2

V(t) = -E® (t-t ) - E [ E2(t-t )%+ 1]
s 1 s 5 1

E (t=t) - [B® (et 9% 1172
g 1 s 1

2 ES (t-tl) (159)

-E¥(t~t ) In
5 1
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En Ja figura I3 podemos observar los transitorios de voltaje de carga y

descarga, dados respectivamente por las ecs. (148) y (159).

Un problema similar al que hemos visto en esta sub-seccién habia sido
analizado ya por Zahn y Chatelon al estudiar el movimiento de iones en fluidoes

dieléctricos (Zahn y Chatelon 1977) en forma algo distinta.
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Figura 12. Dependencia radial del campo eléctrico con electrodos cilindricos

coaxiales, en diferentes momentos durante el transitorio de

descarga, para Io= -2nL y = 0.
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Figura 13. Transitorios de voltaje creciente y decreciente, con electrodos

cilindricos coaxiales, para IS_- ~ZnL y r l=-O.
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11.4 El problema con simetria esférica

II.4.1 Transitorio de carga

Ahora consideremos el problema cuando tenemos simetria esférica. Las
ecuaciones que describen el flujo de electrones a través de un semiconductor

sin trampas, situado entre dos electrodos esféricos concéntricos de radios r’ y
)

r; = r;+ d’, y en el cual pocdemos despreciar la difusién de electrones libres,
son:
I; 8E’
— = gu n'r,t) Nt e (160)
+2 &%
4mnr
L 8 %) =- 1 pee) (161)
2 or o
r
]. 8 y 2 ] ] ] 3 ] ’ = a ] ] 1
e Fr_’[r git o'l e) BNt )] = q—af,—n{r vt (162)

Andlogamente a lo que encontramos en los casos con electrodos planos ¥
cilindricos (secciones 11.2 y I1.3), en el caso presente las ecuaciones (160) ¥y
(162) constituyen un sistema cuasi-lineal estrictamente hiperbélico. Por otra
parte, a partir de las ecs. (160)-(162) es posible demostrar que I; no depende
de r'. Una vez sabiendo esto ya no es necesario gue tomemos en cuenta a la ec.
(162), ya que ésta se convierte en una consecuencia obligada de las ecs. (160)
y (161).

Si I; es un valer caracteristico (positivo) de la corriente total, podemos

definir las siguientes cantidades adimensionales:
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r =r'/d
w2

t = [ : ] g
ed’

En términos de estas variables las ecs. (160) y (161) toman la forma:

9 = nE -I---——aE (163)
2 4t
4mr
2, 25l - (164)
2 ar

Estas ecuaciones pueden combinarse para obtener una Unica ecuacién para el

campo eléctrico:

P g e, O (rzEJ+~—a£f (165)
2 r

¢ (166}
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se transforma en:

2 g et (167)

Las condiciones iniciales y de frontera para esta ecuacién serdn:
u(r,0) = 0 r =r=r (168)

U(I‘l,t) =0 0=t (169)

que son condiciones andlogas a las condiciones (141) y (142) que usamos en el
caso de electrodos cilindricos.

Considerando a ID como constante (negativa), el problema de condiciones
iniciales y de frontera (167)-(169) puede resolverse por el método de las

caracteristicas. La solucién de este problema, en términos de la funcién

E(r,t), es:
I ra_ # 1/2
o ] %
= ['— —6—]'\‘.' { r4 }] t = f(l"}
E(r,t) = (170)
I
o) t <
ﬂ —r—z Ie = f(r‘)
donde:
172
f(r) = [% {— ?” ](r:‘— rlg)] (171)

En la figura 14 se puede observar el comportamiento de la funcién E(r,t) para

t=f(r) y diferentes valores de rl.
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A partir de las ecs. (164) y (170) se encuentra que la densidad de

electrones libres es:

% & -1/2
-—O[——E{r-rl)] t = f(r)
(172)

0 t = f(r)

lo cual muestra que la curva t=f(r) es la trayectoria por la que avanza el

frente de electrones. lLos primeros electrones llegan al anode, situado en L&

1"1+ 1, en el instante:

ER R

o

2 ( 4n 9 2
to = f(rl+1) = - {31"1 + 3r }+ 1) (173)

y a partir de ese momento el sistema se encuentra en estado estacionario.

El transitorio de voltaje:

2
V(t) = —J' E(r,t)dr (174)
r

no puede expresarse en términos de funciones elementales, ya que la integral
(174) conduce en este caso a integrales elipticas. Por este motivo
consideraremos la situacién en el limite ro— 0. En este limite el campo

eléctrico toma la forma;:

( Io 1/2 ,F
—[— 6nr} £ & P (F)
*
E (r,t) =< (175)
I
o t = *
o —2— p - (F)

,
!
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donde:

3 1/2
£l e [- qur ] (176)

31
o
y el estado estacionario se establece en el momento:

j 1/2 )
& - {_ gn ] (177)

o 31
o

Usando la expresién (175) se encuentra que el transitorio de voltaje estd dado

por:
31 2/3 I "
o | ] ¥t
NV (E) = 2 T (178)
t 3 #*
v t=t
o o
donde:
" 21 1/2 - : -
(o]
v - [--37 J (179)

*
La grafica de V (t) se muestra en la figura 15.
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En términos de cantidades con dimensiones las ecs. (177) y (179) toman la

forma:

P S8, EL ¥ (180)

, . ,
% .0, B0 (181)

¥y a partir de estas ecuaciones podemos obtener las dos siguientes expresiones

para la movilidad de los electrones:

2 I;d'
= 3 Py (182)
neV’
o
2
4 d
= 5 V't ‘ (183)

Q ~
Q -

La ec. (182) es el andiogo a la ec. de Mott y Gurney (123), y nos permite
hallar el valor de p si conocemos la permitividad del material. Por otra parte,
la ec. (183) es analoga a las ecuaciones (124) y (154), y nos permite hallar el
valor de p adn cuando desconozcamos el valor de £. Una vez encontrado el valor
de p, podemos usar la ec. (180) o la ec. (181) para obtener también el valor de
€.

Es interesante observar que en la ec. (183) vuelve a aparecer un factor
4/3, tal como en el caso de electrodos planos. La presencia de este factor no
es un resultado obvio, pues ya vimos que en el caso cilindrico dicho factor no
aparece.

Hasta donde me es conocido, los resultados presentados en esta sub-seccién

no habian sido publicados previamente.
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11.4.2 Transitorio de descarga

Nuevamente, como en la sub-seccién I11.3.2, consideraremos el transitorio
de descarga en el limite r g™ 0. De las ecuaciones (165) y (175) podemos ver

que este transitorio est4 descrito por las ecuaciones:

E 8 ,2 oE _
I Tk e el
r

IG 172
E(r‘,tl) = = [- 67rr] r>0
E(0,t) = 0 t= 1

1

s ¥*
donde t] es cualquier valor mayor .que to. En términos de la variable u,

definida por la ec. (166), este problema se transforma en el siguiente:

How =4, =D (184)
I‘Z r t

I 172 ks
u(r,tl) = - [— 6::] r r>o (185)
u(0,t) = 0 t =t (186)

Este problema puede ser resuelto usando el método de las caracteristicas, tal

como resolvimos la ec. (24), y la solucién, en términos de la funcién E(r,t),

€es:

22 2 2 1/2
_ T Blt=v Ak o
e =- (5] -2 (3R]} e

La variacién espacial de esta funcién, para diferentes valores de t, se muestra
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en la figura 16.

En este caso el transitorio de voltaje no puede expresarse en términos de

funciones elmentales, ya que la integral de la funci6n E(r,t) involucra una

integral eliptica. -

Hasta donde me es conocido, el resultado presentado en esta sub-seccién no

habia sido publicado con anterioridad.
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I1.5 El sistema con trampas

I1.5.1 Transitorio de carga

En esta seccién estudiaremos cémo influye la presencia de trampas en los
transitorios eléctricos que se producen al aplicar o interrumpir stbitamente
una corriente constante que fluye a través de nuestro material. Consideraremos-
a un semiconductor ¢ un aislante en el que la corriente eléctrica es
transportada por un unico tipo de portadores de carga (electrones), y en el
cual existen trampas distribuidas uniformemente en el espacio, y situadas en un
Gnico nivel energético. Si consideramos electrodos planos, las ecuaciones que

describen el flujo de electrones son las siguientes (Kao y Hwang 1981, pag.

339):

I’ = qu e A IEE] £ 8 —gf—: (188)
.%5_:_ = - %— [n’{x',t’) - n; + m'(x’,t') - m;] (189}
dm’ H

._.% =L {n’(x',t’)[N'— m’(x',t’)] —-g—c exp [(Et—Ec)/ kT]m’(x’,t')} (190)
a' 1 ] ] ? ] » oo a ] » ] H] ’ ¥

-—a-?[q,un(x,t) E'(x',t )]-— qa—t,[n [(x",t") + m'(x',t J] (191)

donde J;, q, £ M, n', vy E' tienen el mismo significado que en la seccién IVI.2,
n; es la densidad de electrones libres en condiciones de equilibrio térmico, m'’
es la densidad de electrones atrapados en las trampas, m; la densidad de
electrones atrapados en equilibrio térmico, C el coeficiente de captura de

electrones, N’ la densidad de trampas, Et el nivel energético en el cual se
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encuentran las trampas, E,c el nivel energético en la orilla de la banda de
conduccién, N la densidad efectiva de estados en la banda de conduccién, y g
es el factor de degeneracion de los estados que constituyen las trampas.

A partir de las ecuaciones (188), (189), y (191) se puede probar que J; no
depende de x’. Una vez sabiendo esto no necesitamos considerar més a la ec.

(191), ya que ésta se convierte en una consecuencia obligada de las ecs. (188)

y (189].

Procediendo como Batra y Seki (Batra y Seki 1970), despreciaremos los

valores de n’ y m’ en la ec. (189), e introduciremos la aproximacién:
o (=]
N = m' = N

en la ec. (190). Con estas suposiciones, las ecs. (189) y (190) toman la forma:

8E’ _ _ q Pyt 29 Y (ap? 47
ax, = _8— [n (x ,t ) + m {X .t )] (192)
8m’ _ T e ’ O e
W = CN’n [x e ] Cnl m {X ,t ) (193)

donde hemos definido:

N

n’ = —exp [(E - E )/ KkTI (194)
1 g t c

Ahora, si definimos las variables adimensionales x, t, n, JO, E y V exactamente

en la misma forma que en la seccién I1.2, e introducimos las variables

adimensionales adicionales:

1/2
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las ecs. (188), (192) y (193) toman la forma:

J =nE +E ' (195)
o 4

E =-n-~-m (196)
x

m, = Nn - n m (197)

Despejando n de la ec. (196), y substituyendo la expresién asi obtenida en las

ecs. (195) y (197), obtenemos las siguientes ecuaciones:

E ~EE +0-(Em+1J)=0 (198)
t x 0

m, +NEx+O+(N+n1)m=O (199)

las cuales constituyen un sistema de la forma:

U + AU + B =0 (200)
t x

donde U y B son los vectores columna:

U=[E] (201)

—(Em + J )
B = . (202)
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y A es la matriz:
A = (203)

Tal como mencionamos en la seccién II.1, - los sistemas -cuasi-lineales de la
forma (200) se clasifican en  parabélicos, elipticos, ultrahiperbélicos,
hiperbolicos, y estrictamente hiperbdlicos, de acuerdo con los valores y
vectores propios de la matriz A(U). En el caso presente los valores propios de

A(U) son:

A =0, A =-E (204)

y los vectores propios son:

vl={°} v2=[ EJ (205)
1 -N

Podemos ver que en aquellos puntos en que E # O los dos valores propios son
reales y distintos, y los vectores propios son linealmente independientes. Esto
implica que el sistema (200) es un sistema cﬁasi—-lineal estrictamente
hiperbélico, y peor lo tanto existen dos familias de curvas caracteristicas,

dadas por las soluciones de las ecuaciones:

22 aam® =12 | (206)

Para i=l las caracteristicas son simplemente las rectas x=const. (tal como en
la seccién II.1). Para i=2 las caracteristicas no se pueden obtener hasta que
se haya encontrado el campo E(x,t), ya que 7\2 depende de E.

Para resolver el sistema  hiperbélico (198)-(199) es conveniente
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transformar dicho sistema en un Unica ecuacién para el campo eléctrico. Esto es
posible gracias a que podemos obtener una expresién para m(x,t) en términos de

E(x,t) resolviendo (199) por el método de variacién de pardmetros (Elsgolts

1977). De esta forma obtenemos:

t ; 5
mix,t} = { kix) —f NEX e(N % n:)t dt’'| e (N + ni)t (207)
0

donde k(x) es una funcién arbitraria. Si consideramos la condicién inicial:

m(x,0) = O (208)

la funcién k(x) debe ser idénticamente cero, y por lo tanto:
t )

mix,t) = - N0 [E e Vg (209)
o ;

Substituyendo esta expresién en la ec. (198) se obtiene la siguiente ecuacién

integrodiferencial no lineal:

t
E-EE_-J - eI, E:[ g e PRI b (210)

x
o]

La solucién particular de esta ecuacién que nos interesa debera satisfacer el
mismo tipo de condiciones iniciales y de frontera que usamos en la seccién

II.1, es decir:

(211)

v
o

E(x,0) = 0 x

(212)

v
o

E(Q,t) = O t

Obtener la solucién exacta de la ecuacién (210) es un problema extremadamente
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. diffeil. Por lo tanto, obtendremos una solucién aproximada introduciendo dos
aproximaciones. La primera aproximacién es suponer que podemos sacar el factor

Ex de la integral que aparece en (210), con lo cual tendremos que:

t t . .
J Exe (Nm]]t dt’ = E J e{N+n1)t dt’ (213)

Q (0]

X

Esta ecuacidn es exacta en el caso en el cual no haya trampas en el material, y
por lo tanto resulta una aproximacién razonable en el caso con trampas.
Introduciendo (213) en (210), y efectuando la integral, obtenemos:

" N _-(N+n )t
E. = 1+—-n—e 1 EE =1 (214)

x o
1

La segunda aproximacién consiste en despreciar el segundo término que aparece
en el paréntesis cuadrado de (214). Esta es una suposicién razonable si
suponemos, por ejemplo, que N'= 10"° em™ (Helfrich y Schneider 1966), Et— Ec=
-0.6 eV, g = 2, ¥y NC= 8.4x10>" cm-s, que es el doble de la densidad mo_lecualr

del antraceno (Helfrich y Mark 1963; Meier 1974, pags. 396~397), pues en tal

caso:

n'= = N_exp -—t—k?—- = 3.3x10"" em °

0Q | —

y por lo tanto:

= — = 0.03

—(N+n )t
1

y al multiplicar este valor por el factor exponencial e obtenemos un

valor ain mas pequefio. Despreciando, pues, el segundo término del paréntesis
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cuvadrado de la ec. ( 214), obtenemos la ecuacién:

EE - AE = - AJ (215)

X t o
donde hemos definido:

A=1+ N/nl (216)

La ecuacién (215), con las condiciones de contorno (211) y (212), puede

resolverse por el método de las caracteristicas, y &l resultado que se

encuentira es:

-(~2AJoxJ’/2 X = -Jotz/ 2A

E(x,t) = (217)

v

Jt b4
[e]

~J t% 2
o
Esta ecuacidén muestra que el estado estacionario se establece en el instante:
172
t =(-2A71) (218)
o] o]

y que la trayectoria del frente de electrones estid dada por la ecuacién:

J

o

1/2
£ = [ - ZAX] (219)

Comparando la ec. (218) con la ec. (117) de la seccién 1.2 podemos ver que la

presencia de trampas retarda el establecimiento del estado estacionario, lo

cual es intuitivamente comprensible.

El transitorio de voltaje puede obtenerse a partir de la ecuacién (217).

El resultado es:
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1A
-

-]t -J%% 6A t
a a
Vit) = (220)
8 172
(-—9- A.lo)

Lt
v
-

Comparando esta ecuacién con la ec. (119) de la seccién 1.2 podemos ver que el
valor estacionario del voltaje aumenta cuando hay trampas en el material. Esto
es comprensible ya que la presencia de trampas dificulta el paso de los
electrones, y es necesario un mayor voltaje para vencer estos obstéaculos.

Al igual que en el caso sin trampas, podemos escribir la ec. (220) en

términos de cantidades con dimensiones, en la forma:

2
J!d! ;J, Jl
EI S T e °2 2 t <t
= 6Ac 2
V') = (221)
. V' ,t :_' t’
o o
donde:
i 1/
t = ( % —2—%‘,1} (222)
o v 5
SAJ;d's 1/2
VO = = _-9_8-'11_ (223)

A partir de estas dos ecuaciones podemos obtener las siguientes expresiones

para la movilidad de los electrones:

g AJ;d’a
p==-g5— (224)
ev;z
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(225)

Estas ecuaciones son andlogas a las ecs. (123) y (i24). La ec. (224) nos
permite hallar el valor de p si conocemos el valor de E;, y la ec. (225) nos
perfnite ‘calcular el valor de p atn si no conocemos el de g, si medimos el
tiempo t; que dura el transitorio de carga, y conocemos (o medimos) el valor
del pardmetro A. Una vez conociendo el valor de p podemos también obtener el
valor de ¢ mediante la ec. (222) o la ec. (223).

Observando las ecs. (215)-(225) podemos ver que recuperamos los resultados
obtenidos en el caso sin trampas si hacemos A = 1. Esto implica que la
posibilidad de despreciar la presencia de trampas en el material depende
criticamente del valor de A: si el valor de A es cercano a uno podremos
despreciar las trampas, en caso contrario es necesario tomarlas en cuenta.

El valor de A, ademé&s de depender de la densidad de trampas N', depende de
la profundidad del nivel energético de éstas dentro de la banda prohibida, pues
de la ec, (216), y de las definiciones de N, Doy n’I, tenemos que:

, EC— E

A=l b gt dp | o tes t (226)
¢ kT

En la figura 17 podemos ver el comportamiento de A como funcién de Ec- Et .
para distintos valores de N'. Esta figura muestra que el valor de este
parametro tiende a uno conforme disminuye la profundidad energética de las
trampas. Esto implica que las trampas superficiales (‘‘shallow traps’’)
influyen relativamente menos que las trampas profundas (‘‘deep traps’’) en la

forma de los transitorios.

Hemos mencionado arriba que la ec. (225) puede ser usada para calcular el
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valor de la movilidad de los portadores, si medimos la duracién del transitorio
de carga, y conocemos el valor del pardmetro A. En muchas ocasiones, sin
embargo, el valor del pardmetro A es desconocido. En tales casos podemos
determinar su valor a partir del transitorio de descarga, como veremos en la
préxima sub-seccién

Hasta donde me es conocido, los resultados obtenidos en esta sub-seccién

no habian sido publicados con anterioridad.
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Figura 17. Comportamiento del pardmetro A como funcién del nivel energético de
las trampas, para seis distintos valores de la densidad de trampas.
El valor de N' (en cm °) se indica junto a cada curva. En todas las

curvas se consideré que N = 8.4x10°' ecm®, T = 300°K, y g = 2.
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11.5.2 Transitorio de descarga

El transitorio de descarga esta descrito por las ecuaciones:

Et-—EEx+O+O— mE =0 (227)
0+ NEx +om + 0 + (N+n1)m =0 (228)

que es un sistema de la forma:

AE +BE +Cm_ +Dm +F =20 (i=1,2) (229)
it [ x t A i

Procediendo igual que en el caso del sistema (54)-(55), el sistema (227)-(228)

puede transformarse en un nuevo sistema de 4 ecuaciones caracteristicas. Si

hacemos la aproximacioén:

N+n #n
1 1
en el ultimo término de la ec. (228), lo cual es razonable porque tipicamente

los valores de N son mucho menores que los de n., las cuatro ecuaciones

caracteristicas del sistema (227)-(228) toman la forma:

x, =0 (230) -
X * Etg =0 (231)
NE_ + Em, +n mEt =0 (232)
NE, = 0 (233)

De estas ecuaciones, las méas interesantes son las ecs. (231) y (233). La ec.
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(233) muestra que el campo eléctrico no depende de . Por consiguiente:

E = E(«)

lo cual implica que el campo eléctrico es constante al lo largo de las curvas o

= constante. Para hallar la forma de las curvas «f(x,t)=const. podemos usar la

identidad:

(%), (%], (%),

para escribir la ec. (231) en la forma:

Esta ecuacién muestra que una curva t(x,a=cte.) tiene una’ pendiente constante
iguelll a -1/E(e). Por lo tanto, las curvas a(x,t)=cte. son rectas de pendiente
~-1/E(x). Esta informacién es suficiente para calcular la evolucién del campo
eléctrico durante el transitorio de descarga, partiendo de cualquier condicién
inicial E(x,tl}. En particular, si 1:o es el instante dado por la ec. (218), t]>

t » ¥y tomamos como condicién inicial al campo eléctrico estacionario:

E(xt ) = —(~2A.I0x)1/z x

v
o

el campo eléctrico durante el transitoric de descarga estard dado por una

expresion de la forma:
E(x,t) = E(x~8,t ) x & 0, e

donde el valor de 8 es tal que:
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t=t, .

N E(x—é,tll

es decir:
1/2
§ = Al (t-t )* + [wu Yo(t-t )* - 2AJ x(t-t )2]
o 1 Q 1 o 1

A partir de las cuatro ultimas ecuaciones se sigue que el campo eléctrico

durante el transitorio de descarga es:
6 5 1/2
E(x,t) = ~ AJ (t-t ) - [—ZAJ X + A7 T7(t-t ) ] x=z0, t=t (234)
a 1 o o 1 1

y a partir de esta expresiéon podemos obtener el transitorio de voltaje:

i

3/2
D 2 2 L 2 48
—3AJO [-ZAJO-P A .Io (t—tl).] = Z A JZ(t tl) (235)

V(t) = AJo(t_t1) = 3

Al igual que en el caso de la ec. (130) esta funcién tiende a cero cuando t

tiende a infinito.

Expresada en términos de cantidades con dimensiones, la ec. (235) toma la

forma:
Al d Pl T Al'p as
V(') = - o (t'— ) - o = B _.0_, (t'- t,lz
£ 1 Sep ed 1
ade 1" \
. % = Wt | (236)

y esta ecuacién implica que:

Al'd’
a
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de manera que:

i BY (237)

Esta_ecuacién nos muestra que el valor del pardmetro A puede determinarse si
medimos Jla pendiente dV’'/dt’ del transitorio de voltaje, en el instante t: en
que se inicia el transitorio de descarga. Este resultado nos muestra que el
transitorio de descarga nos da informacién adicional, que no era posible
obtener de la sola medicién del transitorio de carga. Una vez conociendo el
valor del parametro A podemos calcular la movilidad de los portadores mediante
la ec. (225). Ademds, si conocemos el valor de A, la ec. (226) nos permite
determinar el nivel energético de las trampas, si conocemos su densidad, o
viceversa.

Hasta donde me es conocido, las expresiones que hemos encontrado en esta
sub-seccién para los transitorios de voltaje y campo eléctrico, asi como la
expresién (237) para el pardmetro A, no hablan sido publicadas con

anterioridad.



122

1.6 El sistema con difusién

I1.6.1 Transitorio de carga

Finalmente consideraremos las ecuaciones que describen el flujo de

electrones en un semiconductor sin trampas, incluyendo la contribucién debida a

la difusién de los electrones. Dichas ecuacicnes son:

T ¥ ) lan BE’
JO = gMn E' + qD ET + £ HT (238)
6E’ _ _d (239)
ox €

on’ 8 gy ,on’
1377 = 3%7 [QHHE +qD c’:‘x’] (240)

A partir de estas tres ecuaciones es posible demostrar gue J; no depende de ',
Una vez sabiendo esto, la tercera de las tres ecuaciones arriba mostradas se
vuelve una consecuencia obligada de las dos primeras, por lo cual ya no es
necesario condiderarla explicitamente.

Introduciendo las mismas variables adimensionales que utilizamos en la

seccién II.2, y definiendo un coeficiente de difusién adimensional:

& 1/2

D = [__ ] D
Ju nod

las ecuaciones (238) y (239) toman la forma:

dn aE
JO - n(x)t) E(X,t] + D—az +-Ft—
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— = - n(x,t)

A partir de este aparentemente sencillo sistema de ecuaciones, se encuentra una

ecuacion interesante para el campo eléctrico:

E =DE + EE +J (241)
t Xx x g

Esta es una ecuacién parabdlica no lineal (Tijonov y Samarsky 1980, pags.
20-21), similar a la ecuacién de Burgers (Hopf 1950), salvo por el término
constante .To. En lo que sigue obtendremos la solucién particular de la ec.

(241) consistente con las condiciones de conorno:

(242)

[\
(@

E(x,0) = 0 X

I
o
o+
Iy
o

E(0,t) = §243)

que son las mismas condiciones de contorno que hemos utilizado en las secciones

anteriores.

El parecido de la ec. (241) con la ec. de Burgers sugiere la aplicacién de
la transformacién de Hopf-Cole (Hopf 1950):

u
E = fh-— (244)
u

la cual implica que:

alx,t) = ul0,t) exp [%J Elx, tidx’ ] (245)
o

Usando la transformacién (244) la ecuacién no lineal (241) se transforma en la

ecuacién lineal:
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u =Du + —2 xu (246)

y las condiciones de contorno (242)-(243) se transforman en:

u(x,0) = u (uazconst.] x =0 (247)
u (0,t) = 0 tz0 (248)
Ademds, de la ec. (245) se sigue que:

lim ulx,t} =0 30 (249)

XoHw

Para obtener la solucién del problema de contorno (246)-(249) empecemos por
buscar las soluciones separables de la ec. (246) consistente con Ias

condiciones de contorno (248)-(249). Sustituyendo, pues:

u(x,t) = f(x) gl(t)

en la ec. (246), encontramos que f(x) y glx) deben ser soluciones de las

ecuaciones:

g, +vg=0 (250)
£, * (s-rx) f = 0 (251)
donde v es una constante, y r y s estan definidas por las ecuaciones:

r = -1 /2p" (252)
s = v/D (253)

La ecuacién (250) se puede resolver inmediatamente, y su solucién es:
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glt) = g(o) e ¥t (254)

Por otra parte, para obtener la solucién de (251) es conveniente introducir el

cambio de variable:
z =2 (rx-s) | _ (255)
que transforma a (251) en la ecuacién de Airy:

L =0 (256)

cuya solucién general es una combinacién lineal de las funciones de Airy:

f(z) = c Ail(z) + c Bi(z) (c y c const.) (257)
a b a b

Por lo tanto, la solucidén de la ec. (251) es:

2/3

f(x) = caAi(rl/Sx - p/Dr¥ )+ chi(rl/sx - e Ty (258)

Ahora bien, para que esta expresién satisfaga la condicién (249) es necesario

que ¢, sea igual a cero. Por consiguiente f(x) se reduce a:
flx) = caAi(r]/3x - v/DrZ/SJ (259)

Si ahora imponemos la condicién (248) vemos que debera cumplirse la siguiente

ecuacion:
Al (~o/Dr) = 0 (260)
donde Ai'(z) es la derivada de la funcién Ai(z). . Esta ecuacién implica que el

parametro v sdlo puede tomar los valores discretos v tales que:
n
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= A (261)

donde ?\n-es el n-ésimo- cero de la funcién Ai'(z). Tanto Ai(z) como Ai'(z) se

pueden observar en la figura 18.
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18
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-0.4 | Ai' (Z)
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_1|2"
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-8 =5 ~4 =2 O 2 4 6
£

Figura 18. Funciones Ai(z) y Ai'(z).
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De las ecs. (254), (259), y (261) vemos que las soluciones separables de

la ec. (246), consistentes con las condiciones de frontera (248)-(249), tienen
la forma:

1/3

g lt) = & sl B A + 50 fos et (262)
n n n n n

y estas funciones nos permiten expresar la solucidén general de la ec. (246),

consistente con las condiciones de frontera (248)-(249), en la forma:

5.0
ulx,t) =Z cnexp(?\nDFZ/at) Ailr %% + x) (263)

=i

Los coeficientes c se obtienen a partir de la condicién inicial (247), la cual

implica que:

s 4] 3 .
u =Y c Ai(r1/3x+?\n) (264)

A partir de esta ecuacién podemos obtener los valores de los coeficientes c
n

gracias a la propiedad de ortogonalidad de las funciones de Airy desplazadas

(Titchmarsh 1962, pags. 90-92):

(e4]
-[ Ailsesn ) AlGesX ) dx = -x AP ) 8 (265)
n m m mm nm )

o

De esta forma obtenemos:

173

¥ o & /3
o e s J Alr Y+ A Jdx’ (266)
G A AP () 7o &

Con las ecuaciones (244), (263), y (266) podemos ya escribir la solucién del
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problema de contorno (241)-(243) en la forma:

(v2]
a exp(?\n DrZ/at) Ai’(rl/ax + An)
Elx) = 2Dp'/® ":‘ (267)
Z a exp(a DrZ/st) Ai{rl/sx +A)
n n n
n=1
donde:
=]
g e e J‘ Aite 0% 5 e (268)
2 A Ai® () 7o "

La expresién (267) tiene un aspecto extremadamente complicado. Sin embargo,

notemos que (267) puede escribirse en la forma:

0

alAi’(r1/3X ) anexp[(hn—kl)DrZ/at]Ai’(r‘l/zxﬂ\n)
Else,t) = 2D “:2 (269)
s #lr Y% + 20 +[ a expl(a -a IDr2 t1ALlr " ®x+2 )
1 1 = n n 1 n

Si ahora recordamos que los ceros A de la funcién Ai'(z) son tales que A - Als
n n

0 para n = 2, podremos ver que todos los términos de las dos sumatorias que

aparecen en esta expresién tienden a cero conforme t » . Por lo tanto, en el

limite cuando t » =, la expresién para el campo eléctrico se reduce a:

75 Ai'(r]/ax + A )
E (x) = lim E(x,t) = 2Dr! :

t o ‘ Ai(rl/ax + Al)

(270)

Para visualizar la forma de esta funcién podemos introducir las formas

asintdticas de la funcién de Airy y su derivada (Abramowitz y Stegun 1965):

B = ~ —é_z'/“ exp[—%zm J(O.564190J (z > 10) (271)
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Aiz) = —é-z'”/“ exp[-%za/z ](0.564190) (z > 10) (272)

Substituyendo estas expresiones en la ec. (270) obtenemos la eXpresién
asintética:

E(x) = —ZDrl/s(r‘l/:’x+?Ll}1/2 {x > 10 r_]/s)

la cual, con ayuda de la ecuacién (252), puede escribirse en la forma;
2/3 b 2 1/3
E(x) = —['-ZJOX + kl(-4DJO} ] [x > 10(-2D /Jo) } (273)

Podemos ver que si D = O esta expresién se reduce a la que obtuvimos en la

seccién II.2.

A partir de la ecuacién (270) podemos ver que en el limite t - ® el valor

del voltaje sera:

e A
V =-2in — 1 (274)
Ai(a )

]
Para los valores tipicos del pardametro r (que calcularemos = adelante} la

siguiente desigualdad se cumple:

Y A > 10 (275)

. B .
de manera gue el valor de Ailr' 3+ ?\j) puede calcularse mediante la expresion
asintética (272). Por lo tanto, cuando se satisface la desigualdad (275), la

ec.(274) puede aproximarse asi:

/2

v=-20| 18] 2] ~2me"% ) - 2 "% 1Y% 1n(0.564190) - In(AIR )
o 2 4 1 3 1 1

(276)
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Notemos ahora que el pardmetro adimensional r que aparece en esta ecuacién

puede escribirse, usando cantidades con dimensiones, en la forma:

J;pd’a
(277)

r = = =
2eD’

y si tomamos en cuenta que la movilidad y el coeficiente de difusién estén

relacionados entre si a través de la relacién de Einstein (Lindmayer y Wrigley

1965, pag. 218):

(278)

S
Slo

donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta, y q la carga

elemental, entonces la ec. [277) puede escribirse en la forma:

J;d’a q
R e (279)
Si ahora recordamos que:

-19

g =160 x 10 C
k = 1.38 x 10 2I/K
consideramos como valores tipicos:
d =10"°m (280)
T = 300K (281)
P = -10 mA/em” = -10° A/m’® (282)

y usamos para € y D' los valores de la permitividad y el coef. de difusién de

electrones en antraceno (Helfrich y Schneider 1966):

e = (3.4)e_= 3.0l x 107" c®/Nm? (283)
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D’ = [ % ](0.4 em/Vs) = 1.03 x 10™° m%/s (284)

la ec. (279) implica que un valor tipico para r es:
10
r=263x10 (285)

Por otra parte, del famoso manual de Abramowitz y Stegun (Abramowitz y Stegun

1965, pag. 478), tenemos que:
?\J= ~-1.01879 (286)
Ai(?\.l) = (.53565 (287)

Usando los valores (285)-(287) podemos obtener los valores de los cinco

términos que aparecen en el miembro derecho de (276), es decir:

In(0.5) = -0.69

L ey = 2,00
4 1

3/2 5

(r1/3+?tl) = 1.67 x 10

Wi

[n(0.564190) = -0.57

in(Ai(?&J )) = -0.62

Estos valores nos muestran que de los cinco términos del miembro derecho de
(276), so6lo el tercero es importante. Por lo tanto, podemos aproximar esta

ecuacién en la forma:

S .
v = B gty P (288)
0 3 1

lo cual, con la ayuda de la ec. (252), puede escribirse en la forma:
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8] /3 2/a~3/2
v=[[~ °] +A1[5—'1] ] (289)

Dado que }\1 es negativa, este valor es menor que el valor estacionario del
voltaje obtenido en el caso sin trampas ni difusién. Esto es razonable ya que
la difusién ayuda a los electrones a cruzar el material, y por lo tanto un
menor voltaje es necesario. Como era de esperérse, cuando D = 0 la expresién
(289) se reduce al valor estacionario mostrado en la ec. (119).

Si escribimos la ec. (289) en términos de cantidades con dimensiones

obtenemos:

J" i3
V' o= [- _°] d’+A[
o EHL 1

El segundo término que aparece dentro del paréntesis cuadrado es la correccién

3/2

, ~2/3
D} } (290)

Ol 00
wl

I

debida a la difusién de portadores. Esta correcién es generalmente muy pequefia.
En el caso del antraceno, por ejemplo, en el cual pu, € y D’ tienen los valores
dados en (278), (283) y (284), si consideramos que J(’)=-10 mA/cm” y que d'= 1

mm, tendremos que:

g J' y1/3 .
[ o B i} d’= 419.51 V (291)
9 eu
2/3
4 D' N 2/3
?\1[ 3 'u—] = -0.11V (292)

lo cual demuestra que en este caso la influencia que tiene la difusién de

portadores es realmente despreciable.

Usando la ec. (278) podemos escribir a la ec. (290) en la forma:
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1/3 2/3
2273 8 "o ; 4 kT
v "["@‘"] d+h1[§—c—;] (293)

y de aqui podemos despejar el valor de p, obteniéndose:

J'd’3
o

8
fo=- (294)
* sT v >l1[4;<T/3qJ""ﬂ3

Esta ecuacién nos permite calcular el valor de p si conocemos los valores de
J, V', d y e. Sustituyendo en esta ecuacién los valores de d’, J’, € y yp2e
Q o o (a]

dados en las ecs. (280), (282), (283) y (293), se puede ver que en el caso del

2/3
)

antraceno la omisién del término 7\1(41{'1‘/3(; proveniente de la difusién de

los portadores de carga, altera el valor de p en menos del 1%. Esto muestra que
en el antraceno es valido despreciar la difusién de los portadores de carga.

A diferencia de lo que pasd en las sub-secciones I1.2.1, I1I.3.1, II.4.1, vy
11.5.1, en este caso no es posible encontrar una expresién que nos permita
calcular la movilidad de los electrones en la cual no aparezca la permitividad
del matérial. En las sub-secciones II.2.1, II.3.1, II.4.1, y IL5.1 pudimos
construir expresiones para ( en las cuales no interviniera &, auxilidndonos de
las expresiones que nos daban la duracién del transitorio de carga. En el caso
presente esto no es posible ya que ahora, en rigor, el transitorio de carga
tiene una duracién infinita.

Recordemos que las ecuaciones (276) y (288)-(290) son aproximaciones que

sélo son validas si se cumple la desigualdad (275), la cual, usande cantidades

con dimensiones, puede escribirse en la forma:

, 1/3
ZE_D_ET_] (295)

d > (lO—Al)[— qJ;

En el caso en que T, J;, €, ¥y D’ tengan los valores indicados en (281)~(284),
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esta desigualdad se transforma en:
-6
d>28x10 m

lo cual nos hace ver que las aproximaciones (276) y (288)-(_290] son
perfectamente validas para muestras con espesores superiores a 10 pm.

Para finalizar esta sub-seccidén quisiéramos indicar que la ecuacién de
Burgers no homogénea (246) que hemos estudiado aqui fue también estudiada por
Rosen (Rosen 1966). Sin embargo, el problema estudiado por Rosen es totalmente
diferente, ya gque considera condiciones de contorno distintas a las que hemos

empleado nosotros, lo cual cambia totalmente la naturaleza del problema.
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11.6.2 Transitorio de descarga

El transitorio de descarga estd descrito por la ecuacién de Burgers:

E =DE__ +EE , 7 (296)

Como condicién inicial tomaremos la forma del campo eléctrico dada por la

ec.{270), es decir:

(297)

Iy
o

E(x,t ) = 2D g In Al (rl/axﬂ ) %
o dx 1

donde t es cualquier valor lo suficientemente grande para que las
o

exponenciales gque aparecen en (269) sean despreciables (usualmente sera

suficiente con tomar to> 1), vy como condicién de frontera consideraremos la

misma condicién usada en las seccicnes anteriores:

E(0,t) = O t=t (298)
Introduciendo la transformacién de Hopf-Cole:

Elgt) = 2D—ar— In ul(x,t) (299)

ax
el problema no lineal (296)-(298) se transforma en un problema lineal:
u = Du (300)
L X
ulx,t ) = u (x) Xx =0 (301)
o o

u (0,t) =0 tet (302)
X o

donde hemos definido:



137

u (x) « M6 » x) (303)

La solucién de un problema de contorno de la forma (300)-(302) es conocida

(Tijonov y Samarsky 1963), y es igual a:

o

. 2 2
ulx, t)= _1—_J {EXP{" %?%FT}-‘- E){p[* Eg&%i—j—}}uo@}d#ﬁ (304)
2/_T[D(t—ro) - o o

y por consiguiente el campo eléctrico durante el transitorio de descarga estara

dado por:

o]

| fa-2)® T (xs£)?
T et {(X'g]exp[_ 4D(t—to}'}+(x+g)6kp[ AD(t-t ) ] uJR155

o}

_(x-8)? (x+€)*
{exp[ iD(t-t_) ]+ EXD[' aDlt-t ) u,lg)dg

[e]

E(x,t) =

o

(305)

Esta expresién es muy complicada. Sin embargo, para tiempos muy grandes es

posible hacer la aproximacién:

(x+£)° .
eXp_[- W ]uo(g) o Ua(g) (306)

con lo cual (305) se reduce a:
S
E(X,t, = —-(t—_t—) (307)
0
Esta expresién muestra que para tiempos grandes las curvas de nivel:

E(x,t) = E‘j (EO= constante)

son las rectas:
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lo cual es similar a lo que obtuvimos en la sub-seccién III.2.2 al estudiar el
transitorio de descarga sin trampas ni difusién (ver figura 8). Por otra parte,
la expresién (307) implica que para tiempos suficientemente grandes para que

(281) sea valida, el voltaje podra aproximarse por la funcién:

1

VW = e
(]

Tal como podriamos esperar, esta ultima ecuacién muestra claramente que el

voltaje tiende a cero conforme el tiempo tiende a infinito,
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111 DISCUSION

Los andlisis que hemos presentado en el capitulo anterior sobre la forma
de los transitorios eléctricos que se producen al aplicar (o interrumpir)
subitamente una corriente constante en un material semiconductor o aislante,
con las caracteristicas descritas en la seccién 1.3, han enriquecido nuestro
conocimiento sobre este tipo de transitorios en varios aspectos.

En la seccién II.1 se puso en evidencia que la estructura fundamental del
sistema de ecuaciones que describe la evolucién de los transitorios en un
material en el cual la cerriente es transportada por ambos tipos de portadores
de carga (electrones y hoyos), es lo que los mateméticos denominan ‘‘un sistema
cuasi-lineal de primer orden estrictamente hiperbélico’. Este tipo de
estructura implica que la dindmica d_el sistema esté} gobernada por la
propagaciéon de ondas a lo largo de curvas bien definidas en el plano x-t,
conocidas como curvas caracteristicas. Ahora bien, el problema con este tipo de
sistemas, es que debido a la no linealidad, usualmente no es posible hallar la
forma analitica de las curvas caracteristicas, ya que para determinarlas es
necesario conocer de antemanc la solucién del sistema. En el caso estudiao, sin
embargo, el considerar que la corriente impuesta es constante, y la eleccién
adecuada de las condiciones iniciales y de frontera, permitid - obtener en forma
exacta la forma analitica de las curvas caracteristicas que definen el
movimiento de los frentes de avance de electrones y hoyos en el material. Se
encontré que la forma de dichas curvas caracteristicas no depende de la
velocidad de recombinacién de hoyes y electrones, y que en lo que influye esta
velocidad de recombinacién es en la cantidad de portadores que logran ir

avanzando a lo largo de estas curvas. Este resultado confirma la aseveracién de
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Kao v Hwang (Kao y Hwang 1981, pag. 260) en el sentido de que el proceso de
recombinacién no es un obstidcule gque impida que los hoyos y los electrones
completen su penetracién dentro del material, FEI conocer las curvas
caracteristicas nos permitié obtener expresiones analiticas para los tiempos de
transito de ambos frentes (ecs. 44, 45, 47 y 48), y estas expresiones nos
revelaron la forma en que los tiempos de trénsito dependen de las movilidades
de los portadores, de la permitividad del material, de su espesor, y de la
corriente aplicada. Obtuvimos también la solucién exacta del estaoc estacionario
en el caso simétrice en que W vp (ec. 98 y fig. 6), y calculamos el tiempo
que tarda el sistema en alcanzar dicho estado (fig. 7). Vimos, ademés, la forma
en que la velocidad de recombinacién influye en el tiempo que tarda el sistema
en llegar al estado estacionario (fig. 7), y encontramos gque la magnitud del
campo eléctrico en el estado estacionarioc es menor, cuanto menor sea la
recombinacién entre hoyos y electrones. Esto es intuitivamente comprensible, ya
que cuanto menor sea la recombinacién, mdas electrones penetran en la zona
inicialmente ocupada so6lo por hoyos (y viceversa), de manera que la densidad
total de carga disminuye, con la consiguiente disminucién en la magnitud del
campo eléctrico. Toda esta informacién, ademis de proveernos de. expresiones
analiticas para las trayectorias de los frentes de avance de los portadores
(ecs. 36, 39, 43 y 46; y figs. 1 y 2), para los tiempos de transito (ecs. 44 y
47), para la forma del campo eléctrico dentro del material (ecs. 34 y 37),
etc., nos permite tener una imagen bastante completa de lo que ocurre en el
momento en que imponemos una corriente constante a través del material. Los
resultados encontrados en esta primera seccién del capitulo II fueron
publicados en el numero correspondiente a diciembre de 1991 del European

Journal of Physics (Fujioka Rojas 1991).
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En la seccién 11.2 encontramos la forma analitica del campo eléctrico
(ecs. 114 y 128) y de la densidad de los portadores de carga (ecs. 115 y 129)
durante los transitorios de carga y descarga en un sistema en el cual la
corriente es transportada por un.sélo tipo de portadores de carga, y en el que
la presencia de trampas puede ser despreciada. El conocer la forma analitica
del campo eléctrico es importante, ya que nos permitié6 obtener la forma
analitica de los transitorios de voltaje (ecs. 119 y 130), asfi como una
expresién para calcular la movilidad de los portadores a partir de la duracién
del transitorio de carga (ec. 124). Dicha expresién es interesante, ya que
difiere por un factor de 4/3 de la expresién usada normalmente para calcular
movilidades en los experimentos convencionales de tiempo de vuelo
(““time-of-flight experiments’’). Esta diferencia es debida a que en los
experimentos convencicnales de tiempo de vuelo es posible considerar que el
campo eléctrico es uniforme dentro del material, cosa que no ocurre en el
sistema considerado en la seccién II.2

En las seccicnes I1.3 y II.4 calculamos la forma de los transitorios en
sistemas con simetrias cilindrica y esférica. Al igual que en la seccién 1I.2,
consideramos el caso en que la corriente es transportada por un sélo tipo de
portadores de carga, ¥y en el que la presencia de trampas puede ser despreciada.
Con ambas geometrias fue posible obtener la dependencia espacio-temporal del
campo eléctrico durante los transitorios de carga (ecs. 145 y 170) y descarga
(ecs. 158 y 187; y figs. 12 y 16), y a partir del campo eléctrico se calcularon
la densidad de portadores (ecs. 146 y 172), y la forma analitica de los
transitorios de voltaje (ecs. 148, 159 y 178; y figs. 11, 13 y 15). Ademés, en
el caso en que el radio del electrodo interno tiende a cero, obtuvimos dos

expresiones (una para el caso cilindrico y otra para el esférico) que nos
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permiten calcular la movilidad de los portadores a partir de la duracién de los
transitorios de carga (ecs. 154 y 183)., La expresién encontrada en el caso
cilindrico (ec. 154) coincide con la expresién utilizada en los experimentos
convencionales de tiempo de vuelo. Esta coincidencia es debida a que en el caso
cilindrico el campo eléctrico tiende a ser constante conforme el radio del
electrodo interior tiende a cero (ec. 145). En el caso esférico, en cambio, el
campo eléctrico no es uniforme , ni alin en el limite en el que el radio
interior es cero (ec. 175). Por este motivo, en el caso esférico, la expresién
para la movilidad de los portadores (ec. 183) contiene un factor adicional de
4/3, tal como en el caso de electrodos planos (ec. 124).

Los an&lisis de las secciones 1.2, II.3 y Il.4 muestran la necesidad de
conocer el campo eléctrico en el interior del material para poder determinar
correctamente la expresién para la movilidad de los portadores como funcién de
la duracién del transitorio de carga. Si el campo eléctrico dentro del material
no se calcula, podria darse el caso de que uno supusiera erréneamente que el
campe fuera uniforme, y entonces, al tratar de obtener la movilidad de los
portadores mediante la expresién usada normalmente en los experimentos
convencionales de tiempo de wvuelo, uno llegaria a un valor de la movilidad por
debajo de su valor verdadero.

En la seccién II.5 estudiamos el efecto que tiene la presencia de trampas
en el material. Los transitorios estédn descritos, en este caso, por un nuevo
sistema cuasi-lineal estrictamente hiperbélico (ecs. 198-199). A partir de este
sistema pudimos obtener una solucién aproximada para el campo eléctrico durante
los transitorios de carga y descarga (ecs. 217 y 234), y esto nos permitio
obtener la forma analitica de los transitorios de voltaje (ecs. 220 y 235).

Obtuvimos una expresién que nos permite calcular la movilidad de los portadores
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a partir de la duracion del transitorio de carga (ec. 225). Esta expresién, sin
embargo, involucra un parametro —que hemos denotado por A— que depende de la
densidad de trampas y del nivel energético de las mismas (ec. 226). Encontramos
que el valor de este parametro puede determinarse a partir de ‘la pendiente
inicial del transitorio de descarga (ec. 237), lo cual muestra la utilidad de
registrar ambos transitorios: el de carga y el de descaga. Vimos que la
presencia de trampas puede ser despreciada si el parametro A tiene un valor
cercano a uno. Vimos también que el valor de este parametro tiende a uno
conforme disminuye la profundidad energética de las trampas (fig. 17), lo cual
indica que las trampas superficiales (‘‘shallow traps’’) influyen menos que las
trampas profundas (‘‘deep traps'’) en la forma de los transitorios. Observamos
también que el conocer el valor del pardmetro A, ademéds de sernos (Gtil para
calcular el valor de la movilidad de los portadores, nos perinite determinar la
densidad de trampas si conocemos su nivel energético, o viceversa, es decir,
nos permite determinar el nivel energético de las tampas si conocemos su
densidad.

Finalmente, en la seccién II.6 consideramos el problema de calcular los
transitorios de carga y descarga tomando en cuenta la contribucién a la
corriente debida a la difusién de los portadores de carga. Este problema es
cualitativamente diferente a los anteriores, ya que la introduccién de la
difusién hace que el problema deje de ser hiperbélico y se convierta en
parabélico. Y esta diferencia es importante. Debido a que el problema ya no es
hiperbdélico, én este caso ya no existen curvas caracteristicas que definan el
avance de los frentes de portadores de carga, y tampoco existe una expresién
que nos dé la duracién del transitorio de carga, ya que ahora el sistema tiende

en forma asintética al estado estacionario, por lo cual, en este caso,el
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transitorio de carga tiene en principio una duracién infinita. Encontramos que
el transitorio de carga estd descrito en este caso por una ecuacién parabdlica
no lineal de 2° orden (ec. 241), similar a la de Burgers, pero que incluye un
término constante que cambia totalmente la naturaleza de las soluciones. Al
igual que en el caso de la ecuacién de Burgers, en este caso la transformacién
de Hopf-Cole nos permite transformar nuestra ecuacién original (no lineal) en
una nueva ecuacién que ya es lineal. Esta nueva ecuacién, junto con sus
correspondientes condiciones de frontera, pudo ser resuelta analiticamente, y
su soluciéon general queda expresada, en forma natural, como una combinacién
lineal de la base de funciones de Airy desplazadas, Ai(x+7\nJ, donde An es el
n—-ésimo cero de la funcién Ai’'(x). Esta base es una base peculiar, que no
aparece frecuentemente en fisica, y resulta, por lo tanto, un motivo de alegria
el hallazgo de un modelo fisico en el cual esta base surja de manera natural.
La expresién encontrada para el campo eléctrico (ec. 269) es una expresién
sumamente complicada que involucra a todo el conjunto de funciones de Airy
desplazadas. Sin embérgo, dicha expresién se reduce, en el estado estacionario,
a una expresién muy compacta (la ec. 270) que Unicamente involucra a la funcién
Ai{x+,\1) y a su derivada. A partir de esta expresién para el campo eléctrico
estacionario pudimos obtener una expresién exacta para el valor estacionario
del voltaje (ec. 274}, y también una expresién aproximada {ec. 293) que nos
permite calcular [a movilidad de los portadores de carga si conocemos la
permitividad del material, su espesor, Ia corriente aplicada, y el valor
estacionario del voltaje. La expresién encontrada para la movilidad (ec. 294)
nos permite cuantificar la importancia que tiene la difusién de portadores en
el calculo de la movilidad. Vimos, por ejemplo, que en el caso del antraceno,

el omitir la correccién debida a la difusién altera el valor calculado de u en
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menos del 1%, demostrando asi que en este caso esta justificado despreciar la
difusién. La mayorfa de los resultados obtenidos en la seccién 1.6, asi como
la mayoria de los resultados obtenidos en las cuatro secciones anteriores,
fueron publicados en el numero correspondiente al ultimo trimestre de 1991 de
la Revista Mexicana de Fisica (Fujioka Rojas y Riveros Rotgé 1991).

A lo largo de las seis secciones del capitulo II analizamos explicitamente
6 sistemas diferentes. Sin embargo, los resultados obtenidos en esas seis
secciones nos dan los elementos necesarios para analizar y comprender
resultados experimentales obtenidos en sistemas mas complejos. Consideremos,
por ejemplo, los resultados obtenidos por Helfrich y Schneider (Helfrich vy
Schneider 1965, 1966) al inyectar simultaneamente electrones y hoyos en
cristales de antraceno de 5 mm de espesor, conteniendo tante trampas para
electrones, como trampas para hoyos. Helfrich y Schneider observaron que debido
a la recombinacién de electrones y hoyos, una zona de unos 2 mm de espesor
adyacente al &nodo (el electrode inyector de hoyos) emitia una brillante luz
azul. A primera vista uno tenderia a pensar que el hecho de que la zona
luminosa estuviera cargada hacia uno de los electrodos seria consecuancia
simplemente de una diferencia en la movilidad de hoyos y electrones. Sin
embargo, resulta que en el antraceno (en la direccién del cristal que usaron
Helfrich y Schneider para hacer pasar la corriente) la movilidad de los
electrones es menor que la de los hoyos (pn= 0.4 e¢m°/Vs y pp= 0.8 cm’/Vs), lo
cual produciria que la Zona luminosa estuviera cercana al catodo,
contrariamente a lo observado. Por lo tanto, la posicién de la zona luminosa no
es explicable por la diferencia en las movilidades de hoyos y electrones. Tal
como Helfrich y Schneider seflalaron, el hecho de que la zona Iuminosa esté

junto al éanode indica la presencia de un numero importante de trampas para
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hoyos en el cristal. Sin embargo, ain cuando Helfrich y Schneider mencionaron
que la densidad de trampas para hoyos debifa ser muy grande, no dieron ninguna
estimacién de cuél podria ser su valor. Lo que si reportaron es que la densidad
de trampas para electrones en los cristales que utilizaron estaba entre 10'° y
10"! cm °. A continuacién veremos que combinando los resultados que obtuvimos
en las secciones II.1, II.2 y IL5 de este trabajo, podemos estimar el orden de
magnitud de la densidad de trampas para hoyos en antraceno.

Para calcular teéricamente la posicién de la parte mé&s brillante del
cristal debemos ver cémo se modifica la ec. (40) —que nos da la poicién X en
que los frentes de electrones y hoyos se encuentran— en el caso en que existan
en el material tanto trampas para hoyos, como trampas para electrones. Podemos
recordar que el valor del punto xm, dado por la ec. (40), se obtuvo de la
interseccién de las trayectorias de los frentes de electrones y hoyos dadas por
las ecs. (36) y (39). Por otra parte, comparando las trayectorias de los
frentes de avance para electrones encontradas en las secciones IL.2 y ILS5, y
dadas por las ecs. (116) y (219), podemos ver que la presencia de las "trampas
se refleja en la aparicién del pardmetro A dentro del radical de la ec. (219).
En la misma forma, cuando existen trampas tanto para electrones como para

hoyos, las ecs. (36) y (39) se transformaran en:

2k x M2
n
t=| - =3 0=<t= tm * (frente de avance de electrones) {308)
n o
) K
t=| - _T’j—T_—. 05tst (frente de avance de hoyos) (309)
p o

donde An y A‘D estaran dadas por:
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Nr': Ec—Etn
At g =0 —mr e
c
N?* Et —EU
AP-—— 1+ gp ﬁﬂ exp —-%-— (311)
v

donde I\Ir’l y N; son las densidades de las trampas para electrones y hoyos,
respectivamente, Em y Etp son los niveles energéticos de ambos tipos de
trampas, g ¥ gp son los factores de degeneracién de los estados que
constituyen las trampas, ¥ Nc y NU son las densidades efectivas de estados en
las bandas de conduccién y de valencia, respectivamente. Igualando ahora las

expresiones (308) y (309) obtenemos la nueva posicién X en que se encuentran

los frentes de electrones y hoyos cuando hay trampas, obteniéndose Ilo

siguiente:
vnAP
R VA + VA (312)
pon np
ecuacién que también puede escribirse en la forma:
voX HoX
2 B (313)

A e TR T — U - -
p vn(I-xm) n ;;n(l xm) n

Esta ecuacién nos permitird estimar el valor de %, ya que sabemos que B = 0.4
em’/Vs y up= 0.8 cm’/Vs. Sabemos ademss, por la observacién de Helfrich y
Schneider, que la parte central de la zona luminosa del cristal estaba a 4 mm
del céatodo, y que el espesor del cristal era de 5 mm, por lo cual podemos
considerar que un valor aproximado para X s X = 4/5. Helfrich y Schneider

indican también que el valor de N’n estaba entre 10 '° ¥ 10 cmna, por lo cual
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consideraremos que N;: 5%10’° cm™>. Sabemos, ademds, que la profundidad de las
trampas para electrones en antraceno estd entre 0.45 eV y 0.75 eV por debajo de
la banda de conduccién (Meier 1974, pags. 298, 300), por lo cual podemos
aignarle a Ec_Em el promedio de estos valores, es decir, EC—Em= 0.6 eV. Por
otra parte, se conoce que la primera banda de conduccién del antraceno es una
banda angosta (meier 1974, pag. 388), y debido a esto es posible considerar que
el valor de la densidad efectiva de estados Nc es igual al doble de la densidad
molecular del material (Meier 1974, pag. 396), es decir, Nc= 8.4 x 10" em™®

(Helfrich y Mark 1963). Sustituyendo todos estos valores en las ecs. (310) y

(313), y suponiendo que g.= 2, obtenemos los siguientes valores para los

parametros 1}1 y }'}) :

An= 115 (314)

A = 9.20 (315)

p

El hecho de que AP sea mayor gque An refleja claramente el hecho de que los
hoyos se ven més afectados que los electrones por la presencia de las trampas.
Ahora, una vez habiendo determinado el valor de Ap, podemos utilizar la
ec. (311) para calcular la densidad de trampas para hoyos N;. El valor de la
densidad efectiva de estados en la banda de valencia es conocido, e igual a NU=
4.1 x 10*' em™ (Helfrich y Mark 1963). Por otra parte, atn cuando en el
antraceno pueden existir varios niveles de trampas para hoyos, se ha obervado
(Schadt y Williams 1969) que el mayor numero de trampas se encuentra a 0.2 eV
de la banda de valencia, por lo que consideraremos que Etp-Eu= 0.2 eV. Por lo
que respecta al factor de degeneracién, supondremos que gp= 2. Sustituyendo,

pues, estos valores en la ec. (311) encontramos, finalmente, el valor estimado
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para la densidad de trampas para hoyos en antraceno:
N; =7 x 10" em™ (316)

Experimentalmente se ha encontrado que el orden de magnitud de la densidad de
trampas para hoyos en antraceno, situadas a 0.2 eV de la banda de valencia, es
aproximadamente de 10*° em™ (Schadt y Williams 1969). Podemos, pues, ver que
el valor de N; que obtuvimos mediante las trayectorias (308)-(309) y los
parametros (310)-(311), concuerdan de manera bastante satisfactoria con el
valor enconirado experimentalmente. La diferencia entre ambos valores se debe,
muy probablemente, a que el valor que tomamos para xm no era del todo correcto.
El valor de xm= 4/5 corresponde a la parte central de la zona luminosa del
cristal. Sin embargo, en la fotografia que muestran Helfrich y Schneider en su
articulo de 1965, puede observarse que la parte fnas brillante del cristal no
estdA en el centro de la =zona luminosa, sino mucho més cerca del &nodo.
Suponiendo, pues, que la parte més brillante del cristal estuviera a 0.1 mm del
dncdo (i.e., a 4.9 mm del cdtodo), tendriamos para X el nuevo valor X = 4.9/5.
Sustituyendo este resultado en la ec. (313) obtendriamos el nuevo valor Ap=

112,7, e introduciendo este resultado en la ec. (311) llegariamos a que el

valor estimado para N’ seria:
P

N’ = 9.8 x 10" em™ (317)

que concuerda perfectamente con el valor encontrado experimentalmente.

El cdlculo de la densidad de trampas para hoyos que acabamos de presentar
arriba, asi como la explicacién concerniente a la posicién de la =zona luminosa
observada en Jlos cristales de antraceno, muestran cdémo los resultados

analiticos encontrados en este trabajo pueden ser de utilidad para explicar y
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entender algunos reultados obtenidos experimentalmente, asi como para calcular
los valores de algunos parédmetros deconocidos de lo materiales. El ejemplo
considerado arriba muestra, ademés, que los resultados analiticos que hemos
obtenido pueden ser utiles no sélo para analizar e interpretar la forma de los
transi.torios de voltaje, sino también para analizar otros tipos de

observaciones experimentales.
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APENDICE A

En la seccién I1.1.3 vimos que cuando Cr= 0 la tnica solucién estacionaria
del sistema (8)-(11), consistente con las condiciones de frontera, es la

solucién E(x)=0. Para calcular qué tan réapido se aproxima el sistema a este

estado, consideraremos el caso particular en que vn= vp— —Ja= 1. En este caso,

eliminando a p mediante la ec. (ll), podemos escribir a las ecs. (8) y (9) en

la forma:

Et+EEx+ O+ O + (2nE+1) =0
O +nE -n +En + 0 =0
x t X

que es un sistema de la forma (56) con:

A=1 B=E C=0, D=0, F1= 2nE+],

Procediendo como explicamos en la seccién II.1.2, nuestro sistema de dos
ecuaciones puede transformarse en un nuevo sistema de 4 ecuaciones

caracteristicas, las cuales, en este caso, toman la forma:
x -Et=0 (ec. que define las curvas f=cte.)
o

X.B + Et5= 0 (ec.que define las curvas a=cte.)

E + (anH)ta =0

2E
] + (2nE+1)t =0
nnﬂ n )B

+
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Si ahora usamos la ec. (11) para eliminar a n, podemos escribir a las ecs. (8)

y (10) en la forma:
Et—EEx-f- O+ 0O + (2pE+1}) =0
0+pEx+p:+pr+ 0 =0

que nuevamente es un sistema de la forma (56), y por consiguiente puede

transformarse en el nuevo sistema:

X = Etm= 0 (ec. que define las curvas jB=cte.)

x + Et=20 (ec.que define las curvas a=cte.)

2E =
E «+ = P, * (2pE+lJta = 0

™1
+

(.’2pE+1)1:IB =0

Combinando las dos ecs. caracteristicas que contienen a EB obtenemos la

ecuacion:

B, = n(p—n)tﬁ

Si ahora observamos que a lo largo de la recta x = 1/2 deberd cumplirse (por

simetria) que n = p, tendremos que:

n, = 0 (para x=1/2)

es decir:

8, (e,B) = O (para x=1/2)
BT nle,B) = p

La condicién n = p también implica que a lo largo de la recta x = 1/2 las ecs.
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(8) y (9) se reducen a:

-2nE -1 (para x=1/2)

(o]
i

n = En (para x=1/2)

. X

Las tres ultimas ecuaciones nos permiten calcular numéricamente cémo

evolucionan los valores de E y n a lo largo de la recta x = 1/2, tal como

explicaremos a continuacién.

Supongamos que conocemos los valores de E, n, y n_ en un punto P1=
(x=1/2,t=t1}. Entonces, mediante las dos ultimas ecuaciones, podemos encontrar
valores aproximados para E y n en un segundo punto Pz'—- (x=l/2,t=tl+At).

Veamos ahora cémo calcular un valor aproximado para n, en Pz.

Consideremos un tercer punto P3= (x=l/2+Ax,t=t1+At), y elijamos el valor
de Ax de manera gque se cumpla la ecuacién:
Ax + E(Pl)At =
es decir, de manera que se cumpla aproximadamente la ecuacidn:
x +Et =0
B B
Al haber escogido Ax de esta manera hemos logrado que P1 y F’3 estén sobre una

misma curva o(x,t) = cte., y por lo tanto aproximadamente tendremos que:

n(Pa) = n(PL) + nB(P]}AB
Pero sabemos que en P] tenemos nB= 0, asi que aproximadamente tenemos que:
n(P ) = n(P )
3 1
y conociendo n(Pg) podemos calcular un valor aproximado para n_ en F'2 en la

forma:
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n(P3) - n(Pz)
nx(le = Ax

En esta forma, a partir de los valores de E, n, y n_ en un punto P1=
(x=1/_2,t=t1), podemos hallar los nuevos valores de E, n, y n_ en el punto Pz=
(x=1/2,t=t!+At). Repitiendo el procedimiento podemos calcular la evolucién

temporal de E y n a lo largo de la recta x = 1/2.
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APENDICE B

En la seccién I1.1.3 encontramos la forma estacionaria del campo eléctrico
en el caso particular en el cual C= s s -J = 1. Para encontrar el tiempo
que tarda el sistema en alcanzar el estado estacionario seguiremos un
procedimiento similar al del apéndice A.

Eliminando a p mediante la ec. (11}, y tomando en cuenta que Cr= Al B

P

-J = 1, podemos escribir a las ecs. (8) y (9) en la forma:
o

Il
o

Et + EEx + 0+ 0 + (ZnE+l)

(')+0-n+}3n—nz =0
i x

que es un sistema de la forma (56). Procediendo como explicamos en la seccién

11.1.2, este sistema puede transformarse en las 4 ecuaciones caracteristicas

siguientes:

E + (2nE+1)t =0
o 74

+ Et =0
g B

2
n +nt =0
B B

Por otra parte, a lolargo de la recta x=1/2 tenemos n=p, lo cual implica que

sobre esa recta las ecs. (8) y (9] se reducen a:

-2nE - 1 (para x=1/2)

=1
i

n, = En - n’ (para x=1/2)
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Las 4 ultimas ecuaciones nos permiten calcular numéricamente la evolucién

temporal de E y n a lo largo de la recta x=1/2, tal como explicaremos a

continuacién.

Supongamos que conocemos los valores de E, n, y n en un punto P =

x 1

(x=l/2,t=tl). Entonces, mediante las dos ultimas ecuvaciones, podemos encontrar
valores aproximados para E y n en un segundo punto P2= (x=l/2,t=tl+!_\.t).

Ahora consideremos un tercer punto P3= [x=l/2+Ax,t=tl+At), y elijamos el
valor de Ax de manera que se cumpla la ecuacion:
Ax + E(PI)At =0

es decir, de manera que se cumpla aproximadamente la ecuacién:

+ Et =0
Vg ¥ ey

Escogiendo Ax de esta forma logramos que P1 y P3 estén aproximadamente sobre

una misma curva alx,t)=cte., y por lo tanto tendremos aproximadamente que:
n(P)=n(P )+ n(P)AR

3 1 B 1
Pero la ecuacién caracteristica para n',3 nos dice que aproximadamente:

2

nBAB +nAt =0
de modo que:
n(P ) = n(P) - nz(let

Conociendo el valor de n(PS) podemos hallar un valor aproximado para n_ en P2

en la forma:

n(Pa)—n(Pz)
nx(PZ) S

En esta forma, a partir de los valores de E, n, ¥y nx en un punto P1=
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(x=1/2,t=tl), podemos hallar los nuevos valores de E, n, y n en el punto P =
x 2
{x=1/2,t=t1+!.\t). Repitiendo este procedimiento podemos calcular la evolucién

temporal de E y n a lo largo de la recta x=1/2.



1532

LITERATURA CITADA

Abramowitz, M. e I. Stegun. 1965. Handbook of Mathematical Functions. Dover
Publications, Inc., New York. 1046 pp.

Al-Omar, A. y J.P. Krusius. 1987. Self-consistent Monte Carlo study of
high-field carrier transport in graded heterostructures. J. Appl. Phys. 62
(9): 3825-3835.

Arkhipov, V.I., A.I. Rudenko y G.M. Sessler. 1991. Space-charge distribution in
electron-beam charged dielectrics. J. Phys. D24: 731-737.

Azoff, E.M. 1988. Semiclassical high~field transport equations for nonparabolic
heterostructure degenerate semiconductors. J. Appl. Phys. 64 (5): 2439-2446,
Baessler, H., G. Herrmann, N. Riehl y G. Vaubel. 1969. Space~charge-limited
currents in tetracene single crystals. J. Phys. Chem. Solids 30: 1579-1585.
Baranger, H.U. y J.W. Wilkins. 1984. Ballistic electrons in an inhomogenous
submicron structure: Thermal and contact effects. Phys. Rev. B30 (12):

7349~7351.

Baranger, H.U. y J.W. Wilkins. 1987. Ballistic structure in the electron
distribution function of small semiconducting structures: General features
and specific trends. Phys. Rev. B36 (3): 1487-1502.

Bard, A.J. y L.R. Faulkner. 1980. Electrochemical Methods. John Wiley and Sons,
Ine., New York. 718 pp.

Baron, R., 0.J. Marsh y J.W. Mayer. 1966. Transient response of double
injection in a semiconductor of finite cross section. J. Appl. Phys. 37
(7): 2614-2626.

Batra, I.P., K.K Kanazawa y H. Seki. 1970. Discharge characteristics of

photoconducting insulators. ). Appl. Phys. 41, 3416~3422.



160

ILITERATURA CITADA (Continuacién)

Batra, I.P., B.H. Schechtman y H. Seki. 1970. Transient space-charge-limited
currents in photoconductor-dielctric structures. Phys. Rev. B2 (6): 1592-
1603.

Borsenberger, P.M. 1990. Hole transport in tri-p-tolylamine-doped bisphenol-A-
polycarbonate. J. Appl. Phys. 68 (12): 6263-6273.

Bringer, A. y G. Schon. 1988. Extended momentl equations for electron transport
in semiconducting submicron structures. J. Appl. Phys. 64 (5): 2447-2455,
Bronshtein, ILN. y K.A. Semendyayev. 1985. Handbook of Mathematics. Van

Nostrand Reinhold Company, New York. 973 pp.

Churchill, J.N., F.E. Holmstrom y T.W. Collins. 1979. Dynamic model for e-beam
irradiation of MOS capacitors. J. Appl. Phys. 50 (6): 3994-4002.

Cohen, S.S., M.J. Kim, B. Gorowitz, R. Saia y T.F. McNelly. 1984. Direct W-Ti
contacts to silicon. Appl. Phys. Lett. 45 (4): 414-416,

Cotton, F.A. y G. Wilkinson. 1972. Advanced Inorganic Chemistry. Interscience
Publishers, Inc., New York. 1145 pp.

Courant, R. y K.O. Friedrichs. 1948. Supersonic Flow and Shock Waves.
Interscience Publishers, Inc., New York. 464 pp.

Davis, H.T. 1962. Introduction to Nonlinear Differential and Integral
Equations. Dover Publications, Inc., New York. 566 pp.

Elsgolts, L. 1977. Differential Equations and the Calculus eof Variations. Mir
Publishers, Moscow. 440 pp.

Franceschetti, D.R. y J.R. Macdonald. 1979, Numerical analysis of
electrical response: statics and dynamics of space-charge regions at

blocking electrodes. J. Appl. Phys. 50 (1): 291-302.



161
LITERATURA CITADA (Continuacién)

Fujioka Rojas, J. 1991. Quasilinear hyperbolic systems and characteristics in
transient elecirical conduction. Eur. J. Phys. 12: 160-166.

Fujioka Rojas, J. y H. Riveros Rotgé. 1991. Nonlinear equations describing
controlled-current transients in semiconductors and insulalors. Rev. Mex. de
Fisica, 37 (4): 587-610.

Gill, W.D. e LP. Batra. 197l. Transienlt optical double injecltion in
insulators. J. Appl. Phys. 42 (5): 2067-2073.

Gill, W.D., G.B. Street y R.E. Macdonald. 1967. .Transport properties of
vapor grown orthorhombic sulfur corystals. J.Phys. Chem. Solids 28:
1517-1523.

Haase, R. 1969. Thermodynamics of Irreversible Processes, Addison-Wesley
Publishing Company, Reading, Massachusetts. 509 pp.

Hammar, C. 1973. Iterative method f(-JI‘ calculating hot carrier distributions in
semiconductors. J. Phys. Cé6: 70-78,

Haynes, J.R. y W. Shockley. 1951. The mobility and life of injected holes and
electrons in germanium. Phys. Rev. 81 (5): 835-843.

Helfrich, W. y P. Mark. 1963. Eine Bestimmung der effektiven Zustandsdichte des
Bandes fir iiberschilssige Defektelekironen in Anthrazen. Z. Physik 171:
527-536.

Helfrich, W. y W.G. Schneider. 1965. Recombination radiation in anthracene
ecrystals. Phys. Rev. Lett. 14 (7): 229-231.

Helfrich, W. y W.G. Schneider. 1966. Transients of wvolume-controlled current
and of recombination radiation in anthracene. J. Chem. Phys. 44 (8):

2902~-2909,



162

LITERATURA CITADA (Continuacién)

Hopf, E. 1950. The partial differential equation: u£+ uu = pu . Commun. Pure
Appl. Math. 3: 201-230.

Hughes, R.C. y R.J. Sokel. 1981. Computation of photoconductivity in insulators
in the space charge and recombination regime. J. Appl. Phys. 52 (I1):

6743-6748.

Jeffrey, A. 1977. Quasilinear Hyperbolic Systems and Waves. Pitman Publishing,

LLondon. 230 pp.

Kao, K.C. y W. Hwang. 198l. Electrical Transport in Solids. Pergamon Press,

Oxford. 663 pp.

Kittel, C. 1956. Introduction to Solid State Physics. John Wiley and Sons,
Inc., New York. 617 pp.

Kunhardt, E.E., M. Cheng y C. Wu. 1988. Nonequilibrium macroscopic models of
carrier dynamics in a semiconductor. J. Appl. Phys. 64 (3): 1220-1228.

Lampert, M.A. 1956. Simplified theory of space-charge-limited currents in an
insulator with traps. Phys. Rev. 103 (6): 1648-1656.

Lindmayer, J. y Ch.Y. Wrigley. 1965. Fundamentals of Semiconductor Deuvices, D.
Van Nostrand Company, Inc., Princeton, New Jersey. 486 pp.

Many, A. y G. Rakavy. 1962. Theory of transient space-charge-limited currents

in solids in the presence of trapping. Phys. Rev. 126 (6): 1980-1988.

Many, A., M. Simhony, S.Z. Weisz y J. Levinson. 1961, Studies of

photoconductivity in iodine single crystals. J. Phys. Chem. Solids 22:

285-292.

Many, A., S.Z. Weisz y M. Simhony. 1962. Space-charge-limited currents in

iodine single crystals. Phys. Rev. 126 (6): 1989-1995.



163

LITERATURA CITADA (Continuacién)

Martini, M., J.W. Mayer y K.R. Zanio. 1972. Drift velocity and trapping in
semiconductors: Transient charge lechnique, p. 181-261. En: Applied Solid
State Science, Vol. 3 (R. Wolfe, ed.). Academic Press, New York. 403 pp.

Meier, H. 1974. Organic Semiconductors, Verlag Chemie, Weinheim. 661 pp.

Misiakos, K. y F.A. Lindholm. 1989, Computer simulation and analytical models
for the time-of-flight experiment in amorphous silicon thin films. J. Appl.
Phys. 65 (12): 4915-4923.

O’Dwyer, J.J. 1968. Theory of double charge ejection from a dielectric. .
Appl. Phys. 39 (9): 4356-4359.

Omar, M.A. 1975. Elementary Solid State Physics, Addison~Wesley Publishing
Company, Reading, Massachusetts. 669 pp.

Pan, Y. 1992. A two-dimensional ensemble Monte Carlo simulation of hole
transport in heavily doped small n-type emitters. J. Appl. Phys. 71 (4):
1823-1830.

Parmenter, R.H. y W. Ruppel. 1959. Two-carrier space-charge-limited current in
a trap-free insulator. J. Appl. Phys. 30 (10): 1548-1558,

Pott, G.T. y D.F. Williams. 1969. Low-temperature electron injection and
space-charge-limited ftransients in anthracene crystals. J. Chem. Phys. 51

(5): 1901-1906.

Rhoderick, E.H. y R.H. Williams. 1988. Metal-Semiconductor Contacts. Clarendon

Press, Oxford. 252 pp.

Richtmyer, R.D. 1978. Principles of Advanced Mathematical Physics. Springer-

Verlag, New York. 422 pp.

Rideout, V.L. 1975. A review of the theory and technology for ohmic contacts to



1A

164

LITERATURA CITADA (Continuacién)

group III-V compound semiconductors. Solid State Electron. 18: 541-550.

Rosen, G. 1966. Space-charge-limited currents in nonmetallic solids. Phys. Rev.
Lett. 17 (13): 692-693.

Rosenberg, H.M. 1978. The Solid State. Clarendon Press, Oxford. 274 pp.

Rosenberg, L.M. y MA. Lampert. 1970. Double injection in the perfect
insulator: Further analytic results. J. Appl. Phys. 41 (2): 508-521.

Rosental, A. 1973. Time dependence of space-charge conduction. Phys. Lett. 46A
(4): 270-272.

Rosental, A. y L. Lember. 1970. Current transients in the insulator determined
by space charge and dif fusion. Phys. Stat. Sol. 39: 19-23.

Schadt, M. y D.F. Williams. 1969. Low-temperature hole injection and hole trap
distribution in anthracene. J. Chem. Phys. 50 (10): 4364-4368,

Schein, L.B. 1977. Temperature independent drift mobility along the molecular
direction of Aszss. Phys. Rev. B15 (2): 1024-1034.

Schein, L.B., A. Rosenberger. y S.L. Rice. 1986. Hole transport in a
molecularly doped polymer: p-diethylaminobenzaldehyde-diphenyl hydrazone in
polycarbonate. J. Appl. Phys. 60 (12): 4287-4292.

Schilling, R.B. y H. Schachter. 1967. Neglecting diffusion in space-
charge-limited currents. J. Appl. Phys. 38 (2): 841-844.

Shapiro, F.R. ¥ Y. Bar-Yam. 1988. Transient current in a semiconductor with a
barrier contact. J. Appl. Phys. 64 (4): 2185-2188.

Shockley, W. y W.T. Read. 1952. Stotistics of the recombination of holes and

electrons. Phys. Rev., 87 (5): 835-842.

Simon, J. y J.-J. André. 1985. Molecular Semiconductors, Springer-Verlag,



164

LITERATURA CITADA (Continuacién)

group III-V compound semiconductors. Solid State Electron. 18: 541-550.

Rosen, G. 1966. Space-charge-limited currents in nonmetallic solids. Phys. Rev.
Lett. 17 (13): 692-693.

Rosenberg, H.M. 1978. The Solid State. Clarendon Press, Oxford. 274 pp.

Rosenberg, L.M. y M.A. Lampert. 1970. Double injection in the perfect
insulator: Further analytic results. J. Appl. Phys. 41 (2): 508-521.

Rosental, A. 1973. Time dependence of space-charge conduction. Phys. Lett. 46A
(4): 270-272.

Rosental, A. y L. Lember. 1970. Current transients in the insulator determined
by space charge and dif fusion. Phys. Stat. Sol. 39: 19-23.

Schadt, M. y D.F. Williams. 1969. Low-temperature hole injection and hole trap
distribution in anthracene. J. Chem. Phys. 50 (10): 4364-4368.

Schein, L.B. 1977. Tempercature independent drift mobility along the molecular
direction of As_S,. Phys. Rev. BIS (2): 1024-1034.

Schein, L.B., A. Rosenberger. y S.L. Rice. 1986. Hole transport in a
molecularly doped polymer: p—diethylaminobenzaldehyde-diphenyl hydrazone in
polycarbonate. J. Appl. Phys. 60 (12): 4287-4292.

Schilling, R.B. y H. Schachter. 1967. Neglecting diffusion in space-
charge-limited currents. J. Appl. Phys. 38 (2): 841-844.

Shapiro, F.R. y Y. Bar-Yam. 1988. Transient current in a semiconductor with a
barrier contact. J. Appl. Phys. 64 (4): 2185-2188.

Shockley, W. y W.T. Read. 1952. Statistics of the recombination of holes and

electrons. Phys. Rev. 87 (5): 835-842.

Simon, J. y J.-J. André. 1985. Molecular Semiconductors, Springer-Verlag,



165

LITERATURA CITADA (Continuacién)

Berlin. 288 pp.

Smith, R.W. 1955. Properties of ohmic contacts to cadmium sulfide single
crystals. Phys. Rev. 97 (6): 1525-1530.

Sokel, R. y R.C. Hughes. 1982. Numerical analysis of transient
photoconductivity in insulators. J. Appl. Phys. 53 (11): 7414-7424.

Sokolnikoff, I.S. y E.S. Sokolnikoff. 1941. Higher Mathematics for Engineers
and Physicists. McGraw-Hill Book Company, Inc., New York. 587 pp.

Spear, W.E. 1957. Transit time measurements of charge carriers in amorphous
selenium films. Proc. Phys. Soc. London B70: 669-675.

Spear, W.E. 1960. The hole mobility in selenium. Proc. Phys. Soc. London 76:
826-832.

Sullivan, M.V. y J.H. Eigler. 1957. Electroless nickel plating for making ohmic
contacts to silicon. J. Electrochem. Soc. 104 (4): 226-230.

Texas Instruments, Inc. 1969. 1970 Preferred Semiconductors and Components from

Texas Instruments. 696 pp.

Tijonov, A.N. y A.A. Samarsky. 1980. Ecuaciones de la Fisica Matemdtica,

Editorial Mir, Mosci. 768 pp.

Titchmarsh, E.C. 1962. Eigenfunction expansions, Vol. I. Clarendon Press,

Oxford. 203 pp.

Van de Roer, T.G. y F.P. Widdershoven. 1986. Ionized impurity scatiering in
Monte Carlo calculations. J. Appl. Phys. 59 (3): 813-815.

Vassos, B.H. y G.W. Ewing. 1983. Electroanalytical Chemistry, John Wiley and

Sons, New York. 255 pp.

Weisz, S.Z., A. Cobas, S. Trester y A. Many. 1968. Electrode-limited and



166

LITERATURA CITADA (Continuacién)

space-charge-limited transient currents in insulators. J. Appl. Phys. 39

(5): 2296-2302.

Wey, H.-Y. 1976. Surface of amorphous semiconductors and their contacts with
metals. Phys. Rev. B13 (8): 3495~3505.

Xu, J. y M. Shur. 1987. Ballistic transport in hot-electron Iransistors. J.
Appl. Phys. 62 (9): 3816-3820.

Yoon, K.S., G.B. Stringfellow y R.J. Huber. 1988. Transient transport in bulk
Gao.47In0,53AS/A10.4SIRO.52AS. J. Appl. Phys. 63 (4): 1126-1129.

Zahn, M. y H. Chatelon. 1977. Charge injection between concentric cylindrical
electrodes. J. Appl. Phys. 48 (5): 1797-1805.

Zahn, M. y S.-C. Pao. 1975, Effects of step changes in excitation from a steady
state on the transient electric field and space charge behavior lfor unipolar
ion conduction. I. Step changes in current. J. Electrostatics 1: 235-248.

Zahn, M., C.F. Tsang y S.-C. Pao. 1974. Transient electric field and
space-charge behavior for unipolar ion conduction. J. Appl. Phys. 45 (6):
2432-2440.

Zallen, R. 1983. The physics of amorphous solids. John Wiley and Sons,
Inc., New York. 304 pp.

Zauderer, E. 1983, Partial Differential Equalions of Applied Mathematics,
John Wiley and Sons, Inc., New York. 779 pp.

Zemansky, M.W. 1968. Heat and Thermodynamics, McGraw-Hill Kogakusha, Ltd.,
Tokyo. 658 pp.

Zhou, X., T.Y. Hsiang y R.J.D. Miller. 1989. Monte Carlo study of photognerated

carrier transport in GaAs surface space-charge fields. J. Appl. Phys. 66



167

LITERATURA CITADA (Continuacién)

(7): 3066-3073.



