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En este trabajo se calculan los transitorios eléctricos que se producen al

aplicar stbitamente una corriente constante a través de un material

semiconductor o aislante, o bien al interrumpir abruptamente la corriente. Se

estudian seis casos particulares:

1) cuando la corriente es transportada por ambos tipos de portadores de carga

(electrones y hoyos), existe recombinacién directa entre hoyos y electrones,

y no existen trampas en e] material, ni se consideran efectos difusivos,
2) cuando la corriente es transportada por un sdlo tipo de portadores de carga,

3) cuando tenemos sistemas con simetria cilindrica,

4) cuando tenemos simetria esférica,

5) cuando existen trampas en el material,

6) cuando incluimos efectos difusivos.

Excepto en el Ultimo caso, Ja estructura fundamental de los sistemas de

ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan los transitorios estudiados,

corresponde a lo que los matematicos denominan ‘‘sistemas cuasi-lineales de

primer orden estrictamente hiperbédlicos’’. En el sexto y Ultimo caso, en cambio,

los transitorios estan descritos por una ecuacién de Burgers inhomogénea, la

cual es una ecuacién parabélica no lineal de segundo orden. En todos los casos

se encuentran soluciones analiticas para los transitorios, las cuales nos

permiten conocer:
a) cémo evoluciona el campo eléctrico dentro del material como funcién de la

posicién y el tiempo,
b) cémo varian las densidades- de los portadores de carga (electrones y hoyos)

dentro del material,

c) cémo son los transitorios de voltaje,

d) a qué velocidad avanzan los frentes de portadores de carga que son
inyectados al material,

e) cuanto tiempo tarda en alcanzarse un estado estacionario,

f) cémo puede obtenerse la movilidad de los portadores de carga a partir de

este tipo de transitorios.
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ECUACIONES Y SISTEMAS CUASI-LINEALES

EN LA DESCRIPCION DE TRANSITORIOS ELECTRICOS

EN SEMICONDUCTORES Y AISLANTES

I INTRODUCCION

Il Antecedentes acerca de los estudios realizados sobre  transitorios

eléctricos en semiconductores y aislantes

Los transitorios eléctricos en semiconductores y aislantes comenzaron a

estudiarse a principios de la década de Jos 50, cuando el avance en la

electrénica producido por el descubrimiento del transistor en 1948 por

Shockley, Bardeen y Brattain, hizo posible la observacion y medicién de este

tipo de transitorios. De hecho, Shockley mismo fue de los primeros que

utilizaron, en 1951, ‘la medicién de transitorios eléctricos en cristales de

germanio para calcular la movilidad de los portadores de carga en el material

(Haynes y Shockley 1951). Durante los afios siguientes, la movilidad de los

portadores de carga en selenio amorfo fue también determinada por medio de

transitorios eléctricos (Spear 1957, 1960).

Las descrpciones teéricas de los transitorios comenzaron mas tarde, en la

década de los 60. El articulo que abrié las puertas para la investigaci6én

teérica sobre transitorios en semiconductores y aislantes fue el articulo de

Many y Rakavy (1962):

Theory of Transient Space-Charge-Limited Currents in Solids

in the Presence of Trapping.



En este articulo Many y Rakavy calcularon la forma de los transitorios de

corriente que se originan al aplicar stbitamente un voltaje constante a través

de un material aislante.

A partir del trabajo de Many y Rakavy se empezaron a estudiar muchos

aspectos de los transitorios eléctricos en semiconductores y aislantes. Una

revisién bibliografica muestra que conforme ha ido avanzando el tiempo la

investigacién sobre transitorios ha ido tocando los siguientes temas

(mencionados en orden cronolégico):

1) Los transitorios producidos por la doble inyeccién de electrones y hoyos

dentro de semiconductores (‘‘double injection transients’’) se empezaron a

estudiar, mediante aproximaciones un tanto drasticas, por Baron, Marsh y

Mayer en 1966.

2) Transitorios de corriente limitados por una capacidad finita del electrodo

inyector para suministrar portadores de carga al material (‘‘electrode-

limited transients’’) fueron estudiados por Weisz, Cobas, Trester y Many en

1968.

3) Los transitorios en sistemas compuestos se empezaron a estudiar en 1970,

cuando Batra, Schechtman y Seki analizaron los transitorios de corriente en

un sistema dieléctrico/semiconductor.

4) El efecto que tiene la difusién de los portadores de carga en la forma de

los transitorios de corriente en aislantes fue estudiada numéricamente por

Rosental y Lember en 1970.

5) Un estudio mas detallado de los transitorios de corriente en aislantes en

los cuales se inyectan simulténeamente electrones y hoyos (‘‘double

injection transients’’) es presentado en 1971 por Gill y Batra,

6) Transitorios de corriente en los cuales se impone como condicién de



frontera que la densidad de portadores se mantenga constante en ambos

extremos de] material, mientras se aplica stbitamente un voltaje constante

a través del mismo, fueron estudiados por Rosental en 1973.

7) Transitorios con electrodos que bloquean el paso de los portadores de carga

(i.e., ‘‘blocking electrodes’) fueron estudiados por Franceschetti y

Macdonald en 1979.

8) Transitorios en capacitores del tipo metal/éxido/semiconductor (‘‘MOS

capacitors’’) fueron estudiados por Churchill, Holmstrom y Collins en 1979.

9) El efecto de los procesos de captura y recombinacién de portadores en

transitorios de corriente fotoinducidos fue estudiado por Hughes y Sokel en

1981 y 1982.

10) Simulaciones de experimentos de tiempo de vuelo§ (‘‘time-of-flight

experiments’’) fueron realizados por Shapiro y Bar-Yam en 1988, y por

Misiakos y Lindholm en 1989,

11) Transitorios en dieléctricos producidos por la incidencia de un haz de

electrones que penetran en el material generando pares electrén-hoyo fueron

estudiados por Arkhipov, Rudenko y Sessler en 1991.

En todos estos estudios los transitorios eléctricos son descritos mediante

modelos que heredan, en mayor o menor grado, Ja estructura fundamental del

modelo elaborado por Many y Rakavy en 1962. Estos modelos parten de leyes de

conservacién bdsicas (ecuaciones de balance), las ecuaciones de la

electrodinamica clasica, y de ecuaciones para la captura y recombinacién de

portadores similares a las que dedujeron inicialmente Shockley y Read en 1952.

En la literatura estos modelos frecuentemente son llamados ‘‘modelos de

arrastre y difusién’’ (‘‘drift-diffusion models’’), ° bien “modelos

hidrodinémicos’’, ya que en ellos se tiende a visualizar el movimiento de los



portadores, de carga como si se tratara (hasta cierto punto) del movimiento de

un flufdo.

Los modelos hidrodinadmicos son, sin duda, el tipo de modelos mas

utilizados para estudiar la forma de los transitorios eléctricos en

semiconductores y aislantes. Existen, sin embargo, otras dos clases de modelos

que también han sido empleados para estudiar transitorios en semiconductores y

aislantes, y que no son descendientes del modelo de Many y Rakavy: (i) los

modelos que se basan en la técnica de Monte Carlo, y (ii) los modelos que

parten de la ecuacién de Boltzmann.

Los modelos basados en la técnica de Monte Carlo consisten en una

simulacién del movimiento de un conjunto de electrones dentro del material.

Cada electrén, a lo largo de su viaje, sufre una serie de colisiones contra

distintos centros dispersores. E] tiempo de vuelo entre dos_ colisiones

sucesivas, asi como el mecanismo ‘de dispersién con el que se encontrard, son

elegidos al azar. Modelos de este tipo son usados tanto para estudiar

transitorios (Pan 1992; Zhou et al. 1989; Yoon et al. 1988),como para estudiar

estados estacionarios (Xu y Shur 1987; Al-Omar y Krusius 1987; Van de Roer y

Widdershoven 1986).

Los modelos que emplean la ec. de Boltzmann se basan en la suposicién de

que el movimiento de los electrones en un semiconductor o un aislante puede ser

descrito por la ec. de Boltzmann, atin cuando esta ecuacién fue construida

originalmente para describir el movimiento de las moléculas en un gas lo

suficientemente diluido para que la trayectoria media libre sea mucho mayor que

Jas dimensiones de las moléculas, y lo suficientemente denso para que la

trayectoria media libre sea mucho menor que las dimensiones del recipiente que

contiene al gas. Actualmente la ec. de Boltzmann es muy usada para estudiar las



propiedades de semiconductores y aislantes. Sin embargo, esta ecuacién es usada

principalmente para estudiar propiedades de los materiales en  estados

estacionarios, y raras veces para estudiar los transitorios (Kunhardt et al.

1988), ya que frecuentemente no se calcula la dependencia en el tiempo de la

funcién de distribucién f(r,v,t), sino que se presupone de antemano que dicha

dependencia es exponencial, utilizando la aproximacién conocida en inglés como

“‘relaxation-time approximation’? (Baranger y Wilkins 1984, 1987; Bringer y

Schén 1988; Azoff 1988), o bien desde un principio se supone que la funcién de

distribucién es independiente del tiempo (Hammar 1973).

Tanto los modelos que emplean la técnica de Monte Carlo, como aquéllos que

parten de la ec. de Boltzmann, son usados, principalmente, para estudiar el

comportamiento de dispositivos electrénicos de dimensiones extremadamente

pequefias (‘‘submicron devices’’). En tales circunstancias el transporte de los

portadores de carga dentro del material es cualitativamente diferente del

transporte a través de un material de mayores dimensiones, ya que aparece la

posibilidad de que los portadores de carga atraviesen el material sin sufrir

ninguna colisién, dando lugar a un nuevo tipo de mecanismo de transporte,

conocido como ‘“‘transporte balistico’’. Cuando este nuevo tipo de transporte

entra en juego, los modelos hidrodinamicos tradicionales ya mo describen

apropiadamente el comportamiento del material, y es en estos casos cuando los

modelos basados en la técnica de Monte Carlo o en la ec. de Boltzmann han

resultado de utilidad.

Después de este rapido panorama del trabajo realizado hasta ahora en Ja

descripcién de  transitorios eléctricos en  semiconductores y aisiantes,

pasaremos a definir el tema y objetivos del presente trabajo.



1.2 Transitorios producidos por la aplicacién stbita de una corriente

constante. Tema y objetivos del presente trabajo

En Ja seccién anterior presentamos una lista con algunos de_ los

principales temas que han sido estudiados mediante modelos hidrodindmicos.

Observando esta lista podemos apreciar que las investigaciones sobre

transitorios cubren temas muy diversos, y no resulta facil detectar elementos

que sean comunes a esta multiplicidad de estudios. Sin embargo, una revisi6n

mds cuidadosa de los modelos desarrollados para describir  transitorios

eléctricos en semiconductores y aislantes, revela que la mayor parte de estos

modelos analizan transitorios de corriente producidos de diversas maneras (Many

y Rakavy 1962; Baron et al. 1966; Weisz et al. 1968; Batra et al. 1970;

Rosental y Lember 1970; Gill y Batra 1971; Rosental 1973; Franceschetti y

Macdonald 1979; Misiakos y Lindholm 1989; Kao y Hwang 1981, pag. 337). A

diferencia de esto, los trabajos de investigacién sobre transitorios de voltaje

son sumamente escasos (Haynes y Shockley 1951; Batra et al. 1970; Martini et

al. 1972), atn cuando en la industria electrénica la medicién de transitorios

de voltaje es sumamente utilizada para caracterizar y medir el tiempo de

respuesta de todo tipo de transistores (1970 Preferred Semiconductors and

Components Catalog from Texas Instruments). Este desequilibrio se debe, en

parte, a que en estado sélido es mas usual controlar los voltajes y medir las

corrientes resultantes, que proceder al revés. Sin embargo, quienes tengan

alguna familiaridad con los estudios realizados sobre transitorios eléctricos a

través de celdas electroquimicas, tendran muy presente que para extraer

informacién sobre un sistema podemos proceder de cualquiera de las dos formas:

estimulando al sistema mediante un voltaje controlado y midiendo e] transitorio



resultante de corriente, o bien estimulando al sistema mediante una corriente

controlada y registrando e] transitorio resultante de voltaje (Bard y Faulkner

1980, caps. 5, 6 y 7; Vassos y Ewing 1983, caps. 7 y 9).

Conociendo, pues, que los transitorios eléctricos producidos por cambios

controlados de corriente han sido poco estudiados en el pasado, en el presente

trabajo calcularemos Jos transitorios que se producen cuando aplicamos

sibitamente una corriente constante a través de un semiconductor o un aislante

colocado entre dos electrodos, asi como los transitorios que se producen cuando

interrumpimos abruptamente la corriente.

El objetivo del trabajo consiste en encontrar de manera analitica cémo

evoluciona el sistema a lo largo de estos transitorios. Esto significa que

deseamos encontrar:

(a) cémo evoluciona el campo eléctrico dentro del material como funcién de la

posicién y el tiempo,

(b) cémo varian las densidades de los portadores de carga (electrones y hoyos)

como funciones de la posicién y el tiempo,

(c) cémo son los transitorios de voltaje,

(d) a qué velocidad avanzan los frentes de los portadores de carga que son

inyectados dentro de] materia] a través de los electrodos,

(e) cudnto tiempo tarda en alcanzarse un estado estacionario,

(f) cémo podriamos obtener Ia movilidad de los portadores de carga a partir de _

este tipo de transitorios.

Nuestro objetivo es encontrar las respuestas a estas preguntas en varias

situaciones diferentes, a saber:

(i) cuando tenemos ambos tipos de portadores de carga (electrones y hoyos),

sélo hay recombinacién directa entre portadores, y no existen trampas en



el material, ni se consideran efectos difusivos,

(ii) cuando la corriente es transportada por un sélo tipo de portadores de

carga,

(iii) cuando tenemos sistemas con simetria cilindrica,

(iv) cuando tenemos simetria esfé€rica,

(v) cuando existen trampas en el material,

(vi) cuando inclufmos efectos difusivos.

Para alcanzar e] objetivo propuesto describiremos el comportamiento de

nuestro material mediante un modelo de tipo hidrodinamico. Las suposiciones

involucradas en este modelo, asi como las caracteristicas de losespecificas

sistemas a los cuales este modelo podria aplicarse, se explicarén en la

siguiente seccién.

1.3 Suposiciones fisicas y caracteristicas del sistema considerado en este

trabajo

El sistema que estudijaremos en este trabajo es un semiconductor o bien un

aislante, colocado entre dos electrodos planos, cilfndricos, o esféricos. Las

caracteristicas especificas del material se iran definiendo a lo largo de esta

seccién, conforme vayamos explicando qué suposiciones f{sicas introduciremos.

En primer lugar consideraremos que el espesor de nuestro material] (i.e.,

la distancia entre ambos electrodos) podra ser de milimetros, :décimas de

milimetro, © inclusive centésimas de milimetro (decenas de micras), pero no

consideraremos peliculas mds delgadas. Con esta suposicién excluimos la

posibilidad de tener transporte balistico de electrones (el cual se presenta



con espesores inferiores a una micra), y nos deja abierta la posibilidad de

describir el transporte de carga en nuestro sistema mediante un modelo de tipo

hidrodinamico.

A continuacién supondremos que los contactos entre nuestro material y los

electrodos encargados de inyectarle portadores de carga serdén  contactos

6hmicos, es decir, contactos que tienen una impedancia muy pequefia en

comparacién a la impedancia completa del material colocado entre los electrodos

(Kao y Hwang 1981, pags. 76-83; Rieout 1975). Esta suposicién restringe la

aplicabilidad del modelo que usaremos en este trabajo a aquellos materiales en

los cuales es posible construir contactos 6hmicos. Esta restriccién, sin

embargo, no es excesivamente severa, ya que la mayoria de los semiconductores

de interés aceptan contactos 6hmicos (Rhoderick y Williams 1988, sec. 5.5;

Cohen et al. 1984; Rideout 1975; Sullivan y FEigler 1957). En la tabla I

mostramos una lista de algunos semiconductores y aislantes en los cuales es

posible hacer contactos éhmicos, asi como los materiales apropiados, en cada

caso, para formar el catodo y el] anodo.
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Tabla I. Algunos semiconductores y aislantes que aceptan contactos 6hmicos, asi

como los materiales apropiados, en cada caso, para formar el cAtodo y

 

 

 

 

 

 

 

 

 

el anodo.

Material Catodo Anodo Referencia

Si Au-Sb Au-In (1)

W-Ti W-Ti (2)

Ni Ni (3)

GaAs Au-Ge Au-Ge (1),(4)

In-Au In-Au (4)

Au-Sn Au-Zn (4)

Au-Si (4)

Au-Te (4)

Ge Au-Sb Au-In (1)

GaP Au~-Sn Au-Zn (4)

Au-Si Au-Ge (4)

InP In, In-Te In (4)

Ag-Sn (4)

AlAs In-Te In-Te (4)

Au Au (4)

Au-Ge Au-Ge (4)

Au-Sn (4)

cds In - )

Ga (5)

Antraceno Solucién evaporada de Au (evaporado o pasta) (6),(7)

tetrahidrofurano con Ag (evaporada o pasta) (6)

antraceno y sodio. Al (evaporado) (6)

Pt (pasta) (6)

Na-K Se-Te (evaporado) (6)

Cu+l (pasta) (6)

Fibras de carbon. Cu,0 ~ Cul (evaporado) (6)

In (evaporado) (6)



i

Tabla I. (Continuaci6n)

 

Material Catodo Anodo Referencia

 

Antraceno Obleas de Si cubiertas sno (6)

con 20-40A de sio,

 

 

 

 

Tetraceno Na Au (7),(8)

Ba Pd (7), (8)

Naftaleno Ag (pasta) (7)

L Sn0, (9)

GE,BSFePai Pt Pt (10)

Pd Pd (10)

Mo Mo (10)

Sb Sb (10)

 

(1) Rhoderick y Williams 1988, sec. 5.5

(2) Cohen et al. 1984

(3) Sullivan y Eigler 1957

(4) Rideout 1975

(5) Smith 1955

(6) Kao y Hwang 1981, pag.82, y referencias alli citadas

(7) Meier 1974, pag. 288

(sg) Baessler, Herrmann, Riehl y Vaubel 1969

(9) Many, Weisz y Simhony 1962

(10) Wey 1976

En la tabla anterior podemos ver que los contactos 6hmicos se pueden poner

tanto en semiconductores . cristalinos inorganicos como el GaAs, como en

semiconductores orgdnicos como el antraceno (¢ Ho), en semiconductores
4

amorfos como el vidrio Ge As,TeSoy o en aislantes cristalinos como el
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iodo.

La siguiente suposicién que haremos sera que los niveles de energia de los

electrones de] material forman una estructura de bandas, tal como se considera

dentro de la teorfa de bandas sui sélidos (Lindmayer y Wrigley 1965, cap. 6).

Supondremos que la banda de valencia, esto es, la banda que contiene las

energias de los electrones de valencia de los Atomos que forman el material,

esta nitidamente separada de la siguiente banda de energias permitidas (la

Namada banda de conduccién) por una banda de energias prohibidas cuyos

limites, superior e inferior, estén claramente definidos. Esta  suposicién

implica, en primer lugar, que estamos considerando que el material es un

semiconductor o un aislante, ya que en un conductor no existe una banda

prohibida que separe a la banda de valencia de la banda de conducci6n. En

segundo lugar, implica que estamos pensando en un semiconductor o un aislante

cristalino, ya que en los materiales amorfos la banda prohibida no tiene

fronteras bien definidas (Spear 1988; Zallen 1983, sec. 5.6).

Supondremos también que el numero de portadores generados térmicamente es

despreciable en comparacién al numero de portadores de carga que se inyectaran

al material a través de los electrodos. Esta suposicién es vAélida en

semiconductores cristalinos inorganicos a bajas temperaturas, en  aislantes

cristalinos como el iodo o el azufre, y en  semiconductores  cristalinos

organicos como el naftaleno (CH), el antraceno (C{H,) o el tetraceno

(CHL) los cuales tienen bandas prohibidas bastante anchas (5.0 eV, 3.9 eV,

y 2.8 eV, respectivamente). Es conveniente obseravar que el iodo y el azufre

son cristales moleculares (Seitz 1940, pags. 72-75; Many et al. 1961; Gill et

al, 1967; Cotton y Wilkinson 1972, pag. 424), al igual que el naftaleno, el

antraceno y el tetraceno (Kao y Hwang 1981, sec. 1.1; Simon y André 1985, sec.
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5.1).

Lo que nos resta ahora es precisar el tipo de procesos de captura y

recombinacién de portadores que consideraremos en este trabajo.

Cuando consideremos la inyeccién simultanea de hoyos y electrones al

interior del material supondremos que el tinico mecanismo de recombinacién entre

ambos tipos de portadores de carga es la recombinacién directa entre hoyos y

electrones libres (denominada en inglés ‘‘band-to-band recombination’’). Esta

suposicién es valida, por ejemplo, en el caso de los semiconductores organicos

como e] antraceno, el naftaleno y el tetraceno, en los cuales th recombinacién

directa entre hoyos y electrones libres puede inclusive ser observada

directamente debido a la emisién de luz asociada al proceso de recombinacién

(Meier 1974, cap. 10, sec. III; Helfrich y Schneider 1966). Por otro lado, esta

suposicién no seria realista en el caso de semiconductores inorgdnicos como el

silicio o el germanio, o en e] de aislantes como el Sid, o el PbO, en los

cuales la recombinacién directa entre hoyos y electrones libres es mucho menor

que fa recombinacién indirecta a través de centros de recombinacién (Sokel y

Hughes 1982; Hughes y Sokel 1981; Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 8.5).

Por lo que respecta a la captura de portadores libres por parte de

“trampas”’ (en inglés “trapping centres’’, o simplemente “‘traps’’)

constituidas por impurezas o defectos de la red cristalina, consideraremos dos

posibles situaciones: (i) cuando el efecto de las trampas puede ser

despreciado, y (ii) cuando tenemos una distribucién uniforme de trampas,

correspondientes a un Unico nivel energético dentro de la banda prohibida. La

primera situacién se presenta cunado la corriente que hacemos pasar por el

material es lo suficientemente grande para que el ntmero de_ portadores

inyectados al material sea mucho mayor que el nimero de trampas presentes en el
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mismo. En e] caso del antraceno, por ejemplo, esta situacién se presenta si

hacemos pasar una corriente de 10 mA/cm* a través de un cristal de 1 mm de

espesor de muy buena calidad. En tal caso el tiempo de trdnsito de los

electrones es aproximadamente de 3 ys (Pott y Williams 1969), y la carga

inyectada al material durante ese tiempo es aproximadamente de 3x10°° C/cm*, lo

cual equivale a 101! electrones/cm’, que es una cantidad 2 6rdenes de magnitud

superior al numero de trampas presentes en un cristal de buena calidad

(Helfrich y Schneider 1966). Por otra parte, cuando utilizamos corrientes mas

bajas, la presencia de las trampas ya no puede ser despreciada, y es necesario

considerar, ademds de su densidad, su nivel energético dentro de la banda

prohibida del material. En este trabajo solamente consideraremos aquella

situacién en la cual las trampas estan situadas en un Unico nivel energético

dentro de Ja banda prohibida. Esta situacién se presenta en semiconductores

organicos como el naftaleno (Kao y Hwang 1981, pags. 173-174) y las

ftalocianinas (Simon y André 1985, pag. 110; Kao y Hwang 1981, pags. 171-173),

y en aislantes como el azufre (Gill et al. 1967), el iodo (Many et al. 1961), y

el sulfuro de arsénico (Schein 1977). La caracteristica comtin de todos estos

materiales es que todos ellos forman cristales moleculares (Batra et al. 1970).

En este tipo de materiales las movilidades de los portadores de carga son

bastante bajas (Schein 1977; Batra et al. 1970), y es vdlido suponer que dichas

movilidades son independientes del campo eléctrico (Kao y Hwang 1981, pag.

311).

Con esto finalizamos la descripcién de Jas suposiciones fisicas que

incorporaremos al modelo (y sus variantes) que utilizaremos en este trabajo. En

resumen, podemos decir que dichas suposiciones son las siguientes:

1) consideraremos que el espesor del material es superior a 10 um,
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2) supondremos que los contactos entre el material y los electrodos son

contactos 6hmicos,

3) supondremos que el] modelo de bandas puede ser usado para describir el

comportamiento de los portadores de carga en el material,

4) supondremos que el nttmero de portadores generados térmicamente puede ser

despreciado en comparacién al numero de electrones y hoyos inyectados al

material a través de los electrodos,

5) supondremos que el] tnico mecanismo de recombinacién entre portadores es la

recombinacién directa (de banda a banda) de hoyos libres con electrones

libres,

6) cuando consideremos la presencia de trampas en el material, supondremos que

dichas trampas corresponden a un Unico nivel energético dentro de la banda

prohibida, y que estan uniformemente distribuidas en e] espacio,

7) supondremos, finalmente, que las movilidades de ambos tipos de portadores

(electrones y hoyos) son constantes.

Como hemos visto a lo largo de esta seccién, estas suposiciones son aplicables

a cristales moleculares orgdanicos (semiconductores orgdnicos) como el

naftaleno, el amntraceno, el tetraceno y las ftalocianinas, y a cristales

moleculares inorganicos (aislantes) como el iodo, el azufre, y el sulfuro de

arsénico.

En la siguiente seccién veremos cémo estas suposiciones influyen en la

forma de las ecuaciones que emplearemos para describir los  transitorios

eléctricos en nuestro material.
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1.4 Aspectos matematicos

En la seccién anterior vimos que las suposiciones fisicas que introdujimos

son particularmente aplicables a cristales moleculares, tanto organicos como

inorganicos, tales como el naftaleno, el iodo, las ftalocianinas, el sulfuro de

arsénico y el azufre (entre otros). En esta clase de materiales (y considerando

cristales con espesores superiores a 10 pm) los transitorios eléctricos pueden

describirse mediante modelos hidrodindmicos constituios por ecuaciones de

arrastre y difusion, ecuaciones de balance, y por la ley de Gauss para el campo

eléctrico (Kao y Hwang 1981, sec. 5.5; Batra et al. 1970; Gill y Batra 1971). A

continuacién veremos la forma especifica de Jas ecuaciones que emplearemos en

este trabajo.

1.4.1 Sobre las ecuaciones de arrastre y difusién

Como el lector recordaraé, segin la teorfa de bandas las energias

permitidas para los electrones de un sélido cristalino estén agrupadas en

bandas de energias permitidas, separadas entre si por bandas de energias

prohibidas. La teorfa de bandas nos dice, ademas, que la conduccién de

corrientes eléctricas no es posible en bandas totalmente vacias o totalmente

Jlenas (Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 6.2). El que una banda vacia no

contribuya a Ja conduccién eléctrica es claro, ya que no hay portadores de

carga que conduzcan la corriente. En cambio, el que una banda llena no pueda

conducir una corriente eléctrica ya no es tan obvio. La imposibilidad en este

caso es de origen cuantico. En una banda totalmente Ilena todos y cada uno de
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los niveles permitidos de energia estan lenos, y por lo tanto, de acuerdo al

principio de exclusién de Pauli, ninguno de estos niveles puede aceptar a

ningdn electrén adicional. Por lo tanto, cuando se aplica un campo eléctrico al

material, atin cuando cada electrén sienta el deseo de acelerarse y ganar

energia por efecto del campo, en una banda llena esto no es posible, ya que

ninguno de los electrones de una banda Ilena puede pasar a un nivel de energtia

superior (dentro de la misma banda), por estar todos los niveles de la banda ya

ocupados.

En el caso de un semiconductor o un aislante a temperatura ambiente, tanto

la banda de conduccién como la banda de valencia estan parcialmente llenas, y

por lo tanto ambas bandas pueden contribuir a la conduccién de corrientes

eléctricas.

La contribucién de los electrones presentes en la banda de conduccién al

paso de una corriente eléctrica a través de un semiconductor o un aislante, es

una cantiad Jr que consta de dos términos: uno debido a la migracion de los

electrones por efecto del campo eléctrico, y otro debido a la difusion

resultante de un gradiente de concentracién. En términos mateméaticos esto se

expresa en la forma siguiente (Shapiro y Bar-Yam 1988; Sokel y Hughes 1982;

Hughes y Sokel 1981):

— ee » on’
I= gen E’ + qD° axe (1)

donde q es el valor absoluto de la carga electrénica, n’ es la densidad de

electrones en la banda de conduccién, D es el coeficiente de difusién de los

electrones, y JL. eS su movilidad. Podemos ver que la componente migratoria de
n

J’ (j.e., el primer término del miembro derecho) es la expresién puntual de la
n
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ley de Ohm, y la componente difusiva tiene la forma normal de los flujos

asociados a procesos de difusién ocasionados por gradientes de concentraci6n

(Haase 1969, pag. 304). En la terminologia usada normalmente en los articulos

sobre transporte eléctrico en semiconductores y aislantes, se dice que una

ecuacién de la forma (1) es una ecuacién ‘‘de arrastre y difusién’’ (Sokel y

Hughes 1982).

Por otra parte, la contribucién a la corriente que fluye por un

semiconductor o un aislante debida a los electrones de una bana de valencia

parcialmente llena, se describe de una manera diferente, ya que el movimiento

de estos electrones esta fuertemente influido por el principio de exclusién de

Pauli, cosa que no ocurre con los electrones de la banda de conduccién.

Recordemos que en el caso de una banda lena la corriente total que conduce la

banda es nula, de manera que si sumamos las contribuciones a la densidad de

corriente provenientes de cada uno de los electrones de la banda tendremos que:

J (2)

<I

y (aly, = 0
k

donde V es el volimen de la regién considerada, y v, es la velocidad del

k-ésimo electrén. Por otra parte, si quitaramos al i~ésimo electrén, la

densidad de corriente de los restantes electrones seria igual a:

y de acuerdo a la ec. (2) podemos ver que esta cantidad satisface la igualdad

siguiente (Omar 1975, pag. 234):
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Esta ecuacién nos muestra que la corriente que conduce una banda en la que

falta un electrén es igual a la corriente que produciria una sola particula de

carga +q, moviéndose con la velocidad con que se moveria el electron faltante

(Rosenberg 1978, pag. 146). Esto nos permite expresar la corriente conducida

por la banda de valencia en términos del movimiento de un conjunto de

particulas ficticias de carga positiva, a las que denominamos ‘‘hoyos’’, que

ocupan el lugar de los electrones faltantes en la banda. Dado que la banda de

valencia esta casi llena, el ntmero de hoyos es relativamente pequefio, y su

comportamiento puede describirse mediante una ecuacién de arrastre y difusién

de la forma siguiente (Shapiro y Bar-Yam 1988):

i as ae , Op’
uy = dup E qD,, By? (3)

donde p’ es la densidad de hoyos, H, su movilidad, y Dd’ su coeficiente de

difusién.

La densidad total de corriente que fluye por el material es la suma de las

corrientes debidas a los electrones de la banda de conduccién y a los hoyos de

la banda de valencia, mas un término adicional debido a la corriente de

desplazamiento, es decir:

J BI 0 We ee

donde e€ es Ja permitividad del material, y Jr y a estan dadas por las

ecuaciones (1) y (3), respectivamente.
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1.4.2 Sobre las ecuaciones de balance

En este trabajo consideraremos varios tipos de ecuaciones de balance para

los portadores de carga.

El caso mas sencillo que consideraremos es aqué) en e) cual Ja corriente

que fluye por el material es conducida por un sdlo tipo de portadores

(electrones u hoyos), no existen trampas en el material, y la difusién de

portadores puede ser despreciada. En este caso (y suponiendo que los portadores

sean electrones), la ecuacién de balance es simplemente:

ait ag? (HWE’)

E] suponer que la corriente es transportada por un sdlo tipo de portadores de

carga es una suposicién factible. Tal situacién se obtiene usualmente usando el

mismo material para fabricar el catodo y el anodo (Meier 1974, pag. 288). De

esta manera podemos hacer pasar corrientes transportadas Unicamente por

electrones, o tnicamente por hoyos, a través de los semiconductores organicos

como el antraceno, el tetraceno, y el naftaleno. E] suponer que la difusi6n de

los portadores puede ser despreciada es también una suposicién razonable que ha

sido utilizada para estudiar el comportamiento del antraceno y el iodo (Kao y

Hwang 1981, pags. 348-351; Schilling y Schachter 1967). Por otra parte, el

suponer que no hay trampas en e] material si es una suposicién mds fuerte. Sin

embargo, como mencionamos en la seccién I.3, tal situacién se presenta cuando

la corriente que hacemos pasar por e] material es lo suficientemente grande

para que el numero de portadores inyectados al material sea mucho mayor que el

numero de trampas presentes en el mismo.
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Consideraremos también el caso en el cual la corriente es conducida por un

sélo tipo de portadores, no hay trampas en el material, pero si tomamos en

cuenta la difusién de los portadores. En ese caso, la ecuacién de balance sera

la siguiente:

an’ _ @ i » _8n’
Be = Sor [ HrE +0, 3 |

Otro caso que también consideraremos en este trabajo es aquél en el cual

la corriente es conducida por un sdlo tipo de portadores (electrones), la

difusién de los mismos puede ser despreciada, y tenemos trampas situadas en un

unico nivel energético dentro de la banda prohibida del material, y

distribuidas uniformemente en el espacio. En este caso tendremos dos ecuaciones

de balance. La primera es simplemente una ecuacién de continuidad de la forma:

aa ham!) = iay (nem!) = aos (Hn’E’)

donde n’ es Ja densidad de electrones libres de la banda de conduccién, y m’ es

la densidad de electrones que han sido capturados en las trampas. La segunda

ecuacién nos da la velocidad de captura y liberacién de electrones por parte de

las trampas:

®

a = C[n’(N’-m’) - Lm’ J

En esta ecuacién N’ es la densidad de trampas, C es una constante de

proporcionalidad asociada a la velocidad de captura de electrones, y L otra

constante asociada a la velocidad de liberacién de los electrones capturados

por las trampas. La ecuacién anterior nos dice que la velocidad de captura es
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proporciona] al nimero de electrones libres y al nimero de trampas desocupadas,

y que la velocidad de liberacién es proporcional al ntmero de_ electrones

atrapados. Ambas proporcionalidades son intuitivamente comprensibles, y fueron

originalmente encontradas por Shockley y Read en 1952 (Kao y Hwang 1981, pag.

246; Shockley y Read 1952). Es posible obtener una expresién para la constante

L en funcién del nivel energético de Jas trampas, EY , si consideramos que en

condiciones de equilibrio la densidad de electrones capturados por las trampas

obedece Ja distribucién de Fermi-Dirac (Kao y Hwang 1981, sec. 3.1), y

suponemos que en e] equilibrio podemos expresar la densidad de electrones

libres en la banda de conduccién mediante Ja distribucién de Maxwell~Boltzmann

(Lindmayer y Wrigley 1965, sec. 6.3). Con estas suposiciones podemos escribir:

m’ = N’[ 1 + exp( EE.) / kT J’ (en el equilibrio)

n= N_ exp [ ~( E-E,)/ kT J (en el equilibrio)

donde E. es el nivel energético de las trampas, Ela energia de la orilla
c

inferior de la banda de conduccién, E. el nivel de Fermi para los electrones,
Rr

y N_ la densidad efectiva de estados en la banda de conduccién, Por otra parte,
¢

en condiciones de equilibrio la derivada @m’/dt’ se anula, de manera que

tenemos la igualdad:

n’(N’-m’) = Lm’ (en el equilibrio)

>
Sustituyendo en esta ecuacién Jas expresiones dadas arriba para m’ y n’,

obtenemos:
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L = N. exp { -( E-ED/ kT]

que era la expresién buscada para L en términos de ECE, A

En este trabajo analizaremos también el caso en que la corriente eléctrica

sea transportada por ambos tipos de portadores de carga (electrones y hoyos).

Al estudiar este caso supondremos que no existen trampas ni centros de

recombinacién en la banda prohibida del material, y que la difusién de los

portadores puede ser despreciada. En tal caso, las ecuaciones de balance para

electrones y hoyos toman la forma:

én’ a 200 ote

ae ~ age PE) ~ Cae

dp’ __ 4 eh) es Fates
ap = ax (H,p'E’) Cn’p

donde Cc es la llamada constante de velocidad de recombinacién. Estas

ecuaciones expresan el hecho conocido (Kao y Hwang 1981, sec. 4.1.2) de que la

velocidad de recombinacién directa entre hoyos y electrones libres es

proporcional al producto de las densidades de ambos portadores. Como

mencionamos en la seccién anterior, este tipo de recombinacién se presenta en

el caso de Jos semiconductores organicos como el naftaleno, el antraceno, y el

tetraceno.

1.4.3 Sobre las condiciones iniciales y de frontera

Para obtener una solucién particular de las ecuaciones de arrastre y
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difusion y de las ecuaciones de balance, necesitamos especificar las

condiciones iniciales y de frontera que deberan cumplirse.

Por lo que respecta a las condiciones iniciales, supondremos que

inicialmente el material esta descargado, de manera que en el instante inicia)

tendremos:

n'(x’,0) = 0 Os xsd’

p’(x',0) = 0 Os x’=d

y por consiguiente también tendremos que:

E’(x’,0) = 0 Os x's d’

siendo d’ el espesor de] material. Estas ecuaciones reflejan el hecho de que

antes del instante t’'= O no hemos inyectado portadores de carga dentro del

material, y también reflejan la suposicién de que en comparacién con los

numeros de electrones y hoyos que inyectaremos al material a través de los

electrodos, el ntimero de pares electrén~hoyo generados térmicamente puede ser

despreciado.

Por lo que respecta a las condiciones de frontera, recordemos que en la

seccién 1.3 indicamos que en este trabajo consideraremos que los contactos

entre el material y los electrodos encargados de inyectarle portadores de carga

son contactos dohmicos. Esto implica que el campo eléctrico en estos contactos

sera nulo, ya que precisamente un contacto 6oéhmico puede definirse como un

contacto en el cual la intensidad del campo eléctrico es cero,

independientemente de Ja corriente que fluya por el material (Parmenter y

Ruppel 1959; O’Dwyer 1968). Por lo tanto, como a lo largo de todo este trabajo



25

siempre supondremos que el catodo (situado en x’= 0) sera un_ electrodo

encargado de inyectarle electrones a la banda de conduccién del material,

deberd satisfacerse la condicién de frontera:

Vv °E’(0,t’) = 0 v

Por otro lado, cuando el Anodo acttie como un electrodo inyector de hoyos a la

banda de valencia del material, también deberemos considerar la condicién e

frontera:

Vv QOE’(d’,t’) = 0 v

Esta condicién, sin embargo, no se exigira en aquellos casos en que el Aanodo no

se utilice para inyectar hoyos al material, sino que actte simplemente como una

puerta de salida para los electrones que viajan en la banda de conduccién del

material.

1.5  Descripcién del presente trabajo

Tal como lo explicamos en la seccién 1.2, en este trabajo estudiaremos los

transitorios eléctricos que se producen cuando aplicamos subitamente una

corriente constante a través de materiales semiconductores o_ aislantes

(transitorios de carga), asi como los transitorios que se producen cuando

interrumpimos abruptamente Ja corriente (transitorios de descarga). Las

particularidades de los materiales en los cuales estamos pensando se explicaron

ya en Ja secci6n 1.3.

Los resultados de este trabajo se presentan en el siguiente capitulo (cap.
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i). Dicho capitulo esta  dividido en seis  secciones, en las cuales

consideraremos seis situaciones diferentes.

En la seccién IJ.1 estudiaremos e] transitorio de carga en un material en

el cual la corriente es conducida por ambos tipos de portadores de carga, es

decir, electrones y hoyos. En esta seccién consideraremos que no hay trampas en

el material, y que la difusién de portadores puede ser  despreciada.

Consideraremos también que hay recombinacién ditecta entre hoyos y electrones

libres. La estructura del sistema de ecuaciones que describe a este sistema

fisico se analizara en la sub-seccién II.1.1. En la sub-seccién  II,1.2

encontraremos como evoluciona el campo eléctrico dentro del material, cdémo

varian las densidades de los portadores de carga, y a qué velocidad avanzan los

frentes de portadores. Finalmente, en la sub-seccjén JJ.1.3 calcularemos cual

es e] estado estacionario al cual lega el sistema, cuanto tiempo tarda en

aleanzarse dicho estado, y como influye la recombinacién de portadores en dicho

tiempo.

Posiblemente el punto mas interesante de la seccion IJ.1 es que pone en

evidencia que la estructura matemdtica fundamental para describir los

transitorios eléctricos en semiconductores y aislantes es lo que los

matematicos denominan “‘sistemas hiperbdlicos cuasi-lineales’’. Esto es

importante, ya que el sdélo hecho de conocer si el sistema es hiperbdlico,

parabdlico, o eliptico, nos da una idea de la forma en que evoluciona el

sistema. Por ejemplo:

(i) en sistemas hiperbélicos los disturbios dentro del sistema fisico se

propagan con velocidad finita, a lo largo de curvas bien definidas en el

plano x~t, conocidas como curvas caracteristicas,

(ii) en sistemas parabdlicos usualmente hay una propagacion instantanea de
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informacién, de manera que un disturbio inicialmente puntual afecta

instantaneamente a la totalidad del sistema (como sucede en el caso de la

propagacioén de calor descrita por la ecuacién de difusién normal),

(iii) en sistemas elipticos por lo general no hay evolucién en el tiempo;

describen situaciones estaticas, o en estado estacionario.

Ademas, desde el punto de vista matematico también es importante saber a qué

categoria pertenecen las ecuaciones con las que vamos a trabajar, pues los

métodos analiticos de solucién son diferentes dependiendo si el sistema es

hiperbdlico, parabélico, o eliptico.

En las secciones 11.2, 1.3, y 11.4 estudiaremos los transitorios de carga

y descarga en sistemas con electrodos planos, cilfndricos, y  esféricos,

respectivamente. En estas secciones supondremos que la corriente eléctrica es

transportada por un sdélo tipo de portadores de carga, que no hay trampas en el

material, y gue la difusion de portadores puede ser despreciada. En cada una de

estas tres secciones encontraremos la dependencia espacio-temporal del campo

eléctrico, asi como de la densidad de portadores de carga. Calcularemos también

la forma de los transitorios de voltaje, y obtendremos expresiones para

calcular la movilidad de los portadores a partir de la duracién de los

transitorios de carga.

En la seccién IJ.5 estudiaremos los transitorios de carga y descarga en un

sistema en el] cual] Ja corriente es transportada por un sdlo tipo de portadores,

y en el cual existen trampas situadas en un Unico nivel energético dentro de la

banda prohibida del material. Mostraremos que también en este caso los

transitorios eléctricos estan descritos por un sistema hiperbdlico

cuasi-lineal, y hallaremos una solucién aproximada para dicho sistema. Mediante

esta solucién obtendremos una expresién para calcular la movilidad de los
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portadores de carga a partir de la duracién del transitorio de carga. Esta

expresién nos mostraraé hasta qué punto, y bajo qué condiciones, es valido

despreciar la presencia de trampas en el material.

Finalmente, en la seccién II.6 estudiaremos los transitorios de carga y

descarga en un sistema en el cual la corriente es transportada por un sdélo tipo

de portadores de carga, no hay trampas en el material, y la difusién de

portadores s{ es tomada en cuenta. En este caso, las ecuaciones que describen

los transitorios de carga y descarga dejan de ser hiperbélicas, y se

transforman en parabdlicas. Resolviendo estas ecuaciones encontraremos la

dependencia espacio-temporal del campo eléctrico durante los transitorios de

carga y descarga. Hallaremos también una expresién para el campo eléctrico en

el estado estacionario, y una expresién para el valor estacionario del voltaje.

Esta ultima expresién nos mostrarad hasta qué punto es vdalido despreciar la

difusién de los portadores de carga.
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If RESULTADOS ANALITICOS Y NUMERICOS

II.1 Sistemas con ambos tipos de portadores de carga

If.1.1 El sistema de ecuaciones

E] sistema considerado en esta seccién es un semiconductor sin trampas,

colocado entre dos electrodos planos, separados una distancia da’.

Consideraremos que los electrones son inyectados dentro de la banda de

conduccién del material por el electrodo de la izquierda (el cAtodo), situado

en x’ = 0. En forma similar, consideraremos que los hoyos son inyectados dentro

de la banda de valencia del material por el electrodo de la derecha (el Anodo),

situado en x’= d’. Supondremos que el catodo acttia como un contacto éhmico para

el flujo de electrones, y el Anodo como un contacto 6hmico para el flujo de

hoyos. Ademas supondremos que el numero de portadores generados térmicamente

puede ser despreciado en comparacién con el numero de portadores inyectados por

los electrodos. Por lo que respecta al proceso de recombinacién entre

portadores, en este trabajo sélo consideraremos el caso de la recombinacién

directa de banda a banda entre hoyos y electrones libres, en el cual no

intervienen centros de recombinacién. Finalmente, consideraremos que en el

instante t’= O una densidad de corriente constante J, < 0 es impuesta a través

del material.

Con las suposiciones arriba mencionadas, las ecuaciones que gobiernan el

flujo de portadores son la ecuacién para la densidad de corriente total (Kao y

Hwang 1981, pags. 360-361):
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; _ — 3E’
J = quRE! + QUDE + © ars (4)
°

las ecuaciones de balance para electrones y hoyos:

an’ _ a a ‘a0 axe (un EB} Cin’p (5)

 

dp’ __ 4 ee
aE Say (u p'E’) C'n’p (6) 

y la ecuacién de Poisson:

8B’ | dQ ps
ax” =e (PT) 2)

En estas ecuaciones q es el valor absoluto de la carga electrénica, Me and 4,

son los valores absolutos de Jas movilidades de hoyos y electrones, n’ y p’ son

las densidades de electrones libres y hoyos libres, e es la permitividad (0

constante dieléctrica), C. es la constante de recombinacién directa de banda a

banda, y E’ es el campoeléctrico.

Ahora introduzcamos las siguientes variables adimensionales:

x = x’/d’
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b= HB

vepusHY u

c = =C
r guor

donde Jr es un valor caracteristico (positivo) de la densidad de corriente, y pu

se ha definido como:

Con las variables adimensionales definidas arriba las ecuaciones  basicas

(1)~(4) toman la forma:

 

J=vnE+vpE+E (8)
° n P t

n= £ (v nE) - Cnp (9)
t ex a r

pP=- nlyp pE) - Cnp Go)
t Ox P r

EN =p-a (11)

donde los subindices x y t indican las derivadas parciales respecto a esas

variables. Estas ecuaciones fueron estudiadas primeramente por Gill y Batra

(Gill y Batra 1971). Sin embargo, Jas condiciones de frontera que utilizaron

estos autores fueron diferentes a las que se consideraran en este trabajo, lo
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cual cambia totalmente la naturaleza del problema. En particular, Gill y Batra

utilizaron una condicién de voltaje constante, en lugar de la condicién de

corriente constante que utilizaremos aqui.

A partir de las ecuaciones (8)-(11) es posible probar que J, es

independiente de x, Una vez sabiendo esto, la ecuacién (11) se transforma en

una consecuencia obligada de las ecuaciones de evolucién temporal (8)-(10). Por

tal motivo, podemos momentdneamente olvidarnos de la ecuacién (11), y

concentrar nuestra atencién en las ecuaciones de evolucién temporal.

Las tres ecuaciones de evolucién temporal (8)-(10) constituyen un sistema

de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de primer orden, que puede ser

escrito en la forma compacta:

au 6U
a7 + A(U) ag + B(U) = 0 (12)

donde U y B(U) son Jos vectores columna:

E(x,t)}
U(x,t) = n(x,t) (13)

p(s,t)}

pvnE + vpe = J,

B(U) = Cnp (14)

Cnp

y A(U) es la matriz cuadrada:

Oo 0 0

A(U) = |-yn -vE 0 (18)
nr n

0 vE
veP P

Los sistemas cuasi-lineales de primer orden en dos dimensiones (una espacial y

otra temporal), tales como el sistema (12), pueden ser clasificados en
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parabdélicos, elfpticos, ultrahiperbélicos, hiperbélicos, y estrictamente

hiperbélicos (Jeffrey 1977, cap. 2), dependiendo de los valores propios

(eigenvalores) y vectores propios (eigenvectores) de la matriz A(U). En nuestro

caso los valores propios de A(U) son los siguientes:

A = 0, A. = -v_E, A. =vE (16)
2 n 3 Pp

y los vectores propios son :

EB oO 0
vo=]} -n ve 1 v, = 0 (17)

, -p 0 1

Podemos observar que en todos aquellos puntos (x,t) donde E#*0 tenemos tres

valores propios reales y distintos, y tres vectores propios linealmente

independientes, lo cual implica que el sistema: (12) constituye. un sistema

estrictamente hiperbélico (Jeffrey 1977, Richtmyer 1978, pags. 364-383).

Para obtener una solucién particular del sistema (12) tenemos que

especificar las condiciones iniciales y de frontera que se impondran al

sistema. Si consideramos que no se han inyectado portadores libres al material

antes del instante t = 0, y tomamos en cuenta que el ntimero de portadores

libres generados térmicamente se considerara despreciable, tendremos las

condiciones iniciales (Kao y Hwang 1981, pag. 361):

(18)A * IA _n(x,0) 0, 0u

(19)A * A mNWp(x,0) 0, 0

Ademas, como el estado inicial del material a partir del cual se iniciara el

proceso de inyeccién de carga es un estado en el cual no se ha aplicado todavia
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ningtin campo eléctrico externo, tendremos ta condicién inicial adicional:

E(x,0) = 0, O2xes) (20)

Por otra parte, es bien conocido (Lampert y Mark 1970, pags. 36-37; Parmenter y

Ruppel 1959; Many y Rakavy 1962; O’Dwyer 1968) que el hecho de considerar

contactos <6hmicos entre nuestros electrodos y el material nos permite

considerar las condiciones de frontera:

(21)Vv oE(0,t) = 0, t

VvEQ,t) =O , tz0 (22)

En la siguiente seccién consideraremos lo referente a las curvas

caracteristicas del sistema (12).

11.1.2 Curvas caracteristicas

En el instante t = 0, cuando imponemos stibitamente una corriente constante

a través del material, los electrones inyectados por el catodo (situado en x=0)

comienzan a cruzar el material de izquierda a derecha (en direccién hacia el

anodo situado en x=1), y los hoyos comienzan a cruzarlo en direccién opuesta.

Conforme el tiempo avanza, los electrones y los hoyos se van acercando unos a

otros, se encuentran, se superponen y se recombinan, y eventualmente alcanzan

al electrodo opuesto a aquél del cual partieron. La evolucién en el tiempo de

este proceso se podra apreciar claramente una vez que hayamos determinado las

trayectorias en el plano (x,t) de los frentes de avance de electrones y hoyos.
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Estas dos trayectorias son los frentes de onda de dos disturbios propagandose

en el material, por lo cual esperamos que sean curvas caracteristicas del

sistema (12). En lo que sigue veremos que efectivamente tal es el caso.

Las curvas caracteristicas del sistema (12) son las soluciones de las

ecuaciones (Jeffrey 1977, Richtmyer 1978):

dx .
a= A(ED, i= 1,2,3 (23)

donde los valores de afe) estan dados en (13). Para i = 1 las soluciones son

simplemente las lineas rectas x = constante. Mas adelante veremos que estas

lineas pueden actuar como transportadoras de discontinuidades de la derivada

parcial EL en el caso limite en el cual C.. = o. Por otra parte, para obtener

las soluciones de la ecuacién (23) correspondientes a i = 2 e i = 3, es

necesario calcular primero el campo eléetriee E(x,t), ya que los valores

propios ay y A, son funciones de E(x,t).

Empecemos por calcular el campo eléctrico E(x,t) en la porcién de la

franja S = { (x,t) | Qe xs1,t20 } en la cual p = 0. Que tal porcién debe

existir debe ser intuitivamente claro, ya que el frente de avance de los hoyos

se propaga con una velocidad finita. Sobre esta porcién de la franja S las

ecuaciones (8) y (ll) se simplifican, y pueden combinarse en una tnica ecuacién

diferencial parcial de primer orden para el campo eléctrico:

-p ER +E = J : (24)
nox t o

Para obtener la solucién de esta ecuacién conviene visualizar a las variables

x, t, y E como a funciones de dos parametros caracteristicos s y t, y

considerar las llamadas ‘‘ecuaciones caracteristicas’’ (Jeffrey 1977, Zauderer
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1983, pags. 37-39, .85~90):

OX 2 _yeE (25)
as n

at
3s = 1 (26)

GE
as = J, (27)

Estas ecuaciones deben resolverse conjuntamente con las condiciones iniciales;

=0x(0,1) = % r (28)
qT, t20

-T, eS 0

t(0,t) = (29)
Q, = 0

E(0,t) = 0, -~woSTSO0 (30)

que son simplemente una representacién paramétrica de las condiciones iniciales

y de frontera (20) y (21). Podemos ver que la solucién de Jas ecuaciones

caracteristicas, junto con sus condiciones iniciales, es la siguiente:

E(s,t) = Js (31)

~ 5 vJ s* TsO

x(s,t) = ae (32)

es vis’ +t t= 0
2ono ~

s-= t= 0

t(s,t) = (33)
s t2z0

y de estas expresiones se sigue que la funcién E(x,t) tiene la forma:
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rt, (x,t) € R,
°

E(x,t) = (34)
-(-21x/v )', (x,t) ER

oO n 2

donde R y R, son las regiones mostradas en la figura 1. La expresién anterior

implica que la densidad de electrones libres es:

0, (x,t) € Ri

(35)
 

n(x,t) = J . 2
2px } (x,t) € R,

La solucién de las ecuaciones caracteristicas muestra que la frontera que

separa las regiones R y R, es el arco de parabola:

 =(-2 , GQstet : (36)

donde th es el] instante (atin por determinarse) en que los frentes de electrones

y hoyos se encuentran. Esta curva define la trayectoria que sigue el frente de

electrones (para t < ts y es, como esperdbamos, una curva caracteristica, ya

que es solucién de Ja ecuacién (23) para i = 2.

Las demas fronteras que delimitan a las regiones R y R se determinaran

un poco mas adelante, pero desde ahora las podemos observar en la figura 1.
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DISTANCIA ADIMENSIONAL

Curvas caracteristicas que delimitan las regiones: R, (donde no han

llegado todavia los hoyos y  electrones inyectados por los

electrodos), R, (donde los Unicos portadores libres son electrones),

R, (donde los wnicos portadores libres son hoyos), y R, (donde

coexisten ambos tipos de portadores). El caso (a) corresponde a una

velocidad de recombinacién infinita (C= ), y el caso (b} a un valor

finito de Cc. En ambos casos pv=8/7, v=6/7, y Joao.
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Procediendo en forma similar en la porcién de la franja S en la cual n =

O, se encuentra que:

It (x,t) € R
E(x,t) =? ° 1/2 ‘ (37)

- [-23 a-w7v,| (x,t) @ R
° p ; : 3

y:

O, (x,t) € R,

p(x,t) = J, 1/2 (38)

|-arie] ; matt & B

donde la solucién de las ecuaciones caracteristicas implica que la frontera

entre Jas regiones R, y R, esta dada por:

1/2

O<t<t (39)

Esta curva define la trayectoria que sigue el frente de hoyos (para t < ti y

és una curva caracteristica, ya que es una solucién de la ecuacién (23) para i

= 3.

De la interseccién de las curvas (36) y (39} obtenemos que la posicién x
m

y el tiempo th en los cuales se encuentran los frentes de electrones y hoyos

son:

v (40)

tas yl? (41)m oO
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Ahora la pregunta es: gqué pasa cuando se encuentran los hoyos y los

electrones?. La respuesta a esta pregunta depende de la constante de

recombinacién Cc. Si la recombinacién de hoyos y electrones fuera instantanea

(i.e. Ce o), el flujo de electrones arribando al punto de encuentro (xst)

cancelaria exactamente al flujo de hoyos (independientemente de los valores de

vi y vi), y consecuentemente los frentes de electrones y hoyos permanecerian

fijos en la posicién x_. En este caso e] sistema estaria en estado estacionario
m

a partir del instante t_, y el campo eléctrico estacionario seria:
m

= (-2) x/v_)'%?, 0
oO n

tA * IA *

E(x) = ” (42)
1A * A ms

1/2

~ [- ad (-xivv J x
o P ,

Podemos observar que E(x) es continua en xo pero la derivada EL no lo es. Por

lo tanto, en este caso viata: la superficie E(x,t) tiene un doblez a lo largo

de la recta x = x Para t 2 to como se indica en Ja figura la). La

existencia de este doblez es posible tnicamente debido a que las rectas x =

cte. son curvas caracteristicas del sistema (12), como ya hemos visto arriba.

Para valores mas realistas de la constante c (i.e. valores finitos),

después del instante th el frente de electrones penetrara en la zona ocupada

por hoyos, e inversamente, el frente de hoyos penetrarad en la zona ocupada por

electrones. De esta manera una zona de coexistencia de hoyos y electrones (que

denotaremos como R) se formara, tal como se indica en la figura I(b).

Las fronteras de la regién R, con las regiones R y R, seran dos curvas

caracteristicas, de la misma forma que las fronteras de R, con Ro y R, son

también curvas caracteristicas. Para obtener la forma analitica de la frontera

entre R, y R, podemos usar la expresién para E(x) valida en R para integrar la
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ecuacién caracteristica (23) correspondiente al valor propio a, = 2 CE De esta

manera obtenemos que la frontera entre R, y R, es el arco de parabola:

tA < tA Pa
d

v

v= [i x} ~ [ie x] M24 yl? 0 (43)
v m v m m m
P P

Esta caracteristica define la trayectoria seguida por el frente de hoyos para t

= t.. Haciendo x = O en esta ecuacién vemos que el tiempo t al cual los
m Pp

primeros hoyos llegan al catodo es:

v

‘= f * |, (44)

Esta igualdad resulta mas Util si la escribimos en términos de cantidades con

dimensiones, es decir, en la forma:

 te 2 [ « Se \" (45)
J

°o

Escrita asi, esta ecuacién nos muestra cémo tendriamos que variar el espesor d’

del material y/o la corriente Jr aplicada al mismo, si desedramos modificar el

tiempo de transito . del frente de hoyos,

Para obtener la forma analitica de la frontera entre R, y R, podemos

proceder de forma similar, y usar la expresién para E(x) valida en R para

integrar la ecuacién caracteristica (23) correspondiente al valor propio a, i

-v E. De esta forma encontramos que la frontera entre R, y R, esta dada por la
n

siguiente expresién:

o
s

=

m m m
t= [i+ J: - [+ Jax)? (-x) 72 x =x sil (46)nm v

n

Esta caracteristica define Ja trayectoria seguida por el frente de electrones
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para t 2 to Haciendo x = I en esta ecuacidn vemos que el tiempo t_ al} cual los
7 n

primeros electrones Ilegan al dnodo es:

v
t= ( i }: (47)

m

Al igual que en el caso del movimiento de hoyos, esta ecuacién se puede

escribir con cantidades con dimensiones en la forma:

> 1/2
va 2 [- ae } (48)

Las ecuaciones (45) y (48) nos muestran que si modificamos la razén d’vs’ en un

2 : z : ’ ape £
factor n°, ambos tiempos de transito t y t! se modificaran en un factor n. De

estas dos ecuaciones también podemos ver que la razén entre los tiempos de

transito esta dada, precisamente, por la raz6n inversa entre las movilidades:

fs
"

(49)

zs

Ut

F
I

ua
x

a

Como en muchos casos practicos se conocen las movilidades de los portadores,

esta ecuacién nos permite saber cuanto mas tardara el frente de hoyos,

comparado al de electrones, en cruzar e] material.

Ahora, una vez conociendo las trayectorias completas de los frentes de

electrones y hoyos, la evolucién en el tiempo del proceso de inyeccién de

portadores de carga dentro de! material puede apreciarse con claridad. En la

figura 2 podemos observar dichas trayctorias para diferentes valores de viy

Vv.
Dp
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DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura 2. Frentes de avance de electrones (curvas continuas}) y hoyos (curvas

discontinuas) para Jack y diferentes valores de las movilidades

adimensionales: (a) v= v= 1, (b) v= M/7, v= 3/7, y (c) v= 7/4,
a Pp n Pp n

v= 1/4.
P
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Para finalizar esta sub-seccién quisiera aclarar una interrogante

interesante, que me fue planteada originalmente por el Dr. Enrique Cabrera.

La interrogante es la siguiente: hemos visto que para todo valor finito de

Cc. (inclusive si Cc. es muy grande) los frentes de avance de hoyos y electrones

estén dados por los arcos de parabola (43) y (46). En cambio, cuando C= oo)

estos arcos de parabola se transforman abruptamente en la recta x = x ~Cémo

es que tiene lugar este cambio, aparentemente discontinuo?

A continuacién mostraremos que la respuesta a esta interrogante es que, si

bien la forma de los frentes de avance de hoyos y electrones es independiente

de C (para Cc. finita), el nGmero de hoyos que marchan a lo largo del frente de

avance (43), asi como el ntmero de electrones que marchan a lo largo del frente

de avance (46), si son cantidades que dependen de Cc. y que tienden a cero

conforme Cc. tiende a infinito.

Para simplificar un poco el Algebra consideremos el caso particular en el

cual ve = ai 1. En tal caso las ecuaciones fundamentales (8)-(11) tienen

la forma:

E,+nE +pE+1=0 (50)

H nE + En. - Cop (51)

P, = PEL - Ep, ~ Cnp (52)

EL =p-n (53)

Despejando a p de (53), y sustituyéndola en (50) y (51), obtenemos las dos

ecuaciones siguientes:

E + EE +0 + O + (2nE+i) = 0 (54)
t x
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0 +(+C)nE -n +En - Cn’ =0 (55)
r x t x r

que constituyen un sistema de la forma:

AE +BE +Cn +Dn +F =0 (i=1,2) (56)
it tx oe tix i

Courant y Friedrichs (Courant y Friedrichs 1948) muestran que un sistema de

este tipo puede transformarse en el siguiente sistema de  ‘‘ecuaciones

caracteristicas’’:

B : ‘

x7 ct, = O (57)

x, 7 ty =0 (58)

TE, + (af~S)n, + (Kg -H)t, =0 (59)

TE, + (ag-S)n, + (KO-H)t, = (60)

donde 5 y €son las soluciones de la ecuacién:

2
at” - 2b +c = 0

en la cual:

a = [AC], 2b = [AD]+IBC}, c = [BD]

con:

[Xy] = XY -XY
12

T = [AB], S={[BC], K = [AF], H = [BF]

En el caso particular del sistema (54)-(55) las 4 ecuaciones caracteristicas

tienen la forma:
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x - Et =O 2 (61)
a a

Et, = 0 62X, + 3 (62)

(I-C )nE. + [-2C En? + 2En” - (C-1)n]t_ = 0 (63)
r a r r a

(1-C )nE, + 2En, + [2En” ~ (C -I)n]t, = 0 (64)
re B B r 8

Si ahora despejamos a ts de (62), la sustituimos en (64), y luego multiplicamos

la ecuacién resultante por E/x,, obtenemos:

2 2
(-CNEE,/%, + 2E n/%, + (c, i)n 2En” = 0 (65)

y como (Zemansky 1968, pags. 39 y 283):

f= ( 3) (#)* (8)x, 6p oi ax ” 6x “

Xe _ {an ap) _ {an
Xe BY), Ox J 8x),

ane

(1-C raf oe " 2e"( an + (C-I)n - 2En?=0 (66)
x a x re

a

Esta ecuacién nos permite calcular los valores de n a lo Jargo de una curva

caracteristica a=cte. si conocemos los valores del campo eléctrico sobre dicha

caracteristica,

Consideremos ahora la caracteristica que define el frente de avance de los

electrones para t = t= Ls
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ye (67)

A “ 1A —t= 2 - [2(1-x) N
j

Esta caracteristica es precisamente una caracteristica del tipo a=cte., pues la

ec. (62) nos muestra que las curvas a=cte. son tales que:

at - 1(B) obsa

Sobre esta caracteristica sabemos que el valor del campo eléctrico esta dado

por la expresién que aparece en la ec. (37):

1/2

N
I
H

ta * 1AE(x) = -[20-x)]

de manera que sustituyendo esta expresién en la ec. (66) obtenemos:

(C-Dn + stin){ 3 | + (C-Un + 2[20-x)1'7n? = 0
r Ox & r

y esta ecuacién puede escribirse en Ja forma:

 

cj 2 1/2

2u, - [ s jo= [4] (68)
wm La

donde hemos definido:

(69)ec i

B
l
e

y la derivada parcial uy que aparece en (68) se lleva a cabo manteniendo a

constante.

La ec. (68) puede resolverse por el método de variacién de parametros, y

la solucién que se encuentra es:

(i-c J72
r

JA * A me

1 1/2
Se {2(1-x)]

r N
Iu(x) = k[2Q1-x)]
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donde k es una constante. Sustituyendo esta expresidn en (69), y tomando en

cuenta que n(i/2)=1, obtenemos la densidad de electrones a Jo largo de la

caracteristica (67) que separa a las regiones R, y R;

Cc r

(i-¢6)/2
r

<x¢l (70)N
i
e

n(x,C ) =
e

yf?
(C+1)[20-x)] - [2(1-x

Esta expresién queda indeterminada si C= 0. Sin embargo,si definimos:
r

n(x,C =O) = lim n(x,C)
r Cc> 0

r

y utilizamos la regla de L’Hopital para calcular este Ultimo limite,

encontramos que:

1

[20-x)))- [20-x)))7Inf2U-x)1
=x<l . (71) 

N
i
e

n{x,C=0) = Fi

El cAlculo de la densidad de hoyos a lo largo del frente de avance (43) se

harfia de manera completamente analoga.

La expresién (70) muestra que atin cuando Cc. sea muy grande, el valor de

n(x,C} nunca se hace cero en e} intervalo 1/2 = x ¢ 1. Esto implica que aun

cuando c. sea muy grande, sigue habiendo electrones que logran llegar hasta el

frente de avance (67), lo cual corrobora la afirmacién de Kao y Hwang (Kao y

Hwang 1981, pag. 260) en el sentido de que el proceso de recombinacién no es un

obstaculo que impida que los hoyos y electrones completen su penetracién dentro

del material. Lo que si ocurre, es que conforme Cc. va creciendo, cada vez son

menos los electrones que logran llegar hasta el frente de avance (67), como

podemos observar en la figura 3.
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Figura 3. Densidad de electrones a lo largo de la caracteristica a=cte. que

separa las regiones R, y R, para distintos valores de la constante

de recombinacién c (los valores de C. se indican junto a las

curvas).
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La figura 3 nos, ayuda a comprender cémo es que atin cuando Cc. sea mucho muy

grande, el frente de electrones sigue Negando hasta la caracteristica (67),

poro en el limite C= o los electrones no avanzan mas alld de x = 1/2. Esto nos

explica por qué, en el limite Cs w, los frentes de avance de hoyos y

electrones dejan de ser los arcos de pardbola (43) y (46), y se convierten en

la recta x = x

Desde un punto de vista meramente matematico, la aparicién stbita de una

discontinuidad en x = x esta relacionado con el hecho bien conocido (aunque no

por ello menos interesante) de que una sucesién de funciones continuas bien

puede converger a una funcién discontinua. Un ejemplo bien conocido en fisica

es la distribucién de Fermi-Dirac:

-1f(2) = lexp{E-E, }/kT] (72)

Esta expresién nos determina una familia de curvas, cada una de las cuales

corresponde a un valor determinado de la temperatura. Para toda T#0, Ja

ecuacién (72) define una curva continua. Sin embargo, en el limite en que T

tiende a cero, la expresién (72) tiende a una funcién discontinua:

1 para E-E< 0

lim f{E) = (73)
T? 0 O para E-E 0

En la figura 4 podemos observar cémo la sucesién de funciones continuas f(E)

tiende a la funcién discontinua (73) conforma T+0. Algo similar a ésto es lo

que ocurre con la dendidad de electrones conforme C > o.
Cc
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If.1.3 Aproximacién a un estado estacionario

En la seccién anterior obtuvimos la forma de la funcién E(x,t) en las

regiones R, R» y R> y también encontramos que las fronteras de la regién R,

no dependen de la constante de recombinacién Cc. En esta seccién obtendremos

alguna informacién sobre el comportamiento de la funciédn E(x,t) en la regién

R.
4

La regién de coexistencia R, es uma zona donde el campo eléctrico

evoluciona hacia un estado estacionario. Este estado estacionario, asi como el

tiempo necesario para llegar a él, dependen de la constante de recombinaci6én

Cc. Ya hemos visto que en el caso limite en el que cs @ un estado

estacionario, dado por la expresién (42), se alcanza en el instante ti En el

otro caso limite, en el cual C = 0, la ecuaciones de evolucién temporal
r * a

(8)-(10) se reducen a:

vnE + vUpE = J,

vnEFA
na

E=J -Avp

donde A es una constante que debera ser determinada a partir de las condiciones

de contorno. Substituyendo las dos Ultimas ecuaciones en la ecuacién de Poisson

(1), e integrando Ja ecuacién resultante, encontramos que la_ solucién

estacionaria para el campo eléctrico necesariamente tiene la forma:

Jv _- 2A
on

vv
Jx+8

np

E(x) = 2
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donde B es otra constante. Si ahora imponemos las condiciones de frontera (21)

y (22), llegamos al inesperado resultado de que la tnica solucién estacionaria

del sistema hiperbélico (8)-(11), consistente con las condiciones de frontera,

es:

E(x) = 0, O=xesl]1

Este estado no es alcanzado jamas por el sistema. Sin embargo, el sistema si se

aproxima asintéticamente a este estado, como se puede observar en el resultado

numérico mostrado en la figura 5. La forma de calcular la curva mostrada en

esta figura se explica en el apéndice A de este trabajo. Podemos, pues, decir

que cuando C = 0 el sistema alcanza un estado estacionario en t = o.
r
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Para valores intermedios de la constante de recombinacién (0 < cK ©) es

mas dificil encontrar la solucién estacionaria del sistema (8)-(11) consistente

con las condiciones de frontera (21) y (22). En este trabajo analizaremos el

caso particular en el cual C= v= 1. Para simplificar las férmulas’ también

supondremos, sin pérdida de generalidad, que J .7 ~l. Para esta eleccién de los

pardmetros, las ecuaciones (8), (9), y (11) implican que el estado estacionario

esta descrito por las ecuaciones:

EE. + 2nE+1=0 (74)

oO (75)
2

En -n
x

las cuales pueden ser escritas en la forma:

1 2 ,
EP" eG (76)

1
MO (77)

con el cambio de variable:

(78)3 It

S
l
e

A partir de las ecuaciones (77) y (78) puede verse que u(x) debe ser una

funcién positiva y creciente. Ademés, de las ecs. (76) y (77) se sigue que:

dE ut 2eE
ag 2 Go (79)

que es una ecuacién de la forma:
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dE _ Au + BE . 9
du ~ Cu + DE (80)

la cual también puede escribirse en la forma:

P(u,E)du + Q(u,E)dE = 0

si definimos:

Au + BEiP(u,E)

-(Cu + DE)iQ(u,E)

La solucién de una ecuacién de la forma (80) esta dada por (Davis 1962, pags.

36-39):

In(ku) = - oS dv

donde se han definido:

v= E/u

Glv) = P(1,v) + vOl1,v)-= A + (B-C)v - Dv"

y k es una constante, En e] caso particular de la ecuacién (79) tenemos:

QUi,v) = -1

Gv) =l+yv

de manera que la solucién de (79) esta dada por:

in(ku) = { = = In(l+v) = In ( 1+ E] 

de donde:
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E = kuu : ; (81)

Ahora veamos de qué signo debe ser la constante k.

Si k fuera cero las ecuaciones (81) y (77) implicarian que: |

E(x) = ~(2x)'?

lo cual no satisface la condicién (22). Por lo tanto la constante k es distinta

de cero.

Si exigimos que (81) satisfaga la condicién (21) vemos que:

k u*(0) - u(0) = 0

y esta ecuacién se puede satisfacer de dos maneras:

(i) con u(0) = 0

(ii) con u(O) =

w
h
e

Por otra parte, si exigimos que (81) satisfaga la condicién (22), vemos que:

2
k u'(1) - uli) = 0

Jo cual, nuevamente, puede satisfacerse de dos maneras:

(i) con u(1) = 0

(ii) con u(i) =

w
i
e

Notemos ahora que (75) implica que n< O para cualquier valor de x. Esto

implica que n(O) > n(J) y, por consiguiente, ufO) < u(1), lo cual sédlo puede

cumplirse si:
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u(O) = 0 : (82)

y:

ua) = (83)WA ie

Esta Ultima ecuacién implica que la constante k es positiva, ya que u(1) no

puede ser negativa.

Busquemos ahora la forma de la funcién u(x).Para ello sustituyamos la

expresién (81) en la ecuacién (77). Obtenemosasi:

du
dx 2

u~-ku

lo cual implica que:

u(x) 2

(u-ku") du = { dx
ulo)

Efectuando las integrales obtenemos una ecuacién algebraica para u(x):

uw aw peso (84)

que es una ecuacién de la forma:

uw + ru’ +su+t=0 (85)

con:
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Para resolver una ecuacién de la forma (85) conviene introducir el cambio de

variable:

usy-~ 5 (86)

con lo cual (85) se transforma en (Bronshtein y Semendyayev 1985):

(87)yo +py+qs0

donde:

_ 3s-r?
~ 3

3ar’ rs
I=o7 3%

El comportamiento de la solucién de la ecuacién (87) depende del signo del

discriminante:

p= 2% {x -+) (88)

Para que este discriminante conserve un mismo signo a lo largo de todo el

intervalo O < x < 1 es necesario que:

v
i Vv n

a
i
e
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Suponiendo, pues, que. esta desigualdad se cumple, la ecuacién (88) nos dice que

D < 0 en todo el intervalo 0 < x < 1, y esto implica que (87) tiene 3

soluciones reales, las cuales pueden expresarse en la forma (Sokolnikoff y

Sokolnikoff 1941):

_ 9,13 ¢
y, = 2p cos[ 3 (89)

= 29 o_+_2n
y, = 2p cos 3 } (90)

= 29 $+40
1, > 2p cos 3 ] (91)

donde se han definido:

3 \1/2e+({-3) (2
wey we okcos(¢) = 2p (93)

En el caso particular de la ecuacién (84) tenemos que:

pee
4x?

eeeS:
a?

de manera que las expresiones (92) y (93) se convierten en:

p= ak

8k°

cos(p) = 1 - 12k7x

Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (89)-(91) vemos que las 3
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posibles soluciones se pueden escribir en Ia forma:

1 are cos (1-12k"x) + Zr

3(00 = 6058[>]

donde z= Oo, z= 2; y z= 4. Introduciendo esta expresién en (86) vemos que las

tres posibles soluciones de la ecuacién (84) son:

are cos (1-12k"x) + Z\n

S| (94)u (x) ea + i cos
i k 32k

Se puede comprobar por sustitucién directa que esta expresién es solucién de

(84).

Ahora elegiremos los valores de k y z, de manera que se cumplan las

condiciones de frontera (82) y (83). La primera de estas condiciones nos dice

que:

ly loo arc cos (1) + ayn -

2k hC&k 3 -

lo cual implica que:

Z,
cos 1 aint

3 2

Esta ecuacién se satisface si Z= 25 2, o bien si z= z= 4, pero excluye la
t

posibilidad de que Zz, sea igual a cero. Por otra parte, la condicién (83) nos

dice que:

1 ou arc cos (1-12k”) + Zin

2k * & OS (el= I

Jo cual nos conduce a:
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 (95)

N
e

arc cos (1-12k") + Zin

cos 3 }

y esta ecuacién implica que se debe cumplir una de las dos_ siguientes

ecuaciones:

1 2, im 1
3 are cos (1-12k") + “3” = are cos 3 } (96)

Zz.
1 -1 2 i. 1 43 are cos (1-12k") + 3 = arc cos {3} « $n (97)

La primera de estas ecuaciones debe descartarse, ya que no se satisface ni para

z= 25 2, ni para Z= 25 4. Por otro lado, la ecuacién (97) implica que:

1 - 12k” = cos ((S~2,)r]

lo cual, tanto si 25 z= 2 como si z= z= 4, nos conduce a la igualdad:
L

 

la cual excluye la posibilidad de que Zz fuera igual a 2. Vemos, pues, que el

unico de los tres posibles valores de z, que es consistente con las condiciones

(82) y (83) es:
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Ahora, una vez conocidos los valores de k y zy podemos sustituir (94) (con

i=3) en (81) para obtener la forma del campo eléctrico en el estado

estacionario. De esta forma encontramos que:

2
are cos (1-12k°x) .+ ar] (98)i | 2

G0) = ~ fe +p cos” [ ;

En la figura 6 podemos ver la grdfica de esta funcién, en comparaci6én con la

gréfica del campo eléctrico existente en e) instante tet= 1, en el cual los

hoyos y los electrones se encontraron por primera vez.
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El hecho de que la curva que describe al campo eléctrico en el estado

estacionario (curva B de la fig. 6) sea mds aplanada (i.e. con valores

absolutos de EL menores) que la curva que describe al campo eléctrico en el

instante to en que hoyos y electrones se encontraron por primera vez, se debe

a que ‘en el estado estacionario los electrones han invadido el espacio antes

ocupado sélo por hoyos, y viceversa, disminuyendo asi la densidad total de

carga, de manera que disminuye el valor absoluto de ED y por consiguiente la

gréfica de E(x) se aplana.

Para encontrar el tiempo que necesita el sistema para alcanzar el estado

estacionario (98), se calculé numéricamente la evolucién en el tiempo del campo

eléctrico a lo largo de Ia recta x = 1/2. La forma en que se llevé a cabo el

calculo numérico se explica en el apéndice B de este trabajo. El resultado de

dicho cdlculo se muestra en la figura 7, en la cual podemos ver que el valor

estacionario:

~i).,-3 2 -e{x = 3 | 5 =p 0.61

se alcanza alrededor del instante t = 2.5. En esta figura podemos también

observar los diferentes comportamientos del campo eléctrico para los tres

valores de Cc que hemos considerado. Podemos observar que conforme el valor de

Cc aumenta, también aumenta el valor estacionario del campo eléctrico. Esto se

debe a que al aumentar la recombinacién son menos los electrones que logran

penetrar en la regién anteriormente ocupada por hoyos (y viceversa), pues gran

parte de los electrones se recombinan en la cercania del punto x = x ¥ no

logran avanzar mas. Como consecuencia, la densidad total de carga no disminuye

tanto, y los valores absolutos de E. y E(x) aumentan.
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Conociendo la forma del campo eléctrico en el estado estacionario es

posible calcular el valor estacionario del voltaje:

qt

Ve- | E(x)dx
0

Efectuando esta integral se encuentra que en el estado estacionario:

—

Va V-== % 0.49 (99)

w
l

oO

Podemos también ver que en el instante t= 1 el valor del voltaje era:

1/2 1

v(t=1) =f (2x)'ax + i [201-x)]ax =
° 172,

(100)

W
I
N

Como era de esperarse, el valor del voltaje en el estado estacionario es menor

que en el instante to ya que como vimos en las figuras 6 y 7, la magnitud del

campo eléctrico disminuye conforme nos acercamos al estado estacionario.

Desde el punto de vista de las aplicaciones practicas de los

semiconductores, es Util saber qué tan alta es el pico de voltaje que se

produce al iniciar la inyeccién de carga. De las ecs. (99) y (100) vemos que:

vite) = Ky 2 136 Vv (101)
3 ° °

lo cual muestra que en este caso (cuando v= us C= 1) durante el transitorio

inicial el voltaje Nega a ser un 36% mas alto que su valor estacionario. Este

porcentaje sera menor en el caso en que c> 1 (y mayor en el caso contrario),

ya que como vemos en la figura 7, cuanto mayor sea el valor de c. menos varia

la magnitud del campo eléctrico después del instante t Resulta, pues, Util

recordar al regla: a mayor recombinacién, picos de voltaje mas pequefios (i.e.
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mas pequefios en comparaci6n al valor estacionario del voltaje).

Hasta donde me es conocido, los resultados presentados a lo largo de las

dos Ultimas sub-secciones (II.1.2 y I0.1.3) son nuevos y no habjan_ sido

publicados con anterioridad.
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11.2 Transitorios de carga y descarga con una sola clase de portadores

II.2.1 Transitorio de carga

A lo largo de las tres partes de la seccién anterior (i.e. en las

sub-secciones -II.1.1, 11.1.2, y I[.1.3) estudiamos lo que podriamos lamar ‘‘el

transitorio de carga’’, producido al aplicar stbitamente una corriente

constante a través de un material con ambos tipos de portadores.

En jae dos partes que conforman esta seccién veremos que en el caso de un

material en el cual la corriente sea transportada por un sélo tipo de

portadores (electrones), ademas del transitorio de carga, es posible también

calcular en forma exacta el transitorio de descarga que se produce al

interrumpir subitamente la corriente.

Comencemos por calcular el transitorio de carga. El cdlculo' sera

esencialmente el mismo que presentamos en la sub-seccién JJ.1.2, pero conviene

analizarlo aqui nuevamente para que esta seccién sea una unidad independiente

de la seccién anterior.

Consideremos, pues, a un semiconductor situado entre dos electrodos planos

separados una distancia d’. Supondremos que los electrones son inyectados

dentro de la banda de conduccién del material por el electrodo de la izquierda

(el catodo), situado en x’= 0. Supondremos que la unién entre el catodo y el

semiconductor actia como un contacto 6hmico para el flujo de electrones. En la

frontera entre el 4nodo y el semiconductor no impondremos ninguna condicién

especial. Tal es el procedimiento usual en este tipo de problemas (Lampert

1956). Sin embargo, conviene notar que al hacer ésto implicitamente se esta

introduciendo la suposici6n de que el movimiento de los electrones en la regién
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Oo < x’ ¢ d’ no es perturbado por la presencia del Anodo en x’= d’.

Consideraremos, ademas, que el nimero de portadores generados térmicamente es

despreciable en comparacién con el nimero de electrones inyectados por el

caétodo. Finalmente, consideraremos que en el instante t’= O una densidad de

corriente constante JF < 0 es obligada a fluir a través del material.

Con las suposiciones anteriores, las ecuaciones que describen el flujo de

electrones son:

oe’
 

 

J) = qu n’(x’,t’) EX(x’,t’) + € ap (102)

BEWr gs
ox «= eo n’(x’,t’) (103)

én’ a fp? 42) EN (ae? 49
aea (104)

donde q, ©, n, E, y yy tienen el mismo significado que en la sub~seccién

Il.i.l, y pes ahora el valor absoluto de la movilidad de los electrones.

Notemos que las ecuaciones (102) y (104) pueden escribirse en la forma:

sca + A(U)Z—, + B(U) = 0 (105)
au au
et’ Ox

donde U y B(U) son los vectores columna:

E’(x’,t’)
U= (106)

n’(x’,t’)

(qun’ E’-2’ }/e
B(U) = ° (107)

O

y A(U) es la matriz cuadrada:



aL

0 0
A(U) = (108)

pn’ -yE’

Los valores propios de esta matriz son:

A= 0, a -yE’ (109)

y los vectores propios son:

FE’ 0

v= (110)

Vemos, pues, que en todos aquellos puntos (x’,t’) en los que E’* O tenemos dos

valores propios reales y distintos, y dos vectores propios  linealmente

independientes, lo cual implica que e] sistema (105) es un sistema cuasi-lineal

estrictamente hiperbdlico (Jeffrey 1977, cap. 2).

Usando las ecuaciones (103) y (104) se puede probar que Jt es

independiente de x’. Una vez conociendo esto es innecesario que consideremos a

la ecuacién (104), ya que ésta resulta ser una consecuencia obligada de las

ecuaciones (102) y (103).

Siendo d’ la separacién entre los electrodos, J un valor caracteristico

(positivo) de la densidad de corriente, y V’ el voltaje entre ambos electrodos,

podemos definir las siguientes cantidades adimensionales:

x = x’/d’

Le mM J 172 5

~ (ed

 



2

 

Jos JS /7
© ou

ap 1/2ex ($8)
u

 

a

Substituyendo estas variables en las ecuaciones (102) y (103) obtenemos las

siguientes ecuaciones adimensionales:

Jl= n(x,t) E(x,t) + =

aE
6

= - n(x,t)

Este par de ecuaciones puede transformarse en una Unica ecuacién diferencial

parcial de primer orden para el campo eléctrico adimensional:

-EE, + E, = J, (111)

la cual debera satisfacer las siguientes condiciones de contorno:

E(x,0) = 0 x0 (112)

E(0,t) = 0 bo (113)

La ecuacién (112) implica que la densidad de electrones libres es cero al

tiempo t = 0, mientras que la ecuacién (113) significa que hay un contacto

oéhmico en x = O (Lampert y Mark 1970, pags. 36-37; Parmenter y Ruppel 1959;

Many y Rakavy 1962; O’Dwyer 1968).

La ecuacién (Ill) puede resolverse por el método de las caracteristicas,

tal como resolvimos Ja ecuacién (24) en la sub-seccién II,.1.2. De esta forma se
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encuentra que:

tear xy'?® xs- se
E(x,t) = e 2 (114)

Jt xE- It /2
oO

Vv

y a partir de esta expresién se puede obtener la densidad de electrones libres:

(-1,72x)"”2 xe 1°72
n(x,t) = 2 (115)

oO xz Jit 72

Esta ecuacién muestra que la curva caracteristica:

1/2

te ( - = | (116)
oO

es la trayectoria que sigue el frente de electrones. Por lo tanto, los primeros

electrones Ilegan al d4nodo (situado en x = 1) en el instante:

t= (2s)? (117)

y éste es también el instante en que se establece un estado estacionario.

A partir de la ecuacién (114) podemos también obtener la variacién en el

tiempo del voltaje:

1

V(t) = - | E(x,t)dx : (118)

°

Calculando esta integral obtenemos:

-lt- *t76 ts t
oO oO

V(t) = (119)

(-85,/9) ve t= t

Si usamos cantidades con dimensiones la ecuacién anterior toma la forma:
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2pad pd?
° a 9 3 ,

bees “SS t 5 iE ts t)

Vit?) = 6e (120)

Vv’ tem tt
oO °

donde tenemos:

» Vh72

= ( - 23 (121)
° ps)

gpa? 1/2

fae le BNVv’ = mn (122)

Esta ultima expresién es la ecuacién de Mott y Gurney (Kao y Hwang 1981, pag.

151), y a partir de ella podemos obtener una expresién para la movilidad de los

 

elecrones:

3
J hd"

= -: a (123)
eV’

oO

Esta ecuacién nos permite calcular el valor de uw, siempre y cuando conozcamos

el valor de la permitividad ©. Sin embargo, si no conocemos el valor de e, las

ecuaciones (121) y (122) nos permiten construir la siguiente ecuacién:

 

2
4 d’

Baa (124)

y esta ecuacién s{ nos permite hallar el valor de w sin necesidad de conocer e,

si medimos el tiempo t? que dura e] transitorio de carga. Una vez encontrado e]

valor de wu, podemos también obtener el de € usando la ec. (121) 0 la ec. (122).

La ecuacién (124) es interesante porque difiere por el factor 4/3 de la

expresién empleada normalmente para calcular movilidades en los experimentos

convencionales de tiempo de vuelo (Borsenberger 1990; Schein et al. 1986). Esta



a

diferencia es debida a que en los experimentos convencionales de tiempo de

vuelo puede suponerse que el campo eléctrico es uniforme dentro del material

(Borsenberger 1990; Schein et al. 1986), mientras que en nuestro caso el] campo

eléctrico dista mucho de ser una constante, como puede verse en la ecuacién

(114).

Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub-seccién fueron

obtenidos también por Zahn, Tsang, y Pao al estudiar el movimiento de iones en

fluidos dieléctricos (Zahn et al. 1974). Sin embargo, hasta donde me es

conocido, Ja ecuacién (124), que nos permite obtener el valor de la movilidad

sin necesidad de conocer el de la permitividad del material, no habja_ sido

publicada con anterioridad.
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1.2.2 Transitorio de descarga

En la sub-seccién anterior (sub-sec. IJ.2.1) encontramos que un_ estado

estacionario se alcanza en el instante ty dado por la ec. (117). Ahora, en

esta sub-seccién, investigaremos qué pasa si la corriente se interrumpe

stbitamente en un instante t posterior a te Este transitorio de descarga esta

descrito por el siguiente problema de condiciones iniciales y de frontera:

-EE +E, =0 (125)
x t

E(x,t,) = ~(-25,x)'7 x>0 (126)

E(0,t) = 0 tot (127)

Nuevamente este problema puede ser  resuelto por el método de las

caracteristicas, tal como explicamos al resolver la ec. (24), y se encuentra

que la solucién es:

4 Z 1/2

E(x,t) = -J (t-t_) - [- 2] x + J(t-t ) | (128)
oO 1 oO oO 1

Para visualizar la forma de esta superficie es conveniente observar que las

curvas de nivel en el plano x-t:

E(x,t) = E, (E=constante)

son las rectas:

E

te Ce) + fee)° °

  

Por lo tanto, la superficie E(x,t) se estira siguiendo estas lineas, que son
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precisamente las curvas  caracteristicas correspondientes al problema

(125)-(127). En la figura 8 se muestran algunas de las curvas de nivel de la

superficie E(x,t).

A partir de la ec. (128) podemos también obtener la densidad de ‘electronés

libres:

-J

(129)
n(x, t) = 2 2} 172

-2J x + J°(t-t)
° oO 1

Las curvas de nivel de esta superficie:

n(x,t) = 1, (n= constante)

son los arcos de parabola:

x= ° °o

2
  (t-t_)

1

de modo que la superficie n(x,t) se contrae siguiendo estas lineas. En Ja

figura 9 se muestran algunas de las curvas de nivel de la superficie n(x,t).

Finalmente, el transitorio de voltaje puede ser obtenido introduciendo la

expresién (128) en la ecuacién (118). Calculando la integral obtenemos:

 

_ 2 _ 1 oy Zag 213%2_ 1 72 a, 3
V(t) = Jit t) ay [ 215+ Jit t) ] a, (t t) (130)

°

En la figura 10 podemos observar ambos transitorios de voltaje: el transitorio

de carga dado por la ec. (i19), y el transitorio de descarga dado por la ec.

(130).
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Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub-seccién fueron

también encontrados por Zahn, y Pao al estudiar el] movimiento de iones en

fluidos dieléctricos (Zahn y Pao 1975).

Los resultados de esta seccién nos serviran de punto de comparacién para

que m&s adelante, al considerar la presencia de trampas en el material y la

difusién de los portadores de carga, podamos evaluar qué tan importante es la

influencia de estos factores.
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Figura 8. Curvas de nivel de la superficie E(x,t) en la ausencia de trampas y

difusion, para i= -l. La parabola punteada corresponde al frente de

avance de los electrones.
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Figura 9. Curvas de nivel de la superficie n(x,t) en la ausencia de trampas y

difusién, para Js -l. La parabola punteada corresponde al frente de

avance de los electrones.
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Figura 10. Transitorios de voltaje creciente y decreciente, en la ausencia de

trampas y difusién, para Je -l.



IL.3 El problema con simetria cilindrica

II.3.1 Transitorio de carga

82

Estudiaremos ahora la forma de los transitorios eléctricos en el caso en

que tengamos simetria cilindrica.

Consideremos, pues, a un semiconductor sin trampas, en el cual podamos

despreciar la difusi6n de portadores, colocado entre dos electrodos cilindricos

coaxiales de radios ri y rm (r' < ri), y longitud L’. En este caso las

ecuaciones que describen el flujo de electrones son las siguientes:

 

I’

° SEs gh) Trtan gt 3E’
tarp = WM) EW) + eas

1 a roy oe Dap ee
Te ap WE) = ert)

1 @ rae er) (en e)) = 2 np 4?
= ap lqur n'(r’,t’JE’'(r’,t’?)] = q ap Mer’)

Notemos que las ecs. (131) y (133) pueden escribirse en la forma:

ae * A(U)=—, + B(U) = 0
aU aU

or

donde U y B(U) son los vectores columna:

EX(r’,7)

n’(r’,t’)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)
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(qun’E'=1' /2nr’L)/e

B(U) = (136)
~yn’E’/r’

y A(U) es la matriz cuadrada:

0 0

A(U) = (137)
pn’ —-yUE’

Podemos ver que la matriz (137) coincide con la matriz (108) que encontramos en

la seccién II.2, de manera que sus valores propios y vectores propios son los

indicados en las ecs. (109) y (110). Esto implica que las ecuaciones (131) y

(133) constituyen también un sistema cuasi~-lineal estrictamente hiperbédlico.

A partir de las ecs. (131)-(133) puede probarse que vy es independiente de

r’. Una vez sabiendo esto no necesitamos considerar mas a la ecuacién (133), ya

. que ésta se vuelve una consecuencia obligada de las ecuaciones (131) y (132).

Si d’ es la separacién entre ambos electrodos, Li es un valor

caracteristico (positivo) de la corriente total, y V’ es el voltaje entre ambos

electrodos, podemos definir las siguientes cantidades adimensionales:

r=r’/d’

 

wr 1/2

t= ( | t’
ed’ ,

 

e |’
u

33 5172(HE)
I= T/)’

ou°



 

 

Io _ aE
Parl Et “aE

1 a __
or (rE) oS oth),

84

A partir de estas ecuaciones podemos construir una tnica ecuacién diferencial

parcial para e] campo eléctrico adimensional:

I

Spy - 2 eye - 2
érE at nL

Ahora, si definimos:

u=rE

la ec. (138) toma la forma:

Si consideramos las condiciones de contorno:

IA 4 tA 45u(r,0) = 0 r

(138)

(139)

(140)

(141)
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(142)fA 4u(r ,t) = 0 0

que son condiciones andlogas a las condiciones (112) y (113) que usamos con

electrodos planos, y suponemos que 1 tiene un valor negativo constante, el

problema de condiciones iniciales y de frontera (140)-(142) puede ser resuelto

por el método de las caracteristicas, y su solucién es:

 

 

 

 

° 3 1/2

~ [> ar (r“~r | t = f(r)

u(r,t) = (143)
I

oO

Sat t = f(r)

donde:

1/2

f(r) = [ = ont cr 9] (144)
oO

La ecuacién (143) implica que E(r,t) y n(r,t) tienen la forma:

1) pnp? 1/2

-{- ([—+]| 1 & ae
r

E(r,t) =4 , (145)
° t

ank or bs flr]

1) 1) ( 8 -1/2
iene eee rent] | te2 f(r)

n(r,t) = i ark : (146)

oO t = f(r)

De la ec. (146) podemos ver que la curva t=f(r) describe la trayectoria seguida

por el frente de eletrones. Los primeros electrones Negan a] anodo (situado en
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rn 1) en el instante:

 

I
°

142

t, = flr, +) = [- al (ar + | (147)

y a partir de ese momento el sistema se encuentra en estado estacionario.

La evolucién temporal el voltaje puede obtenerse calculando la integral:

V(t) = - E(r,t)dr

 

 

172 ¥/2

~ dei ar fo 28)” ape tan ~ ff. t2a i 2nL 37° *A 2nL

lo rit

- “gar tis 72 tS;
 dt«¢” - 9

2nL

V(t) =

1/2 r
Io 1/2 1 bEt

(- $1] [ (ar + 1) “rare cos aed<7 | °

En el limite r {7 O esta complicada expresién se reduce a:

1) I, 1/2 *
e Se _ - ——

v(t) =4> Sax * fi in ( ar | ‘| ret, (148)
* *

Vv tet
° oO

 

I 1/2

v= (- i (149)
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1/2

t= (- ae (150)

lo cual muestra que si incrementamos el valor estacionario del voltaje, la

duracién del transitorio necesariamente disminuye. Este comportamiento puede

*

observarse en la figura 11, donde la grafica de V(t) se muestra para

diferentes valores de I
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Figura 11. Transitorios de voltaje con electrodos cilindricos coaxiales, para

diferentes valores de la corriente total, en el limite en el cual

r=0.
1
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En términos de cantidades con dimensiones las ecuaciones (149) y (150)

toman la forma:

ys 1/2

Vi = a'{ 2 |. (151)

» 1/2

- oe (152)a

y estas ecuaciones nos muestran que, a diferencia de lo que ocurria con

electrodos planos, en el caso de electrodos cilindricos (con el radio del

electrodo interior igual a cero) tanto el valor estacionario del voltaje, como

la duracién del transitorio de carga, son directamente proporcionales al

espesor radial del material. Ademas, de las ecs. (151) y (152) se encuentran

las siguientes expresiones para la movilidad de los electrones:

I'd’?
w= =o, (53)

27eL vi

2 ar?

y= Te (154)

La ec. (153) es el andlogo a la ec. de Mott y Gurney (123), y nos permite

obtener el valor de pw si conocemos ce. Por otra parte, la ec. (154) es el

andlogo a la ec. (124), y nos permite obtener el valor de w sin necesidad de

conocer el de e€. Una vez calculada ph, podemos obtener también el valor de e

mediante la ec. (151) 0 la ec. (152).

Es interesante observar que en este caso, al utilizar electrodos

cilindricos con ro O, la ecuacién (154) coincide con la expresién usada

normalmente en los experimentos convencionales de tiempo de vuelo (Borsenberger
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1990; Schein et al. 1986). Esta coincidencia no es un resultado trivial, pues

ya vimos que en el caso de electrodos planos Ja ecuacién (154) no es valida. La

razon por la cual en el caso cilindrico (con ro O) sf es valida la ec. (154),

es que en este caso el campo eléctrico es uniforme en Ia zona ocupada por los

portadores de carga inyectados por el cdtodo, como podemos ver haciendo 5 0

en la ec. (145).

Resultados similares a los que hemos obtenido en esta sub-seccién fueron

también obtenidos por Zahn y Chatelon al estudiar el movimiento de iones en

fluidos dieléctricos (Zahn y Chatelon 1977), Sin embargo, la obtencién de la

ec. (154), que nos permite hallar el valor de wu en aquellos casos en que no

conozcamos el valor de e, no habia sido publicada con anterioridad.
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1.3.2 Transitorio de descarga

Consideremos ahora el transitorio de descarga en el limite r > O. De las

ecuaciones (138) y (145) podemos ver que este transitorio esta descrito por las

siguientes ecuaciones:

 

a a
E Or (rE) - aq (rE) = 0

I, 1/2

E(r,t,) =~ (- SaL ] r>o

E(0,t) = 0 tet

donde t es cualquier valor mayor que t. En términos de la variable u,
oO

definida por la ec. (139), este problema de condiciones iniciales y de frontera

toma la forma:

 

u nb -v =0 (155)

r i t

I) 1/2

ulr,t, ) =r (- aah ] r>o (156)

u(O,t) = 0 tet (157)

Este problema puede resolverse por el método de las caracteristicas, en forma

similar a como resolvimos Ia ec. (24). La solucién, en términos de la funcién

E(r,t), es:
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“t-t tt, ye i/e
E(r,t)= e{—} E E [—-] a | r>oO (158)

s r s s r

donde E_ es el valor estacionario del campo eléctrico, es decir:
s

En la figura 12 podemos observar la dependencia espacial de la funcién E(r,t)

para diferentes valores de t. Para visualizar la superficie E(r,t) es también

Util observar que, de acuerdo con la ec. (158), las curvas de nivel:

E(r,t) = E, (Eo= constante)

son las lineas rectas:

de manera que la superficie E(r,t) se estira siguiendo estas lineas.

El transitorio de voltaje puede obtenerse calculando la integral:

1

V(t) = -{ E(r,t)dr
oO

y el resultado es:

V(t) = -E? (tt) - Ef E2(tt y+ 1)?
a 1 s Ss 1

2 1/2E. (t-t.) ~ (E? (t-t )?+ 1)
1 Ss 1s

2E_ (t-t_) (159)
s i

-E*(t-t_) In
s 1
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En la figura 13 podemos observar los transitorios de voltaje de carga y

descarga, dados respectivamente por las ecs. (148) y (159).

Un problema similar al que hemos visto en esta sub-seccién habia sido

analizado ya por Zahn y Chatelon al estudiar el movimiento de iones en fluidos

dieléctricos (Zahn y Chatelon 1977) en forma algo distinta.



94

 

-O0,.25 F t-t,=4

-0,50 F  
_0.75 L_ t- 1,201

-t,=0,01
 

C
A
M
P
O

E
L
E
C
T
R
I
C
O

A
D
I
M
E
N
S
I
O
N
A
L

  | L | | |

0.0 O.2 0.4 0.6 0.8

 

COORDENADA RADIAL

Figura 12. Dependencia radial del campo eléctrico con electrodos cilindricos

coaxiales, en diferentes momentos durante el transitorio de

descarga, para l= -2nL y r= oO.
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Transitorios de voltaje creciente y decreciente, con electrodos

cilindricos coaxiales, para Ts -2nL yr =O.
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11.4 El problema con simetria esférica

11.4.1 Transitorio de carga

Ahora consideremos el problema cuando tenemos simetria esférica. Las

ecuaciones que describen el flujo de electrones a través de un semiconductor

sin trampas, situado entre dos electrodos esféricos concéntricos de radios ry y

 

 
 

 

rm = rit d’, y en el cual podemos despreciar Ja difusién de electrones libres,

son:

ts 3E’
= qu n'(r’,t’) E'(r’,t’) +2 = (160)

4@ at
4nr

1 8 ey a - 2 nr) (161)
92 or &

r

1 a 2 reer ar) ere arnt = 9 rind a?
2 $a gu n'(r’,t’) E’(r’,t | = Gap (r st’) (162)

Anélogamente a lo que encontramos en los casos con electrodos planos y

cilindricos (secciones 11.2 y II.3), en el caso presente las ecuaciones (160) y

(162) constituyen un sistema cuasi~lineal estrictamente hiperbélico. Por otra

parte, a partir de las ecs. (160)-(162) es posible demostrar que r no depende

de r’. Una vez sabiendo esto ya no es necesario que tomemos en cuenta a la ec.

(162), ya que ésta se convierte en una consecuencia obligada de las ecs. (160)

y (161).

Si Y es un valor caracteristico (positivo) de la corriente total, podemos

definir las siguientes cantidades adimensionales:



 

 

 

 

]
7 = ne + EL

2 at
4ur

1 a 2h, we
-F ap FE) = n
r

Estas ecuaciones pueden combinarse para obtener

campo eléctrico:

2 dE
(r°E) tar2 Eo 3

4nr” r? or

 

la cual, con el cambio de variable:

oF

(163)

(164)

una tnica ecuacién para el

(65)

(166)
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se transforma en:

ee en (167) 

Las condiciones iniciales y de frontera para esta ecuacién seran:

u(r,0O) = 0 rosresr (168)

u(r ,t) =0 Ost (169)

que son condiciones andalogas a las condiciones (141) y (142) que usamos en el

caso de electrodos cilindricos.

Considerando a I, como constante (negativa), el problema de condiciones

iniciales y de frontera (167)-(169) puede resolverse por el método de las

caracteristicas. La solucién de este problema, en términos de la funcién

 

E(r,t), es:

3 172
1) P= nr

- [- ea ( 7; t = f(r)
P

E(r,t) = (170)

I
° t 2z 3 t = f(r)

donde:

1/2

f(r) = [+ (- a Jor 3] (171)

En la figura 14 se puede observar el comportamiento de la funcién E(r,t) para

t2f(r) y diferentes valores de r
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A partir de las ecs. (164) y (170) se encuentra que la densidad de

electrones libres es:

I I 5 1/2

~¢[- een t = f(r)
(172)

oO t = f(r)

lo cual muestra que la curva t=f(r) es la trayectoria por la que avanza el

frente de electrones. Los primeros electrones llegan al Anodo, situado en pS

rit 1, en el instante:

 

3 T
°

2 4n 2 abe
t,= f(r +1) = - (3r) + Sr i 1) (173)

y a partir de ese momento el sistema se encuentra en estado estacionario.

El transitorio de voltaje:

I
2

V(t) = | E(r,t)dr (174)
r

1

no puede expresarse en términos de funciones elementales, ya que la integral

(174) conduce en este caso a integrales elipticas. Por este motivo

consideraremos la situacién en el limite ro 0. En este limite el campo

eléctrico toma la forma:

*

f (r)1
p
a
n
y

1
fon

t
on

A
l
o

5 “
o
S

\ x

o¢ WV

#

E (r,t) = (175)
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donde:

3 1/2

f(r) = [- mtd (176)
SI

°

y el estado estacionario se establece en el momento:

. 1/2 .

t= (- Se (177)
° 31

°

Usando la expresién (175) se encuentra que el transitorio de voltaje esta dado

 

por:

31 2/3 I awo Cpe)es
V(t) = 2° t (178)

* *

Vv tet
° °

donde:

* 21 17% , ‘ .
fe}v" = (- -_ 179)

*

La grafica de V (t) se muestra en la figura 15.
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En términos de cantidades con dimensiones las ecs. (177) y (179) toman la

 

forma:

be OT ey +2
Tr= GT Vv. (180)

2 8n ea’?
Pe" =j.— (181)
a0 BL

y a partir de estas ecuaciones podemos obtener las dos siguientes expresiones

para la movilidad de los electrones:

 

 

I’d’

be -2 = (182)
meV’

Oo

2
4 d’

w= 3 VL (183)

ae

La ec. (182) es el andlogo a la ec. de Mott y Gurney (123), y nos permite

hallar el valor de p si conocemos Ja permitividad del material. Por otra parte,

la ec. (183) es andloga a las ecuaciones (124) y (154), y nos permite hallar el

valor de uw atin cuando desconozcamos el valor de e. Una vez encontrado e] valor

de p, podemos usar la ec. (180) o la ec. (181) para obtener también el valor de

€,

Es interesante observar que en la ec. (183) vuelve a aparecer un factor

4/3, tal como en el caso de electrodos planos. La presencia de este factor no

es un resultado obvio, pues ya vimos que en el caso cilindrico dicho factor no

aparece.

Hasta donde me es conocido, los resultados presentados en esta sub-seccién

no habian sido publicados previamente.
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11.4.2 Transitorio de descarga

Nuevamente, como en la sub-seccién II.3.2, consideraremos el transitorio

de descarga en el limite ro 0. De las ecuaciones (165) y (175) podemos ver

que este transitorio est& descrito por las ecuaciones:

E a 2 OE _
=F ap fr E) = at 0

r

I) 142

E(r,t ) =- (-<%] r>oO

E(0,t) = 0 tet
1

*

donde t es cualquier valor mayor que t. En términos de la variable u,
o

definida por la ec. (166), este problema se transforma en el siguiente:

 

Sy = i, = 0 (184)
er r t

I 1/2 3/2

ulr,t,) = = (- a } r r>o (185)

u(0,t) = 0 tet (186)

Este problema puede ser resuelto usando el método de las caracteristicas, tal

como resolvimos la ec. (24), y la solucién, en términos de la funci6én E(r,t),

es:

  

2 2: 172

[* = =| +t | } (187)
i

La variacién espacial de esta funcién, para diferentes valores de t, se muestra

ry a pas
s

I 1 1

|
=

A
l
o
a

\ Nv
—

I

R
o
—

o
o

5
I

x
o
o

R
a
y

e
e
e

c
o
n

w
l
o
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en la figura 16.

En este caso el transitorio de voltaje no puede expresarse en términos de

funciones elmentales, ya que la integral de la funcién E(r,t) involucra una

integral eliptica.

Hasta donde me es conocido, el resultado presentado en esta sub-seccién no

habia sido publicado con anterioridad.
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Figura 16. Dependencia radial del campo. eléctrico con electrodos esféricos

concéntricos, en diferentes momentos durante el transitorio de

descarga, en el limite en el cual r = 0.
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II.5 El sistema con trampas

11.5.1 Transitorio de carga

En esta seccién estudiaremos cémo influye la presencia de trampas en los

transitorios eléctricos que se producen al aplicar o interrumpir stbitamente

una corriente constante que fluye a través de nuestro material. Consideraremos

a un semiconductor o un aislante en el que la corriente eléctrica es

transportada por un tnico tipo de portadores de carga (electrones), y en el

cual existen trampas distribuidas uniformemente en el espacio, y situadas en un

nico nivel energético. Si consideramos electrodos planos, Jas ecuaciones que

describen el flujo de electrones son las siguientes (Kao y Hwang 1981, pag.

339):

J = qu n’(x’,t’JE’(x’,t’) + € —_e ass)

SE =- [reece -n’ + m’(x’,t') - m(| (189)
6x e ° ‘3

am’ #
ad =C {axei] mits’) a exp [ere Kr] mex’2} (190)

east *(x’,t’) E’(x’,t’)] = a. n’(x’,t?) + m’(x’,t’) (191)ox? qu n » x, = 4q at’ ' , :

donde J q, €, w, n’, y E’ tienen el mismo significado que en Ja seccién II.2,

n’ es la densidad de electrones libres en condiciones de equilibrio térmico, m’

es la densidad de electrones atrapados en las trampas, m? la densidad de

electrones atrapados en equilibrio térmico, C el coeficiente de captura de

electrones, N’ la densidad de trampas, E, el nivel energético en el cual se
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encuentran las trampas, E. el nivel energético en la orilla de la banda de

conduccién, N, la densidad efectiva de estados en la banda de conduccién, y g

es el factor de degeneracién de los estados que constituyen las trampas.

A partir de las ecuaciones (188), (189), y (191) se puede probar que Jy no

depende de x’. Una vez sabiendo esto no necesitamos considerar mas a la ec.

(191), ya que ésta se convierte en una consecuencia obligada de las ecs. (188)

y (189).

Procediendo como Batra y Seki (Batra y Seki 1970), despreciaremos los

valores de n’ y m’ en la ec, (189), e introduciremos la aproximacién:
o o

en la ec. (190). Con estas suposiciones, las ecs. (189) y (190) toman la forma:

ae me AL [pee + mn’) (192)
ax Ee:

sae = CN’n’(x’,t’) = Cn’ m’(’,t") (198)

donde hemos definido:

N
cay c _n= —e OxP ME, EV kT] (194)

Ahora, si definimos las variables adimensionales x, t, n, Jy E y V exactamente

en la misma forma que en la seccién IJ.2, e introducimos las variables

adimensionales adicionales:

 

, 1/2

m= [£5 qm’
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las ecs. (188), (192) y (193) toman la forma:

J o=nE+E : (195)
o t

E =-n-~m (196)
x

m_. = Nn - nim (197)

Despejando n de la ec. (196), y substituyendo la expresién asi obtenida en las

ecs. (195) y (197), obtenemos las siguientes ecuaciones:

E, ~ EE +0-(Em+J)=0 (198)
t x oO

m, + NE +0+(N+n)m=0 (199)

las cuales constituyen un sistema de la forma:

U_ +AU +B=0 (200)
t x

donde U y B son los vectores columna:

v= | (201)

-(Em + J )
B= ° (202)



110

y A es la matriz:

A= (203)

Tal como mencionamos en la seccién IJ.1,-los sistemas -cuasi-lineales de la

forma (200) se clasifican en parabdlicos, elipticos, ultrahiperbédlicos,

hiperbdlicos, y estrictamente hiperbdlicos, de acuerdo con los valores y

vectores propios de la matriz A(U). En el caso presente los valores propios de

A(U) son:

A = 0, A =-E (204)

y los vectores propios son:

n/t] “| q (205)
1 -N

Podemos ver que en aquellos puntos en que E # O los dos valores propios son

reales y distintos, y los vectores propios son linealmente independientes. Esto

implica que el sistema (200) es un_ sistema cuasi-lineal estrictamente

hiperbdlico, y por lo tanto existen dos familias de curvas caracteristicas,

dadas por las soluciones de las ecuaciones:

BR a (E) Gi = 1,2) (206)
t

Para i=] las caracteristicas son simplemente las rectas x=const. (tal como en

la seccién II.1). Para i=2 las caracteristicas no se pueden obtener hasta que

se haya encontrado el campo E(x,t), ya que a, depende de E.

Para resolver el sistema  hiperbdlico (198)-(199) es conveniente
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transformar dicho sistema en un nica ecuacién para el campo eléctrico. Esto es

posible gracias a que podemos obtener una expresién para m(x,t) en términos de

E(x,t) resolviendo (199) por el método de variacién de parametros (Elsgolts

1977). De ésta forma obtenemos:

t i 7
m(x,t) = k(x) «{ NE, efN + at a] QoON + ait (207)

Oo

donde k(x) es una funcién arbitraria. Si consideramos la condicién inicial:

m(x,0) = 0 (208)

ja funcién k(x) debe ser idénticamente cero, y por Io tanto:

t ,

m(x,t) = - neNi)" nen dt’ (209)
° .

Substituyendo esta expresién en la ec. (198) se obtiene la siguiente ecuacién

integrodiferencial no lineal:

t

E,- EE, - J. yeaIt | Ee Nmaie o (210)
x

°

La solucién particular de esta ecuaci6n que nos interesa debera satisfacer el

mismo tipo de condiciones iniciales y de frontera que usamos en la_ seccién

II.1, es decir:

oO (211)if © * VvE(x, 0)

(212)u oO ad Vv °oE(O,t)

Obtener la solucién exacta de la ecuacién (210) es un problema extremadamente



12

. dificil. Por lo tanto, obtendremos una solucién aproximada introduciendo dos

aproximaciones. La primera aproximacién es suponer que podemos sacar el factor

EL de la integral que aparece en (210), con lo cual tendremos que:

t t 7 :
| Ee (Nén Jt’ di! = & | o(Nen Jt at’ (213)

9 oO

x

Esta ecuacién es exacta en el caso en el cual no haya trampas en el material, y

por lo tanto resulta una aproximacién razonable en el caso con trampas.

Introduciendo (213) en (210), y efectuando la integral, obtenemos:

m N_ _-(N+n_)t
E, - [iste weed (214)

t N+n x °
1 1

La segunda aproximacién consiste en despreciar el segundo término que aparece

en el paréntesis cuadrado de (214). Esta es una suposicié6n razonable si

suponemos, por ejemplo, que N’= 10°° om? (Helfrich y Schneider 1966), E> Es

-0.6 eV, g = 2, y N= 8.4x107! cm”, que es el doble de la densidad molecualr

del antraceno (Helfrich y Mark 1963; Meier 1974, pags. 396-397), pues en tal

caso:

1 ES E 1 =3
— ee =n= 2 N, exp a0 3.3x10 cm

y por lo tanto:

Cae N. = 0.03
n

1 1

x8 . -(Nen Jt
y al multiplicar este valor por el factor exponencial e 1 obtenemos un

valor ain mas pequefio. Despreciando, pues, el segundo término del paréntesis
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cuadrado de la ec. ( 214), obtenemos la ecuacién:

EE - AE, = - AJ (215)
x t o

donde hemos definido:

Azl+t N/a, (216)

La ecuacién (215), con las condiciones de contorno (211) y (212), puede

resolverse por el método de las caracteristicas, y el resultado que se

encuentra es:

~(-2A1x)17? xs aby 2A

E(x,t) = (217)

~1t7/ 2A
oO

VvJt x
°

Esta ecuacién muestra que el estado estacionario se establece en el instante:

t =(-2as5)'? (218)
oO oO

y que la trayectoria del frente de electrones esta dada por la ecuacién:

 

1/2

( - a| (219)
oO

Comparando la ec. (218) con la ec. (117) de la seccién II.2 podemos ver que la

presencia de trampas retarda el establecimiento del estado estacionario, lo

cual es intuitivamente comprensible.

El transitorio de voltaje puede obtenerse a partir de la ecuacién (217).

El resultado es:
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A
’
o-1t-35 7 6A t

oO o

vit) = (220)
8 1/2

(Fg AJ) t Vv ca
d

Comparando esta ecuacién con la ec. (119) de la seccién II.2 podemos ver que el

valor estacionario del voltaje aumenta cuando hay trampas en el material. Esto

es comprensible ya que la presencia de trampas dificulta el paso de los

electrones, y es necesario un mayor voltaje para vencer estos obstaculos.

Al igual que en el caso sin trampas, podemos escribir la ec. (220) en

términos de cantidades con dimensiones, en la forma:

 

2.va ps
_ oO ve —~ 2 tet

£ 6Ae 8
V(t) = (221)

, Vv’ tet
oO re}

donde:

’ 1/2

= _ 2hed ] (222)
o ps

oO

gaya’? yi?
‘ _ °Vi = —— (223)

A partir de estas dos ecuaciones podemos obtener las siguientes expresiones

para la movilidad de los electrones:

AJ’a’®
8 °

u=-5 (224)
9 2

eV’



HS

(225) 

Estas ecuaciones son andlogas a las ecs. (123) y (124). La ec. (224) nos

permite hallar el valor de w si conocemos el valor de a y la ec. (225) nos

permite ‘calcular el valor de p atin si no conocemos el de ¢, si medimos el

tiempo v que dura el transitorio de carga, y conocemos (o medimos) el valor

del pardmetro A. Una vez conociendo el valor de gf podemos también obtener el

valor de € mediante la ec. (222) 0 la ec. (223).

Observando las ecs. (215)-(225) podemos ver que recuperamos los resultados

obtenidos en el caso sin trampas si hacemos A = 1. Esto implica que la

posibilidad de despreciar la presencia de trampas en el material depende

criticamente del valor de A: si el valor de A es cercano a uno podremos

despreciar las trampas, en. caso contrario es necesario tomarlas en cuenta.

El valor de A, ademas de depender de la densidad de trampas N’, depende de

la profundidad del nivel energético de éstas dentro de la banda prohibida, pues

de la ec. (216), y de las definiciones de N, ny n, tenemos que:

, E- 5
2s (226)

¢ kT

En la figura 17 podemos ver el comportamiento de A como funcién de E~ E, 7

para distintos valores de N’. Esta figura muestra que el valor de este

paraémetro tiende a uno conforme disminuye la profundidad energética de las

trampas. Esto implica que las trampas superficiales (‘‘shallow  traps’’)

influyen relativamente menos que Jas trampas profundas (‘‘deep traps’’) en la

forma de los transitorios.

Hemos mencionado arriba que la ec. (225) puede ser usada para calcular el
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valor de la movilidad de los portadores, si medimos la duracién del transitorio

de carga, y conocemos el valor del pardmetro A. En muchas ocasiones, sin

embargo, el valor del pardmetro A es desconocido. En tales casos podemos

determinar su valor a partir del transitorio de descarga, como veremos en la

préxima sub-seccién

Hasta donde me es conocido, los resultados obtenidos en esta sub-seccién

no habian sido publicados con anterioridad.
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Figura 17. Comportamiento del paraémetro A como funcién del nivel energético de

las trampas, para seis distintos valores de la densidad de trampas.

El valor de N’ (en cm’) se indica junto a cada curva. En todas las

curvas se consideré que N= 8.4x107! cm’, T= 300°K, yg=2.
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1.5.2 Transitorio de descarga

El transitorio de descarga esta descrito por las ecuaciones:

E,- EE, +0+0- mE =0O (227)

O+ NE. + m+ O+ (N+n | Jm =0 (228)

que es un sistema de la forma:

AE. +BE +Cm,+D.m +F,=0 (i=1,2) (229)
tot ix tot ix i

Procediendo igual que en el caso del sistema (54)-(55), el sistema (227)-(228)

puede transformarse en un nuevo sistema de 4 ecuaciones caracteristicas. Si

hacemos la aproximacién:

N+t+tn #n
1 1

en el Ultimo término de la ec. (228), lo cual es razonable porque tipicamente

los valores de N son mucho menores que los de nm, las cuatro ecuaciones

caracteristicas del sistema (227)-(228) toman la forma:

xy = 0 (230)-

Xe + Ete =0 (231)

NE. + Em, + n mEt) =0 (232)

NE, =0 (233)

De estas ecuaciones, las mds interesantes son las ecs. (231) y (233). La ec.
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(233) muestra que el campo eléctrico no depende de 8. Por consiguiente:

E = El«)

lo cual implica que el campo eléctrico es constante al lo largo de las curvas a

= constante. Para hallar la forma de las curvas a(x,t)=const. podemos usar la

identidad:

[ze], (e),- (8),

 

Esta ecuacién muestra que una curva t(x,a=cte.) tiene uma’ pendiente constante

teuall a -I/E(«). Por lo tanto, las curvas a(x,t)=cte. son rectas de pendiente

-1/E(«}. Esta informacién es suficiente para calcular la evolucién del campo

eléctrico durante e] transitorio de descarga, partiendo de cualquier condicién

inicial E(x,t,). En particular, si t, es el instante dado por la ec. (218), t>

ty y tomamos como condicién inicial al campo eléctrico estacionario:

E(x,t,) = ~(-2AIx)'7? x Vv oO

el campo eléctrico durante el transitorio de descarga estara dado por una

expresién de Ja forma:

E(x,t) = E(x-6,t) x20, tet

donde el valor de 6 es tal que:
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t=t
fai4

E(x-6,t,)

es decir:

5 1/2,

$= Al (t-t_)? + [ca y(t-t_)* - 2as x(t-t |
oO 1 ° 1 oO 1

A partir de las cuatro Ultimas ecuaciones se sigue que el campo eléctrico

durante el transitorio de descarga es:

2,2, 2 ue
E(x,t) = ~ AJ(t-t ) - [-2a1,x + AI (tt) | x20, tEt (234)

y a partir de esta expresién podemos obtener el transitorio de voltaje:

3/2

vit) = AJ (t-t_) -—<4 [-2as + A tt | ~ aye 3 (235)
fo) 1 ° ° 1 o 13AJ 3

oO

Al igual que en el caso de la ec. (130) esta funcién tiende a cero cuando t

tiende a infinito.

Expresada en términos de cantidades con dimensiones, la ec. (235) toma la

  

 

forma:

AJ’d? Asian? 12 Alep ave
vit?) = - —2- tt’) - 2 - 242. (fe 4?

& 1 Seu ed 1

A)? ;
- 5 x wt (236)

y esta ecuacién implica que:

AJ’d’
o
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de manera que:

As- re ae se (237)
1

Esta ecuacion nos muestra que el valor del parametro A puede determinarse si

medimos la pendiente dV’/dt’ del transitorio de voltaje, en el instante t en

que se inicia el transitorio de descarga. Este resultado nos muestra que el

transitorio de descarga nos da informacién adicional, que no era posible

obtener de la sola medicién del transitorio de carga. Una vez conociendo el

valor del parametro A podemos calcular la movilidad de los portadores mediante

la ec, (225). Ademas, si conocemos el valor de A, la ec. (226) nos permite

determinar el nivel energético de las trampas, si conocemos su densidad, o

viceversa.

Hasta donde me es conocido, las éxpresiones que hemos encontrado en esta

sub-seccién para los transitorios de voltaje y campo eléctrico, asi como la

expresién (237) para el pardmetro A, no habian sido  publicadas con

anterioridad.
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II.6 El sistema con difusién

1.6.1 Transitorio de carga

Finalmente consideraremos las ecuaciones que describen el flujo de

electrones en un semiconductor sin trampas, incluyendo la contribucién debida a

la difusion de los electrones. Dichas ecuaciones son:

— noe ,an’ bE’
JP = qun’E + QD’aoy + © BaF (238)

gE ~ ay? (239)
6x €

én’ 3 1 ,on’
a Hr = Se [ ame + aoe | (240)

A partir de estas tres ecuaciones es posible demostrar que J’ no depende de x’.
oO

Una vez sabiendo esto, la tercera de las tres ecuaciones arriba mostradas se

vuelve una consecuencia obligada de las dos primeras, por lo cual ya no es

necesario condiderarla explicitamente.

Introduciendo las mismas variables adimensionales que utilizamos en la

seccién II.2, y definiendo un coeficiente de difusién adimensional:

@ 1/2

D= (++} D’
J ud

las ecuaciones (238) y (239) toman la forma:

én gE
J, = n(x,t) E(x,t) + Da +E
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6E
ax = - n(x,t)

A partir de este aparentemente sencillo sistema de ecuaciones, se encuentra una

ecuaci6én interesante para el campo eléctrico:

E,=DE +EE +J (241)
t dex x °

Esta es una ecuacién parabdlica no lineal (Tijonov y Samarsky 1980, pags.

20-21), similar a la ecuacién de Burgers (Hopf 1950), salvo por el término

constante J: En lo que sigue obtendremos la solucién particular de la ec.

(241) consistente con las condiciones de conorno:

(242)Vv o
OE(x,0) = 0 x

\ ° ct Vv oOE(0,t) = (243)

que son las mismas condiciones de contorno que hemos utilizado en las secciones

anteriores.

El parecido de la ec. (241) con la ec, de Burgers sugiere la aplicacién de

la transformacién de Hopf-Cole (Hopf 1950):

u

E = 2p—~ (244)
u

la cual implica que:

1 xe

utgst) =n(0s4) exp [axJ El’, thax’ | (245)
°

Usando la transformacién (244) la ecuacién no lineal (241) se transforma en la

ecuacién lineal:
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J
“= Du 4 38 en (246)

t xx

y las condiciones de contorno (242)-(243) se transforman en:

u(x,0) = uy (u,=const.) x20 (247)

u(0,t) =0 t20 (248)

Ademas, de la ec. (245) se sigue que:

lim u(x,t) = 0 t>o (249)
X50

Para obtener Ia solucién del problema de contorno (246)-(249) empecemos por

buscar las  soluciones separables de la ec. (246) consistente con las

condiciones de contorno (248)-(249). Sustituyendo, pues:

u(x,t) = f(x) g(t)

en la ec. (246), encontramos que f(x) y g(x) deben ser soluciones de las

ecuaciones:

g, + ve = 0 (250)

f + (s-rx) f =0 (251)
xx

donde v es una constante, y r y s estan definidas por las ecuaciones:

ey " ~J(/2D* (252)

s = v/D (253)

La ecuacién (250) se puede resolver inmediatamente, y su solucién es:
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g(t) = g(0) ev (254)

Por otra parte, para obtener Ia solucién de (251) es conveniente introducir el

cambio de variable:

zer?” (res) , (255)

que transforma a (251) en la ecuacién de Airy:

f_-2f =0 (256)

cuya soluci6én general es una combinacién lineal de las funciones de Airy:

f(z) = c Ai(z) + ¢ Bi(z) (ec yc. const.) (257)
a b a b

Por lo tanto, la solucién de la ec. (251) es:

Px) = ¢Ailr'/?x - v/Dr*/*) + ©Bile'x = v/Dr*/*) (258)

Ahora bien, para que esta expresién satisfaga la condicién (249) es necesario

que c, sea igual a cero. Por consiguiente f(x) se reduce a:

fx) = ¢Ailr’°x - v/Dr?/*) (259)

Si ahora imponemos la condicién (248) vemos que debera cumplirse la siguiente

ecuaci6n:

Ai'(-v/Dr?”?) = 0 (260)

donde Ai’(z) es la derivada de la funcién Ai(z). . Esta ecuacién implica que el

parametro v sdélo puede tomar los valores discretos v tales que:
n
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 =2 (261)

donde an es el n-ésimo- cero de la funcién Ai’(z). Tanto Ai(z) como Ai’(z) se

pueden observar en la figura 18.
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Figura 18. Funciones Ai(z) y Ai’(z).
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De las ecs. (254), (259), y (261) vemos que las soluciones separables de

la ec. (246), consistentes con las condiciones de frontera (248)-(249), tienen

la forma:

1/3
u (x,t) = c expla pr?/*t) Ai(r "x + A_) (c = cte.) (262)

Rr rn n n n

y estas funciones nos permiten expresar la solucién genera] de la ec. (246),

consistente con las condiciones de frontera (248)-(249), en la forma:

co

u(x,t) = y c,exp(A Dr
nel

2/34) Aitrx + a.) (263)

Los coeficientes c. se obtienen a partir de la condicién inicial (247), la cual

implica que:

0 . *

u = ) e Atte!+ a) (264)
oO ee R n

A partir de esta ecuacién podemos obtener los valores de los coeficientes c
n

gracias a la propiedad de ortogonalidad de las funciones de Airy desplazadas

(Titchmarsh 1962, pags. 90-92):

o

i) AIGA) Aiea) dx = -a_ AVAL) 6 (265)
é n m m m nm

De esta forma obtenemos:

1/3
r O co is

ec 5 aE J Ai(r’°x?+ A_)dx’ (266)
" a, AI A) “0 "

Con las ecuaciones (244), (263), y (266) podemos ya escribir la solucién del
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problema de contorno (241)-(243) en la forma:

oO

a, expla, pr?/*t) AP(rx + a.)

Ext) = 2Dr'7? (267)
b a expla pr?) Ait?Sy +r)

n n n

n=1

 

donde:

o

a =-—J | Aitrx74 )dx’ (268)
" AAV A) vo "

La expresién (267) tiene un aspecto extremadamente complicado. Sin embargo,

notemos que (267) puede escribirse en la forma:

oO

a Ai'(r! oy + at) aexpl(aA)Dr

E(x,t) = 2Dr'7? i (269)
a Rite Ag +r) +) a exp[(A_-Av rtAi(r Px+a )

1 1 ee. n n 1 n

f 2/3
tlAi’(r 4a)

 

Si ahora recordamos que los ceros A de la funcién Ai’(z) son tales que an as

O para n = 2, podremos ver que todos los términos de las dos sumatorias que

aparecen en esta expresién tienden a cero conforme t > o. Por lo tanto, en el

limite cuando t > », la expresién para el campo eléctrico se reducea:

AnD/8x 4 a)
E(x) = lim E(x,t) = apr!’3 (270)

te ; Ai(r!7?x + ai)

Para visualizar la forma de esta funciédn podemos introducir las formas

asintéticas de la funcién de Airy y su derivada (Abramowitz y Stegun 1965):

ROD) me = bee exp{-$ 2°” ](o.s6a190) (z > 10) (271)a
2 3
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Ailz) = ae exe(--F 2°" } o.s6ais0) (z > 10) (272)

Substituyendo estas expresiones en la ec. (270) obtenemos la expresién

asintotica:

E(x) = -2Dr'(r'/Pxcea, 7? (x > 10 py

Ja cual, con ayuda de la ecuacién (252), puede escribirse en la forma:

2/3 Me 2 1/3
E(x) = -[-21 + A C4DJ ) | [: > 10(-2D ‘/J ) | (273)

Podemos ver que si D = O esta expresién se reduce a la que obtuvimos en la

seccién II.2.

A partir de la ecuacién (270) podemos ver que en el limite t + o el valor

del voltaje sera:

ates. a)
V = -2D In (274)

° Ai(a)

Para los valores tipicos del paradmetro r (que calcularemos adelante) la

siguiente desigualdad se cumple:

p49, A> 10 (275)

de manera que el valor de Ai(r94 a) puede calcularse mediante la expresién

asintética (272). Por lo tanto, cuando se satisface la desigualdad (275), la

ec.(274) puede aproximarse asi:

N
i
l
e

s
lV= -2D [ in{ = intr 74) ~ g (r M24 97% 1n(0.564190) ~ incasta) |

(276)
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Notemos ahora que el pardmetro adimensional r que aparece en esta ecuaci6n

puede escribirse, usando cantidades con dimensiones, en la forma:

soya’?
(277) r=- =

2eD’

y si tomamos en cuenta que la movilidad y el coeficiente de difusién estan

relacionados entre si a través de la relacién de Einstein (Lindmayer y Wrigley

1965, pag. 218):

(278)QF Fil
o

donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta, y q la carga

elemental, entonces la ec. (277) puede escribirse en la forma:

are g
oOre-tog (279)

Si ahora recordamos que:

1.60 x 107°C2 tt

1.38 x 10°I/Kw
y a

consideramos como valores tipicos:

d’ =10°m (280)

T = 300K (281)

J. = -10 mA/em* = -107 A/m? (282)

y usamos para e y D’ los valores de la permitividad y el coef. de difusién de

electrones en antraceno (Helfrich y Schneider 1966):

e = (3.4)e = 3.01 x 10'' C°/Nm (283)
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D’ = ( a Jto.4 cm’/Vs) = 1.03 x 10° m*/s (284)

la ec. (279) implica que un valor tipico para r es:

r = 6.3 x 107° (285)

Por otra parte, del famoso manual de Abramowitz y Stegun (Abramowitz y Stegun

1965, pag. 478), tenemos que:

a= ~1.01879 (286)

AiQ ) = 0.53565 (287)

Usando los valores (285)-(287) podemos obtener los valores de los cinco

términos gue aparecen en el miembro derecho de (276), es decir:

In(O.5) = -0.69

In(r’4a) = 2.07

A
l
e

3/2 5(4a) = 1.67 x 10

w
n

In(0.564190) = -0.57

In(Ai(a )) = -0.62

Estos valores nos muestran que de los cinco términos del miembro derecho de

(276), sdlo el tercero es importante. Por lo tanto, podemos aproximar esta

ecuacién en la forma:

4D ay p72 (288)

° 3 1

lo cual, con la ayuda de la ec. (252), puede escribirse en la forma:
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8J 1/3 2/3 43/2

v= [- | ra, FB] (289)

Dado que a, es negativa, este valor es menor que el valor estacionario del

voltaje obtenido en el caso sin trampas ni difusién. Esto es razonable yaque

la difusién ayuda a los electrones a cruzar el material, y por lo tanto un

menor voltaje es necesario. Como era de esperarse, cuando D = O la expresién

(289) se reduce al valor estacionario mostrado en la ec. (119).

Si escribimos la ec. (289) en términos de cantidades con dimensiones

obtenemos:

8 J’ \14 4D 2/3 372ye [-$=] aeal 3 (290)

El segundo ‘término que aparece dentro del paréntesis cuadrado es la correccién

debida a la difusién de portadores. Esta correcién es generalmente muy pequefia.

En el caso del antraceno, por ejemplo, en el cual p, € y D’ tienen los valores

dados en (278), (283) y (284), si consideramos que J=-10 mA/em’ y que d= 1

mm, tendremos que:

8 q,,\'* 2/3
[ -= | d’= 419.51 V (291)

9 eu

» \273
a [ # z | = -0,11 v4 (292)

il 3 yu

lo cual demuestra que en este caso la influencia que tiene la difusién de

portadores es realmente despreciable.

Usando la ec. (278) podemos escribir a la ec. (290) en la forma:
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J’ ,14 2/3
2/3 Bo . 4 kT

V5 -[-32] d vals } (293)

y de aqui podemos despejar el] valor de p, obteniéndose:

yar
(294)aoe

BE 9 y~e}| ve®-d (4kT/3q

Esta ecuacién nos permite calcular el valor de p si conocemos los valores de

J’, vi d’ y e. Sustituyendo en esta ecuacién Ios valores de d’, J’, ey yee
o o

dados en las ecs. (280), (282), (283) y (293), se puede ver que en el caso del

2/3

)antraceno la omisién del término a (4kT/3q proveniente de la difusién de

los portadores de carga, altera el valor de 4 en menos del 1%. Esto muestra que

en el antraceno es valido despreciar la difusién de los portadores de carga.

A diferencia de lo que pasé en las sub-secciones II.2.1, 11.3.1, I.4.1, y

J1.5.1, en este caso no es posible encontrar una expresién que nos permita

calcular la movilidad de los electrones en la cual no aparezca la permitividad

del material. En las sub-secciones U.2.1, II.3.1, I.4.1, y 1.5.1 pudimos

construir expresiones para tt en las cuales no interviniera ¢, auxiliandonos de

las expresiones que nos daban la duracién del transitorio de carga. En el caso

presente esto no es posible ya que ahora, en rigor, el transitorio de carga

tiene una duracién infinita.

Recordemos que las ecuaciones (276) y (288)-(290) son aproximaciones que

sélo son validas si se cumple la desigualdad (275), la cual, usando cantidades

con dimensiones, puede escribirse en Ja forma:

, 1/3
eo] (295)d’> uo-a,)(- qi

En el caso en que T, J e, y D’ tengan los valores indicados en (281)~(284),
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esta desigualdad se transforma en:

d’ > 2.8 x 10m

lo cual nos hace ver que las aproximaciones (276) y (288)-(290) son

perfectamente validas para muestras con espesores superiores a 10 pm.

Para finalizar esta sub-seccidn quisiéramos indicar que la ecuacién de

Burgers no homogénea (246) que hemos estudiado aqui fue también estudiada por

Rosen (Rosen 1966). Sin embargo, el problema estudiado por Rosen es totalmente

diferente, ya que considera condiciones de contorno distintas a las que hemos

empleado nosotros, lo cual cambja totalmente la naturaleza del problema.
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11.6.2 Transitorio de descarga

El transitorio de descarga esta descrito por la ecuacién de Burgers:

E =DE +EE (296)

Como condicién inicial tomaremos la forma del campo eléctrico dada por la

ec.{270), es decir:

d
dx

(297)Vv °o E(x,t,) = 2D In Ai (r'x4a,) %

donde ty es cualquier valor lo suficlentemente grande para que las

exponenciales que aparecen en (269) sean despreciables (usualmente' sera

suficiente con tomar t? 1), y como condicién de frontera consideraremos la

misma condicién usada en las secciones anteriores:

t (298)VvE(0,t) = 0 t

Introduciendo la transformacién de Hopf~Cole:

_ a
E(x,t) = 2D a In u(x,t) (299)

el problema no lineal (296)-(298) se transforma en un problema lineal:

u = Du (300)
t xx

u(x,t _) = u_(x) x 2 0 (301)
oO oO

u (0,t) = 0 tet (302)
a oO

donde hemos definido:
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u(x) = Aite’x + a) (303)

La solucién de un problema de contorno de la forma (300)-(302) es conocida

(Tijonov y Samarsky 1963), y es igual a:

c)
: 2 2

2/nD(t-to) 5 ° ° °

y por consiguiente el campo eléctrico durante el transitorio de descarga estara

dado por:

~

_ _ (xe)? . (x+€)?
(Et) | {x rexel acest y | 188 ex0|- aD(t-t,) | u,fGa5

°

_ (x8)? (x+€)?
| {onl aDt-t }: exe] - aD(t-t,) u(6)dg

o

E(x,t) =

(305)

Esta expresion es muy complicada. Sin embargo, para tiempos muy grandes es

posible hacer la aproximacién:

S (xte)? .
exp Wet) pe x u (8) (306)

con lo cual (305) se reduce a:

x
EG,t) = a5 (307)

oO

Esta expresi6n muestra que para tiempos grandes las curvas de nivel:

E(x,t) = E, (E= constante)

son las rectas:
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lo cual es similar a lo que obtuvimos en la sub-seccién III.2.2 al estudiar el

transitorio de descarga sin trampas ni difusién (ver figura 8). Por otra parte,

la expresién (307) implica que para tiempos suficientemente grandes para que

(281) sea valida, el voltaje podra aproximarse por la funcién:

1
Wl § ger

o

Tal como podriamos esperar, esta Ultima ecuacién muestra claramente que el

voltaje tiende a cero conforme el tiempo tiende a infinito.
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TI] DISCUSION

Los analisis que hemos presentado en el capitulo anterior sobre la forma

de los transitorios eléctricos que se producen al aplicar (o interrumpir)

subitamente una corriente constante en un material semiconductor o aislante,

con las caracteristicas descritas en la seccién I.3, han enriquecido nuestro

conocimiento sobre este tipo de transitorios en varios aspectos.

En Ia seccién [1.1 se puso en evidencia que la estructura fundamental del

sistema de ecuaciones que describe la evolucién de los transitorios en un

material en el cual la corriente es transportada por ambos tipos de portadores

de carga (electrones y hoyos), es lo que los matematicos denominan ‘‘un sistema

cuasi-lineal de primer orden  estrictamente hiperbdlico’’. Este tipo de

estructura implica que la dindmica del sistema esta gobernada por la

propagacion de ondas a lo largo de curvas bien definidas en el plano x-t,

conocidas como curvas caracteristicas. Ahora bien, el problema con este tipo de

sistemas, es que debido a la no linealidad, usualmente no es posible hallar la

forma analitica de las curvas caracteristicas, ya que para determinarlas es

necesario conocer de antemano la solucién del sistema. En el caso estudiao, sin

embargo, el considerar que la corriente impuesta es constante, y la eleccién

adecuada de las condiciones iniciales y de frontera, permiti6 obtener en forma

exacta la forma analitica de las curvas caracteristicas que definen el

movimiento de los frentes de avance de electrones y hoyos en el material. Se

encontr6é que la forma de dichas curvas caracteristicas no depende de la

velocidad de recombinacién de hoyos y electrones, y que en lo que influye esta

velocidad de recombinacién es en la cantidad de portadores que logran ir

avanzando a lo largo de estas curvas. Este resultado confirma la aseveracién de



140

Kao y Hwang (Kao y Hwang 1981, pag. 260) en el sentido de que el proceso de

recombinacién no es un obstaculo que impida que los hoyos y los electrones

completen su  penetracién dentro del material. El conocer las  curvas

caracteristicas nos permitid obtener expresiones analiticas para los tiempos de

transito de ambos frentes (ecs. 44, 45, 47 y 48), y estas expresiones nos

revelaron la forma en que los tiempos de transito dependen de las movilidades

de los portadores, de la permitividad del material, de su espesor, y de la

corriente aplicada. Obtuvimos también la solucién exacta del estao estacionario

en el caso simétrico en que ves Me (ec. 98 y fig. 6), y calculamos el tiempo

que tarda el sistema en alcanzar dicho estado (fig. 7). Vimos, ademas, la forma

en que la velocidad de recombinacién influye en el tiempo que tarda el sistema

en llegar al estado estacionario (fig. 7), y encontramos que la magnitud del

campo eléctrico en el estado estacijonario es menor, cuanto menor sea la

recombinacién entre hoyos y electrones. Esto es intuitivamente comprensible, ya

que cuanto menor sea la recombinacién, mas electrones penetran en la zona

inicialmente ocupada sdlo por hoyos (y viceversa), de manera que la densidad

total de carga disminuye, con la consiguiente disminucién en la magnitud del

campo eléctrico. Toda esta informacién, ademas de proveernos de expresiones

analiticas para las trayectorias' de los frentes de avance de los portadores

(ecs. 36, 39, 43 y 46; y figs. 1 y 2), para los tiempos de transito (ecs. 44 y

47), para la forma del campo eléctrico dentro del material (ecs. 34 y 37),

etc., nos permite tener una imagen bastante completa de lo que ocurre en el

momento en que imponemos una corriente constante a través del material. Los

resultados encontrados en esta primera seccién del capitulo II fueron

publicados en el numero correspondiente a diciembre de 1991 del European

Journal of Physics (Fujioka Rojas 1991).
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En la seccién IJ.2 encontramos la forma analitica del campo eléctrico

(ecs. 114 y 128) y de Ja densidad de los portadores de carga (ecs. 5 y 129)

durante los transitorios de carga y descarga en un sistema en el cual la

corriente es transportada por un.sdlo tipo de portadores de carga, y en el que

la presencia de trampas puede ser despreciada. El] conocer la forma analitica

del campo eléctrico es importante, ya que nos permitid obtener la forma

analitica de los transitorios de voltaje (ecs. 119 y 130), asi como una

expresién para calcular la movilidad de los portadores a partir de la duracién

del transitorio de carga (ec. 124). Dicha expresién es interesante, ya que

difiere por un factor de 4/3 de la expresién usada normalmente para calcular

movilidades en los  experimentos convencionales de tiempo de  vuelo

(‘time-of-flight experiments’’). Esta diferencia es debida a que en los

experimentos convencionales de tiempo de vuelo es posible considerar que el

campo eléctrico es uniforme dentro del material, cosa que no ocurre en el

sistema considerado en la seccién II.2

En las secciones II.3 y II.4 calculamos la forma de los transitorios en

sistemas con simetrias cilindrica y esférica. Al igual que en la seccié6n II.2,

consideramos el caso en que la corriente es transportada por un sélo tipo de

portadores de carga, y en el que la presencia de trampas puede ser despreciada.

Con ambas geometrias fue posible obtener Ia dependencia espacio-temporal del

campo eléctrico durante los transitorios de carga (ecs. 145 y 170) y descarga

(ecs. 158 y 187; y figs. 12 y 16), y a partir del campo eléctrico se calcularon

la densidad de portadores (ecs. 146 y 172), y la forma analitica de los

transitorios de voltaje (ecs. 148, 159 y 178; y figs. ll, 13 y 15). Ademas, en

el caso en que el radio del electrodo interno tiende a cero, obtuvimos dos

expresiones (una para el caso cilindrico y otra para el esférico) que nos
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permiten calcular la movilidad de los portadores a partir de la duracién de los

transitorios de carga (ecs. 154 y 183). La expresién encontrada en el caso

cilindrico (ec. 154) coincide con la expresién utilizada en los experimentos

convencionales de tiempo de vuelo. Esta coincidencia es debida a que en el caso

cilindrico el campo eléctrico tiende a ser constante conforme el radio del

electrodo interior tiende a cero (ec. 145). En el caso esférico, en cambio, el

campo eléctrico no es uniforme , ni atin en el limite en el que el radio

interior es cero (ec. 175). Por este motivo, en el caso esférico, la expresi6én

para la movilidad de los portadores (ec. 183) contiene un factor adicional de

4/3, tal como en el caso de electrodos planos (ec. 124).

Los anélisis de las secciones II.2, 1.3 y ll.4 muestran la necesidad de

conocer el campo eléctrico en el interior del material para poder determinar

correctamente la expresién para la movilidad de los portadores como funcién de

la duracién del transitorio de carga. Si el campo eléctrico dentro del material

no se calcula, podria darse el caso de que uno supusiera erréneamente que el

campo fuera uniforme, y entonces, al tratar de obtener la movilidad de los

portadores mediante la expresién usada normalmente en los experimentos

convencionales de tiempo de vuelo, uno llegarfa a un valor de la movilidad por

debajo de su valor verdadero.

En la seccién II.5 estudiamos el efecto que tiene la presencia de trampas

en el material. Los transitorios estan descritos, en este caso, por un nuevo

sistema cuasi-lineal estrictamente hiperbélico (ecs. 198-199). A partir de este

sistema pudimos obtener una solucién aproximada para el campo eléctrico durante

los transitorios de carga y descarga (ecs. 217 y 234), y esto nos permitiéd

obtener la forma analitica de los transitorios de voltaje (ecs. 220 y 235).

Obtuvimos una expresi6n que nos permite calcular la movilidad de los portadores
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a partir de la duracién del transitorio de carga (ec. 225). Esta expresién, sin

embargo, involucra un parametro —que hemos denotado por A— que depende de la

densidad de trampas y del nivel energético de las mismas (ec. 226). Encontramos

que el valor de este pardmetro puede determinarse a partir de -la_ pendiente

inicial del transitorio de descarga (ec. 237), lo cual muestra la utilidad de

registrar ambos transitorios: el de carga y el de descaga. Vimos que la

presencia de trampas puede ser despreciada si el parametro A tiene un valor

cercano a uno. Vimos también que el valor de este pardmetro tiende a uno

conforme disminuye la profundidad energética de las trampas (fig. 17), lo cual

indica que las trampas superficiales (‘‘shallow traps’’) influyen menos que las

trampas profundas (‘‘deep traps’’) en la forma de los transitorios. Observamos

también que el conocer el valor del pardmetro A, ademds de sernos Util para

calcular el valor de la movilidad de los portadores, nos permite determinar la

densidad de trampas si conocemos su nivel energético, o viceversa, es decir,

nos permite determinar el nivel energético de las tampas si conocemos su

densidad.

Finalmente, en la seccién II.6 consideramos el problema de calcular los

transitorios de carga y descarga tomando en cuenta la contribucién a la

corriente debida a la difusién de los portadores de carga. Este problema es

cualitativamente diferente a los anteriores, ya que la introduccién de la

difusién hace que el problema deje de ser hiperbélico y se convierta en

parabdélico. Y esta diferencia es importante. Debido a que el problema ya no es

hiperbélico, en este caso ya no existen curvas caracteristicas que definan el

avance de los frentes de portadores de carga, y tampoco existe una expresién

que nos dé la duracién del transitorio de carga, ya que ahora el sistema tiende

en forma asintética al estado estacionario, por lo cual, en este caso,el
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transitorio de carga tiene en principio una duracién infinita. Encontramos que

el transitorio de carga esta descrito en este caso por una ecuacién parabdlica

no lineal de 2° orden (ec. 241), similar a la de Burgers, pero que incluye un

término constante que cambia totalmente Ja naturaleza de las soluciones. Al

igual que en el caso de la ecuacién de Burgers, en este caso la transformacién

de Hopf-Cole nos permite transformar nuestra ecuacién original (no lineal) en

una nueva ecuacién que ya es lineal. Esta nueva ecuacién, junto con sus

correspondientes condiciones de frontera, pudo ser resuelta analiticamente, y

su solucién general queda expresada, en forma natural, como una combinacién

lineal de la base de funciones de Airy desplazadas, Ai(x+a), donde an es el

n-ésimo cero de la funcién Ai’(x), Esta base es una base peculiar, que, no

aparece frecuentemente en fisica, y resulta, por lo tanto, un motivo de alegria

el hallazgo de un modelo fisico en el cual esta base surja de manera natural.

La expresion encontrada para el campo eléctrico (ec. 269) es una expresién

sumamente complicada que involucra a todo el conjunto de funciones de Airy

desplazadas. Sin embargo, dicha expresién se reduce, en el estado estacionario,

a una expresién muy compacta (la ec. 270) que unicamente involucra a la funcién

Ailx+a, ) y a su derivada. A partir de esta expresién para el campo eléctrico

estacionario pudimos obtener una expresién exacta para el valor estacionario

del voltaje (ec. 274), y también una expresién aproximada (ec. 293) que nos

permite calcular la movilidad de los portadores de carga si conocemos la

permitividad del material, su espesor, la corriente aplicada, y el valor

estacionario del voltaje. La expresi6n encontrada para la movilidad (ec. 294)

nos permite cuantificar la importancia que tiene la difusién de portadores en

el calculo de la movilidad. Vimos, por ejemplo, que en el caso del antraceno,

el omitir la correccién debida a la difusién altera el valor calculado de p en
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menos del 1%, demostrando asi que en este caso esta justificado despreciar la

difusién. La mayoria de los resultados obtenidos en la seccién II.6, asi como

la mayoria de los resultados obtenidos en las cuatro secciones anteriores,

fueron publicados en el ntmero correspondiente al ultimo trimestre de 1991 de

la Revista Mexicana de Fisica (Fujioka Rojas y Riveros Rotgé 1991).

A lo largo de las seis secciones del capitulo IJ analizamos explicitamente

6 sistemas diferentes. Sin embargo, los resultados obtenidos en esas seis

secciones nos dan los elementos necesarios para analizar y comprender

resultados experimentales obtenidos en sistemas mas complejos. Consideremos,

por ejemplo, los resultados obtenidos por Helfrich y Schneider (Helfrich y

Schneider 1965, 1966) al inyectar simultaneamente electrones y hoyos’ en

cristales de antraceno de 5 mm de espesor, conteniendo tanto trampas para

electrones, como trampas para hoyos. Helfrich y Schneider observaron que debido

a la recombinacién de electrones y hoyos, una zona de unos 2 mm de espesor

adyacente al Anodo (el electrodo inyector de hoyos) emitia una brillante luz

azul, A primera vista uno tenderia a pensar que el hecho de que la zona

luminosa estuviera cargada hacia uno de los electrodos seria consecuancia

simplemente de una diferencia en la movilidad de hoyos y electrones. Sin

embargo, resulta que en el antraceno (en la direccién del cristal que usaron

Helfrich y Schneider para hacer pasar la corriente) la movilidad de los

electrones es menor que la de los hoyos (H= 0.4 cm’/Vs y A= 0.8 cm’/Vs), lo

cual produciria que la zona  luminosa_’ estuviera cercana al  cdatodo,

contrariamente a lo observado. Por lo tanto, la posicién de la zona luminosa no

es explicable por la diferencia en las movilidades de hoyos y electrones. Tal

como Helfrich y Schneider sefialaron, el hecho de que la zona Juminosa esté

junto al anodo indica la presencia de un ntmero importante de trampas para
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hoyos en el cristal. Sin embargo, atin cuando Helfrich y Schneider mencionaron

que la densidad de trampas para hoyos debfa ser muy grande, no dieron ninguna

estimacién de cual podria ser su valor. Lo que si reportaron es que la densidad

de trampas para electrones en los cristales que utilizaron estaba entre 10°° y

10"! cm™°. A continuacién veremos que combinando los resultados que obtuvimos

en las secciones II.1l, II.2 y II.5 de este trabajo, podemos estimar el orden de

magnitud de la densidad de trampas para hoyos en antraceno.

Para calcular tedricamente Ia posicién de la parte més obrillante del

cristal debemos ver cémo se modifica la ec. (40) —que nos da la poicién x en

que los frentes de electrones y hoyos se encuentran— en e] caso en que existan

en el material tanto trampas para hoyos, como trampas para electrones. Podemos

recordar que el valor del punto x dado por la ec. (40), se obtuvo de la

interseccién de las trayectorias de los frentes de electrones y hoyos dadas por

las ecs. (36) y (39). Por otra parte, comparando las trayectorias de los

frentes de avance para electrones encontradas en las secciones II.2 y II.5, y

dadas por las ecs. (116) y (219), podemos ver que la presencia de las ‘trampas

se refleja en la aparici6én del parametro A dentro del radical de la ec. (219).

En la misma forma, cuando existen trampas tanto para electrones como para

hoyos, las ecs. (36) y (39) se transformaran en:

 

2A x \'2

t={- 3 . Ostst ‘(frente de avance de electrones) (308)
no m

2A (1-x) )’?
t=] - {s— O<t<t (frente de avance de hoyos) (309)

po

donde AL y A estaran dadas por:
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a BE
A= 1+ Bw OP ser (310)

c

N’ E, -E,
AS 1+ 8, mig exp Fr (311)

vu

donde N’ y N’ son las densidades de las trampas para electrones y hoyos,

respectivamente, En y Ey son los niveles energéticos de ambos tipos de

trampas, g y 8, son los factores de degeneracién de los estados que

constituyen las trampas, y N, y N, son las densidades efectivas de estados en

las bandas de conduccién y de valencia, respectivamente. Igualando ahora las

expresiones (308) y (309) obtenemos la nueva posicién x, en que se encuentran

los frentes de electrones y hoyos cuando hay trampas, obteniéndose lo

siguiente:

Yh,

*n+ is
pan np

ecuacién que también puede escribirse en la forma:

vx, Hox,

P ° (313)A = ——_ =
Pp vnx) n pC x) n

Esta ecuacién nos permitira estimar el valor de A» ya que sabemos que we 0.4

em’/Vs y Me 0.8 cm’/Vs. Sabemos ademas, por la observacién de Helfrich y

Schneider, que la parte central de la zona luminosa del cristal estaba a 4 mm

del catodo, y que el espesor del cristal era de 5 mm, por lo cual podemos

considerar que un valor aproximado para x, es x= 4/8. Helfrich y Schneider

indican también que el valor de N’ estaba entre 10'° y 10"? cm > por lo cual
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consideraremos que Nis 5x10'° cm”, Sabemos, ademas, que la profundidad de las

trampas para electrones en antraceno esta entre 0.45 eV y 0.75 eV por debajo de

la banda de conduccién (Meier 1974, pags. 298, 300), por lo cual podemos

aignarle a E-E., el promedio de estos valores, es decir, E-E= 0.6 eV. Por

otra parte, se conoce que la primera banda de conduccién del antraceno es una

banda angosta (meier 1974, pag. 388), y debido a esto es posible considerar que

el valor de la densidad efectiva de estados N. es igual al doble de la densidad

molecular del material (Meier 1974, pag. 396), es decir, N= 8.4 x 107) cm?

(Helfrich y Mark 1963). Sustituyendo todos estos valores en las ecs. (310) y

(313), y suponiendo que es 2, obtenemos los siguientes valores para los

parametros A y A, t

A 115 (314)

A = 9.20 (315)
P

El hecho de que A, sea mayor que AL refleja claramente el hecho de que los

hoyos se ven mas afectados que los electrones por la presencia de las trampas.

Ahora, una vez habiendo determinado el valor de Ay podemos utilizar la

ec. (311) para calcular la densidad de trampas para hoyos N' El valor de la

densidad efectiva de estados en la banda de valencia es conocido, e igual a N=

4.1 x 107) om? (Helfrich y Mark 1963). Por otra parte, atin cuando en el

antraceno pueden existir varios niveles de trampas para hoyos, se ha obervado

(Schadt y Williams 1969) que el mayor numero de trampas se encuentra a 0.2 eV

de la banda de valencia, por lo que consideraremos que be 0.2 eV. Por lo

que respecta al factor de degeneracién, supondremos que id 2. Sustituyendo,

pues, estos valores en la ec. (311) encontramos, finalmente, el valor estimado
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para la densidad de trampas para hoyos en antraceno:

N’ = 7x 10° cm° (316)

Experimentalmente se ha encontrado que el orden de magnitud de la densidad de

trampas para hoyos en antraceno, situadas a 0.2 eV de la banda de valencia, es

aproximadamente de 10°° em” (Schadt y Williams 1969). Podemos, pues, ver que

el valor de NT que obtuvimos mediante las trayectorias (308)-(309) y los

paraémetros (310)-(311), concuerdan de manera bastante satisfactoria con el

valor encontrado experimentalmente. La diferencia entre ambos valores se debe,

muy probablemente, a que el valor que tomamos para x no era del todo correcto.

El valor de x= 4/5 corresponde a la parte central de la zona luminosa del

cristal. Sin embargo, en la fotografia que muestran Helfrich y Schneider en su

articulo de 1965, puede observarse que la parte mas bDrillante del cristal no

estaé en el centro de la zona luminosa, sino mucho mas cerca del Anodo.

Suponiendo, pues, que la parte mas brillante del cristal estuviera a 0.1 mm del

anodo (i.e., a 4.9 mm del cAtodo), tendriamos para x, el nuevo valor x= 4.9/5.

Sustituyendo este resultado en la ec. (313) obtendriamos el nuevo valor AS

112.7, e imtroduciendo este resultado en la ec. (311) Negariamos a que el

valor estimado para No seria:

N= 9.8 x 10°? cm® (317)

que concuerda perfectamente con el valor encontrado experimentalmente.

El cdlculo de la densidad de trampas para hoyos que acabamos de presentar

arriba, asi como la explicacién concerniente a la posicién de la zona luminosa

observada en los cristales de amntraceno, muestran cémo los resultados

analiticos encontrados en este trabajo pueden ser de utilidad para explicar y
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entender algunos reultados obtenidos experimentalmente, asi como para calcular

los valores de algunos pardémetros deconocidos de lo materiales. El ejemplo

considerado arriba muestra, ademas, que los resultados analfiticos que hemos

obtenido pueden ser utiles no sélo para analizar e interpretar la forma de los

érarsttoriog de voltaje, sino también para analizar otros tipos de

observaciones experimentales.
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APENDICE A

En la seccién 1J.1.3 vimos que cuando C= O la tnica solucién estacionaria

del sistema (8)-(11), consistente con las condiciones de frontera, es la

solucién E(x)=0. Para calcular qué tan rapido se aproxima el sistema a este

estado, consideraremos el caso particular en que v= v= ae 1. En este caso,

eliminando a p mediante la ec. (11), podemos escribir a las ecs. (8) y (9) en

la forma:

E, + EE + O+ O + (2nE+1) = 0

O +nE -n +En + O = 0
x t x

que es un sistema de la forma (56) con:

A=i, BE, C=O, D = 0, Fe 2nE+l,

Procediendo como explicamos en la seccién JII.1.2, nuestro sistema de dos

ecuaciones puede transformarse en un nuevo sistema de 4 ecuaciones

caracteristicas, las cuales, en este caso, toman la forma:

x - Et= Oo (ec. que define las curvas B=cte.)

X, + Et= Oo (ec.que define las curvas a=cte.)

E + (2nE+Dt, =0

2E
— + (2nE+l1)t, = 0
n Tg (2nE#lt,

+
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Si ahora usamos la ec. (ll) para eliminar a n, podemos escribir a las ecs. (8)

y (10) en la forma:

E,- EE, + O+ O + (2pE+1) = 0

O +pE +p, + Ep. + 0 =0

que nuevamente es un sistema de la forma (56), y por consiguiente puede

transformarse en el nuevo sistema:

xo Et= Oo (ec. que define las curvas B=cte.)

Xe + Et.= 0 (ec.que define las curvas a=cte.)

2E
E.* “7 p, + (2pE+Dt =O

fi + (2pE+)t, =0

Combinando las dos ecs. caracteristicas que contienen a E, obtenemos la

ecuacién:

n, = n(p-n)t,

Si ahora observamos que a lo largo de la recta x = 1/2 deberd cumplirse (por

simetria) que n = p, tendremos que:

ny = o (para x=1/2)

es decir:

2 nla,8) = 0 (para x=1/2)oB Na, = P

La condicién n = p también implica que a lo largo de la recta x = 1/2 las ecs.
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(8) y (9) se reducen a:

-2nE - 1 (para x=1/2)Fi u

n = En (para x=1/2)
t x

Las tres Ultimas ecuaciones nos permiten calcular numéricamente cédmo

evolucionan los valores de E y n a lo largo de la recta x = 1/2, tal como

explicaremos a continuacién.

Supongamos que conocemos los valores de E, n, y nen un punto Pe

(x=1/2,t=t. ). Entonces, mediante las dos Ultimas ecuaciones, podemos encontrar

valores aproximados para E y n en un segundo punto P= (x=1/2,t=t+At).

Veamos ahora cémo calcular un valor aproximado para nen P

Consideremos un tercer punto PS (x=1/2+Ax,t=t +At), y elijamos el valor

de Ax de manera que se cumpla la ecuacién:

Ax + E(P )At =0

es decir, de manera que se cumpla aproximadamente la ecuacidn:

x, + Et, = 0
B B

Al haber escogido Ax de esta manera hemos logrado que Pi y P, estén sobre una

misma curva a(x,t) = cte., y por lo tanto aproximadamente tendremos que:

n(P,) = n(P ) + n,(P JAB

Pero sabemos que en P tenemos n= O, asi que aproximadamente tenemos que:

n(P_) = n(P )
3 I

y conociendo n(P,) podemos calcular un valor aproximado para nen P. en la

forma:
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n(P,) = a(P,)
n(P,)2

En esta forma, a partir de los valores de E, n, y nen un punto PS

(x=1/2,t=t,), podemos hallar los nuevos valores de E, n, y ny en el punto P=

(x=1/2,t=t +At). Repitiendo el procedimiento podemos calcular la_ evoluci6én

temporal de E y na lo largo de la recta x = 1/2.
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APENDICE B

En la seccién II.1.38 encontramos la forma estacionaria del campo eléctrico

en el caso particular en el] cual C= v= v2 = 1. Para encontrar el tiempo

que tarda el sistema en alcanzar el estado estacionario seguiremos un

procedimiento similar al del apéndice A.

Eliminando a p mediante la ec, (11), y tomando en cuenta que C= a Be
P

-J = 1, podemos escribir a las ecs. (8) y (9) en la forma:
oO

E,+ EE + O+ O + (2nE+1) = 0

O + 0 -n+En - =0
t x

que es un sistema de la forma (56). Procediendo como explicamos en la seccién

11.1.2, este sistema puede transformarse en las 4 ecuaciones caracteristicas

siguientes:

E + (2nE+1)t = 0
a a

Et, = 0
%_ * Ete

2
n, + nt, =0
B B

Por otra parte, a lolargo de la recta x=l1/2 tenemos n=p, lo cual implica que

sobre esa recta las ecs. (8) y (9) se reducen a:

-2nE - 1 (para x=1/2)th "

n, = En, ~n? (para x=1/2)
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Las 4 Ultimas ecuaciones nos permiten calcular numéricamente la evoluci6n

temporal de E y n a lo largo de la recta x=1/2, tal como explicaremos a

continuacién.

Supongamos que conocemos los valores de E, n, y nen un punto P=

(x=1/2,t=t ). Entonces, mediante las dos Gltimas ecuaciones, podemos encontrar

valores aproximados para E y n en un segundo punto B= (x=1/2,t=t +At).

Ahora consideremos un tercer punto PF (x=1/2+Ax, t=t +At), y elijamos el

valor de Ax de manera que se cumpla la ecuaci6n:

Ax + E(PAt =0

es decir, de manera que se cumpla aproximadamente la ecuacién:

+Et,=0
Xe "p

Escogiendo Ax de esta forma logramos que P y P. estén aproximadamente sobre

una misma curva a(x,t)=cte., y por lo tanto tendremos aproximadamente que:

n(P_) = n(P_) + n(P JAB
3 1 Bou

Pero la ecuacién caracteristica para Ne nos dice que aproximadamente:

2
n,AB +n dt = 0

de modo que:

n(P,) = n(P} - n'(Pjt

Conociendo el valor de n(P,) podemos hallar un valor aproximado para nen PS

en la forma:

n(P, ) -n(P,)
n(P)} = ax

En esta forma, a partir de los valores de E, n, y a en un punto P=
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(x=1/2,t=t,), podemos hallar los nuevos valores de E, n, y n_ en el punto P=
x 2

(x=1/2,t=t, +At). Repitiendo este procedimiento podemos calcular la evolucién

temporal de E y n a lo largo de la recta x=1/2,
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