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Resumen de la tesis que presenta Jonathan Hirata Acosta como requisito parcial para la obtencién del
grado de Maestro en Ciencias en Electrénica y Telecomunicaciones con orientacién en Instrumentacién
y Control.

Diseio de controladores para seguimiento de trayectorias en vehiculos aéreos de cuatro rotores

Resumen aprobado por:

Dr. César Cruz Hernandez Dr. Javier Pliego Jiménez

Codirector de tesis Codirector de tesis

En el presente trabajo se aborda el problema del disefo de algoritmos de control para vehiculos aéreos
no tripulados, particularmente, de cuatro rotores, asi como la generacién de trayectorias de posicion
para dicho sistema. Los algoritmos de control se disefiaron utilizando los dngulos de Euler, matrices de
rotacion, asi como el cuaternién unitario. En cuanto a las trayectorias, se generaron de forma empirica
y usando polinomios de tercer orden para llevar al vehiculo aéreo por ciertos puntos especificos en
posicién. Adicionalmente, se obtuvo el modelo matematico del sistema y se realizé un andlisis del mismo
que ayudd, en gran medida, al disefio de los algoritmos de control antes mencionados. Y por dltimo,
resaltar que los algoritmos de control junto con las trayectorias generadas fueron validados mediante
simulaciones numéricas.

Palabras clave: Vehiculos aéreos, Algoritmo de control, Trayectoria, Angulos de Euler, Cuater-
nién unitario.



Abstract of the thesis presented by Jonathan Hirata Acosta as a partial requirement to obtain the Master
of Science degree in Electronics and Telecomunications with orientation in Instrumentation and Control.

Controller design for trajectory tracking in four-rotor aerial vehicles

Abstract approved by:

Dr. César Cruz Hernandez Dr. Javier Pliego Jiménez

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

This project addresses the problem of the designing of control algorithms for unmanned aerial vehi-
cles, particularly of four rotors, as well as the generation of position trajectories for such system. Control
algorithms were designed using Euler's angles, rotation matrices, as well as unit quaternion. The trajec-
tories, were empirically generated and using third order polynomials to take the aerial vehicle through
certain specific points in a tridimensional space. In addition, the mathematical model of the system was
obtained and an analysis was carried out which helped to the design of the control algorithms men-
tioned above. Finally, the control algorithms and the generated trajectories were validated by means of
numerical simulations.

Keywords: Aerial vehicle, Control algorithm, Trajectorie, Euler angles, Unit Quaternion.
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Capitulo 1. Introduccién

Los vehiculos aéreos no tripulados han despertado un gran interés en afos recientes debido a la
gran variedad de tareas que pueden realizar, que van desde aplicaciones militares asi como tareas de
bisqueda, vigilancia y transporte. Para realizar dichas tareas es necesario una correcta planeacién de
trayectorias y un disefio de esquemas de control que garanticen el seguimientos de la mismas. Dado que
los vehiculos aéreos son sistemas no lineales y subactuados, el disefio de trayectorias y controladores para
estos sistemas es un problema complejo, de gran intéres y relevancia para la comunidad cientifica. En
este capitulo se presenta un primer acercamiento al tema de los vehiculos aéreos, su importancia, algu-

nas aplicaciones, asi como el planteamiento del problema a resolver y los objetivos de este trabajo de tesis.

1.1. Estado del arte

Un vehiculo aéreo no tripulado (UAV: Unmanned Aerial Vehicle) es un vehiculo controlado auténoma-
mente o desde tierra, utilizando planes de vuelo programados. Las aplicaciones de este tipo de vehiculos
es cada dia mayor en tareas que implican algtn tipo de dificultad o riesgo para vehiculos convencionales
tripulados por personas, como son la deteccién de incendios, la identificacién de manchas de petréleo

en el mar, el seguimiento del trifico, la inspeccidén de lineas de tendido eléctrico, etc.

Ahora bien, uno de estos vehiculos, por ejemplo, equipado con una cdmara, puede ser considerado
como un ojo en el cielo y obviamente, puede ser utilizado en muchas aplicaciones. Por tanto, introducir
el uso de este tipo de vehiculos en las distintas dreas como exploracién, bisqueda, monitoreo, y muchas

mds, seria un recurso de gran ayuda.

Uno de los UAV mas utilizados para dichas aplicaciones es el cuadricéptero, que es, basicamente, un
helicéptero de cuatro rotores. Se trata de una aeronave de despegue y aterrizaje vertical. Sus principales
caracteristicas son la capacidad de vuelo estacionario, despegue vertical y aterrizaje en cualquier terreno.

Los movimientos de desplazamiento y rotacién se logran ajustando la velocidad angular de cada rotor.

Los intereses particulares de la comunidad cientifica se han visto atraidos por los cuadricépteros,

debido a sus dos principales ventajas, que resaltan Liu et al. (2015), sobre los helicépteros convencionales:

1) No se requieren enlaces complejos de control mecanico para la actuacién del rotor.



2) Para un tamafio de fuselaje determinado, la utilizacién de cuatro rotores garantiza que cada
rotor individual de los cuadricdpteros sea mas pequeno que el rotor principal de los helicdpteros

convencionales.

El primer cuadricéptero reportado fue construido en 1907 por los hermanos Breguet. Sin embargo,
s6lo habia un medio de control proporcionado al piloto que era un acelerador para que el motor cambiara
la velocidad del rotor y por otra parte, la maniobrabilidad y desempeio de la maquina resulté ser muy

pobre, segin Madani y Benallegue (2006).

El control de vuelo de helicépteros no tripulados es un area que plantea problemas interesantes para
los investigadores de control. La estrategia de control clasica para helicépteros supone un modelo lineal
obtenido para un punto de operacién particular. La aplicacién de la teoria de control no lineal moderna
puede mejorar el rendimiento del cuadricéptero y permitir el seguimiento de trayectorias y maniobras

agresivas (Castillo et al., 2005).

El cuadricéptero es un excelente vehiculo volador que por ser un sistema no lineal resulta muy atrac-
tivo para investigar problemas de control automatico, tecnologia avanzada de sensores e informatica. El
vuelo auténomo plantea desafios de investigacién como el control inteligente de robots aéreos, la plani-
ficacién de trayectorias tridimensionales (3D), la gestién del trafico aéreo multivehiculo y la prevencién
de colisiones. Dado que el cuadricéptero es dindmicamente inestable, se requieren algoritmos de control

para su estabilizacién.

El algoritmo de control juega un papel importante en este caso, debido a que se trata con el problema
de llevar al vehiculo aéreo de una posicién inicial a una posicién final (regulacién), o bien, que dicho

vehiculo sea capaz de seguir una trayectoria predefinida (seguimiento).

La planeacién y disefio de trayectorias, en el caso de los cuadricépteros, es un problema complejo ya
que implica enfrentarse a las limitaciones fisicas de dichos vehiculos no tripulados, limitaciones del entorno
operativo y otros requisitos operativos (Chamseddine et al., 2012). Los enfoques de la planificacién de la
trayectoria dependen del dominio de la aplicacién: vigilancia, bldsqueda y seguimiento, misién de rescate
y monitoreo de desastres, etc. Existe una gran variedad de enfoques disponibles en la literatura y cada

uno tiene sus propias ventajas.

Uno de los objetivos de la planificacién de las trayectorias es reducir el consumo de energia condu-
ciendo un sistema lo mas rapido posible de una posicién a otra. Sin embargo, se debe tener cuidado

de no violar las limitaciones del sistema, ya que esto puede conducir al sistema en lazo cerrado a un



comportamiento inestable (Chamseddine et al., 2012).

1.2. Planteamiento del problema

En el presente trabajo de tesis se plantea el problema de disefo de controladores para vehiculos
aéreos del tipo cuadricéptero asi como la generacidén de trayectorias para evaluar su desempeio. Las

trayectorias propuestas y los algoritmos de control se validardn mediante simulaciones numéricas.

1.3. Antecedentes

Existen distintos trabajos que tratan con vehiculos aéreos no tripulados, los cuales van orientados a
ser aplicados en los diferentes ambitos sociales. Dichos trabajos han sido desarrollados haciendo uso de
las distintas herramientas que nos brinda la ciencia y la tecnologia. Algunos ejemplos de ello se presentan

a continuacién.

Uno de los vehiculo aéreos no tripulados mas importantes fue desarrollado en los Estados Unidos. La
Universidad de Maryland, en College Park, fue el escenario de la presentacién del modelo AD-150, un
vehiculo aéreo no tripulado desarrollado por American Dynamics Flight Systems. EI AD-150 utiliza alta
tecnologia de propulsiéon que le permite despegar verticalmente, asi como un control PID para realizar

la transicién hacia vuelo horizontal, y mantener una capacidad de velocidad aérea muy alta.

Por otra parte, el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts esta desarrollando el proyecto UAV SWARM
Health Management Project, cuyo objetivo es la posibilidad de ejecutar misiones de larga duracidén con
una flota de UAVs en un entorno dindmico. Dado que la bateria de cada vehiculo es limitada, se han de
coordinar relevandose para ir a repostar sin descuidar la misidn que estén llevando a cabo. Los vehiculos

operan de forma auténoma, y el sistema es controlado por un ser humano (Tahir et al., 2019).

En este tipo de vehiculos aéreos se han implementado técnicas de control tanto lineales como no
lineales para lograr su vuelo auténomo. En cuanto a los trabajos que utilizan enfoques de control lineales,
involucran modelos simplificados y linealizados alrededor de puntos de equilibrio. Estos controles han sido
disefiados como sistemas SISO (single-input single-output) con PID (proportional integrative derivative)
(Kim y Shim, 2003), asi como sistemas MIMO (multiple-inputs multiple-outputs) con controladores
LQR (linear quadratic regulators) (Shin et al., 2005), al igual que controladores robustos Ho, (Smerlas

et al., 1998). La principal desventaja de este tipo de controladores es que no considera los términos de



acoplamiento y las no linealidades, lo cual se refleja en el bajo rendimiento del sistema cuando se aleja

de los puntos de equilibrio en los que fueron linealizados los modelos.

Para superar los inconvenientes de los controladores lineales, se han propuesto varios controladores
no lineales para ser aplicados en este tipo de sistemas. Entre ellos se encuentran, linealizacién por
retroalimentacién (Koo y Sastry, 1998), modelo de control predictivo (Kim y Shim, 2003), dindmica
inversa (Reiner et al., 1995), control adaptable (Johnson y Kannan, 2005; Zhao et al., 2014) y robusto
(Liu et al., 2015). Otros trabajos se han implemtentado, tal es el caso de Tayebi y McGilvray (2006)
donde utilizan un algoritmo de control basado en la compensacién de los pares de Coriolis y giroscépicos
y el uso de una estructura de retroalimentacién PD, donde la accién proporcional es en términos del
vector-cuaternién y las dos acciones derivadas estdn en términos de la velocidad angular del fuselaje y

la velocidad del vector-cuaternidon.

Por otra parte, Raffo et al. (2010) proponen una estrategia integral de control robusto predictivo y
no lineal para resolver el problema de seguimiento del vehiculo aéreo de cuatro rotores, donde su idea
principal es combinar las ventajas de la metodologia de control predictivo para seguir una trayectoria
predefinida de manera uniforme, haciendo uso de la teoria no lineal H,, para hacer frente a perturbaciones

desconocidas.

Ademas, entre los esquemas de control mas utilizados se encuentran: Backstepping y Modos des-
lizantes. Existen trabajos en los cuales se han implementado ambos métodos y validados mediante
simulaciones numéricas, para finalizar implementddonse en una plataforma experimental, como es el

caso de Bouabdallah y Siegwart (2005).

En otros trabajos se inclinan por la técnica de control de Backstepping, tal es el caso de Madani y
Benallegue (2006), en el que se presenta el modelo dindmico del cuadricéptero y el disefio del control, asi
como la validacién por simulacién numérica, lo cual fue de gran ayuda para tener un primer acercamiento
para el andlisis del vehiculo aéreo. También se han realizado trabajos basados en estas técnicas de
control,como el realizado por Saif et al. (2012) donde propusieron un esquema de control en el que se

redujeron los parametros de control (ganancias) en un cincuenta por ciento.

Como se ha mencionado, ambas técnicas de control son las que se han implementado con mayor
frecuencia en este tipo de vehiculos, y como es de esperarse cada una posee sus ventajas y desventajas,
como se muestran en (Swarup, 2014), donde se comparan ambas técnicas de control de manera numérica

en cuanto al rendimiento del vehiculo aéreo.



1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Disefar algoritmos de control y generar trayectorias para vehiculos aéreos de cuatro rotores.

1.4.2. Objetivos especificos

= Estudiar el modelo matematico del cuadricéptero.

Estudiar trayectorias factibles de seguimiento para cuadricépteros.
= Disefiar algoritmos de control para las trayectorias seleccionadas.

= Validar mediante simulacién numérica los esquemas de control propuestos.



Capitulo 2. Preliminares

En este capitulo se presentan algunas herramientas matemdticas para la descripcién de la orientacién
de un cuerpo rigido en el espacio, asi como las relaciones cinematicas del cuerpo en rotacién. Dichas
herramientas seran utilizadas para la obtencién del modelo matematico del cuadricéptero y el diseiio de

estrategias de control.

2.1. Descripcion de la orientacion de un cuerpo rigido
2.1.1. Matrices de rotacion

Para describir la orientacidn de un cuerpo rigido en el espacio con respecto a un marco de referencia
inercial X; = {@j,y;, z;}, se puede fijar un segundo marco de referencia al cuerpo ¥y, = {@y, Yy, 2b},

tal y como se muestra en la figura [T}

Zb

Yv

Figura 1. Sistemas de referencia asociados a un cuerpo rigido.

La orientacidn del cuerpo queda definida por las relaciones entre los vectores unitarios (@i, y;, i) ¥

(wba Yy Zb)v mediante

Tp - i Yy - Ti Zp - T

Zb Y | (1)

o

Yp ¥ | *

o

i
Ty=| xTp-yY; |+ Y

Tp * Zj Yp - =i Zp -z



donde los vectores x} , 4}, y 2, son las proyecciones de los ejes del marco X, sobre el marco de referencia

inercial. En forma matricial se tiene

ITh Ly Yp - Ti Zp- T
R = Th Y Yp Yi 2b-Yi |- (2)

Ty 2Zi Yp R Rb'Zi

La matriz R se llama matriz de rotacién y describe la orientacién del sistema de referencia ¥, con
respecto al marco de referencia inercial X;. La matriz R también representa una transformacién lineal
y expresa cualquier vector de X}, con respecto a Y. Asi mismo, la matriz de rotacién R presenta las

siguientes propiedades (Spong et al., 2006):
= Se forma por vectores ortonormales, por lo tanto se tiene
RT =R (3)
= Su determinante es igual a 1.
Las matrices de rotacién pertenecen al grupo SO(3) (Special orthogonal) definido como
SO3) ={Rc R¥3|R"R =1, det(R) = 1}.
Por otra parte, la derivada de la matriz de rotaciéon R estad dada por:
R=S(Q)R, (4)

donde Q € N2 es la velocidad angular expresada con respecto al marco de referencia inercial % y

S(-) € N3 es el operador antisimétrico, definido a continuacién

0o -9, Q
sQ=1a o -/, (5)
-, Q0

para toda € R3.

El operador antisimétrico S(-) presenta las siguientes propiedades (Spong et al., 2006):



= Es un operador lineal,

S(aa + pb) = aS(a) + SS(b), (6)
para cualquier vector a y b que pertenecen a R> y con escalares o y 3.

= Para todos los vectores a y p que pertenezcan a R3,

S(a)p = a x p. (7)

» Dados R € SO(3) y el vector € R? se tiene

RS(x)RT =S(Rx) < R'S(z)R=S(R'z). (8)

» Para todo x, y € R3 se cumple:

S(x)S(y) =wy' — (z-y)I, (9)
S(S(z)y) =y —wy’, (10)

donde I € R3*3 es la matriz identidad.

Sea w = RTQ la velocidad angular expresada con respecto al marco de referencia fijo al cuerpo, tomando
en cuenta la propiedad , la derivada de la matriz de rotacién dada en se puede expresar de la

siguiente forma

R=RR'S(Q)R
—=RS(R'Q) (11)
=RS(w).



2.1.2. Angulos de Euler

C ) Yaw (¢)

Roll (¢) C > Y

Pitch (0)

Figura 2. Angulos de Euler.

Una forma simple de describir la orientacidon del cuadricoptero con respecto al marco inercial, y
asimismo especificar a una matriz de rotacién en términos de tres variables independientes, es usando

los dngulos de Euler. Dichos dngulos se pueden observar en la figura [2|

Una matriz de rotacién también puede describirse como el producto de una sucesién de rotaciones
sobre un sistema de ejes coordenados principales tomando un orden especifico (Spong et al., 2006).

Adoptando la convencién de los angulos de Euler XY Z, se obtiene la siguiente matriz de rotacién

CpCo  CpSeSe — SyCo  CypSeCey + SySe
R = szRy79Rx7¢ = | 54Co  54505¢ + CypCy  Sp5eCH — CypSe | (12)

—Sp CeSgp CoCop
donde s = sen(k), ¢ = cos(k) con k = {v,0, ¢}.

En muchas ocasiones se tiene el problema inverso, es decir, dada una matriz de rotacién R de la

forma
11 T12 713
R = 21 T22 T23 | > (13)

31 T32 733
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se desea extraer los dngulos de Euler. Al igualar las ecuaciones ([12)) y ([13) se obtiene:

¢ = atan2(re1,711), (14)
0 = atan2(—r31, /1 —13), (15)
Y = atan2(rsa, r33). (16)

Angulos de Euler y velocidad angular

A continuacién se obtendrd la relacién cinemitica entre la velocidad angular w € R de un cuerpo
en rotacién y la derivada temporal de los dngulos de Euler ¢ = col(¢, 6,1). Considérese las matrices de

rotacién bdsicas (Spong et al., 2006):

1 0 0 Co 0 S CT/’ —Sw 0
Ri=10 ¢y —sp|  By=|0 1 0| Ra=1]sy ¢, 0]- (17)
0 s¢ ¢y —s¢9 0 ¢ 0 0 1

La derivada de la matriz de rotacién dada en ([12)) estd dada por

R = RS(w)
= R,S(w,)RyRy + R,R,S(wy) Ry + R, Ry RS (wy)

= R,R,R. (R, R,)"S(w,)RyR, + R,R R, R S(w,)R, + R,R R, S(w,), (18)
utilizando la propiedad resulta
R=RS(w)=RS((RyR,)"w, + Rlw, +w,), (19)

con wy = col(¢,0,0), wy = col(0,0,0), w, = col(0,0,7). Entonces

1 0 —Sp

w:‘I’(C)é: 0 cy cosg ; (20)

0 —S¢ CpCy

con ¢ = col(¢, 0,1). Por lo tanto, se puede deducir que

(=0"w, (21)
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donde ¥ es no singular V6 # /2.

2.1.3. Cuaternién unitario

Otra forma de describir la orientacién de un cuerpo es utilizando el cuaternion unitario (Siciliano y

Villani, 2012). Se trata de una representacién que consta de cuatro pardmetros, que se definen como

Q = {n, €}, (22)

donde 1 es la parte escalar y € = col €x, €y, €z ) €S la parte vectorial. Dicho cuaternién cumple la siguiente
» €y
condicién

et e =1, (23)

por lo cual es lamado cuaternién unitario. Ahora bien, la matriz de rotacién en términos de los pardmetros

del cuaternién unitario se muestra a continuacién (Siciliano et al., 2010)
R = (2n* — )T + 2ee” +28(e), (24)

o bien
2 +€2) — 1 2(exey —me,)  2(exes + ney)

R(n,€) = 2(exey +1mes)  2(n* + 6?,) —1 2(eye, —Mex) | - (25)
2(exe, —1mey)  2eyes tnex) 2P +e) — 1

Algunas propiedades del cuaternidn unitario son las siguientes:

» Elemento inverso

Q! = {n,—€}. (26)
= Aditividad
Q1+ Qo ={n; + 1y, €1 + €2} (27)
= Multiplicacién
Q1 % Qo = {ny1y — €] €2,11€2 + No€1 + €1 X €2} (28)

Elemento idéntico

0= {1,0}. (29)
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A continuacién se presentan las relaciones cinemdticas entre la velocidad angular de un cuerpo con

respecto a la derivada temporal del cuaternién unitario, conocidas en la literatura como ecuaciones de

propagacion. Al derivar la ecuacién ([24)) con respecto al tiempo se obtiene

R = 4niI + 2e€T + 2e€™ + 218 (€) + 2nS(€) = RS(w).

Ahora bien, despejando S(w) de la ecuacién anterior se tiene
S(w)=RTR.
Al realizar la multiplicacién de matrices se obtiene la siguiente expresién

S(w) =8I — 4niI + 8nilee’ — 8n*HIS(€)
+ 4n?e€’ T — 2e€™ T + 4é€” e’ — dnéet S(e)
+ 47%€€T T — 2e€™T + 4eéTee’ — dneet S(e)
+ 47’18 (e)I — 2nS(e)I + 47S(e)ee™ — 4nnS(e)S(e)

+ 41 S(e)I — 2nS (&) + 41S(€)ee™ — 41°S(€)S(e).

Usando las siguientes propiedades

La ecuacién (32)) se puede escribir de la siguiente manera

S(w) = 2ee’ — 2ee™ — 218 (€) + 2nS(&).

(32)

(38)
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Ahora bien, mediante la siguiente igualdad
yz' —zy' = S(S(x)y), (39)
la ecuacién ([38)) se puede expresar de la siguiente forma
S(w) = S(S(2¢€)€) — S(2n€) + S(2n¢), (40)
y por tanto
w = 2S(e)€ — 2n€e + 2né. (41)
Al multiplicar la ecuacién por €' se obtiene

etw = —27, (42)
de donde

1
N = —§eTw. (43)

Para obtener la derivada temporal de la parte vectorial del cuaternién se multiplica la ecuacién (41)) por

S(€), dando como resultado
S(e)w = 2eeTé — 2eTelé + 21S(€)é. (44)

Usando las propiedades y , y adem3s despejando 2S(e)é de , para después sustituirla en

([44), se tiene
S(€)w = nw — 2¢€. (45)

Finalmente se obtiene
. nlw— S(e)w
E=—7""—.

5 (46)

Las ecuaciones cinemiticas (43)) y (46) expresan la relacién entre la derivada temporal del cuaternién y

la velocidad angular del cuerpo.

2.2. Sistemas en cascada

En esta seccidn se describe una de las propiedades estructurales de los sistemas no lineales. Se trata

de los sistemas en cascada, estudiados y analizados en (Sepulchre et al., 2012), los cuales estdn formados
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por dos subsistemas, que tienen como estados z y &£, como se muestra en la figura [3| y estdn descritos

por las siguientes ecuaciones de estado:

z:f(z, )7 (47)
EZCL(&,U/)
L» éza(ﬁ,u) £ > z':f(z)E) —

Figura 3. Sistema en cascada.

La primera caracteristica de estos sistemas es que la entrada de control u sélo aparece en el subsistema
&. Una caracterizacién adicional especifica las propiedades del subsistema y cémo pueden modificarse

mediante la interconexidn, que puede actuar como entrada de control o como una perturbacién externa.

Para una descripcién completa de los sistemas en cascada, no es suficiente identificar los subsistemas
y sus propiedades de estabilidad. También es necesario caracterizar la naturaleza de la interconexién de

dichos subsistemas.

En algunos casos la estabilizacién del subsistema £ garantiza la estabilizacién del sistema completo
en cascada. En la estabilizacion del subsistema &, que forma parte del sistema en cascada que se presenta

a continuacién:

z=f(2z) +¢(2¢), (48)
€= a(é u), (49)

el término de interconexién 1 actia como una perturbacién, la cual debe llevarse a cero sin desestabilizar
el subsistema z. Un efecto potencial de desestabilizacién de 1) no es un obstaculo para lograr la estabilidad

asintética local.

Las siguientes suposiciones y proposicion garantizan la estabilidad del sistema analizando el término

de interconexién, y fueron tomadas de (Sepulchre et al., 2012).

Suposicion 1 Para el sistema en cascada descrito por —(@) supongase que:
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» El punto de equilibrio z = 0 del susbsistema 2 = f(z) es global y asintéticamente estable.

= Existe una entrada de control w = k(&) tal que el subsistema & = a(&,k(£)) tiene un punto de

equilibrio global asintoticamente estable. ]

Suposicion 2 El término de interconexion ¥ (z, €) tiene un crecimiento lineal con respecto a z, es decir,

existen dos funciones v,(-), v,(-) clase K, diferenciables en & = 0, tal que

I (z.&) <€D Iz 1 +v2( € 1) (50)

Proposicién 1 Supdngase que el término de interconexién 1(z, €) satisface la Suposicion 2 y ademds el
subsistema z = f(z) tiene un punto de equilibrio exponencialmente estable con una funcién de Lyapunov

W, la cual satisface las siguientes propiedades:

ow
oz <W(z) <o 2% |5 I<as| =z ] (51)

LiW(z) < —asW(z), o >0, i=1,..4. (52)

Entonces, las soluciones z(t) de se encuentran acotadas y convergen a cero para cualquier &(t)
que converge a cero. Ademds, con cualquier uw = k(&) que satisfaga la Proposicion 1 para el sistema en

cascada (48)-(49) se logra estabilidad globalmente asintdtica de su punto de equilibrio (z,£€) = (0,0). 1
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Capitulo 3. Modelo matematico del cuadricéptero

En este capitulo se presenta el desarrollo matematico para la obtencién de las ecuaciones de movi-

miento que describen el comportamiento del cuadricéptero.

Figura 4. Diagrama del cuadricéptero.

3.1. Aerodinamica del cuadricéptero

Las entradas de control del cuadricoptero son las fuerzas y pares de empuje generadas por los cuatro
rotores. Cada rotor genera una fuerza de empuje, que se expresa como lo muestran en su articulo Mahony

et al. (2012), mediante la siguiente ecuacidn,

fri = CTwri27 1= 17 27 3) 4) (53)
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donde Ct > 0 es un coeficiente de empuje y wy; es la velocidad angular del rotor.

Por su parte, la fuerza total de empuje en el sistema esta dada por

4 4
T=> fi=) Crwl (54)
=1 =1

En cuanto al par generado por los rotores del sistema, se modela de la siguiente forma

i = Cqw? (55)

i’

donde Cy > 0 es el coeficiente del par, que al igual que el coeficiente de empuje depende de la geometria
de la hélice y la densidad del aire.

El empuje total en el marco de referencia fijo al cuerpo se expresa como
f=Tlo]|. (56)

Ahora bien, los pares generados por las fuerzas aerodindmicas expresados con respecto al marco de

referencia fijo al cuerpo estan dados por

T=Tx+Ty+ Ty, (57)
donde (ver figura [4)):
fr2 - fr4 (“)1%2 - w?4
Tx = Ly, X frozp — Ly X frazp =4 0 = {Cr 0 ) (58)
0 0
0 0
Ty = bxy X fr1zy — by X frzzp =4 fia—faa | = LCr W?S — w?l , (59)
0 0
y
0
TZ:(Tr2+Tr4—Tr1...)Zb:Cq 0 , (60)
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donde £ es la distancia del centro del cuadricéptero al centro de cada rotor.

Finalmente, al agrupar términos se obtiene la siguiente relacidn,

T CT CT CT CT wfl
Tx 0 ] 0 —IC w?
- 5 : 2 (61)
Ty —Cr 0 LCt 0 wf:,,
Tz —Cq Cq —Cq (4 ‘*@4

Por (ltimo, el conjunto de fuerzas y pares expresados desde el marco de referencia inercial se escriben

mediante

f.=Rf =TRxz, (62)

7o = RT. (63)

3.2. Ecuaciones de movimiento

Sea p, € R3 el vector de posicién del centro de masa del cuadricéptero y v la velocidad lineal,
ambas expresadas desde el marco de referencia inercial. La ecuacién de Newton-Euler para el movimiento

traslacional del centro de masa del cuadricéptero es

mp, = fo— mgza = Rf — mgz,, (64)

donde m es la masa del cuadricéptero, g es la constante gravitacional y z, = col(0,0, 1). Por su parte,

la ecuacién de movimiento angular estd dada por

d
“h =14, 65
Th=T (65)

donde h = J;2 es el momento angular y J; € R3*3 es el tensor de inercia calculado con respecto
al sistema de referencia inercial. Nétese que la matriz J; no es constante y debe calcularse para cada
configuracién que adopte el cuadricéptero durante su movimiento. Por lo tanto, se obtendra una expresién

equivalente a la ecuacién (65)).

Partiendo de que la energia cinética del sistema es igual calculada desde el marco de referencia fijo
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y el inercial, se tiene,
Q0 =wlJw, (66)

donde © y w son respectivamente las velocidades angulares expresadas con respecto al marco inercial y
el sistema de referencias fijo al cuerpo. El tensor de inercia J es una matriz constante, la cual se calcula

con respecto al marco fijo del cuerpo. Tomando en cuenta
Q=Rw — w=RTQ, (67)
se obtiene
Q50 =(R"Q)TJR'Q = QTRIR™Q. (68)
De la ecuacién anterior, la relacién entre los tensores de inercia es
Ji= RJR". (69)
Ahora bien, tomando en cuenta y (69) el momento angular se puede calcular de la siguiente manera
h=JQ=RJR'Rw=RJw. (70)

Una vez obtenido el momento angular, se prosigue a derivar para encontrar los pares dindmicos en el

sistema,
h=RJw+RJo=RSQ)Jw+ RJIw =T, (71)

Al multiplicar la ecuacién lb por R™, para expresar el vector h con respecto al marco de referencia

fijo al cuerpo, se obtiene,

R'h =R"S(Q)RJw+ R'RJw = R'r,, (72)
R'h = S(w)Jw +Jw =T, (73)
R'h=wx Jw+Jo=r. (74)

Finalmente, las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento del cuadricéptero son
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las siguientes:

mp, = TRz, — mgz,, (75)
R = RS(w), (76)
Jo=7-wxJw. (77)

Una vez obtenido el modelo matematico del cuadricéptero, se debe tener en cuenta los siguientes

aspectos:

= Las ecuaciones de movimiento angular que describen la orientacién del cuerpo estdn desacopladas
de la parte traslacional, siendo la primera un subsistema completamente actuado con 7 como

entrada de control.

= Por su parte, la dindmica traslacional se presenta como un subsistema subactuado y que tiene

como entrada de control al empuje total generado 7.

= Rz, es el término de acoplamiento entre ambos subsistemas y determina la direccién de la fuerza

de empuje.

= Se puede observar también que la altura que alcanza el cuadricdptero puede controlarse por la
fuerza total de empuje T', mientras que su posicién en el plano cartesiano (z,y) se controla por su

orientacién (por ejemplo, los dngulos de Euler ¢ y 0).
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Capitulo 4. Generacion de trayectorias para el seguimiento del cua-

dricoptero

En este capitulo se aborda el problema de planeacién de trayectorias para vehiculos aéreos de cuatro
rotores. Se presenta un andlisis del modelo matematico que ayudard a encontrar aspectos importantes

que se deben tomar en cuenta al disefiar trayectorias para este tipo de vehiculos.

4.1. Problema de regulacién

Una de las tareas basicas que el cuadricoptero puede realizar es mantenerse volando alrededor de
un punto en el espacio tridimensional (punto de operacién), o bien, desplazarse de un punto A a un
punto B (por ejemplo, tareas de despegue o aterrizaje). Es decir, se trata de un problema de regulacion
o estabilizacién alrededor de un punto de operacién. Por lo tanto, a continuacién se obtienen los puntos

de equilibrio del modelo matematico del cuadricéptero descrito en el capitulo 3.

Para el calculo de los puntos de equilibrio del cuadricéptero, se tiene que p, = 0, por tanto resulta

TRz, = mgz,,

T||Rz,|| = mgl|zal|, (78)
de donde se obtiene el valor de la magnitud de la fuerza de empuje en estado estacionario dada por
T = mg. (79)
En estado estacionario la ecuacién ([76]) se convierte en,
O =RS(w), (80)

donde O es una matriz de ceros de dimensién 3 x 3. Puesto que la matriz de ceros de dimensién 3 x 3
no pertenece al grupo SO(3), se concluye que en el equilibrio se tiene w = 0. Del andlisis anterior y
tomando en cuenta que, en estado estacionario, w = 0 en resulta 7 = 0.

De la ecuacién se observa que la posicidn cartesiana p = col(z, y, z) no aparece de forma explicita,

por lo que es posible concluir que cualquier punto en el espacio tridimensional es un punto de equilibrio.
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Por su parte, para el subespacio de orientacién se tiene

Rz, = z,,
13 0
ro3 | =101 - (81)
733 1

Como se puede observar, la matriz de rotacién que satisface la ecuacién anterior, es la matriz de rotacién

basica alrededor del eje z.
Puntos de equilibrio con angulos de Euler

Si se adoptan los dngulos de Euler ZY X se tiene

CySHCH 1 SyS¢ 0
SySeCp — CySep | — 0] - (82)
1

CoCy

Entonces, resolviendo las ecuaciones ([82)) para 6 y ¢, se tiene:

(Cw890¢ + 8¢S¢) =0,

(cysass — sycg) = 0.
Al dividir entre ¢, las ecuaciones anteriores se obtiene:
89Cp + tysy = 0,
8984 — tycy = 0.
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones:
sgcé + 2spcytyse + tfbsi =0,

sgsi — 2598¢tySe + tici =0.
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Al agrupar términos y utilizar algunas identidades trigonométricas, resulta:
szcé + t?psé =0, (83)
szs% + tfl,ci =0. (84)
Ahora bien, sumando las ecuaciones y y agrupando términos semejantes se obtiene

sg—l—t;:O.

Esta ecuacion resultante, se cumple si los dngulos ¢ y 6 son iguales a cero o mdltiplos de 7. Nétese
que el angulo ¢ puede tomar cualquier valor. Este resultado concuerda con el resultado obtenido en ([82]).
Del andlisis anterior, se observa que el subsistema de posicién tiene un ndmero continuo de puntos de
equilibrio o puntos de operacién, sin embargo, el subespacio correspondiente a la orientacién, el punto

de operacién no es arbitrario y sélo se tiene un grado de libertad.

4.2. Modos de vuelo del cuadricéptero

Como se menciond en capitulos anteriores el cuadricoptero posee tres grados de libertad traslacionales
(posicién) y tres grados rotacionales (orientacién) y solo cuenta con cuatro entradas de control. Dado
que la direccién de la fuerza de empuje TRz, es funcién de la orientacién de la aeronave no es posible
diseiar una trayectoria para el subespacio de posicién independiente del subespacio de orientacién. Por

tanto, podemos distinguir tres modos de vuelo principales (Kendoul et al., 2010):

1. Orientacidn: en este modo de vuelo se controla la orientacién del cuadricéptero, la trayectoria
deseada puede estar en funcién de los angulos de Euler, cuaterniones unitarios o directamente
en términos de la matriz de rotacidén deseada. Este modo de vuelo también permite controlar la

elevacién o altura del vehiculo.

2. Posicion: este modo de vuelo permite controlar la posicién del cuadricdptero permitiendo disenar
una trayectoria tridimensional. En este caso, la orientacion deseada del vehiculo estd en funcién

de la trayectoria cartesiana y la entrada de control para el subespacio de posicién.

3. Velocidad: este modo es similar al modo posicién, con la diferencia que el vehiculo aéreo de

cuatro rotores sigue un perfil de velocidad deseado. De igual manera, la orientaciéon deseada es
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una funcién del perfil de velocidad y la fuerza de empuje.

Maniobras de vuelo mas complejas para el cuadricéptero se pueden realizar como una combinacién

de los modos de vuelo antes mencionados. Este trabajo se enfoca sélo en el modo de vuelo de posicién.

4.3. Problema de seguimiento de trayectorias

Como se menciond en la seccién anterior, el problema de llevar el vehiculo aéreo desde una posicién
inicial hasta una posicién final, se puede abordar como un problema de control de regulacién. Sin embargo,
en muchas ocasiones se requiere que el vehiculo aéreo realice el recorrido en un tiempo determinado, y
ademads pase por puntos intermedios. Por tanto, la trayectoria deseada debe ser una funcién del tiempo.
Las trayectorias deseadas se refieren a las funciones del tiempo que se encargaran, por medio de los
algoritmos de control, de llevar al sistema al comportamiento que se desee. En este caso, se trata de
trayectorias en posicién para el cuadricéptero.

Se aborda el problema de generacién de trayectorias que pasen a través de una secuencia de puntos,
llamados puntos de via.

Considérese un ejemplo simple para un camino especifico de tres puntos, qo, g1 Y ¢2, tal que dichos
puntos son alcanzados en los tiempos tg, t1 y to, respectivamente. Si, ademds, de esas restricciones se

imponen otras de velocidad y aceleracién, tanto iniciales como finales, se obtiene lo siguiente:

q(to) = qo,
q(to) = vo,
(th = o,

]

—~ —~ —~ ~—~ —~ —~ —~
~
—

~ ~~ ~ ~ = = =
2
fary

q(te) = q2,
q(t2) = vo,
éjtg = (9.

Dicha trayectoria podria ser generada usando un polinomio de sexto orden

q(t) = ag + a1t + aot® + ast® + agt + ast® + agt®. (85)
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Una de las ventajas de usar este polinomio es que ¢(t) es continuamente diferenciable, por tanto, no hay
por qué preocuparse por discontinuidades en la velocidad y la aceleracién. Sin embargo, para determinar
los coeficientes de este polinomio, se tiene que resolver un sistema lineal de ecuaciones de dimension
siete. La clara desventaja de utilizar este enfoque es que si aumenta el nimero de puntos de la trayectoria,
también se incrementa el grado del polinomio y por ende el nimero de coeficientes a calcular, haciendo

mds complejo al método cuando se usan mds puntos para dicha trayectoria.

Una alternativa de usar un sélo polinomio de orden superior para generar una trayectoria completa, es
usar un polinomio de orden inferior para generar segmentos de la trayectoria entre puntos via adyacentes.
Por ello, estos polinomios de orden inferior son usados para interpolar puntos de una trayectoria.

Con este enfoque, se debe tener cuidado con las restricciones de velocidad y aceleracién en los puntos
de la trayectoria, donde se cambia de un polinomio a otro.
Para el primer segmento de la trayectoria, se supone que los tiempos iniciales y finales son tg y ty,

respectivamente, y las restricciones de velocidad inicial y final se proponen de la siguiente forma:

q(to) = qo; q(ty) = q,

q(to) = vo;  q(ty) = v1. (86)

El polinomio requerido para generar cada segmento de la trayectoria es el siguiente

q(t) = ap + a1 (t — to) + as(t — to)? + az(t — to)?, (87)
donde:
ap = qo, (88)
a] = o, (89)
4y = 3(q1 — qo0) ztjE?fot:;;l)(tf - to)j (90)
4y = 20— ) ?;f(?ﬁ) :0‘)7;1)(75]‘ —t) (91)

Una secuencia de movimientos puede ser establecida con la expresidén anterior, usando las condiciones

finales gy, vy como condiciones iniciales para el siguiente movimiento.

También, se proponen algunas trayectorias, que fueron generadas de manera empirica, y cuyo propdsi-

to fundamental es evaluar y comparar el desempefio de los algoritmos de control, que se disefardn mas
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adelante en el capitulo 5 de esta tesis. Las trayectorias propuestas para el seguimiento del cuadricéptero

son las siguientes:

= Trayectoria 1

= Trayectoria 2

= Trayectoria 3

= Trayectoria 4

xq = 3cos(2mt/10),
yq = 3sen(27t/10),

zq = 8(1 — e /4).

xq = 3cos(2mt/10),
yq = 3sen(27t/10),

zq = 0.3 cos(rt) + 6.

xq = cos(mt/20) — cos(mt /60),
yq = sen(7t/30) + sen®(nt/20),

za = 8(1 — 74y,

xq = 3cos(27t/10),
yq = 3sen(27t/10),

zq = 3cos(2mt/10) + 6.

(98)
(99)

(100)

(101)
(102)

(103)
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Capitulo 5. Algoritmos de control

Una vez visto la planeacién de las trayectorias y obtenido el modelo matematico del cuadricéptero,
en este capitulo se abordara el problema de disefo de los algoritmos de control para dicho sistema, con

los cuales serd posible el seguimiento de las trayectorias propuestas.

5.1. Control de posicién

Para controlar la posicién cartesiana del cuadricéptero solo se tiene una entrada de control, para

resolver este problema considérese la entrada de control auxiliar
u=TR3zy — MGZ2a, (104)

donde Rg es la matriz de rotacion deseada. Basdndose en la dindmica traslacional y tomando en cuenta

(104]), las ecuaciones de movimiento traslacional pueden escribirse de la siguiente forma

mp, = TRz, — Mgz, +u —u (105)

=T(R— Ry)z, + u. (106)

El objetivo de control es el diseno de la entrada w tal que
Jim p=pg—p=0, limp=ps—p=0, (107)
donde P es el error de posicién y p, es la posicién deseada, la cual debe ser diferenciable al menos cuatro
veces. Por su parte T(R — Rg)z, es el término de acoplamiento, el cual se desvanece cuando R — Rj.

Para disefiar la ley de control auxiliar w no se considerard el término de interconexién 7' (R — Rg) y
se asumird que existe una entrada de control 7 para el subespacio de orientacién que garantiza R — Ry

cuando t — oo.

Considérese el siguiente subsistema

mp, = u, (108)

la entrada de control propuesta que garantiza el seguimiento de trayectorias en posicién para el sistema

descrito en ((108)), estd dada por
u = mpy + K.p + Kpp, (109)
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donde K y K, son matrices definidas positivas.

La dindmica en lazo cerrado para el subsistema de traslacién, queda de la siguiente forma
= 1 2 1 ~
p+—Kp+—K,p=0. (110)
m m

El sistema ([110]) tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable.
La entrada de control w es una entrada de control virtual, por lo que no es implementable. Sin embargo,

serd utilizada para calcular la fuerza de empuje T y la matriz de rotacidn deseada Ry4. De la ecuacién

(104)) la fuerza de empuje se puede calcular como
T = |ju+ mgzall (111)

donde se ha utilizado ||R4za|| = 1. En secciones posteriores se mostrard como obtener la orientacién

deseada a partir de la ecuacién (104)).

5.2. Error de orientacion

Antes de presentar los algoritmos de control de orientacién es necesario definir apropiadamente los
errores de orientacién y velocidad angular. Como se menciond en el capitulo 2, la orientacién de un

cuerpo rigido en el espacio puede describirse por una matriz de rotacién.

Primeramente, se considera a el marco de referencia deseado como X4 = (zq,y4,24) ¥y @ Rq(t) €
SO(3) como la matriz de rotacién que define la orientacién del marco ¥4 con respecto al marco inercial

2.

En muchos esquemas de control el error se define como una diferencia entre el valor deseado vy la
variable a controlar, en este caso, el error de orientacién se podria definir como R = R4(t) — R donde
el objetivo de control seria R — O. Sin embargo, se tienen dos problemas fundamentales con esta

definicién del error, R = R4(t) — R ¢ SO(3) y O ¢ SO(3).

Una solucién sencilla es utilizar una parametrizacién de la orientacién, por ejemplo, los dngulos de
Euler roll, pitch y yaw descritos en el capitulo 2. En este caso el error se puede definir de la siguiente

manera

¢=¢—¢, (112)
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donde {4 son los dngulos deseados. La derivada del error definido en ((112]) estd dado por
(=¢—¢ (113)

Con base en las relaciones cinematicas presentadas en el capitulo 2 del error de velocidad angular esta

dado por
@ =wq—w=T(¢)Ca — TS, (114)

donde wy € N3 es la velocidad angular deseada expresada con respecto al marco de referencia fijo
al cuadricéptero. A pesar de la simplicidad del error de orientacién definido en ([L12)), se tiene una
singularidad cuando el dngulo # alcanza los noventa grados y la matriz ¥(¢) pierde rango. Para resolver

este problema, el error de orientacidn se definird en términos de la matriz de rotacién.

El cuadricéptero alcanza la orientacién deseada cuando los marcos de referencia ¥ y ¥4 se alinean,
es decir,

R=Ry(t) — R'Ry=1I (115)
Por tanto, una manera apropiada de definir el error de orientacién es la siguiente

R=RTRy, (116)

donde el objetivo de control es lograr que R — I. Nétese que en este caso la matriz identidad si
pertenece al grupo SO(3). La matriz R es la rotacién que debe realizar el cuadricéptero para alcanzar
la orientaciéon deseada descrita por Ry, es decir, R es una medida del error de orientacién.

Al derivar la matriz de rotacién dada en ([116]) se obtiene
R=S(@)R=S(R™Qy - RTQ)R, (117)

donde €24 es la velocidad angular deseada expresada con respecto al marco inercial. Por tanto, el error

de velocidad angular estd dado por
&=R'Qy — w=Rwy — w, (118)

con 4 = Rywy.
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5.3. Control de orientacion basado en angulos de Euler

Para lograr que el cuadricéptero siga una trayectoria deseada en posicidn, es necesario que la orien-
tacién del vehiculo se alineé con la orientaciéon deseada. Si se adoptan las angulos de Euler ZY X la

ecuacién ({104)) toma la siguiente forma

Ux C¢d S04 C¢d + Swd S¢d 0
u=|uy [ =T [ sp,504Co, — Cp 50, | = | 0 |- (119)
Uy C@d6¢d mg

Con esto, se pueden resolver las ecuaciones no lineales de ((119)) para obtener los dngulos 64 y ¢4. Otro

punto que hay que tener presente es que, como se vio anteriormente el dngulo 14 es arbitrario.

De la tercer fila de (119) se obtiene que

Uy + mg

T = (120)

CqCqy

Ahora bien, usando la primera y segunda fila de (119) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones,

Uy c Sy /Co tan(6q
= (u, + mg) va Sval (6a) (121)
Uy Spy  —Coy/Coq tan(¢y)
Encontrando la solucién para tan(64) y tan(¢y):
1
tan(0q) = m(c%ux + sy, Uy), (122)
Co
tan(gq) = m(swdux — Cy, Uy ). (123)
Ahora despejando los dangulos deseados
04 = tanfl(#(cd, Ux + Sy, Uy)), (124)
Uy, +mg- ¢ a’y
_ Co
—tan (—24 <= . 125
da = tan ™ (e (50— ) (125)
Una solucién alternativa para calcular ¢4 es la siguiente,
S¢ Co
tan(¢g) = —2 = 7‘1(5%1@( — CyUy)- (126)

Coy U, +mg
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Por tanto,
Ce,CO 1
Soq = m(swduX — Cy,ly) = T(Swdu" = Cyyly)- (127)
Resultando
1,1
$q = sen 1(T(swdux—cwduy)). (128)

Una vez obtenidos los dngulos de Euler deseados, el siguiente paso es diseiiar la ley de control para

la dindmica rotacional. Considérese la ley de control dada por
T=JT+wxJw, (129)
donde 7 € 3 es una nueva entrada de control. La dindmica en lazo cerrado estd dada por
w=rT. (130)
El objetivo de control es el diseno de dicha entrada 7 tal que
Jim {=¢q—¢=0,lim {=¢;—¢=0 (131)

donde ¢=col(¢,0,7) y (q=col(dq, 0a, ¥q)-

Tomando en cuenta las relaciones cinematicas presentadas en el capitulo 2, la velocidad angular y
su derivada con respecto al tiempo, pueden ser expresadas como funcién de ¢ y ¢ como se muestra a

continuacién

W=+ =T (132)

Entonces si se disena la entrada de control 7 de la siguiente manera
F=W(Cy+ Kol + Ko) + W, (133)
la dindmica en lazo cerrado estd dada por
(+ K+ KL =0 (134)

Dicha dindmica tiene un punto de equilibrio asintético y exponencialmente estable, (&', é’) = (0,0).
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5.3.1. Control usando el error en términos de la matriz de rotacion

El esquema de control presentado en la seccién anterior tiene la desventaja de que el cuadricéptero
no puede seguir trayectorias en el espacio tridimensional para las cuales el dngulo 6 sea 7/2 radianes.
Para resolver este problema, en este apartado, se presenta un algoritmo de control basado en el error
de orientacién definido en . Los dngulos deseados y la matriz de rotacién deseada se calculan del

mismo modo que en la seccién anterior.

Ahora bien, a la matriz de rotacién R definida en ((116)) es posible extraer los dngulos de Euler ZY X
denotados por ¢, los cuales también contienen informacién del error de orientacién, de tal forma que
si ¢ — 0 implica R — I. Es importante mencionar que el error de orientacién ¢ obtenido a partir de
la matriz R no es equivalente al error definido en . Ademds, también se cumplen las siguientes

relaciones cinematicas:

w = ¥(()C, (135)

@ =®()¢+ () (136)
Por otro lado, la derivada del error de velocidad angular dado en ([118) estd dada por

@ = Rwq + S(@)w — w, (137)

donde wq € R3 es la aceleracién angular deseada. Tomando en cuenta la ecuacién anterior y las ecua-

ciones ((130) y (135)-(137) se puede obtener la siguiente expresién

T+ W(E, )¢ = Rovg + S(@)w — 7. (138)

En este caso, la ley de control propuesta es la siguiente,

7 — Rirg + S(@)w — (&, EE+w(d) (KW& + KOE) , (139)

donde K, € R3*3 y K, € R3*3 son matrices simétricas definidas positivas. Al sustituir la ley de control

(139) en ([138) se obtiene la dindmica en lazo cerrado dada por

C+ K.+ KL=, (140)
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Utilizando esta alternativa, se amplia el margen de funcionamiento del sistema, debido a que en el caso
anterior, el cuadricéptero no puede llegar a los 90 grados de inclinacién, mientras que en este caso, lo

que no puede llegar a los 90 grados es el error de orientacion.

5.4. Control de orientacion basado en el cuaterniéon unitario

Para evitar las singularidades que presentan los esquemas de control anteriores, en esta seccidn, se di-
sefa un esquema de control basado en cuaterniones unitarios. En este caso, la dindmica del cuadricéptero

estd descrita por las siguientes ecuaciones:

mp, = TRz, — mgza, (141)
T
= - (142)
I—
e—mM=5©), (143)
2
Jo=7T—-wxJw. (144)

En el diseno del algoritmo de control anterior, se encontraron las expresiones para calcular los dngulos
de Euler deseados en base a la entrada de control u y las trayectorias cartesianas. De manera similar, se

encontraran las expresiones para calcular el cuaternidn unitario deseado. Por lo que teniendo en cuenta

la matriz ([25)), resulta

Ux 2(€xd€zd + ndeyd) 0
u= uy | = T 2(eydezd - ndexd) - 0 . (145)
Uz 203 +e2q) — 1 mg

En este caso, debido a que se tienen cuatro incégnitas y tres ecuaciones, por simplicidad se fijarda una
de dichas incégnitas con valor de cero, la cual serd €,4.

Con ello resulta:

m(u, +g) 1
=TI, 146
MLy
d = — 147
P (147)
MLy
- 14
Eyd 2T77d ’ ( 8)

€4 = 0. (149)
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Por su parte la velocidad angular deseada estd dada por

T
I+ S(e €

wyq =2 UE (d) d 7 (150)
*GE YR

donde 71y € Ny €4 € 3 son las derivadas temporales del cuaternién deseado, las cudles se obtienen al
derivar las ecuaciones 1)1) El error de orientacién descrito por la matriz de rotacién R se puede

expresar en términos del cuaternidn de la manera siguiente,
Q=07"'94= {7 e (151)
Ahora bien, siguiendo con el disefio del control
T=JT+wxJw, (152)
con lo cual, resulta la siguiente dindmica en lazo cerrado
w="T. (153)
El control auxiliar propuesto 7 basado en cuaterniones unitarios esta dado por
T =wq + K,w + kye, (154)

donde w es el error de velocidad definido en l} kp es una constante positiva y K, € 33 es una

matriz definida positiva. Finalmente, la dindmica en lazo cerrado esta dada por:

0 =K, & — kpe, (155)
~T~

h=—- (156)

. 7l - S(¢

€ = 772(6)w (157)

Es importante mencionar que a diferencia de los algoritmos de control basados en los dngulos de Euler,
las ecuaciones en lazo cerrado descritas por ([155))-(157)) son ecuaciones no lineales y sus puntos de
equilibrio son (@, 7, €) = (0,+1,0).
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Analisis de estabilidad

Para analizar el punto de equilibrio se propone la siguiente funcién de Lyapunov

1

V o=kp(— 1)* 4+ kpete+ 5@%. (158)

Ahora bien, al derivar V resulta
V =2k (i — 1) + 2kpeTe + T . (159)

Entonces, al sustituir las ecuaciones ({155))-(157)) en la ecuacién anterior anterior, la derivada de V' queda
de la siguiente manera

V=-0TK,o. (160)

Como se puede ver V es semidefinida negativa, por tanto, el punto de equilibrio es estable. Para mostrar la

estabilidad asintética del origen se puede recurrir al teorema de LaSalle, como se muestra a continuacién
V=-o"K,»=0, (161)

por tanto,

©=0 =— =0, (162)

entonces de la ecuacién ((155)) se puede deducir que € = 0. Por su parte, de la ecuacién (23) se concluye

que 7 = 1. Por lo que, el sistema converge al maximo conjunto invariante descrito por
(GJ?ﬁ? é) = (07 :|:170)' (163)

A continuacién se mostrara que el punto (@, 7, €) = (0, —1,0) es un punto de equilibrio inestable. Como
se mostré anteriormente, la ecuacién (158]) es una funcién decreciente, por lo que, considerando dicho
punto de equilibrio resulta

Vao = 4kp. (164)

Ahora bien, tomando una pequena perturbacién 7 = —1 + o en el punto de equilibrio con ¢ > 0;

entonces se tiene que €'€ = 20 — o2.
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La funcién de Lyapunov con la perturbaciéon queda de la siguiente forma
Vo = 4kp — 20k, < Vi, (165)

dado que ([160]) es decreciente, V' nunca regresard a Vi, lo que indica que el punto de equilibrio es ines-
table (Siciliano et al., 2010). Entonces se puede concluir que el sistema debe converger asintéticamente

al punto de equilibrio (@, 7, €) = (0, 1,0), lo que implica que el seguimiento de R4 y wq se ha logrado.

5.5. Analisis de estabilidad del sistema en cascada

En la seccién anterior se presentaron los algoritmos de control de posicidn y orientacién para lograr
el seguimiento de trayectorias en vehiculos aéreos de cuatro rotores. Dichos algoritmos de control se di-
sefaron de forma independiente para los subespacios de posicidn y orientacién sin considerar el término
de interconexion. En esta seccidn se presenta el anélisis de estabilidad del sistema completo. Haciendo
uso de las propiedades de sistemas en cascada descritos en el capitulo 2, se mostrard que el término de

interconexidén no desestabiliza el sistema.

Control basado en angulos de Euler (Error convencional)

Considérese nuevamente las ecuaciones en lazo cerrado ([110)) y (134) y el término de acoplamiento

T (R — R4) za. La dindmica en lazo cerrado del sistema completo estd dado por

1. 1
p+—K.p+ —Kpp=T(R— Rq) za, (166)
m m

¢+ K. ¢+ Ko =0. (167)

Para facilitar el andlisis, la dindmica de los errores del subespacio de posicién, se reescribe en variables

de estado de la siguiente manera
& = Az +(z, (), (168)

donde x = col(p, D) y

A= , Y(z,¢) = : (169)
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La norma del término de acoplamiento @(m,&) satisface
l9(x, Q)| = T Rza — Razall = |u — mgza|[| Rza — Razall (170)
Tomando en cuenta la ley de control (109)), el término ||u + mgz,| puede acotarse por arriba como

lw + mgzall <m(||palloc + 9) + Amax{ K Pl + Amax { K} P

<D + V 2k |z, (171)

donde D £ m(||pallec +9) ¥ kvp = max {Amax{ Kp}, Amax { K} }.

Para analizar el término ||(R — Rq)zal|, considérese la siguiente definicién

cos(1))sen(#) cos(¢) + sen(v))sen(¢)
F(€) £ Rza = | sen(v)sen(d) cos(¢) — cos(v)sen(¢) | (172)
cos(0) cos(¢)

de manera similar se tiene f({3) = Rgza. La funcién f(¢) es globalmente Lipschitz, por tanto, el

término ||(R — Rq)za|| satisface la siguiente desigualdad

I(R = Ra)zal| = I£(¢) — F(C)I < LIIC = Call = LIKI, V¢, ¢q € R (173)

donde L es la constante de Lipschitz.

Tomando en cuenta (171) y (173) el término de interconexién satisface la suposicién 2,

(2, Q) < v (IEDI2l + 721D, (174)

con

10I¢I) = V2kw LICI, - 72(l€1) = DLIIC]- (175)

Por otra parte, dado que las matrices K, y K se eligen tal que A sea Hurwitz, el punto de equilibrio

x = 0 del subsistema & = Ax es global exponencialmente estable con funcién de Lyapunov V = T Pz,
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donde P = P7 es solucién de ATP + PA = —Q, con Q > O. La funcién de Lyapunov V satisface:

)‘ml'n{P}HmHQ SV < Améx{P}H$H27
oV
| <2 max P )
% | < 2AmsctPHel

y )\min{Q}
v = _Améx{P}V

En la seccién anterior se disefié T tal que el punto de equilibrio ({,{) = (0,0) sea asintéticamente
(exponencialmente) estable. Del andlisis anterior, se concluye que la dindmica en lazo cerrado del sistema

completo dada por

&= Az + P (x,(), (176)
¢ = —K.¢— Ko, (177)

satisface las condiciones de la proposicién 1, por lo tanto, el punto de equilibrio (:1:,&', Z’) = (0,0,0) del

sistema en cascada ([176])-(177)) es asintSticamente estable.

Control basado en angulos de Euler (Error en términos de matrices de rotacién)

A continuacién se analiza la estabilidad del sistema ([75))-([77]) en lazo cerrado con los esquemas de

control (109)), (111)), (129) y (139). Dado que la ley de control para el subespacio de posicién es la

misma que en el caso anterior, la dindmica en lazo cerrado presenta una estructura de un sistema en

cascada similar a (176))-(177)) y estd dada por

& = Az + (=, (), (178)
Z = _Kw& - Ko&a (179)

donde ¢ es el error de orientacién obtenido de la matriz de rotacién R = RT Ry. En este caso, el término

@(m,&) puede expresarse de la siguiente manera

P(x,C) = o . (180)

Para mostrar la estabilidad del punto de equilibrio (x,¢,¢) = (0,0,0) de ([178)-(179) se puede
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utilizar nuevamente la proposicion 1. Del andlisis anterior, para mostrar la estabilidad del origen es
necesario mostrar que el término de acoplamiento satisface la suposicién 2. En primer lugar se analizara

el término (I — R)za, el cual estd dado por

) — sen(t))sen(9)

— cos(1)sen(f) cos

(¢
(I —R)za=| —sen(v)sen(d)cos(p )+cos(w)sen(<2>) . (181)
0

1 — cos(0) cos(¢)

Al calcular la norma 1 del vector dado en ({181)) se obtiene

(I — R)za||1 =| cos(1))sen() cos(¢) + sen(tp)sen(¢)| + | — sen(tp)sen() cos(p)+

cos(tp)sen(¢)| + |1 — cos(8) cos(9)|. (182)
Tomando en cuenta que |1 — cos(é) cos(;ﬁ)\ < ]é! + |(~b| la ecuacién anterior puede ser acotada por arriba
de la siguiente manera
I = Ryzall <2 (I8l +18]+ 1) =2 (1 1 1) | @] | <23l (183)
Finalmente, tomando en cuenta (171]) y (T83)), el término de interconexién ¥(x, ) satisface la siguiente
desigualdad
(2, Q)| = llu + mgza| - | R(I — R)za|l < 2v6ky|IC] 1] +2v3D|]I, (184)
donde se ha utilizado ||R| = 1. Claramente ||2)(x, ¢)|| satisface la suposicién 2 con
(1€l = 2v6kvp Il 72(lI<]) = 2V3DIIC]I- (185)

El sistema en cascada descrito por ((178])-(179)) satisface las condiciones de la proposicién 1, por lo tanto,

se concluye que el punto de equilibrio (x, ¢, &) = (0,0, 0) es asintéticamente estable.
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Control basado en cuaterniones unitarios

Finalmente, se analiza la estabilidad del sistema ([75)-(77)) en lazo cerrado con los algoritmos de
control de posicién ([109)) y de orientacién (129)) y (154). La dindmica en lazo cerrado estd dada por:

& =Azx + P (z, €), (186)
€ :% (I — S(€)) @, (187)
= %é%, (188)
O =— kot — K, . (189)

En secciones anteriores se mostré que el algoritmo de control de orientacién ((129)) y (154) garantiza € —
0 cuando t — oo y que & = 0 es un punto global exponencialmente estable del subsistema & = Ax. De
acuerdo con la proposicién 1, para mostrar la estabilidad del punto de equilibrio (z,7, €, &) = (0,1, 0,0)

de ((186))-(189) solo es necesario demostrar que 1)(x, €) satisface la suposicién 2.

De la ecuacién (24)), el término (I — R(€))z, ests dado por

—&xE, — Ty
(I - R(@)za=2| —&& +ijex |- (190)

1—72—¢&

Z

Al despejar 7% de 1} se tiene 72 = 1 — &2 — Ef, — 2. Al sustituir el resultado anterior en ({I90]) se

obtiene
— &by — Ty 0 —7 —é& Ex
I-R@)za=2| —te,+it | =2| # 0 —¢ & | =2S(&)e, (191)
a+e & & 0 ¢,

donde &, £ col(&y, —&, 7). Puesto que [|&,| < /#* + €€ <1y |S(&)| = ||&]l, la norma de (T97))

satisface

I — R)za|| < 2[€]. (192)
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Del analisis anterior, el término 4 (x, €) = col(0, TR(I — R(€))z.) satisface la suposicién 2, i.e.,
1, )l < v (€Dl + 2 (lElD, (193)
donde
1 (El) = 2v2hwp €l s (l[€ll) = 2D[€]. (194)

Por tanto, el origen del sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable.
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Capitulo 6. Resultados

En este capitulo final, se presentan los resultados en simulaciones numéricas de los algoritmos de
control disefiados y puestos a prueba con distintas trayectorias de posicién. Para la realizacién de las

simulaciones se utilizaron los valores de los pardmetros que se muestran en la tabla [T}

Tabla 1. Valores de los parametros del sistema.

Parametro Valor Unidades
Masa (m) 0.650 kg
Longitud de brazo (¢) 0.23 m

[\

Tensor de inercia en eje = (Jy) | 7.5 x 1073 kgm

Tensor de inercia en eje y (Jy) | 7.5 1073 kgm?
Tensor de inercia en eje z (J,) | 1.3 x 1072 kgm?
Gravedad (g) 9.8 m /s’

Por su parte, las ganancias utilizadas en los controladores disefiados, se muestran en la tabla[2]

Tabla 2. Ganancias de los controladores.

Algoritmo de control K, K, K, | K, | k

Angulos de Euler (error convencional) 3.21 | 4901 | 0.81 | 3I -

Angulos de Euler (error en términos de matriz de rotacién) | 3I | 3601 | 1.2 | 3I -
Cuaternién unitario 41 - 1.5I | 3I | 450

Seguimiento de la trayectoria 1

A continuacidn se presentan las graficas de las trayectorias deseadas propuestas en cada uno de los
algoritmos de control disefiados, asi como las trayectorias ejecutadas por el cuadricéptero una vez que

se le aplicaron dichos algoritmos de control.

En las figuras[5}{7] se pueden observar las graficas correspondientes a la trayectoria 1 después de aplicar
los algoritmos de control disenados. Las simulaciones fueron realizadas con las siguientes condiciones
iniciales: para la posicién py = (3 0 0)T [m] y p, = 0 [m/s], mientras que para la orientacién, en el
primero y segundo esquema: wo = 0 [rad/s| y Rg = I y para el tercero: 7y =1, g = (0 0 0)Ty

wo = 0 [rad/s].
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Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

x[m]

Figura 5. Trayectoria 1 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error conven-
cional).

8 <
6 ~
z[m] 4
2 4
Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema
0 sl

Figura 6. Trayectoria 1 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error en términos
de matriz de rotacién).
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8 <
6 ~
z[m] 4 J
2 ~
Trayectoria deseada
0. Trayectoria del sistema

x[m]

Figura 7. Trayectoria 1 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en cuaternién unitario.

Como es posible apreciar, en los tres casos se puede observar un seguimiento de trayectoria por
el sistema, en terminos generales, alcanzado de una buena manera. Sin embargo, con el propdsito de
obtener un anilisis mas profundo, se calculd la norma del error en posicién en cada uno de los esquemas

de control, como se puede ver en la figura
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Figura 8. Normas de los errores de posicién en la trayectoria 1 (||p;||, coni=1,..,3).

Se puede ver que en cuanto al error de posicidn, el primer esquema de control es el que tiene el peor
desempefio, seguido por el segundo esquema, y siendo el esquema basado en el cuaternién unitario el

del mejor desempefio en este aspecto.

Ahora bien, para lograr una comparacion mas completa del desempefio entre los enfoques de control
con la trayectoria 1, se presenta la tabla [3] donde se muestran comparaciones en las entradas de control

y el error de posicion.

Tabla 3. Media cuadratica (RMS) de error de posicién (p), entrada de fuerza de empuje (") y entrada 7 para la trayectoria 1.

Algoritmo de control IIpll | T 7|
Angulos de Euler (error convencional) 0.17 | 9.93 | 27.90
Angulos de Euler (error en términos de matriz de rotacién) | 0.13 | 9.92 | 24.22
Cuaternién unitario 0.08 | 9.90 | 18.33

Al analizar la tabla anterior se puede concluir que para la trayectoria 1, el enfoque de control que

tuvo el mejor desempefio en todos los aspectos comparados, fue el que se basé en el cuaternidn unitario.
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Seguimiento de trayectoria 2

En cuanto a la trayectoria 2 propuesta, las figuras presentan los resultados que se obtuvieron
cuando fueron aplicados los tres esquemas de control. Las simulaciones fueron realizadas con las siguien-
tes condiciones iniciales: para la posicién p, = (3 0 6.3)T [m] y p, = 0 [m/s], mientras que para
la orientacién, en el primero y segundo esquema: wg = 0 [rad/s|] y Ry = I, asi como para el tercero:

n=1e=0 0 0)Tywy=0 [rad/s].

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 9. Trayectoria 2 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error conven-
cional).



47

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 10. Trayectoria 2 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error en
términos de matriz de rotacidn).

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 11. Trayectoria 2 ejecutada por el cuadricdptero con esquema de control basado en cuaternién unitario.
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Como se puede apreciar en las graficas, el seguimiento de la trayectoria mediante el control fue
logrado. A continuacién se muestran las normas de los errores de posicién en cada uno de los esquemas

de control en la figura [12]

1.5 T T
1.5 T T T T T T T
Ip
—— =Bl
.......... Hﬁd”
1 -
. |
B
E
0.5 -

0 50 100 150

Figura 12. Normas de los errores de posicién en la trayectoria 2 (||p;]

,coni=1,.,3).

Desplies de observar la grafica se puede interpretar que sucede lo mismo que en la trayectoria 1, el
mejor desempeno de los enfoques es el tercero y por su parte el primero es el peor. Ahora bien, viendo

la tabla |4] se puede obtener un anilisis mas completo.

Tabla 4. Media cuadratica (RMS) de error de posicién (p), entrada de fuerza de empuje (") y entrada 7 para la trayectoria 2.

Algoritmo de control ol | T |||
Angulos de Euler (error convencional) 0.12 | 10.04 | 47.16
Angulos de Euler (error en términos de matriz de rotacién) | 0.09 | 10.07 | 41.95
Cuaternidén unitario 0.05 | 9.90 | 32.01

Es posible concluir que el orden de mejor desempeiio que se mencioné con anterioridad se mantiene.
Sin embargo, un punto importante que se puede observar en esta tabla, es que las normas de la entrada
T son notablemente grandes. Esto quiere decir que, para lograr esta trayectoria, se requiere de mucha

energia, lo cual se debe considerar si se quisiera realizar en la vida real.
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Seguimiento de la trayectoria 3

Por su parte, en las figuras se pueden ver las graficas que corresponden a la trayectoria
3 propuesta para los algoritmos de control. Para las simulaciones, fueron consideradas las siguientes
condiciones iniciales: en la posicién p, = (0 0 0)T [m] y p, = 0 [m/s], mientras que la orientacién,
en el primero y segundo esquema: wo = 0 [rad/s] y Rg = I y para el tercero: g =1, €0 =(0 0 0)7

y wo = 0 [rad/s].

10 <
8
6
zlm] 4 |
2 Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 13. Trayectoria 3 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error conven-
cional).
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Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 14. Trayectoria 3 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error en
términos de matriz de rotacidn).
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6 ~
z[m] 4
2 4
Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 15. Trayectoria 3 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en cuaternién unitario.
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Observando las gréficas, se puede ver el seguimiento de la trayectoria propuesta, en este caso, para
los tres enfoques. Una vez visto eso, se prosigue con el anilisis de los errores de posicidn, los cuales son

presentados en la figura [L6]

09r 1 7

D
. | |

0.8 E—— 2

Ipill [m]

0 50 100 150

Figura 16. Normas de los errores de posicién en la trayectoria 3 (||p;]

,coni=1,.,3).

En este caso, al observar la gréfica de las normas de los errores se puede decir que se sigue cumpliendo
lo sucedido en los casos anteriores, el peor desempefio, en cuanto a este aspecto, es el primer esquema
y el mejor sigue siendo el tercero. Completando el andlisis en la comparacién del desempefio de los

algoritmos se presenta la tabla 5]

Tabla 5. Media cuadratica (RMS) de error de posicién (p), entrada de fuerza de empuje (") y entrada 7 para la trayectoria 3.

Algoritmo de control ol | T Ikl

Angulos de Euler (error convencional) 0.10 | 9.823 | 0.96

Angulos de Euler (error en términos de matriz de rotacién) | 0.08 | 9.825 | 1.05
Cuaternién unitario 0.06 | 9.83 | 0.91

Al observar la tabla anterior, de igual forma, se puede concluir que el mejor desempefio en el se-
guimiento de la trayectoria 3 es el del enfoque basado en el cuaternién unitario y el peor desempefio lo
presenta el enfoque basado en los dngulos de Euler con el error convencional. Un punto importante que

se puede considerar en este andlisis es la baja cantidad de energia, en comparacién a las trayectorias
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anteriores, que se requiere para lograr el seguimiento de esta trayectoria.

Seguimiento de la trayectoria 4

Por ultimo, en las figuras [17H19| se muestran los resultados obtenidos con la trayectoria 4 aplicada a
los tres enfoques de control del presente trabajo. Cabe resaltar que las simulaciones para obtener estas
gréficas fueron realizadas con las siguientes condiciones iniciales: en la posicién py = (3 0 9)T [m]y
Po = 0 [m/s], mientras que la orientacién, en el primero y segundo esquema: wo = 0 [rad/s|y Ry = I

y para el tercero: 7y =1, g = (0 0 0)T y wy =0 [rad/s].

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

10 <

[m]

Figura 17. Trayectoria 4 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error conven-
cional).
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Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

10 <

Figura 18. Trayectoria 4 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en dngulos de Euler (error en
términos de matriz de rotacidn).

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

10 <

a[m]

Figura 19. Trayectoria 4 ejecutada por el cuadricéptero con esquema de control basado en cuaternién unitario.
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Como se puede apreciar en las gréficas el seguimiento de la trayectoria aplicada en este caso fue
logrado, por lo tanto, es posible continuar con el andlisis de los errores de posiciéon mostrados en la figura

201

1 T T T T T T T

[P+ ]

08r o8t — — —[|ps|l 1

o7k |1Bs]| |

0.6 4

05

B3l [m]

0.3

0 50 100 150

Figura 20. Normas de los errores de posicién en la trayectoria 4 (||p;]

,coni=1,.,3).

En este caso, al analizar las normas de los errores de posicién es posible ver que se sigue cumpliendo

el orden del mejor desempeno de los enfoques de control.

Tabla 6. Media cuadratica (RMS) de error de posicién (p), entrada de fuerza de empuje (T") y entrada 7 para la trayectoria 4.

Algoritmo de control ol | T 7|
Angulos de Euler (error convencional) 0.05 | 9.802 | 12.22
Angulos de Euler (error en términos de matriz de rotacién) | 0.04 | 9.803 | 13.40
Cuaternién unitario 0.02 | 9.805 | 12.20

Ahora bien, analizando la tabla [] se puede ver que el desempefio de los tres enfoques de control
fue muy parecido. Sin embargo, hay una ligera diferencia por lo que se podria optar por elegir como el
mejor enfoque al tercero. En este caso, y pudiendo concluir finalmente, que por lo visto en los resultados

obtenidos numéricamente, dicho enfoque fue el mejor al utilizarlo con las cuatro trayectorias propuestas.
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Seguimiento de trayectorias polinomiales

En cuanto a estas trayectorias, se utilizaron polinomios de tercer orden, como el que se muestra en

(87)), para llegar a todos los puntos deseados.

Seguimiento de trayectoria polinomial 1

A continuacién se presentan en la tabla[7]los pardmetros utilizados para la generacién de la trayectoria
1, los cuales fueron los puntos deseados en posicién y velocidades en dichos puntos, asi como los intervalos

de tiempo en que se requeria que se pasara de punto a punto.

Tabla 7. Parametros utilizados para la generacién de la trayectoria polinomial 1.

0 [to ]t B[ o lm] y[ml = m] | v [/l vy m/s] v, [m/s]
qo0 0 10 0 0 0 0 0 0
q 10 20 4 4 2 1 1 0
q2 20 30 -4 6 2 1 1 0
q3 30 40 -4 12 2 1 1 0
q4 40 50 4 18 2 1 1 0
qs 50 60 0 29 2 0.2 0.1 0
Qs 60 70 -4 20 2 1 1 0
qr 70 80 6 22 2 1 1 0
qs 80 90 14 28 2 0.1 0
q9 90 100 14 18 2 0 0.3 0
gqio | 100 110 6 15 2 0 0.2 0
g1 | 110 120 14 3 2 0 0 0
q12 120 130 5 -3 2 0 0.1 0
q13 130 140 0 0 0 0 0 0

A continuacién se presentan, en la figura 21} los puntos en posicién a los que se llevard al cuadricéptero

durante la trayectoria que describe la tabla anterior.
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Figura 21. Puntos que forman la trayectoria polinomial 1.

Cabe resaltar que la trayectoria fue generada en funcién de un escenario conocido, para que en este
caso el cuadricéptero, vuele en él. También es importante sefialar, que después de analizar el desempefio
de los algoritmos de control en las secciones anteriores, se optd por utilizar en el seguimiento de esta
trayectoria al algoritmo que tuvo mejor desempeno. Dicho algoritmo fue el basado en el cuaternién

unitario y la trayectoria utilizada se muestra en la figura



z[m)]

Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

Figura 22. Seguimiento del cuadricéptero de la trayectoria polinomial 1.

Seguimiento de la trayectoria polinomial 2

De igual forma, fue disefiada una segunda trayectoria polinomial, la cual pasa por los puntos que se

muestran en la tabla 24

Ahora bien, se presenta la grafica de los puntos, en la figura 23] que se eligieron para que el sistema

Tabla 8. Pardmetros utilizados para la generacién de la trayectoria polinomial 2.

q(t) [ to[s] tels] [z [m] y[m] =[m]|vx[m/s] wvy[m/s] wv,[m/s]
w© | 0 10 0 0 0 0 0 0
@ | 10 20 3 0 7 08 0.8 0
@ | 20 30 5 10 7 1 1 0
¢ | 30 40 9 15 2 08 0.8 0
g1 | 40 50 2 22 5 1 1 0
¢ | 50 60 3 28 4 0 0 0
% | 60 70 3 32 7 1 1 0
¢ | 70 80 3 22 7 0 0 0
% | 80 90 | 12 11 7 01 01 0
@ | 90 100 | 10 10 2 1 1 0
¢i0 | 100 110 | 8 1 1 0 0 0
qu | 130 140 | © 0 0 0 0

pase por ellos para formar la trayectoria polinomial.
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Figura 23. Puntos que forman la trayectoria polinomial 2.

Al igual que en el caso anterior, una vez obtenidos los puntos por los que pasard el cuadricéptero y

el escenario en el que se moverd, se disend la trayectoria tal y como se muestra en la figura [24]
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Trayectoria deseada
Trayectoria del sistema

z[m)|

35

20

Figura 24. Seguimiento de la trayectoria polinomial 2.

Como se observa en las figuras, el seguimiento de las trayectorias polinomiales fue logrado de manera
satisfactoria. El disefio de este tipo de trayectorias, como se puede apreciar, va orientado a aplicaciones
reales, debido a que se puede hacer que el sistema a controlar pase por ciertos puntos deseados y asi
generar un comportamiento requerido para alguna aplicacién, obviamente todo ello bajo la condicién de

conocer previamente el escenario en el que se movera dicho sistema.
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Capitulo 7. Conclusiones

En este trabajo de tesis se obtuvo el modelo matematico de un vehiculo aéreo de cuatro rotores.
También se realizd un andlisis del mismo, descubriendo asi algunas de sus propiedades, que fueron utili-
zadas como herramientas para el disefio de los tres algoritmos de control propuestos. Una vez disehados,
su desempeiio fue puesto a prueba con distintas trayectorias en posicidn. Para evaluar dicho desempeio
se utilizé como métrica la raiz media cuadratica (RMS) de la norma de los errores de posicién, asi como
la norma de la fuerza de empuje y el par de entrada. Luego de realizar dicho andlisis, el algoritmo basado
en el cuaternién unitario resulté ser el que mostré el mejor desempeifio para seguir las trayectorias pro-
puestas, por lo que fue elegido para ser utilizado en la implementacién de trayectorias polinomiales, las
cuales fueron capaces de Ilevar al sistema por una serie de puntos que se eligieron para dar un recorrido

en un escenario especifico.

En cuanto a los algoritmos propuestos, matematicamente, se pudo ver que el primer esquema mos-
traba singularidades si el sistema alcanza los 90 grados de inclinacién. Por su parte, el segundo esquema
resulté ser mejor en ese aspecto, ya que, definiendo el error en términos de matrices de rotacién, se
logré aumentar el margen de inclinacién, debido a que en este caso, lo que no debe sobrepasar los 90
grados es el error de rotacién, lo cual resulta mds dificil que suceda. Por (ltimo, con el tercer esquema

de control (basado en el cuaternidn unitario) se logré superar todas esas singularidades.

De igual forma, se logré demostrar la estabilidad del sistema general en los tres esquemas propuestos,

explotando la propiedad estructural de sistemas en cascada del modelo matematico del sistema.

En términos generales, el seguimiento de las trayectorias utilizadas en este trabajo para los algoritmos
de control diseiiados, fue logrado de manera satisfactoria. Del mismo modo fue posible la realizacién de
un analisis para poder decidir acerca de que trayectorias son factibles para ser implementadas de manera

real en este tipo de sistemas.

Trabajo futuro

En cuanto al trabajo futuro, comprende lo siguiente:

= Validacién experimental de los esquemas de control propuestos.

= Bisqueda de aplicaciones reales que contribuyan en sectores sociales o productivos de la regidn.
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= Optimizacién de las trayectorias polinomiales.

= Disefio de esquemas de control utilizando otros enfoques como Backstepping, adaptable, robusto,

modos deslizantes, etc.
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