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Resumen de la tesis que presenta Carlos Francisco Montaiez Molina como requisito parcial para la
obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Electrénica y Telecomunicaciones con orientacién en
Instrumentacién y Control.

Formacion de vehiculos aéreos con aplicaciones a busqueda y vigilancia

Resumen aprobado por:

Dr. César Cruz Hernandez Dr. Javier Pliego Jiménez

Codirector de tesis Codirector de tesis

En el presente trabajo se aborda el problema de formacién de vehiculos aéreos con aplicaciones a
bisqueda y vigilancia. Para resolver dicho problema, se hace uso de la teoria de sistemas complejos
y de grafos para replicar el comportamiento colectivo de formacién. Por otro lado, al hacer uso de la
teoria de control no lineal fue posible diseiiar los algoritmos de control para el sistema de traslacién y
de orientacién. Para llevar a cabo la comunicaciéon se presentan dos algoritmos uno de ellos hace uso de
grafos dirigidos (enfoque maestro-esclavo) mientras que el segundo es para grafos no dirigidos. En vista
de que ambos algoritmos permiten un vuelo en formacién y seguimiento de trayectorias, para cumplir
con el objetivo referente a las aplicaciones de biisqueda y vigilancia, se han propuesto dos trayectorias,
las cuales corresponden a una espiral en forma de poligono irregular y una trayectoria cadtica. La primera
de ellas se ha empleado para labores de blsqueda y se diseid mediante el uso de polinomios de quinto
grado. Por otro lado, la trayectoria cadtica es empleada para tareas de vigilancia y es obtenida a partir
del mapa logistico. El desempefio de los algoritmos se verificé mediante simulaciones numéricas.

Palabras clave: Vehiculos aéreos, formacion, busqueda, vigilancia, sistemas complejos, grafos,
comportamiento colectivo



Abstract of the thesis presented by Carlos Francisco Montafiez Molina as a partial requirement to obtain
the Master of Science degree in Electronics and Telecommunications with orientation in Instrumentation
and Control.

Aerial vehicles formation with applications to search and surveillance

Abstract approved by:

Dr. César Cruz Hernandez Dr. Javier Pliego Jiménez

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

The present work addresses the problem of aerial vehicles formation with applications to search and
surveillance tasks. To resolve this problem, complex systems theory and of graph are used to replicate the
collective behavior of formation. On the other hand, making use nonlinear control theory was possible
to design the control algorithms for the translation and orientation systems. To bring about the commu-
nication two algorithms are introduced one of them makes use directed graphs (master-slave approach)
while by the second is for non directed graphs. Given that both algorithms allow flight in formation and
trajectories tracking, to fulfill the aim regarding to search and surveillance applications, two trajectories
have been proposed, which ones correspond to a irregular polygon shape spiral and to a chaotic trajec-
tory. The firts of them has been employed for search and it is designed using fifth degree polynomials.
On the other hand, the chaotic trajectory is employed for surveillance tasks and it is obtained from the
logistic map. Performance from the algorithms has been verified by numerical simulations.

Keywords: Aerial vehicles, formation, search, surveillance, complex systems, graphs, collective
behavior
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Capitulo 1. Introduccién

La constante modernizacién de la sociedad ha implicado la necesidad del uso de instrumentos mas
eficientes y automatizados, capaces de desempenar actividades que reduzcan los riesgos que atenten
contra la integridad fisica de las personas. Los avances tecnolégicos han impulsado la construccién
de sistemas auténomos, entre los cuales destacan los vehiculos aéreos debido a su amplia gama de
movimientos y maniobras, lo cual les permite desenvolverse en miiltiples ambitos. Este tipo de vehiculo es
capaz de involucrarse en actividades agricolas, servicios de entrega, aplicaciones en ingenieria, bisqueda

y vigilancia tanto civiles como militares.

Existen diferentes tipos de vehiculos aéreos auténomos (UAVs por sus siglas en inglés) entre los que
destacan los de ala fija y los de ala rotatoria (multirotor) por su sustentacién. Los UAVs de ala
fija mostrados en la figura [I] se encuentran compuestos por dos alas fijas a su fuselaje, que los hace
muy similares a los aviones convencionales. Por su autonomia, son utilizados para cubrir grandes areas
de terreno, pero aun asi presentan grandes desventajas en comparacién a un multirotor, ya que los ala
fija para su despegue requieren de la ayuda de un operador o de una plataforma especial que les brinde
el impulso necesario para elevarse y de igual forma para su aterrizaje, se requiere de la ayuda de un
operador o de una superficie muy amplia. Otra desventaja que presenta este tipo de vehiculo es a la
hora de realizar tareas de inspeccidén en un punto especifico, ya que su vuelo constante no le permite
volar sobre el punto de interés como lo hace un multirotor. Los UAVs de ala rotatoria (multirotor),
(ver figura [2)) cuentan con rotores que les permiten despegar y aterrizar de manera vertical, son capaces
de desplazarse en los ejes x, y, z y de mantener un vuelo estacionario en un punto especifico, lo que
los hace muy parecidos a un helicéptero, los vehiculos multirotor pueden recibir el nombre de tricéptero,

hexacdptero, octocdptero y cuadricéptero seglin el nimero de rotores con los que cuente.

Tricoptero Cuadricéptero

Hexacdptero Octocdptero

Figura 1. UAVs ala fija. Figura 2. UAVs ala rotativa.



Figura 3. Comportamientos colectivos en la naturaleza a) hormigas, b) parvada y c) cardumen.

Actualmente los vehiculos aéreos no tripulados que mas se utilizan son del tipo cuadricéptero, éste
se desplaza mediante el movimiento provocado por cuatro motores, colocados en los extremos de su
estructura, poseen gran maniobrabilidad, generan una mayor estabilidad de vuelo y seguridad, ademas
pueden ser equipados con herramientas para un trabajo especifico, son mds econémicos y resultan no
tan complicados de controlar. Este tipo de multirotor tienen seis grados de libertad, los cuales se dividen
en rotacionales y traslacionales lo que provoca que este sistema sea subactuado, ya que como su nombre
lo dice, este sistema posee cuatro rotores y es un nimero menor a la cantidad de grados de libertad que
posee. La dindmica generada por este sistema es altamente no lineal, motivo suficiente para que sea un
objeto de estudio muy interesante en el drea de control automdtico, pues se requiere del diseno de un

algoritmo de control que permita cumplir de manera eficiente las tareas para las cuales fue creado.

En esta tesis se analizard el problema de generacién del comportamiento colectivo de formacién
en vehiculos aéreos no tripulados para aplicaciones en labores de busqueda y vigilancia, aplicando la
teoria de sistemas complejos y control automatico. La coordinacién de los vehiculos no tripulados y
auténomos involucra la aplicacién de los sistemas complejos, ya que hoy en dia se busca disefiar sistemas

que asemejen el comportamiento colectivo de diferentes organismos vivos (Tan, 2013); por ejemplo el



caso del comportamiento colectivo de las hormigas (ver figura 3(a)) que evita su desorientacién (Wilson
et al., 2018), la manera en que las aves realizan formaciones al recorrer largas distancias (Portugal et al.,
2014) (ver figura 3(b)) o la manera en que los peces se agrupan en cardimenes para protegerse de
los depredadores (Pavlov y Kasumyan, 2000) (ver figura 3(c)). Varios grupos de investigacién se han
enfocado en el estudio de éstas interacciones y en la clasificacién de las conductas que se presentan en
éstas agrupaciones naturales, con la finalidad de reproducir de manera artificial estos comportamientos
colectivos de sincronizacién, cohesién, formacién, coordinacién, etc. De manera que, si se emulan estos
comportamientos en los vehiculos aéreos, las tareas que antes eran realizadas por un solo sistema, ahora

se podran dividir en varios sistemas lo que reducird costos y tiempo de operacién.

En este trabajo de tesis se hace uso de la teoria de grafos debido a las aplicaciones que se pueden
lograr gracias a las matrices asociadas a ellos tanto en el drea de control como de robdtica (Martinez,
2014), dicho lo anterior por medio de dichas matrices es posible lograr la comunicacién entre un grupo

de cuadricdpteros.

1.1. Motivacién

Dado que los cuadricépteros en los tltimos afios se han logrado colocar entre los sistemas con mayor
auge por la gran variedad de tareas que pueden ejecutar, motiva al desarrollo de algoritmos de control
que permitan replicar comportamientos colectivos, tal como es el caso de un grupo de cuadricépteros
llevando a cabo un vuelo en formacién que permita labores de bidsqueda o vigilancia y dado que uno de
los objetivos de los comportamientos colectivos es lograr que tareas que antes eran realizadas por un solo
sistema puedan ser ejecutadas por varios sistemas para la reduccién de tiempos y costos de operacién,
se considera que si un grupo de cuadricépteros vuelan en formacién, el drea de cobertura al momento
de realizar ya sea la tarea de bilsqueda o vigilancia sera significativamente mayor a la que podria logar

cubrir un sélo cuadricéptero.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Aplicar la teoria de sistemas complejos para generar comportamientos colectivos en grupos de vehicu-

los aéreos de 4 rotores enfocados a tareas de bulsqueda y vigilancia.



1.2.2. Objetivos particulares

1. Estudiar y deducir las ecuaciones del modelo matematico del cuadricéptero.

2. Buscar estrategias de control para el cuadricéptero.

3. Evaluar distintas topologias de conexién para la formacién de vehiculos aéreos no tripulados.
4. Validar los esquemas propuestos mediante simulaciones.

5. Realizar aplicaciones para el problema de bisqueda y vigilancia.

1.3. Antecedentes

En la literatura se reportan una gran variedad de articulos y tesis que abordan temas que presentan
cierta relacién con el tépico de este trabajo de tesis. Por tal motivo, en esta seccidén se hace mencién a

algunos de ellos.

El modelo matematico del cuadricéptero es posible encontrarlo en la mayoria de los trabajos, no
obstante en algunos de ellos, dicho modelo se encuentra muy simplificado, impidiendo tener una buena
aproximacién a lo real, por tal motivo se presta mayor atencién a los trabajos realizados por Bouabdallah
et al. (2005); Kendoul et al. (2009); Mahony et al. (2012); Lee et al. (2017), pues en ellos se puede
encontrar el modelo matematico més detallado y con informacién suficiente para mayor comprensién. Con
respecto al diseno de los algoritmos que permiten el control de posicién y orientacién del cuadricéptero
se tiene: Madani y Benallegue (2006), en el cual, se ha empleado la técnica de control backstepping de
estado completo para obtener el vector de entradas w = [ u; wuy w3 w4 | que permita controlar los
motores del cuadricoptero para lograr un seguimiento adecuado de la trayectoria deseada. Por otra parte,
se utilizaron técnicas de control lineal y no lineal para el disefio de algoritmos que permiten controlar
la orientacién del cuadricéptero, entre dichas técnicas se encuentra backstepping, control PID, teoria
de control 6ptimo, teoria de Lyapunov y modos deslizantes (Bouabdallah, 2007). Kendoul et al. (2009),
hace uso de la técnica de linealizacién por retroalimentacién exacta para el diseno del algoritmo de
orientacién y para lograr que el vehiculo se comporte como un sistema completamente actuado emplea
una entrada de control virtual, pues esto a su vez permite la obtencién de una entrada de control para
el sistema traslacién y de los dngulos deseados ¢, 6. Se utilizé un control predictivo para la parte de

orientacién y un control no lineal H, para la parte de traslacién en (Raffo et al., 2010).



Anteriormente en el Centro de Investigacién Cientifica y de Educacién Superior de Ensenada (CICE-
SE), se realizaron trabajos, en los cuales, se usé la teoria de sistemas complejos y de grafos para generar
comportamientos colectivos. Entre dichos trabajos se encuentran: (Martinez, 2014), en el cual, para
generar los comportamientos colectivos de formacién y de sincronizacién en grupos de robots moviles, se
proponen algoritmos de control que permiten hacer uso de la teoria de sistemas complejos y de grafos. El
comportamiento de sincronizacién producido por las luciérnagas se estudié en (Arellano-Delgado et al.,
2015), mediante el uso de osciladores, teoria de sistemas complejos y de grafos. Por otra parte, Parra
(2017), busca que un grupo de cinco robots mdviles diferenciales puedan emular los comportamientos
colectivos de formacidn y sincronizacién, por tal motivo, hace uso de la teoria de control no lineal, siste-
mas complejos y de grafos. Para lograr emular el comportamiento de sincronizacion y de formacién Diaz

(2018), propone el disefio de un algoritmo de control por medio de la técnica de control backstepping.

Abdessameud y Tayebi (2009) disefiaron un algoritmo de control para que un grupo de UAVs realicen
una formacién al despegar y al aterrizar. El algoritmo propuesto ademdas de cumplir con el objetivo de
control permite que los vehiculos mantengan una comunicacién bidireccional. El disefio de la ley de
control de formacién descentralizada reportada en (Arshad y Yoonsoo, 2015), es obtenida mediante una
linealizacién por retroalimentacién, esto a su vez ha permitido que el algoritmo sea casi lineal, ademas
se hace uso de la teoria de grafos para obtener la matriz Laplaciana que permite la comunicacién entre
cada cuadricéptero. Por otra parte, para abordar el problema de formacién en (Koksal et al., 2015), se
presenta un algoritmo de control dividido en dos niveles, en el primero de ellos, se encuentra lo referente
a formacién mientras que en el segundo, se describe como se diseiiaron los algoritmos de control para
orientacién y posiciéon. Ademds los resultados que se muestran en dicho articulo son tanto numéricos

como experimentales.

Los articulos Cabreira et al. (2018) y Gohari et al. (2019) son tomados en consideracién, debido a
que en ellos se aborda el disefio de trayectorias que pueden aplicarse tanto en labores de vigilancia como
de bisqueda. En el primero de ellos se aborda el problema de cobertura de un &rea, por lo que proponen
el disefio de una trayectoria en espiral, mientras que en el segundo por medio del mapa de Hénon se

diseiié una trayectoria cadtica para cumplir con labores de vigilancia.



1.4. Estructura de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se presenta una introduccién a la teoria de sistemas complejos y teoria de grafos,

asi como los conceptos necesarios para obtener el modelo matematico del cuadricéptero.

En el Capitulo 3, se presenta tanto el desarrollo para la obtencidén del algoritmo de control de

posicién como de orientacién. Pruebas de estabilidad también son mostradas.

En el Capitulo 4, se aborda el problema de formacién, por tal motivo se encuentran los algoritmos

de control que permiten emular dicho comportamiento colectivo.

En el Capitulo 5, se presenta el desarrollo de dos trayectorias que permiten realizar tanto aplicaciones

de blsqueda como de vigilancia.

En el Capitulo 6, se encuentran los resultados numéricos obtenidos haciendo uso de los diferentes

algoritmos de control presentados en este trabajo.

En el Capitulo 7, se mencionan las conclusiones y trabajos futuros.



Capitulo 2. Preliminares

En este capitulo se presenta una breve introduccidn a la teoria de sistemas complejos y de grafos.
Con respecto a grafos se presentan sus origenes y como éstos pueden ser representados por matrices. El

resto del capitulo se compone por el modelo cinematico y dindmico del cuadricéptero.

2.1. Teoria de sistemas complejos

En los dltimos afos los investigadores se han enfocado en el estudio de los sistemas complejos y no
porque sean imposibles de comprender, dado que a menudo la palabra complejo la asociamos con algo
complicado, sino porque esta nueva rama de la ciencia que engloba a la fisica, biologia y las ciencias
sociales, busca entender los comportamientos emergentes o en otras palabras los comportamientos colec-
tivos que se presentan en algunos organismos vivos, en la sociedad o en el mismo funcionamiento de los
diferentes 6rganos que conforman a los seres vivos. Desde el punto de vista de la fisica, un sistema com-
plejo se encuentra compuesto por varios elementos o particulas, donde dichos elementos se encuentran

descritos por sus estados, como lo es su posicién, velocidad, masa, forma, etc (Thurner et al., 2018).

Algunos comportamientos colectivos de interés que se presentan en seres vivos fueron mencionados
en la introduccidén y cuyo interés es muy grande, pues al lograr emularlos en robots o en sistemas
que requiera un cierto grado de autonomia, permitird al ser humano evitar la realizacién de tareas que

impliquen un gran riesgo en su salud fisica.

De acuerdo a (Bar-Yam, 2003), los siguientes ejemplos estdn catalogados como sistemas complejos:
una persona, el cuerpo humano, el cerebro, un ecosistema, una corporacién y una computadora por men-
cionar algunos. Algunas de las herramientas matematicas empleadas en el estudio de dichos sistemas
son: ecuaciones diferenciales, andlisis de series de tiempo, teoria de grafos y de redes, teoria de juegos y

algoritmos genéticos (Ottino, 2003).

2.2. Origen de la teoria de grafos

La historia de la teoria de grafos se remonta al siglo XVIII en la ciudad de Konigsberg Prusia, donde
se encuentra la isla de Kneiphof rodeada por el rio Pregel. Para acceder a la isla fueron construidos siete
puentes como se muestra en la figura[4] Los habitantes de la ciudad se plantearon el siguiente problema:

encontrar un recorrido tal que empezando en cualquier porcidn de tierra se pase por todos los puentes



mmanuel Kahk"mmb
s
. - =
e

Figura 4. Puentes de Konigsberg.

una sola vez y se regrese al punto de partida. Ninguna persona fue capaz de resolver el juego hasta
que el matematico Leonhard Euler que se encontraba de visita en la ciudad se interesé por dicho juego

logrando demostrar que era imposible resolverlo.

Euler en 1736 en su publicacién Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis, muestra una
solucién analitica a dicho problema, lo que lo llevd a ser reconocido como el padrea de la teoria de
grafos. En dicho articulo, Euler representé cada uno de las porciones de tierra por pequefios circulos
(nodos o vértices) y los puentes por medio de lineas (aristas) (ver figura[5]). Hoy en dia dicha abstraccién
es conocida como grafo, y se puede representar por un conjunto de pares ordenados G = (V, E), donde
V(G) es un conjunto finito no vacio cuyos elementos son conocido como Vvértices y F(G) es un conjunto

finito de pares cuyos elementos son llamados aristas.

Figura 5. Grafo asociado al problema de los puentes de Konigsberg.

2.2.1. Tipos de grafos

Existen diferentes tipos de grafos pero en este trabajo de tesis solo se mencionan los tres principales:



e Grafo simple: Es aquel en que una arista une dos vértices cualquiera y asi se pueden ir formando

diferentes topologias de conexién.

Figura 6. Grafo simple.

e Multigrafo: Es aquel en que dos vértices se pueden conectar por mas de una arista.

Figura 7. Multigrafo.

e Grafo dirigido: Es aquel donde las aristas cuentan con una direccién hacia alguno de los vértices

del grafo, dicha direccién se representa por una flecha.

Figura 8. Grafo dirigido.

2.2.2. Topologias de conexion

Las topologias de conexidn representan diferentes maneras de interconectar elementos de una red
para que estos intercambien informacién de manera dirigida o no dirigida, entre las principales topologias

de conexién se encuentran:
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Topologia en anillo. En esta red los nodos se encuentran conectados en serie desde el punto inicial
al final, por lo que la informacién tiene que fluir por cada uno de los nodos hasta llegar al punto inicial, el
inconveniente con esta topologia de conexidn se presenta al momento en que uno de los nodos falle, pues
se verd interrumpida la comunicacién provocando que la red se vea afectada (Sosinsky, 2009; Sharma,

2017).

Figura 9. Grafo anillo.

Topologia en cadena. Al igual que en la topologia en anillo los nodos que conforman esta conexién
se encuentran conectados en serie, el flujo de la informacién es similar, con la tnica diferencia de que los
extremos no se unen, por lo tanto, el nodo inicial nunca conocera que esta sucediendo con la informacién
que ha recabado el nodo final y si falla uno de los nodos, la red presentara problemas de comunicacién.
Este tipo de conexiones tiene un buen funcionamiento con pocos dispositivos (nodos), pero si el nimero
de dispositivos (nodos) es muy grande, la informacién puede sufrir pérdidas causando que el dltimo

dispositivo no tenga un buen desempefio (Sosinsky, 2009; Sharma, 2017).

Figura 10. Grafo cadena.

Topologia en estrella. En esta topologia solo un nodo central recibe la informacién de cada uno de
los dispositivos de la red, por lo que si éste falla, toda la red dejara de funcionar, este tipo de conexiones
presentan buena comunicacién pues la informacién no tiene que pasar por cada uno de los dispositivos

(Sosinsky, 2009; Sharma, 2017).
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Figura 11. Grafo estrella.

Topologia en arbol. Esta topologia puede considerase como un derivado de la conexién en estrella,
pues se tiene un nodo central encargado de distribuir la informacién a través de las diferentes ramas,
con la diferencia de que en las ramas existe otro nodo que se encarga de repetir la informacién dado que

se comporta como un nuevo nodo central (Sharma, 2017).

Figura 12. Grafo arbol.

2.2.3. Matrices asociadas a un grafo

La razén por la cual se desea representar un grafo por medio de matrices, se debe a ciertas ventajas
que se presentan con respecto a su forma gréafica. En procesos en los cuales se desea realizar calculos
numéricos por medio de una computadora es mas facil representar un grafo en forma matricial que realizar
un proceso de reconocimiento de imdgenes, ademas de que se pueden aprovechar todas las ventajas del

algebra lineal para obtener datos caracteristicos de cada grafo (Narsingh, 1974).
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Matriz de adyacencia I'(G)

Es una matriz cuadrada de dimensién n x n, donde n representa el niimero de nodos del grafo. Dicha

matriz se compone de 1y 0, sus elementos a;; de la matriz I'(G) estdn dados por,

1 si(i,j) € E(G)
aij = (1)
0 de otra forma

(i,7) € E (G) significa que existe una arista que une a los nodos i y j. En el caso de los grafos dirigidos

se tiene que a;; = 1 si existe un arco que va del nodo j al nodo .
Matriz de Grado D (G)

Es una matriz diagonal de dimensién n x n, donde n representa el niimero de vecinos que tiene cada

nodo. Los elementos d;; de dicha matriz estan dados por,

di sii=7j
dij = (2)
0 de otra forma.

Se conoce al coeficiente d; como el grado del nodo 4, el cual se calcula como la suma de los elementos

de la fila 7 de la matriz de adyacencia T'(G),

En el caso de los grafos orientados podemos distinguir entre el grado de entrada d; y el grado de
salida d;r, en donde el primero es la suma de todos los arcos que tienen al nodo i como final y el segundo

es la suma de los que lo tienen como inicio (Martinez, 2014).
Matriz Laplaciana L (G)

Esta matriz tiene dimensién n x n se forma restando la matriz de grado D (G) y la matriz de
adyacencia T (G),
L(G)=D(G)-T(G) (4)
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Los elementos [;; de la matriz L(G) se calculan de la siguiente manera,

di sii=j
lij=1{ -1 (i,j) € E(G) (5)

0 de otra forma

Matriz de acoplamiento A (G)

Para lograr una comunicacién entre diferentes sistemas y que estos realicen tareas en conjunto, se

utiliza la matriz de acoplamiento, que se define como la matriz Laplaciana negativa,

A(G)=—-L(G) (6)

Para una explicacién mds detallada sobre teoria de grafos ver (Parra, 2017; Martinez, 2014; Foulds,

1992).

2.3. Modelo matematico del cuadricéptero

En esta seccidn se encuentra todo lo referente al modelo matematico del cuadricéptero, como son
las matrices de rotacidén y sus propiedades, angulos de Euler, obtencién de las fuerzas de arrastre y
empuje provocadas por las propelas del cuadricéptero y la formulacién Newton-Euler para la obtencién

del modelo de movimiento.

<bh

2e

Le

Figura 13. Marcos de referencia de un cuerpo rigido.



14

2.3.1. Estudio del movimiento de cuerpos rigidos

Para dicho estudio se requiere de herramientas matematicas que permitan conocer tanto la posicién
como la orientacién de un cuerpo rigido en el espacio. Por tal motivo las matrices de rotacién y sus
propiedades juegan un papel importante, ya que por medio de ellas es posible conocer la posicién y

orientacién de un cuerpo con respecto a un marco de referencia deseado, (ver figura [13)).

2.3.1.1. Matrices de rotacién

Las matrices de rotacién permiten conocer la orientacién de un cuerpo rigido en el espacio. Una
matriz de rotacién en un espacio de tres dimensiones se puede obtener a partir de las proyecciones de

los ejes de un marco del cuerpo ), con respecto a un marco fijo en el mundo ), (ver figura |14)).

Ze

A
e Yo

Zb

20p

>» Ye
)

Le

Figura 14. Marco X, respecto a marco Y.

A continuacién se muestran las proyecciones del marco Y, con respecto al marco X, haciendo uso

del producto punto para la obtencién de una matriz de rotacién general,

xlez = (wb : me)me + (1171) : ye)ye =+ (wb : ze)zea (7)
Yy = (Yo Te)Te + (Yp - Ye)Ye + (Yp - 2e) 26, (8)
2y = (20 Te)Te + (20 Ye)Ye + (20 - 2e)2e, (9)

donde cada producto punto se encuentra multiplicado por la direccion del eje en que se realiza la

proyeccién. Los elementos de las ecuaciones —@ son rescritos de la siguiente forma:



Tp - Te Yy - Te
e __ e _
To= | T Ye | Y= | Yp Yo
Iy - Ze Yy Ze
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Zp - Le
v 2= | mye | (10)

Zp - Ze

dado que se requiere una matriz de rotacién R de dimensidn 3 x 3 que al ser multiplicada por cada uno

de los vectores del marco >, regrese cada uno de los nuevos vectores en las coordenadas del marco 3,

dicha matriz R puede ser escrita de la siguiente forma,

Iy - Te

Ly Y

Th - Ze

la matriz en ((11]) se conoce como matriz de rotacién genérica.

Yy Te Zp: Te
Yy Ye Zb-Ye | (11)
Yp - Ze Zp* Ze

Existen tres matrices elementales para

representar la rotacién en cada uno de los ejes y se representan de la siguiente forma,

Ze Z@
Zb Zb
Yo
0 o
2 Yo
[Z) ye < ye
0
Ty /)e
Le Le Tp
1 0 0 cos(f) 0 sen(h)
R,(0)=| 0 cos(d) —sen(d) | R,(0) = 0 1 0 .
0 sen(f) cos(0) —sen(f) 0 cos(6)
Zb,~e
ot
Yo
e Ye
o
Te o
cos(f) —sen(f) O
R.(0)= | sen(f) cos(#) O
0 0 1

Figura 15. Matrices de rotacién basicas.
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2.3.1.2. Propiedades de las matrices de rotacién

Las matrices de rotacién presentan ciertas propiedades que permiten simplificar algunos célculos

(Spong et al., 2005). Se sabe que
RRT =1, (12)

por tal motivo se concluye que,
RT =R, (13)

ya que esto es cierto, la matriz de rotacién es una matriz ortogonal, su determinante es igual a 1 y si se
cumplen estas condiciones, se dice que R € SO(n) (grupo especial ortogonal). Dado que una matriz de
rotacién tiene que pertenecer a SO(n), se puede concluir que no cualquier matriz cuadrada puede ser

considerada una matriz de rotacidn.

Zh Ze Ze
A Zb A Zp Le
o 0
Yo Yb
[
b -
> UYe (\)ge > Ye
xr / 4 X
e T Le Tp e Tp

Figura 16. Representacién de la orientacién mediante los angulos de Euler ZY Z.

2.3.1.3. Angulos de Euler

Un método simple para describir la orientacién de un cuerpo rigido en términos de tres cantidades
independientes (¢, 0, 1) es por medio de los angulos de Euler. Una matriz de rotacién se puede obtener
a partir de tres rotaciones sucesivas. Por ejemplo, una matriz de rotacién se puede obtener a partir de
una rotacién alrededor del eje z un dngulo ¢, seguida de una rotacién alrededor del eje ¥ un angulo 6 y
finalmente una rotacién alrededor del eje z un dngulo ¥ como se muestra en la figura La secuencia

anterior se conoce como los dngulos de Euler ZY Z y su matriz de rotacién es la siguiente,

CHCOCY — S¢Sy —CyCoSy — S¢Cyp CipSp
R = Rz(qb)Ry(Q)Rz(l/)) = | S¢CeCy T CpSyy  —SpCoSy T CopCy  SySe | > (14)

—Sp Cw S $¢ Co
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donde ¢; = cos(j), s; =sen(j) y j = {¢,0,¢}.
Ze

(e

yaw

L

G Ye

teh
pitc
¢

x, roll

Figura 17. Angulos roll, pitch y yaw.

En navegacién los angulos de Euler mas utilizados son los angulos yaw(v)), pitch(0) y roll(¢) que

corresponden a la secuencia ZY X (ver figura y su matriz de rotacién estd dada por

CpChp  CpSPSp — SypCo  CypCpSe + SySs
R=1 cosy sysoss+cpco sycoso —cyss | - (15)

—Sp CoS¢p CoCy

A continuacién se presenta una solucién sencilla para el caso del problema inverso, el cual consiste
en obtener los dngulos de Euler (¢,0,1) a partir de una matriz de rotacién dada (Siciliano y Villani,

1999),
i1 Ti2 T13

R = 21 T22 T23 . (16)

31 T32 T33

Igualando las expresiones y (L6)), se obtiene

iz T2 713 CyCo  CypSeSy — SyCp  CyChSo + SyS¢
Tol T22 T2z | = | oSy SySeSe + CypCy  SyCpSe — CySe | o (17)
T3l T32 133 el CoS¢p CoCe

donde al relacionar los términos y al realizar algunas operaciones es posible la obtencién de los dngulos
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de Euler (¢,0,1), que se presentan a continuacién:

¢ = atan2 (r32,733) ,
0 = atan2 (—7“31, \/m> » (18)

77[) = atan2 (T21, Tll)

donde atan2 es la funcién arco tangente de dos argumentos.

2.3.1.4. \Velocidad angular

La velocidad angular es posible determinarla a partir de la derivada con respecto al tiempo de una
matriz de rotacién R(t). Se sabe que la derivada de una matriz de rotacién se puede calcular por la
siguiente relacidn,

R =RS(w(t)) (19)

donde S(w) es una matriz antisimétrica con la siguiente estructura

0 —r ¢
S(w) = T 0 -—p
-q¢ p O

yw(t)=[p ¢q r ] es el vector de la velocidad angular del marco que rota con respecto al marco fijo

en un tiempo t (Spong et al., 2005; Siciliano et al., 2008).

La derivada de la matriz de rotacién (|15)) estd dada por,
R = RZJ/)R%HR‘T,@S + RZ7¢Ry79Rx7¢ + RZ’wRy7asz¢' (20)

Al aplicar las propiedades de la matriz de rotacidn y la matriz antisimétrica (Spong et al., 2005; Siciliano

et al., 2008) y tomando en cuenta las ecuaciones y se obtiene
R = RS(w) = RS (w, + R, yw, + R. ,R] yw.). (21)
Igualando los argumentos de las matrices antisiméricas se obtiene

w=w, + R} yw, + R, ;R} yw. (22)
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donde w, = ¢[1 0 0], wy, =001 0" yw, = ¢[00 1]*. Finalmente, la velocidad angular en términos

de las derivadas de los dngulos de Euler estd dada por

1 0 —Sp ¢
w= |0 cp Spco o | =¥(p)o. (23)

0 —s4 cyco 1/}

La matriz inversa de W (¢) estd dada por

1 S¢t@ C¢t9
vl (¢) =10 Ce CoS¢ (24)

0 sgseg cesey

donde t (-) = tan () y se(-) = sec(-). Es importante mencionar que esta matriz tiene una singularidad

en 0 = +7.
2.3.1.5. Aerodinamica del cuadricéptero

En el cuadricéptero se presentan ciertas fuerzas aerodindmicas que dependen del disefio de los rotores
(Mahony et al., 2012). Una de ellas es la fuerza de empuje, esta es la causante del desplazamiento del
vehiculo aéreo y puede ser modelada en estado estacionario mediante:

2 2 .
fri = pAir;Crwy;, 1=1,2,3,4 (25)
donde p es la densidad del aire, A; drea del disco del rotor, r; radio del disco, Cr coeficiente de arrastre

y wy; velocidad angular del rotor.

Para fines practicos la ecuacién puede ser sustituida por el siguiente modelo simplificado
fri=crw?, i=1,2,34 (26)

donde ¢ > 0 puede ser determinado a partir de la prueba de empuje estatico.

Debido a que se tienen cuatro rotores el empuje total (") aplicado al cuadricéptero se puede expresar

por
4

4
T= Z fri= ZcTw%i, (27)
1=1

i=1
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por otra parte, la fuerza de arrastre es generada por la oposicién que presenta el aire al movimiento
provocado por los rotores del cuadricéptero. Por lo tanto, se genera un par en el fuselaje que estd dado
por

i = cou’; (28)

donde cg > 0 es el coeficiente de torque que depende de la geometria de las propelas (Mahony et al.,

2012).

En la figura se encuentra un esquema del cuadricéptero donde se puede apreciar como actian
las fuerzas antes mencionadas en el objeto de estudio. Se tiene al marco de referencia inercial ), =
{Ze, e, 2z} y €l marco unido al cuerpo del vehiculo Y, = {xp, yp, 2}. La fuerza de empuje solo actda

en el eje z, por lo que haciendo uso de la ecuacién (27)), la fuerza total estd dada por

f=Tz=T]|0|. (29)

Figura 18. Esquema del cuadricéptero, donde Y. es el marco de referencia inercial y X, el marco fijo al cuerpo.
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El momento total generado por la fuerza de arrastre en el marco unido al cuadricéptero estd dado

por
T=Ty+Ty+ T (30)
donde
-fr2_f7‘4- _w%fz—w%_
Te = lyy X frozp — lyy X frazy =1 0 =ler 0 , (31)
L 0 . L 0 .
S - ; _
Ty =lmy X frizp —loy X frazp =1 fig— fr1 | =lor | w2y —w? |, (32)
L O a L 0 .
0
T, =T+ Tra— Trl — Tr3 = CQ 0 , (33)

2 2 2 2
Wig T Wiy — Wy — W3

[ es la distancia del origen del marco ), al i-ésimo rotor.

Agrupando (27 y los términos anteriores se obtiene la siguiente ecuacién

[ T ] [ cr c¢cr cr cr 17 w%l ]
Ty _ 0 ler 0 —ler w%Q (38)
Ty —ler 0 ler 0 w2,

| T2 | @ c@q —c@ c@ || w2, |

La ecuacién anterior describe la relacién entre las velocidades angulares de los rotores y las fuerzas

y pares de empuje.

Dado que dichas fuerzas se encuentran en el marco fijo al cuerpo y para su estudio se requiere que

estén respecto al marco inercial ), se tiene:

fe =Rf =TRxz., (35)

Te = RT. (36)
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2.3.2. Ecuaciones de movimiento

La posicién lineal del cuadricoptero se define en los ejes del marco inercial X y se denota por

Para describir la orientacién del cuadricéptero se hace uso de los dngulos de Euler para navegacidn

roll, pitch y yaw:

e El dngulo roll (¢) determina la rotacién alrededor del eje .
e El dngulo pitch (6) determina la rotacién alrededor del eje y.

e El dngulo yaw (¢) determina la rotacién alrededor del eje z.

En forma compactap=[ ¢ 6 1 ]T. Las velocidades lineales en el marco fijo al cuerpo se definen

comov=[uv, v, v, ]T. Por otra parte, el vectorw = [ p ¢ r |T denota las velocidad angular con

T

respecto al marco fijo al cuerpo rigido.

2.3.3. Formulacion Newton-Euler

Las ecuacidén de movimiento de traslacidn expresada con respecto al marco fijo al cuerpo rigido, estan
dadas por
. _ T
mo+wxmov=Ff—R gmz. (38)

donde g es la constante de gravedad y m es la masa del cuadricéptero. Considerando las siguientes
relaciones cinematicas:

p=Rv, p=Rv+ Rv (39)

la ecuacién ([38]), se puede expresar con respecto al marco de referencia inercial de la siguiente manera

mp = TRz, — mgz. = f, — mgz.. (40)
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La ecuacién que describe la orientacidn estd dada por

R =RS(w) (41)

ITw =7 —w x (Iw) (42)

donde I es el tensor de inercia dado por la siguiente matriz diagonal

i 0 0
0 0 Is

debido a la estructura simétrica del cuadricéptero. Es importante mencionar que ambas ecuaciones se

encuentran respecto al marco ) ;.

Por ultimo, el modelo dindmico del cuadricéptero estd dado por:

R =RS(w) (45)

w=I"1(1 - wx Iw). (46)
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Capitulo 3. Algoritmos de control

En este capitulo se presenta un algoritmo de control para el vehiculo aéreo de cuatro rotores. Dado
que se tiene un sistema subactuado para la parte de posicidn, se adopta un enfoque similar al presentado
en (Kendoul et al., 2009). Para la obtencién del algoritmo de control del subsistema de orientacién, se
recurre a la técnica de control no lineal conocida como linealizacién por retroalimentacién exacta (Khalil,

2002).

3.1. Obtencién del algoritmo de control de posicién

Como se menciond anteriormente para obtener el algoritmo que permite controlar la posicién del
cuadricdptero, se ha adoptado una estrategia similar a la presentada en (Kendoul et al.,, 2009). En

dicho trabajo se propone una entrada virtual w aplicada al subsitema que describe la posicién

mp=u—u-+TRz. —mgz, (47)

para obtener un sistema actuado. Esta entrada de control auxiliar, permite calcular tanto las fuerza de
empuje 7" como los dngulos deseados ¢, y 04, pues a diferencia del angulo v, estos no pueden tomar

valores arbitrarios.

La entrada virtual u, estd definida por

u=TRyz. — mgz. (48)

donde R, es la matriz de rotacién en funcién de los angulos deseados ¢, 84,1 ;. Dado que se multiplica

la matriz R, por el vector unitario z., se obtiene

Uy Cy,804Ch, T SipySe, 0
u= 1 uy | =T | sy,80,00, FCp,50, | ~| 0 |- (49)
U, C9,Co, mg

La fuerza de empuje total se puede obtener apartir de

T = |lu+ mgz.|| (50)
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o por simplicidad de la tercer fila de la ecuacién (49)) dando como resultado

Uy +mg

T = (51)

C4Co,

Los angulos ¢, y 64 se calculan a partir de sustituir la fuerza de empuje total 7', en la primera y

segunda fila de la ecuacién (49), por lo tanto, las ecuaciones resultantes son:

-1 Co

¢d =tan (uz —|—dmg (5¢dux — deuy)) , (52)
—1

Hd =tan <uz T mg (c¢du$ + swduy)> (53)

siempre y cuando u, + mg # 0.

Dado que el objetivo de control es obtener w tal que
lm p2p—py(t) =0, limp=p—pyt)=0
Jim p=p—py(t) =0, lmp=p—py(t)
la entrada de control propuesta para lograr el seguimiento de trayectorias esta dada por
u=mpy — K,p— Kpp (54)

donde p = p — p, es el error de posicidn, p=p— P, es el error de seguimiento de velocidad, p, es la

posiciéon deseada y K, K, > 0 son matrices de ganancias definidas positivas.

Sustituyendo y (54) en la ecuacién (47) el sistema en lazo cerrado esta definido por

1

m

1

. . T
[ Kp+—K,p=—(R—-Ry), 55
p+ P+ Kyp m( d) (55)

se puede observar que sin el término T' (R — Ry), el sistema presenta un punto de equilibrio exponen-

cialmente estable en el origen.

3.2. Obtencién del algoritmo de control de orientacion

En esta seccién se presentan los algoritmos de control para la orientacién del cuadricéptero basados
en los dngulos de Euler ZY X . Considérese nuevamente la ecuacién (42)), dicha ecuacién es no lineal por

lo que se hace uso de una linealizacién por retroalimentacién exacta. La entrada linealizante estd dada
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por

T=I7T4+wx Iw (56)

donde T es la nueva entrada de control. Al sustituir la ecuacién anterior en (42)), se obtiene

Ahora bien, al derivar la ecuacién ([23]) se obtiene la siguiente relacién cinematica

w=Ueo+ V. (58)

Igualando las ecuaciones (57)) y (58] se llega a la siguiente expresién

Vp(p) + o = 7. (59)

Para el subsistema , se propone el siguiente algoritmo de control (Siciliano y Villani, 1999)
F=0 (&ﬁd ~Kyé— Kae> ) (60)

donde e = ¢ — ¢, é = gb — <,:bd son los errores de orientacién y K,,, K, > 0 son matrices positivas

definidas. El sistema en lazo cerrado da como resultado,
e+ Kpe+Kyoe=0 (61)

siempre y cuando W sea una matriz no singular. Nétese que (|61)) es una ecuacién diferencial de segundo

orden cuyo punto de equilibrio (e, &) = (0,0) es asintSticamente estable.

Sin embargo esta estrategia de control tiene la desventaja de tener una singularidad en ¢ = +3.
Por eso se recurre a una segunda estrategia de control. Dicha estrategia consiste en definir el error de

orientacién en funcién de una matriz de rotacidn.

Las matrices de rotacion para lograr el objetivo se describen, como

RR. = R, (62)
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donde R, es la rotacidon que se tiene que realizar para lograr la rotacién deseada, es decir, R, es una

medida del error de orientacién, la cual se puede calcular como

R.=R'R,. (63)

Nétese que el cuadricéptero alcanza la orientacién deseada si R. = I. Dada la ecuacién (|63)) se
obtiene su primera derivada con respecto al tiempo, para asi obtener el error en funcién de las velocidades

angulares con respecto al marco del cuerpo.

R.=R'R,+ R"Ry

=R"S" (Rw) Ry + R"S (Ryw,) Ry. (64)

La matriz S7 es igual a —S y aplicando la siguiente propiedad RS (Rw) RT = S (Rw), la ecuacién

anterior queda expresada como
R.=S (-R"Rw)R. + S (R"Rqw,) R.
=S (—w+ R.wq) R. (65)

donde el argumento de la matriz S representa el error de la velocidad angular mencionado anteriormente.

Tomando en cuenta la ecuacién ([23)), se tiene

—w+ Rwq =¥ (¢,) &, (66)

y cuya derivada estd dada por

—w - S(w)Rewd + Rewd = ‘Il (¢e) d)e + v (¢e) ¢e (67)

donde ¢, son los dngulos de Euler obtenidos a partir de la matriz R.. Es importante mencionar que si

¢. — 0, entonces R, — I. Tomando en cuenta la ecuacién (57)), se obtiene

— 7 — S(w)Rwy+ Ry = ¥ (¢,) ¢, + ¥ () b, (68)
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donde la entrada auxiliar 7 se define como

7= —S(W)Rew + R — ¥ (6) b, + ¥ (¢,) (Koo + Ky ) (69)

El modelo dindmico en lazo cerrado es el siguiente, siempre y cuando W (¢,) sea no singular,

¢+ Kuop,+ K,p, =0. (70)

Al igual que en la estrategia de control anterior, la ecuacién ([70)) se analiza como una ecuacién
diferencial de segundo orden, donde las ganancias K, y K, se eligen como matrices positivas definidas

para garantizar que el punto de equilibrio sea asintéticamente estable.

En este enfoque, la singularidad aparece cuando 6. = +7. Nétese que un error de 90 grados es
relativamente grande. Ademds, con este enfoque el cuadricdptero puede realizar trayectorias que re-
quieran valores de 6 mayor o igual a 90 grados. Tomando en cuenta lo mencionado anteriormente, el

algoritmo de control seleccionado para la orientacién del cuadricéptero se obtiene mediante este enfoque.

3.3. Analisis de estabilidad

Dado que el modelo del cuadricoptero presenta una estructura en cascada, se consultaron los resul-
tados reportados por Sepulchre et al. (1997), ya que presenta un amplio estudio de este tipo de sistemas
y las herramientas necesarias para llevar a cabo el andlisis de estabilidad del modelo matematico en

estudio.

Para comenzar con el anélisis de estabilidad, se toma como caso de estudio el siguiente sistema

z=F(z) +(z,€), (71)
é :a(£7 ’LL),

donde el término de interconexién 1)(z, &) es equivalente a T(R — Ry)z. y el cual se busca probar que
cuando ¢ — oo dicho término tiende a cero, pues de lo contrario este término estard actuando como una

perturbacién. Para demostrar lo antes dicho se recurre a la siguiente suposicidn.
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Suposicion 3.1 (Sepulchre et al., 1997, pag 129) La funcion v(z, &) tiene un crecimiento lineal en z,

es decir, existen dos funciones clase—K v, (-) y v4(+), diferenciales en & = 0, tal que

19 (2, I <7 (IED11zN + 72 (NI€1D- (72)

Por tanto, para comprobar que el término de interconexiéon T'(R — R;)z. se encuentra acotado de

forma similar a lo visto en ([72)), se procede a realizar los siguientes célculos.

Dado que el algoritmo de orientacién empleado hace uso de la matriz R, para definir el error, es
necesario que el término de interconexidn se encuentre en funcién de dicho término, por tanto, al utilizar

RR" =TI en T(R — Ry)z., se obtiene
T(R— RR'Ry)z. =TR(I — R,)z. (73)

ya que el término anterior se encuentra en funcién de la matriz de rotacidn del error se procede a acotar

dicho término.

Se sabe que a”b < ||al|||b]|, por tanto, al aplicar dicha desigualdad en ([73), se obtiene
ITR(I — Re)ze|| < [TI[|R|[[[(T — Re)ze|ly (74)

donde al hacer uso de la norma 1 y la desigualdad del tridngulo en el término

— cos(th) sen(f) cos(¢ — sen (1)) sen ()
(I — Re)ze = | —sen(¢) sen(f) cos(¢ + cos() sen(ep) | (75)

1 — cos(#) cos(¢)

se obtiene

I(I = Re)zell1 <|cos(¢) sen(B) cos(¢)| + | sen(v) sen(§)| + | sen(t)) sen(8) cos(4| (76)
+ cos({p) sen(fﬁ)] +1]1 - cos(é) cos((~b)\

donde todos los términos pueden acotarse por arriba mediante el uso de las siguientes desigualdades

|cos(a)] < 1, |sen(a)| < |a|l y |a+ b < |a|] + |b|, aplicando dichas desigualdades, se obtienen las
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expresiones acotadas:

[sen(8) + sen(4)| < 6] + [¢| (77)
[sen(4) + sen(6)| < [¢] + [¢] (78)
|1 — cos(8) cos(9)| < |9] + |6 (79)

donde por conveniencia en se ha acotado |sen(¢)| < 1, en (78) se ha acotado |sen(f)| < 1y la

cota en ([79)) se ha obtenido graficamente, lo cual se puede apreciar en la figura .

6]+ |6

(6) cos(¢) |

& £(9,9)

Figura 19. Gréficas de las funciones |1 — cos(6) cos()| y |0] + |¢|-

Agrupando los términos obtenidos al hacer uso de las desigualdades es posible acotar ([76)) por arriba

como se muestra a continuacion
6]
1= Rozelh <2081+ 8]+ 1) <21 1 1] | B | <2v3lgel- (80)
]
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Por otra parte, al acotar por arriba la fuerza de empuje total T', se obtiene

7| = lluw+mgze| < [ull +mg (81)
donde |lu|| = ||mp, — K,p — K,p|| puede ser acotada por arriba de la siguiente manera
lmpa — Kop — Kb < mllbylloo + | EKullllpll + 1K, |2] (82)

dado que K, y K, son matrices simétricas definidas positivas la norma Euclidiana se define por el

méximo valor propio, por tanto ([82)) se puede rescribir como

Impg — K op = Kppll < mlBallosc + Mmda(Ko) [Pl + Amaa (K p) 1B

Al sustituir y (81)) en (74)) el término de interconexién se define como

ITR(I — Re)zc|| < 2V3M||o.|| +2V3GCpllzl] 4 (83)

donde M £ m(||Dalloc +9), Goo = Il Mna(K)  Amaa(K o) |
ecuacién he igualando 7, (| @ ]1z[l = 2V3Gpullz Il @cll ¥ v2(lldell) = 2v3M ]|, |, se demuestra
que el término de interconexién TR(I — R,) satisface la desigualdad dada en ([72).

| Izl =1 ||| |p|l ]*- Recordando la

El siguiente paso es demostrar si el sistema en lazo cerrado presenta estabilidad global. Por tanto,

al llevar el sistema de traslacién y de orientacién en lazo cerrado descrito por

) 1 . 1. T
p=——K,p——K,p+—R(I— R.)z, (84)
m m m

¢e = - Kw¢e - K0¢e
a la forma vista en , se tiene

2 =A1z +(z,§), (85)

€ =As¢ (86)

donde z=1[p p 7. f(z)= Az,
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Ay = : (87)

o I
Ay = . (88)
-K, K,

Para estudiar la estabilidad del sistema descrito por (85) y se hara uso de la siguiente proposicion:

Proposicién 1 (Sepulchre et al., 1997, pdg 133) Si la Suposicién[3.1] se cumple y si el sistema z = f(z)

es global exponencialmente estable, con una funcién de Lyapunov V (z) la cual satisface

arl|z]* <V(z) < ag|2? (89)
oV .

Ha—zH <as|z|]| @ >0,i=1,..,4 (90)

L;V(z) <— a4V (2) (91)

entonces las soluciones z(t) de (71)) son acotadas y convergen a cero para cualquier £(t) que converge a

cero. Ademds, si € = a(€) es global asintdticamente estable, entonces (z,€) = (0,0) del sistema (71))

es un punto de equilibrio global asintéticamente estable.

En base a lo anterior, se propone la siguiente funcién de Lyapunov V = 27 Pz donde P = PT es
solucién de ATP + PA; = —Q con K,y K, elegidas de tal forma que A; sea Hurwitz, @ > 0y
cuya funcién V satisface (92)-(94) como se muestra a continuacién:

)‘min(P)Hz”Q <V < )‘mdm<P)HZH2v (92)
ov

”%H SQ}‘max(P)Hz”? (93)

V== /\mc’w:(P) v (94)

con lo anterior se puede concluir que la dindmica en lazo cerrado del sistema completo (55) y (70]),

presenta un punto de equilibrio asintéticamente estable en (2, ¢,, ¢.) = (0,0, 0).
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Capitulo 4. Formacion de un grupo de cuadricépteros

La importancia de que un grupo de vehiculos aéreos puedan realizar vuelos en formacién radica
principalmente en reducir costos y tiempos de operacidn, ya que se busca que las tares que antes eran
realizadas por un solo sistema (cuadricpétero) se dividan entre varios cumpliendo asi con los objetivos

mencionados anteriormente.

Dado que se abordan dos estrategias para lograr que un grupo de cinco cuadricépteros realicen un
vuelo en formacidn, el presente capitulo se encuentra dividido en dos secciones. En la primer seccién se
encuentra lo referente a vuelo en formacién mediante el enfoque conocido como maestro-esclavo. En la
segunda seccion, se aborda el caso en que no existe un cuadricdptero maestro, sino que cada uno sabe

que Ordenes tiene que ejecutar.

4.1. Formacion maestro esclavo

Para que los cuadricépteros realicen una formacién mediante el enfoque maestro-esclavo se emplearon
los grafos dirigidos, ya que por su estructura, es posible utilizar el enfoque mencionado. Para que cada
uno de los cuadricépteros se comuniquen se recurre a la matriz de acoplamiento que se obtiene a partir
del grafo en estudio. A continuacidn se presentan las entradas de control propuestas para la formacién de
un grupo de cinco cuadricépteros empleando los grafos dirigidos estrella y cadena. El motivo principal por
el cual, solo se presentan los dos grafos mencionados se debe a que el grafo arbol dirigido es considerado
como un derivado de estas dos. Por otra parte, debido a que el nodo final retroalimenta al nodo inicial,

el grafo anillo dirigido no es considero pues no permite hacer uso de la técnica maestro-esclavo.

4.1.1. Formacion con un grafo estrella dirigido

0<—0—>0

Figura 20. Grafo estrella dirigido.
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La entrada de control que permite realizar la comunicacién y la formacién mediante el uso de un

grafo estrella dirigido (ver figura , estd dada por

n
Um :mf)d + Kvl(pml - pd) + Kpl (pml —Pg+ Z alj(slj), (95)
j=1
i>1,
n n
wi =mp,, + Kui ¥ aij(p; — b)) + Kpi Y aij(p; — pj + 8ij) (96)
=1 j=1

donde la ecuacién (95)) es la entrada de control para el cuadricéptero maestro, a;; es el término de acopla-

miento perteneciente a la matriz A, p,, = [ 21 Ym1  2m1 ) €S la posicién del cuadricéptero maestro,
., ., o T
la ecuacién es la entrada de control para los cuadricépteros esclavos donde, p; = [ z; v; 2 |
— T : s s A ,
es el nodo receptor, p; = [ T Y 2 ]* el nodo transmisor, §;; = d; — d; es el término que permite

realizar la formacién, se considera que d;; = 0 Vi = j y n es el nimero de cuadricépteros.

4.1.2. Formacion con un grafo cadena dirigido

o-0-06-0-0

Figura 21. Grafo cadena dirigido.

La entrada de control empleada para lograr el objetivo de control por medio de un grafo cadena

dirigido (ver figura [21), est4 dada por

n
W, =Py + K1 (D1 — Pa) + Kpt (Py — Pa+ Y a15015), (97)
j=1
i >1,
n n
wi =mp;_y + Ko Y aij(p; — p;) + Kpi »_ aij(p; — pj + 645) (98)
j=1 j=1

donde el Gnico término que cambia con respecto a la entrada de control empleada con un grafo estrella
dirigido es p,_;, pues este término no se mantiene fijo como ocurre con p,,. Esto se debe a que en
esta topologia el primer nodo es maestro del segundo y el segundo del tercero hasta que el nodo n — 1
es el maestro del nodo n. Cabe mencionar que aunque esto suceda, el cuadricéptero encargado de dar

indicaciones es el que se encuentra al inicio.
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4.2. Formacion descentralizada

Para el disefio de la entrada de control que permite hacer uso de grafos no dirigidos, se consulté (Ab-
dessameud y Tayebi, 2009). El método propuesto en dicho trabajo permite comunicar a cada uno de los
miembros de un grupo sin la necesidad de limitarse al uso de un cuadricéptero maestro, dado que cada
uno de los cuadricépteros sabe que tarea tiene que ejecutar, esto a su vez garantiza que si uno falla los
demds cuadracépteros continuaran con su funcién. La entrada de control que permite cumplir con el

objetivo de control estd dada por
n
u; = mpy — Ky, (p; — Pg) — Kp, Z aij (pij — 6ij) (99)
j=1

donde py; = [Zq 9a 24" Y Dy = [#q Ja Za]" son el perfil de velocidad y aceleracién deseados, que a
diferencia de lo observado en las entradas de control propuestas para hacer uso de grafos dirigidos no
cambian, pues no se cuenta con un cuadracéptero maestro y a su vez permiten cumplir con el seguimiento
de la trayectoria deseada a partir del perfil de velocidad, las ganancias K, K, y K, K, en este caso
tienen que ser iguales para cada cuadracéptero, d;; es igual al caso de grafos dirigidos y el término
p;j = P; — Pj en conjunto con a;; permiten comunicar a cada miembro del grupo al hacer uso de la

matriz de acoplamiento obtenida de un grafo no dirigido.

4.2.1. Analisis de estabilidad

En vista de que (95) y (97), pueden analizarse como en el caso de un sélo cuadricéptero, dado
que los cuadricépteros esclavos simplemente reciben como entrada las salidas del maestro, el anélisis

de estabilidad que se presenta a continuacién corresponde a la formacién descentralizada y a la ley de

control (99).

Al sustituir la ley de control u; en la dindmica del i-ésimo cuadricéptero y tomando en cuenta

Pij = P; —Pj +v4 —vq = v; — v; la dindmica en lazo cerrado esta dada por las siguientes ecuaciones:

Pij = Ui — Uy, (100)

v; = —Kyiv; — kp Zaij (pij — i) + TiR; (I — Re;) za, (101)
j=1

('i)ei = _KWd)ei - K0¢ei’ (102)

donde se ha utilizado R; — Ryq; = R; (I — R,;). La dindmica en lazo cerrado presenta un punto de
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equilibrio en el origen, (p;; — dij, Vi, ¢¢;, P.;) = (0,0,0,0). Las ecuaciones ([L00)-(102)) presentan una
estructura en cascada donde T;R; (I — Rg;) z, es el término de interconexidn entre los subsistemas de
posicién y orientacién. Antes de continuar con el andlisis de estabilidad, se enunciard el siguiente teorema

auxiliar referente a la estabilidad de sistemas en cascada propuesto en (Sepulchre et al., 1997),

Teorema 1 (Sepulchre et al., 1997, pag 129) Sea el sistema descrito por

z2=f(z) +¥(2,¢) (103)
£ =af) (104)

donde W (z, &) es el término de interconexicén. Si z = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable
para el subsistema = = f(z) y el punto € = 0 es asintdticamente estable para el subsistema & = a(£).
Entonces, el punto de equilibrio (z,€) = (0,0) del sistema (103)-(104) es local asintdticamente estable.
Si ademas, los puntos de equilibrio de los subsistemas z = f(z) y€= a(&) son global asintéticamente
estables, entonces, cualquier solucion (z(t),&(t)) converge al origen, o bien, es no acotada cuando

t — 00.
El primer paso, es analizar el subsistema de posicidén, sin considerar el término de interconexidn,

Pij = Vi — Uy, (105)

v; = —Kyiv; — kp Zaij (pij — 0ij) - (106)

Para analizar la estabilidad de este subsistema, considérese la siguiente funcién escalar

I . 1
V=3 Do vivit B > aij (pij — 8:)" (pi; — 845) (107)
=1 j=1
cuya derivada a lo largo de la dindmica en lazo cerrado estd dada por

V=3 |-l + k Eam )" (pij — 0i5)
=1

n

=3 |07 Kyiv; — Ky Zaw (pij — 65) + k Z% )" (pij — 815) (108)
=1 | 7j=1
o

:_Z FK 0 — kZaUv pz] m kZaZ]U plj 5@‘)
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Tomando en cuenta a;; = aji, p;j = —Pj; ¥ 0;; = —0j;, se tiene

n ~ ~ 1 n n ~ 1 n n ~
== o Kyv; — Sk SO aiv! (piy — 8ij) + 3k >3 4w (pj — 8j)
i=1 i=1 j=1 j=11i=1 (100)

n
== b Ky1; <0.
i=1

Del resultado anterior, se concluye que el punto p;; — d;; = 0, v; = 0 es un punto de equilibrio

estable. Para mostrar la estabilidad asintética se hard uso del Teorema de LaSalle,
V=0 = 9 =v=0. (110)
Por tanto, de la ecuacién ((106)), se tiene

Za” pij — 8;) = 0. (111)

Multiplicando la ecuacién anterior por (p; — 6,~)T se obtienen n ecuaciones de la forma (Abdessameud

y Tayebi, 2013)

Zam )" (pij — 8i5) = 0. (112)

Al sumar las n ecuaciones y tomando en cuenta nuevamente p,; = —p;; y d;; = —d;;, se obtiene la

siguiente ecuacién

Z Z Qi (pz - 51) ng z] Z i 52)
=1 j=1 = 1; ln (113)
S 80" (- 85) =0,
i=1 j=1
Al desarrollar la primera sumatoria del lado derecho de la ecuacién ([113]), se obtiene
Z (pi — 8:)" (p; — &) =ar1(py — 81)T(py — 1) + -+ + arn(py — 61) " (py — 01) +
ij=1 (114)

+ anl(pn - 5n)T(pn - 571) -+ ann( -0 ) ( b, — 5”)
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Para la segunda sumatoria, se tiene

n

Z (p; —6;)" (p; — 6;) =a11(py — 61)" (py — 81) + - + awm(p; — 61) (p, — 6n) + -+
ij=1 (115)

+ an1 (P, — 5n)T(p1 —61) + -+ ann(pPy, — 5n)T(pn —0n).

Finalmente, al agrupar términos se obtiene

n n
D> aij (i —6)" (pi; — 8ij) =ar2lpro — 6ual* + - + @1allPyy — S1n* + -
i=1 j=1

+ antl|(Pp1 — 5711”2 + -+ a1 ||Ppn—1 — 57m—1H2 (116)

1 n n
=52 D aijlpy — 85[° =0.

i=1 j=1

Del resultado anterior, se concluye que p;; — d;; = O para todo i # j. Nétese que para i = j se
tiene p;; = d;; = 0. Dado que v; = 0 y p;; — d;; = 0 es la dnica solucién que puede permanecer

en el conjunto S = {(pij —8ij,0;) |V = ()} el origen del subsistema descrito por (105) y (106) es

asintdticamente estable.

Ahora bien, el subsistema de orientacién en lazo cerrado estd descrito por la ecuacién ([102). Claramen-
te el punto (¢, d.;) = (0, 0) es asintSticamente estable para cualquier matriz de ganancias K, K, po-
sitivas definidas. De acuerdo con el Teorema, el punto de equilibrio (p;; —8;j, Vi, P, ¢.;) = (0,0,0,0)

es local asintéticamente estable.
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Capitulo 5. Aplicaciones a busqueda y vigilancia

Como se menciond en la introduccién los cuadricépteros son ampliamente utilizados en diversas ta-
reas, sin embargo, en este trabajo las tareas de interés son la bisqueda y vigilancia. En este capitulo se
abordan dos estrategias, la primera de ellas estd enfocada a labores de blsqueda en areas irregulares,

mientras que la segunda se enfoca en tareas de vigilancia por medio de una trayectoria cadtica.

5.1. Tareas de busqueda

La labor de bisqueda tiene la funcién de rastrear algiin objetivo en especifico como podria ser una
persona desaparecida o dar a conocer la situacién en que se encuentra una zona que fue afectada por un
destare natural, por esta razén en este trabajo se desea que un grupo de cuadricépteros lleven a cabo
la tarea de blsqueda en un drea determinada, ya que esto a su vez permite que los tiempo de bisqueda
de algiin objetivo disminuyan y que la carga de las baterias de los cuadricopteros sea aprovechada de la

mejor manera.

Dicho lo anterior para resolver el problema de bisqueda se propone el disefio de una trayectoria que
permita cumplir con dicha tarea, por lo tanto se asume que el drea de interés en que se efectuara la
busqueda sea un poligono regular o irregular pues éste cumple con la funcién de representar la superficie
en que se realiza la tarea de blsqueda. Dado que se requiere cubrir la mayor cantidad del area deseada,
es posible hacer uso de una trayectoria en espiral o back and forth, sin embargo tomado en cuenta
lo mencionado en (Cabreira et al., 2018) para este trabajo se ha empleado una trayectoria en espiral
decreciente pues permite optimizar tiempos de bisqueda y de duracién de la bateria. Este tipo de
trayectoria también puede emplearse en labores de vigilancia, sin embargo debido a sus movimientos

predecibles no se considera como una buena opcién para llevar a cabo dicha actividad.

El motivo por el cual no se propone emplear una espiral ya existente en el presente trabajo, es debido
a que se asume que no se cubre de manera adecuada el drea deseada como se muestra en la figura[22]y

se requiere de mds tiempo para realizar la cobertura del area.

En color rojo se encuentra la espiral de Arquimedes obtenida a partir de las siguientes ecuaciones

xq =(bp) cos(p) + cx, (117)

Ya =(bp) sen(p) + cy (118)
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donde (c,, ¢y) corresponden al centroide del poligono, b es el término que permite incrementar el nimero

de giros y p es el angulo de giro.

12

10

Figura 22. Superficie y espiral de Arquimedes.

Para el desarrollo de la trayectoria en espiral propuesta como primer paso se requiere del calculo del
centroide de la superficie en que se efectuara la bisqueda. Como se menciond anteriormente la superficie

corresponde a un poligono irregular, cuyo centroide se puede calcular de la siguiente manera:

N-1
1
Cy = 6A (i + 2it1) (@TiYir1 — Tit1Vi), (119)
i=0
=
Cy = 6A (Yi + Yit1)(@iYit1 — Tiv19i) (120)
i=0

donde (Cy, Cy) son las coordenadas del centroide en el plano, N es el nlimero de vértices del poligono
y son representados por las coordenadas (z;,y;) y A es el area del poligono y se puede calcular a partir
de la siguiente ecuacion,

Nf
(TiYit1 — Tit1Yi)- (121)
0

—_

A:

N

1=
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En la figura [23] se muestra tanto el poligono irregular como su centroide, las distancias entre puntos

se encuentran en metros.

(1,10) (4,10)
g L m
8 L m
s |
6 L m
>
& o ‘ *
6,4
al (6.4) |
3 L m
2 L m
1 L m
(1,1) \
ot (5,0) 1
1 2 3 4 5 6

Figura 23. Superficie.

Como se mencioné anteriormente, la trayectoria deseada describe una espiral, por tanto, como se-
gundo paso se divide dicho poligono en secciones por medio de rectas que nacen de los vértices hacia el
centroide como se muestra en la figura 24, Cabe mencionar que el nimero de rectas es igual al nimero

de vértices del poligono.

Figura 24. Divisiéon de la superficie.
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A su vez cada recta se dividié en segmentos, donde cada punto de dichos segmentos cumple la funcién
de representar los valores iniciales y finales que seran sustituidos en las constantes de un polinomio de
quinto grado. En la figura [25| se muestra la forma en que cada una de las rectas se dividid y por medio
de las etiquetas colocadas se da a conocer como fueron tomados los puntos para formar la espiral

decreciente, siendo el punto inicial (1,91) y (2., y.) el punto final.

10

== i |

Figura 25. Divisién de las rectas en segmentos.

Para la unién de cada uno de los puntos de la trayectoria, se utilizé un polinomio de quinto grado

como el que se muestra a continuacion,

pe(t) = ag 4 a1 (t — to) + ag(t — to)* + az(t — to)> + as(t — to)* + as(t — to)°. (122)

Para la superficie mostrada en la figura se requieren 15 polinomios, ya que cada uno representa los
puntos por los cuales el cuadricéptero tiene que realizar su recorrido hasta que después de un tiempo
converja al punto deseado (centroide). Como se puede observar en la ecuacién ([122), se requiere obtener
cada una de las constantes lo que podria llegar a considerarse algo extenso en el caso de que se desearan
realizar los calculos manualmente, por dicho motivo como tercer paso se cred una rutina que permite
calcular cada una de las constantes de forma automdtica. Sin embargo, fue necesario realizar algunas

operaciones matematicas para obtener de forma general las ecuaciones que permiten la obtencién de las
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constantes del polinomio. Los pasos realizados para obtener a cada una de las constantes se muestran a

continuacion,

1. Los puntos iniciales y finales son los vértices y puntos internos del poligono

pdm(t()) = DPz;> pd:rz(tf) = Pzit1 (123)

donde ag = p,; dado que se estd evaluando el polinomio en tg.

2. Se propuso que la velocidad y aceleracién sea cero en cada punto, i.e.,
Pdx(to) = Pax(tf) =0 Paz(to) = Paz(ty) =0 (124)

donde ﬁdx(to) =a1 = 0 y ﬁdx(to) = ag = 0.

3. Se evalia el polinomio y sus derivadas en ¢ty dando como resultado el siguiente sistema de ecua-

ciones:

paz(ts) = pui(0) + as(ty — to)® + as(ty — to)* + a5ty — to)®,
ﬁdx(tf) = 3a3(tf — t0)2 + 4a4(tf — t[))g + 5&5(tf — t())4 =0, (125)

Pax(ty) = 6as(ty —to) + 12a4(ty — to)® + 20as(t; — to)® = 0.

Dado que el nimero de constantes se ha reducido, se procede a la obtencién de las constantes ag, a4

y as a partir de los resultados obtenidos en la ecuacién (|125]),

(tr—t0)®  (tf—to)*  (ty —to)® as Dai+1 — Pai
3(tf — t0)2 4(tf — t0)3 5(tf — t0)4 a4 = 0 ) (126)
6(tp —to) 12(tf —to)*> 20(ts —to)® as 0

ya que ([126]) se encuentran en su forma matricial, es posible obtener las ecuaciones que permiten calcular

las constantes antes mencionadas de la siguiente forma,

-1
as (ty —to)®  (ty —to)* (ty —to)® Dai+1 — Puxi
ag | = | 3(ty—to)2 4(ty—to)® Bty —to) 0 : (127)

as 6(tf — to) 12(tf — t0)2 20(tf - to)s 0
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donde:

_ 10(pait1 — pai)
ag = ——

(ty —to)?
15(pwit1 — Pai)

_ 15(Pait1 = Pai). 128
“ (ty —to)? (128)
= _ OWPai+1 = pai)

° (ty —to)®

Por dltimo, en la figura [26] se muestra la trayectoria resultante al unir cada uno de los puntos.

Figura 26. Trayectoria resultante.

5.2. Tareas de vigilancia

La vigilancia consiste en observar el comportamiento de objetos o personas con la finalidad de
informar de lo que es correcto o incorrecto en el ambiente en el que se estd llevando dicha actividad, en
este caso en particular, se requiere que un grupo de cuadricépteros realicen esta labor pues a diferencia
de los robots mdviles estos presentan la ventaja de tener un mayor rango de visién del drea en la que se

puede estar suscitando el problema.

Dado que es necesario que estas labores no sean predecibles ante posibles ataques de personas que
no desean que se informe de las actividades que estan efectuando, para abordar el problema se parte

del uso de un sistema que presente un comportamiento cadtico para el disefio de una trayectoria que
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se comporte de dicha forma. Este tipo de sistemas cuentan con la propiedad de ser sensibles al cambio
de sus condiciones iniciales, lo cual significa que se obtendrd un comportamiento distinto cada vez que
estas cambien. Actualmente este tipo de trayectorias cadticas son posibles encontrarlas aplicadas en
robots mdviles tal y como se ha reportado en (Cetina, 2017), en el cual, se disefié una trayectoria de este
tipo induciendo comportamientos cadticos a las velocidades lineales y angulares del robot diferencial por
medio del mapa cadtico de Hénon y de igual forma en (Silva, 2019) se busca mediante un acoplamiento
maestro-esclavo, que una flotilla de robots diferenciales sigan una trayectoria cadtica, por lo que utilizan
los sistemas dindmicos Rossler y Lorenz como maestros pues presentan comportamientos cadticos. Sin
embargo, se tiene el trabajo realizado en (Gohari et al., 2019), en el cual, por medio del mapa de
Hénon se genera una trayectoria cadtica que se implemento en un cuadricéptero. Cabe mencionar que
en dichos trabajos, se guarda una cierta relacién pues el enfoque dado a este tipo de trayectorias es
con la finalidad de aplicarlo a labores de patrullaje y vigilancia. Cabe mencionar que esta trayectoria
impredecible también puede ser empleada para realizar labores de busqueda, sin embargo, debido a lo
impredecible de sus movimientos se asume que se tendrd un mejor desempeno de la misma realizando

labor de vigilancia.

En el presente trabajo se utilizard el mapa logistico estudiado por el bidlogo Robert May y por el

fisico Mitchell Feigenbaum y cuya ecuacién discreta se muestra a continuacion
Tpg1 = 1T (1 — zp), (129)

donde z,, € RT, 7 es positivo, cabe mencionar que cuando dicha variable es mayor a 3.5 el comporta-

miento cadtico se hard presente (ver figura .

0.9t
0.7+

0.4r

Ln
\\

0.3r

0.1r

25 3

0 i r: i
0 0.5 1 1.5

2
r

Figura 27. Diagrama de bifurcacién del mapa logistico.
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A partir de dicho mapa se obtienen los datos de manera cadtica, en este caso esto sucederd cada
10 segundos, dicha estrategia como se mencioné se disefié con un enfoque a labores de vigilancia pero

aplicada a un grupo de cuadricépteros.

El mapa cadtico descrito ((129)) solo toma valores entre cero y uno, esta caracteristica serd utilizada

para generar la trayectoria deseada para el cuadricéptero, como se muestra en la figura

A diferencia del problema de bisqueda, para resolver el problema de vigilancia se propone disenar
una velocidad cartesiana deseada cadtica en lugar de una posicién deseada. Basado en el mapa logistico

se propone la siguiente velocidad cartesiana deseada:

tq = cos(1)),
Ya = sen(1), (130)
2¢9=0 (131)
donde el angulo ¥ estd dado por
U =27y, (132)

De acuerdo con el trabajo (Cetina, 2017) para uniformizar los valores del dngulo ¥ se puede utilizar

la siguiente funcién

¥ = 2mrmod(zy,) (133)

donde mod(-) es la funcién médulo. Por medio de cos(¥) y sen(1}) el cuadricéptero cambia de direccién
dado el dngulo ¥ en el plano zy como se muestra en la figura 28] Cabe mencionar que la velocidad en
el eje z fue considerada de esa manera pues se asume que los cuadricépteros se encuentran a la altura

deseada.
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Figura 28. Cambio de orientacién.

En la figura 29| se muestran los perfiles de velocidad cadticos obtenidos a partir del mapa logistico y

que permitirdn el cambio de direccién que se muestran en la figura [28|

05 T T -

2
\
= o ]

Zq

-1 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t[s]

Figura 29. Perfiles de velocidad cadticos obtenidos del mapa logistico.
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Capitulo 6. Resultados

En este capitulo se muestran los resultados numéricos que permiten validar el funcionamiento de los
algoritmos de control propuestos en el presente trabajo, para la formacién de un grupo de cuadricépteros

con aplicaciones a busqueda y vigilancia.

6.1. Resultados del desempeiio del algoritmo de posicidon y orientacion

Los resultados que se muestran a continuacién corresponden al seguimiento de una trayectoria desea-
da empleando los algoritmos de control de posicién (54)) y de orientacién y un solo cuadricéptero.
La trayectoria deseada propuesta corresponde a una circunferencia en el plano xy y cuyas ecuaciones

paramétricas estan dadas por:

xq = 3cos (27t),

ya = 3sen (2nt) ,

dado que se requiere dar una altura deseada se propone zy = 2(1 — e~ %), ya que por ser una funcién

suave permite que el cuadricéptero no se eleve demasiado rapido.

Las condiciones iniciales de posicién como de orientacién corresponden a un vector de ceros en R°,
la matriz identidad se ha propuesto como condicién inicial para la matriz R(0), dado que esto garantiza
que no se haya realizado alguna rotacién. Los parametros utilizados para el cuadricéptero fueron tomados
de (Rico et al., 2015) y se encuentran en la siguiente tabla

Tabla 1. Pardmetros del cuadricéptero

Parametros Valores
m 1.5 Kg
g 9.81 m/s?
I, 0.01 Kgm?
I, 0.011 Kgm?
I.. 0.0206 Kgm?

Las ganancias propuestas estan dadas por las siguientes matrices diagonales:

K, =diag[ 15 15 15, K,=K,=diag[5 5 5],

K, =diag] 80 80 80 |.
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En la figura [30] se muestra la trayectoria descrita por el cuadricéptero en color verde y en lineas

punteadas la trayectoria deseada (ref).

) —— Cuadricéptero
de mmme- Referencia

Figura 30. Seguimiento de la trayectoria deseada.

En la figura[31]se puede observar que los dngulos ¢, 6, 1) obtenidos, después de un tiempo se aproximan

a los dngulos deseados.

—— Obtenido
——=. ref

t[s]

Figura 31. Posiciones angulares donde a)=¢[°], b)=0[°] y c)=¢[°].
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En la figura 32 se encuentran las normas del error, en a)=||e||[m] se encuentra la norma del error de
posicién en metros y en b)=||¢g_||[°] la norma del error de orientacién en grados pertenecientes a R..
En ambas gréficas se puede apreciar que los algoritmos de control presentan un buen funcionamiento

pues ambos errores tienden a cero.

t[s]

Figura 32. Normas de los errores de posicién a)=||ep||[m] y de orientacién b)=||¢x_|I[°].

6.2. Resultados empleando grafos dirigidos y no dirigidos

Los resultados que se presentan a continuacién corresponden a un vuelo en formacién y seguimiento
de una trayectoria empleando cinco cuadricépteros, por tal motivo se hace uso de los algoritmos de
control presentes en el capitulo [4] de los grafos dirigidos y no dirigidos que permiten comunicar a cada

uno de los cuadricépteros por medio de su matriz de acoplamiento.

Las condiciones iniciales de posicién y de orientacién para cada uno de los cuadricépteros estdn dadas

por:

Pi(0)=[0 0 0]", P2(0)=[2 0 0], (134)
P3(0)=[1 0 0]", Ps0)=[-2 0 0],
P;(0)=[ -1 0 0o]"

y w;(0) corresponde a un vector de ceros con i = 1,2...5. Las condiciones iniciales para la matriz R;(0)

son las mismas que en el caso de un cuadricéptero, las distancias de separacion deseadas para cada
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vehiculo son:

dg1=[0 0 0]" d2=[2 0 0],
ds=[0 2 0]%, ds=[-2 0 0], (135)
ds=[0 —2 o]

Cabe mencionar que las condiciones iniciales y las distancias mostradas anteriormente son iguales
para cada topologia de conexién, a diferencia de las ganancias que requieren ser modificadas para lograr

el objetivo de control.

Las ganancias elegidas en el caso de los grafos dirigidos son:

e Topologia de conexidn estrella dirigida

K, 5=diag[ 1.5 1.5 1.5 ],
K15 =diagl 4 4 5],
Ko 5 =diag 5 5 5], (136)

K15 =diag] 80 80 80 .

e Topologia de conexién cadena dirigida

K, =diag[ 1.5 1.5 15 ],
K, =diagl 4 4 5],

K5 5 =diag[ 1.5 1.5 10 ],

Ky 5 =diag[ 4 4 10 |, (137)
K, =diag 5 5 5],

Koo 5 =diag[ 10 10 10 ],

K 1.5 =diag] 80 80 80 |.
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Las ganancias elegidas al hacer uso de los grafos no dirigidos son las mismas para cada configuracién,
pues al hacer varias pruebas se ha observado que se cumple con el objetivo de control de manera aceptable,

dichas ganancias estdn dadas por:

K15 =diag[ 1.5 1.5 60 ],
Ky 5=diag[1 1 1],
Ko .5 =diag 5 5 5], (138)

K.1.5 =diag] 80 80 80 |.

Para una mejor visualizacién de los resultados se muestran los primeros 3 o 15 segundos de simula-

cién, ya que realmente el tiempo de simulacién es de 150 segundos.

6.2.1. Grafos dirigidos

En la tabla se encuentran los grafos estrella y cadena dirigidos y su matriz de acoplamiento
empleados bajo el esquema de comunicacién maestro esclavo.

Tabla 2. Grafos dirigidos y su matriz de acoplamiento A.

Grafos dirigidos | Matriz de acoplamiento
Estrella
00 0 0 0
1 -1 0 0 0
A=1 0 -1 0 o0
1 0 0 -1 0
1 0 0 0 -1
Cadena
00 0 0 0
1 -1 0 0 0
A=l0o 1 -1 0 0
00 1 -1 0
o0 0 1 -1
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En la figura[33] se puede observar que los cinco cuadricépteros después de unos segundos mantienen
una formacién y un seguimiento de la trayectoria deseada al hacer uso de las topologias de conexién
estrella y cadena dirigidas para su comunicacién. Debido a que se ha utilizado el enfoque maestro-esclavo

el cuadricéptero uno se ha considerado como el maestro mientras que los demds son seguidores.

Topologia estrella

Figura 33. Formacién y seguimiento de una trayectoria mediante grafos dirigidos.
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En la figura se muestra que los angulos ¢, @, después del transitorio son muy similares a los
deseados, a pesar de ello los dngulos obtenidos empleando la topologia de conexidn estrella dirigida son

mds pequefios en a) y c) con respecto a d) y f) obtenidos con la topologia de conexién cadena dirigida.

, . 11—
Topologia de conexion en estrella D —

3_

5_

60
40

0[]

20H ‘ ‘ j
10 i
) [°] o 7
20 i

Topologia de conexidon en cadena

50

d)[o] qu'

50 |

Figura 34. Posiciones angulares de las topologias de conexién estrella y cadena dirigidas donde para a) y d)=¢, ¢,[°], para
b) y e)=0, 6a[°] y para c) y f) =1, ¥,[°].
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En la figura se encuentra la norma de los errores de posicién y de los dngulos de Euler tanto
para las topologias de conexidon estrella y cadena dirigidas, en ambos casos se puede observar que la
norma del error de posicion ||ep||[m] para el cuadricdptero maestro tiende a cero mientras que el de los
seguidores tiende a dos, ya que es la distancia de separacién a la que se encuentran con respecto a su
lider, en cuanto a los errores de los angulos ||¢g, ||[°] se puede apreciar que al igual que en las graficas
de posicién después de pocos segundos tienden a cero, lo cual implica que se tiene un buen seguimiento

de la trayectoria en ambos casos.

Topologia de conexidn en estrella %_
3 ‘ ‘ ] 33—
4
— 2[R 5_

Topologia de conexidn en cadena

3

C)E 2?@

0

10 15
150
d) [O] 100
50
0 ;
10 15

t]s]

Figura 35. Norma del error de posicién a) y c)=|lep||[m] y de orientacién b) y d)=||¢z_|I[°] empleando las topologias de
conexién en estrella y cadena dirigidas.
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En la figura [36) se presentan las entradas de control aplicadas a cada uno de los cuadricdpteros, en
a), c) se muestra la norma de ||7;||[Nm], la cual corresponde al sistema de orientacién y en b), d) se

encuentra la fuerza de empuje total T;[N] aplicada al sistema de traslacién.

1 R
Topologia de conexién en estrella 2—
‘ 3—
0.8 . 4
—— 06 . 5_
a) S 0.4 .
E 0.2 \ 1
0 Y : n
0 5 10 15
30
25 i
b) = 2 ]
151 .
0 é 1‘0 15
t[s]

Topologia de conexidén en cadena

C)ZE

10 15

0 5
25 ‘ ‘ ]
d) Ezo 1
15} A 1
0 5 |

t]s]

Figura 36. Entradas de control a) y c)=||7;||[Nm] y b) y d)=T;[N] empleando las topologias de conexién estrella y cadena
dirigidas.

Después de realizar una comparacion de los resultados obtenidos, se puede afirmar que los corres-
pondientes al grafo estrella dirigido, son mejores, ya que al usar la topologia de conexién cadena dirigida
la informacién que envia el maestro a los esclavos, se va debilitando, lo cual a su vez provoca que las
ganancias se incrementen, pues los cuadricépteros requieren de un mayor esfuerzo para cumplir con el

objetivo de control.
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Grafos no dirigidos
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En la Tabla[3|se encuentran los grafos no dirigidos y sus correspondientes matrices de acoplamiento

empleados para validar el algoritmo de control (99).

Tabla 3. Grafos no dirigidos y sus correspondientes matrices de acoplamiento A.

Grafos no dirigidos

Matriz de acoplamiento

Anillo
2 1 0o 1
1 -2 1 0 0
A=l 0 1 -2 1 o0
0O 0 1 -2 1
1 0 1 -2
Cadena
-1 1 0 0 0
G e 1 =2 1 0 0
A=l 0 1 -2 1 0
0o 0 1 -2 1
0 0 1 -1
Estrella
-4 1 1 1 1
1 -1 0 0 0
A= 1 0 -1 0 0
[ 5 © 10 0 -1 0
1 0 0 0 -1
Arbol
2 1 1 0 0
1 -1 0 0 0
A= 1 0 -3 1 1
0 0 1 -1 0
0o 0 0 1 -1
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En la figura se muestra la formacién y la trayectoria descrita por cada cuadricéptero empleando

los diferentes grafos no dirigidos para su comunicacion.

Topologia anillo Topologia cadena

Figura 37. Formacién y seguimiento mediante topologias de conexién no dirigidas.
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En la figura 38 se muestra como las velocidades descritas por cada uno de los cuadricpteros al
emplear los diferentes grafos no dirigidos se aproximan al perfil de velocidad deseado. Al comparar cada
una de las graficas se puede observar que al emplear el grafo estrella no dirigido se tiene un mejor

transitorio al menos en a), d), g), j) y b),e), h), k).
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T T 2 T T

15 1 1.5
C)Q 1 1 f) 3 1
£ £
0.5 B 0.5
0 ; 0 n
0 5 10 15 0 5 10 15
t[s| t[s]
Topologia de conexidn en estrella Topologia de conexidn en arbol

15 b 1.5
I) E 1 1 |) 3 1
.§.0'5 R IE'0.5
0 = 0 :
0 5 10 15 0 5 10 15
ts] t]s]

Figura 38. Velocidades lineales empleando topologias de conexién no dirigidas, donde a), d), g) y j)=z, za[m/s], b), €),
h) y K)=g., ga[m/s] y c), ), i) y 1)=2, Za[m/s].
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En la figura 39} para una mejor apreciacién solo se han colocado los dngulos deseados descritos por
el cuadricéptero en color verde, ya que se puede observar que despues del transitorio los dngulos de Euler
obtenidos se aproximan de forma aceptable a los angulos deseados y ademds al comparar los diferentes

resultados, se puede apreciar que al emplear el grafo estrella no dirigido el transitorio es menor.

Topologia de conexién en cadena
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Figura 39. Posiciones angulares empleando topologias de conexién no dirigidas donde a), d), g) y j)=¢, ¢4[°], b), €), h) y
K)=0, 0a[°] y €}, ), i) y =1, ¢,4[°].
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En la figura se muestra que la norma del error tanto para el término de interconexién e; =

n 7 . « ,
ijl aij (pij — 5ij) como de los dngulos empleando los diferentes grafos no dirigidos, después de unos
segundos son cercanos a cero, lo cual a su vez garantiza que se cumple de forma aceptable con los

objetivos de control.
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Figura 40. Norma del error del término de interconexion a), c), ) y g)=|lei||[m] y de orientacién b), d), f) y h)=||¢ g, [I[°]
empleando toplogias de conexién no dirigidas.
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Figura 41. Entradas de control a), c), €) y g)=||7:|[[Nm] y b), d), f) y h)=T;[N] empleando topologias de conexién no

dirigidas.

En la figura al igual que en el caso de grafos dirigidos se muestran las entradas de control de

orientacién ||7;||[Nm] y traslacién T;[IN] necesarias para cumplir con el objetivo de control. En el caso

de la entrada T;[N] solo se presentan los valores menores a 30 Newtons para una mejor visualizacién.

Al comparar los resultados de cada grafo no dirigido, se puede observar un mejor desempeiio al
emplear el grafo estrella no dirigido . Por otra parte, los resultados obtenidos al usar grafos no dirigidos
son mejores que al utilizar los grafos dirigidos, dado que los dngulos ¢, 6,19 son menores y lo cual permite
que los cuadricdpteros alcancen su posicion deseada en un menor tiempo, lo cual, en el caso de grafos
dirigidos no sucede por el hecho de que la informacién transmitida por el vehiculo maestro se debilita
causando que los seguidores no tengan un buen desempeiio tal y como sucede con un grafo cadena

dirigido, pues entre mas vehiculos se agreguen sera mas complicado cumplir con el objetivo de control.
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6.3. Resultados aplicacion a labores de bisqueda y vigilancia

Los resultados que se presentan a continuacién corresponden al seguimiento de las trayectorias

propuestas para lograr aplicaciones a bisqueda y vigilancia mientras se mantiene un vuelo en formacion.

El enfoque correspondiente a busqueda se ha realizado mediante el uso de la entrada de control
que permite hacer uso de grafos dirigidos y del enfoque maestro esclavo, ya que debido a su estructura
permite el seguimiento de un perfil de posicién y de velocidad deseados. Por otra parte, para emplear el
enfoque de vigilancia se utilizé el algoritmo de control que permite usar grafos no dirigidos, ya que por
medio de este algoritmo es posible el seguimiento de una trayectoria por medio de un perfil de velocidad

y a su vez comunicar a cada uno de los cuadricépteros de forma bidireccional.

Cabe mencionar que solo se realizaron simulaciones utilizando las topologias de conexidén estrella
dirigida para el esquema maestro-esclavo y una conexién anillo no dirigida para el segundo esquema de
control, pues se considera son las mas adecuadas al momento de comunicar a cada uno de los cua-

dricépteros en este tipo de tareas.

6.3.1. Aplicaciéon de bisqueda resultados

La condiciones iniciales y las distancias empleadas para llevar a cabo las simulaciones son las mismas

que se utilizaron al hacer uso de los grafos dirigidos. Las ganancias propuestas son:

K., =diag[ 1.5 1.5 5],
K, =diagl 4 4 5], i=1,2.5,
KOi :diag[ 5 5 5 ], (139)

K, =diag] 80 80 80 |.

En las siguientes figuras se muestran los resultados obtenidos al hacer uso de la estrategia maestro-

esclavo y de la trayectoria en espiral para labores de busqueda.
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En la figura se muestra a los cinco cuadricépteros mientras desarrollan un vuelo en formacién y

el seguimiento de la trayectoria deseada.

Figura 42. Trayectoria en espiral y formacién en el plano z, v, z.

En la figura se muestran los dngulos generados por cada uno de los cuadricépteros con lineas
continuas al hacer uso de la trayectoria en espiral. Se puede observar que se tiene un buen desempeiio

del algoritmo de control, dado que los angulos son similares a los deseados.

1 ] —
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t[s]

Figura 43. Posiciones angulares trayectoria en espiral donde a)=¢[°], b)=0[°], c)=v[°].
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En la figura [44] se encuentra la norma del error de posicién a) |lep||[m] y de los dngulos de Euler b)
@R, II[°]. Se puede observar que dichos errores después de unos segundos son muy cercanos a cero, lo

cual permite afirmar que se cumple con el objetivo de control.

) 1=
— 59—
a) € 4 72_
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(s 1 I
0 5 10 15
5 10 15
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Figura 44. Norma del error de posicién a)=|lep||[m] y de los dngulos de Euler b)=||¢g_|I[°].

La norma del par de control a) ||7;||[[Nm] y la fuerza de empuje b) T;[N] requeridas para cumplir

con el objetivo de control se muestran en la figura [45]
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Figura 45. Entradas de control a)=||7;||[Nm] y b)=T;[N] empleando una topologia de conexién en estrella dirigida.
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6.3.2. Aplicacidén a vigilancia resultados

Los resultados obtenidos haciendo uso tanto de un acoplamiento bidireccional como de los perfiles
de velocidad cadticos deseados (ver figura @ para realizar aplicaciones de vigilancia se muestran en esta

seccion.

Las condiciones iniciales correspondientes a posicién para cada cuadricéptero en cuanto a x,y son
iguales a las empleadas en los casos anteriores, en el caso de z se ha dado como condicién inicial 2
metros debido a que se consideré lo dicho en la Seccién [5.2] Las distancias, las condiciones iniciales para
el subsistema de orientacién y R(0) no han sido modificadas. Por otro lado, las ganancias a utilizar en

este caso son iguales a las empleadas al evaluar los grafos no dirigidos.

En la figura[46]se encuentra la trayectoria cadtica generada por los cuadricépteros mientras mantienen

una formacion.

w

-10 -2

Figura 46. Trayectoria cadtica y formacién en el plano z,y, z.
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En las figuras 47 y se muestran los perfiles de velocidad cadticos y los dngulos generados por

los vehiculos. Al igual que en los dngulos presentados en la seccidn de grafos no dirigidos, solo se han

colocado en lineas punteadas los dngulos deseados que sigue el cuadricéptero en color verde.
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Figura 48. Posiciones angulares trayectoria cadtica donde a)=¢[°], b)=60[°] y ¢)=v[°].
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Por medio de la norma del error del término de acoplamiento ||e;||[m] que permite comunicar a cada
, ) o . . o
miembro del grupo y de los dngulos ||¢g, [|[°] se puede concluir que se tiene un buen desempefio del

algoritmo de control y de dado que se cumple con el objetivo de control como se observa en

la figura 49
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Figura 49. Norma del error de acoplamiento a)=||e;||[m] y de los angulos de Euler b)=||¢g_|I[°].

Finalmente, en la figura se presentan las entradas de control a) ||7;||[Nm] y b) T;[N], aplicadas

a cada uno de los cuadricémpteros y que permiten cumplir con el objetivo de control.
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Figura 50. Entradas de control a)=||7;||[Nm] y b)=T;[N] empleando una topologia de conexién en anillo no dirigida.
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Capitulo 7. Conclusiones

En este capitulo se mencionan las conclusiones generales y contribuciones obtenidas en este trabajo

de tesis, asi como algunos trabajos futuros que arroja esta tesis.

En este trabajo de tesis, con base en las herramientas matematicas que permiten el estudio del
movimiento de cuerpos rigidos y de la formulacién Newton-Euler, se logré entender el modelo matematico
del cuadricéptero, el cual, en conjunto con la teoria de control no lineal permitié el diseno de los algoritmos

de control de traslacién y de orientacién del vehiculo aéreo.

En el caso del algoritmo de traslacién, se aplicé una entrada de control virtual que permite analizar al
cuadricéptero como un sistema completamente actuado. Por otra parte, para la obtencién del algoritmo

de orientacidn se recurrié a la técnica de linealizacién por retroalimentacién exacta.

Para llevar a cabo la prueba de estabilidad del sistema en lazo cerrado, se utilizd la teoria de sistemas
en cascada pues gracias a las herramientas matemdticas que ésta proporciona, se demuestra que el

término de interconexién que surge al emplear la entrada de control virtual no desestabiliza el sistema.

El problema de formacién se abordé al hacer uso de la teoria de sistemas complejos y a la teoria
de grafos, donde la primera de ellas permito el estudio del comportamiento colectivo de formacion,
mientras que la segunda fue empleada para la obtencién de la matriz de acoplamiento para comunicar

a los cuadricépteros.

Dado que en este trabajo también se desea mantener un vuelo en formacién con aplicaciones a
bisqueda y vigilancia, se proponen dos trayectorias para ser realizadas por el grupo de cuadrcépteros.
Una de ellas, fue disefada en base a polinomios de quinto grado, pues estos permiten asegurar que la
aceleracién tanto al inicio como al final de cada tramo sea cero, mientras que la segunda se generd a

partir de un perfil de velocidad cadtico obtenido del mapa logistico de primer orden por su simplicidad.

Por medio de las simulaciones numéricas obtenidas, se puede concluir que se han cumplido satisfac-
toriamente los objetivos establecidos en el presente trabajo de tesis, pues al emplear los algoritmos de
control, de diferentes topologias de conexién y de las trayectorias propuestas para llevar a cabo labores
de bisqueda vy vigilancia, se logrd realizar un vuelo en formacién mientras realizan el seguimiento de las

trayectorias.

Al comparar los resultados se observé que al hacer uso de las topologias de conexién dirigidas como

no dirigidas, se obtienen mejores resultados al emplear una topologia en estrella, aunque al hacer uso de
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topologias de conexién no dirigidas se recomienda tomar en cuenta las ventajas y desventajas que estas
presentan, por dicho motivo al realizar labores de vigilancia se decidié realizar una conexién en anillo no
dirigido, pues se considera que para este tipo de tareas si un vehiculo es afectado los demds seguiran
comunicandose, lo cual no sucederia al comunicarlos en una topologia de conexién en estrella no dirigida,
ya que en el peor de los casos, si el cuadricéptero central se dafia la comunicacién se perderia con los

demads miembros del grupo de cuadricdpteros.

7.1. Contribuciones de este trabajo de tesis

En el presente trabajo se obtuvieron las siguientes contribuciones:
= Disefio de un algoritmo de control que permite hacer uso de grafos no dirigidos bajo el uso de un
perfil de velocidad.

= Diseié de un perfil de velocidad cadtico que permite que los cuadricépteros describan una trayec-
toria cadtica. Dicha trayectoria es ideal para aplicaciones de vigilancia o si se desea en labores de

busqueda, este tipo de trayectorias es poco comun encontrarla aplicada en cuadricépteros.
7.2. Trabajos futuros
A continuacidén se mencionan los principales trabajos futuros que arroja esta tesis:
= Obtencién de resultados experimentales.
= Disefio de un algoritmo de control que permita acotar la trayectoria cadtica que se presentd.

= Disefio de un algoritmo de control que permita la evasién de obstaculos.

= Probar estabilidad global al emplear el algoritmo de control para una formacién descentralizada,
mediante otra funcién de Lyapunov o modificar dicho algoritmo de tal modo que se obtenga el
objetivo deseado.
7.3. Productos derivados de este trabajo de tesis

El presente trabajo de tesis permitié el desarrollo del articulo de congreso

Montafiez, C., Pliego, J., y Herndndez, C. (2019). Formacién de vehiculos aéreos con aplicaciones a

vigilancia, X X I Congreso Mexicano de Robdtica.
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