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Resumen de la tesis que presenta Moisés Chavez Huerta como requisito parcial para la obtencion
del grado de Doctor en Ciencias en Fisica de Materiales.

Correlaciones cuanticas en sistemas biolégicos

Resumen aprobado por:

Dr. Fernando Rojas Ifiiguez

Director de tesis

La bacteria verde del azufre es un organismo fotosintético cuya estructura colectora de luz
alberga un complejo proteina-pigmento llamado Fenna-Matthews-Olson (FMO). El complejo FMO
sostiene coherencia cuantica y correlaciones cuanticas entre los estados electronicos de moléculas
pigmento espacialmente separadas mientras la energia se mueve al centro de reaccién con una
eficiencia cuantica cercana al 100 %. Embebidas en el complejo FMO, siete moléculas pigmento,
llamadas cromoéforos, conforman una red de qubits. En esta investigacion se presenta un método
basado en la incertidumbre cuantica asociada a mediciones locales para cuantificar correlaciones
cuanticas tipo discordia entre dos subsistemas donde uno es un qubit y el otro es un qudit. En
la primera etapa del trabajo el método se implementa calculando incertidumbre local cuantica
(LQU), concurrencia y coherencia entre subsistemas de estados puros y mixtos representados por
los eigenestados y por el estado en equilibrio térmico determinados por el Hamiltoniano FMO.
En la primera etapa de la investigacion se demuestra que: la LQU como cuantificador de corre-
laciones cuanticas es mas general que las medidas de entrelazamiento, es mas facil de calcular
que la definicién directa de discordia cuantica, permite la identificacion de las asociaciones mas
fuertes en redes de qubits, es una funcién monétonamente creciente de la coherencia, y puede
ser facilmente implementado en modelos dinamicos. En la segunda etapa del trabajo se investiga
la posibilidad de que las correlaciones cuanticas en complejos colectores de luz puedan desem-
pefiar un papel funcional mejorando la eficiencia en el transporte de energia. Para lograr esto, se
compara la LQUgcumulada con la eficiencia en el transporte de energia. En la segunda etapa de
la investigacion la estrategia consiste en: (1) usar un modelo dinamico que considera al comple-
jo FMO como un sistema cuantico abierto sujeto disipacién y decoherencia, (2) utilizar el modelo
dinamico para identificar las condiciones bajo las cuales se presenta el transporte asistido por
ruido y (3) implementar el método LQU en el modelo dinamico para identificar las asociaciones
de cromoforos cuya LQUgcumutada @umenta con la eficiencia en el transporte de energia. La im-
plementacion del enfoque LQU en un modelo dinamico del complejo FMO permiti6 realizar una
busqueda sistematica de las correlaciones cuanticas especificas que no decrecen monétonamente
con el desfasamiento. So6lo para las asociaciones C3 con el resto de la red y C3 con C4 se cumple
que su LQUacumutada aumenta, alcanza un maximo global y desaparece de forma simultanea con
la eficiencia en el transporte de energia. La asociacion de C3 con Cy4 representa la mayor contri-
bucidn a las correlaciones cuanticas de C3 con el resto de la red. Estos hallazgos son la primera
evidencia de que correlaciones cuanticas especificas pueden funcionar como un recurso para pro-
mover el transporte eficiente de la excitacion electrénica en complejos colectores de luz.

Palabras clave: Proteina FMO, Correlaciones Cuanticas, Incertidumbre Local Cuantica, Trans-
porte de energia asistido por ruido, Biologia cuantica
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Quantum correlations in biological systems

Abstract approved by:

Dr. Fernando Rojas Ifiiguez

Thesis Director

Green sulfur bacteria is a photosynthetic organism whose light-harvesting complex accommo-
dates a pigment-protein complex called Fenna-Matthews-Olson (FMO). The FMO complex sustains
guantum coherence and quantum correlations between the electronic states of spatially separa-
ted pigment molecules as energy moves with nearly a 100 % quantum efficiency to the reaction
center. In the FMO complex, seven pigment molecules, called chromophores, form a qubits net-
work. In this research we present a method based on the quantum uncertainty associated to local
measurements to quantify discord-like quantum correlations between two subsystems where one
is a qubit and the other is a qudit. Three partitions of the seven chromophores network define the
subsystems: one chromophore with six chromophores, pairs of chromophores, and one chromop-
hore with two chromophores. In the first stage of the work we implement the method by calcu-
lating local quantum uncertainty (LQU), concurrence, and coherence between subsystems of pure
and mixed states represented by the eigenstates and by the thermal equilibrium state determined
by the FMO Hamiltonian. Implementation of the LQU approach allows us to characterize quantum
correlations that had not been studied before, identify the most quantum correlated subsets of
chromophores, and determine that, in the strongest associations of chromophores, the LQU is a
monotonically increasing function of the coherence. In the first stage of the research we show that:
LQU as quantifier of quantum correlations is more general than entanglement measures, it is ea-
sier to compute than direct definition of quantum discord, it allows identification of the strongest
associations in qubits networks and it can be readily implemented in dynamical models. In the se-
cond stage of the work we investigate the possibility that quantum correlations in light-harvesting
complexes have a functional role enhancing energy transport efficiency. To do so, we compare
LQU cumulative With energy transport efficiency. In the second stage of the research the strategy is:
(1) to use a dynamic model that considers the FMO complex as an open quantum system subject to
dissipation and decoherence, (2) to utilize the dynamic model to identify the conditions that allow
noise-assisted energy transfer, and (3) to implement the LQU method in the dynamic model to
identify the associations of chromophores whose LQU cymulative increases with energy transport
efficiency. Implementation of the LQU approach in a dynamic model of the FMO complex enable
us to perform a systematic search for the specific quantum correlations that do not decrease with
dephasing. Only the LQU cumuiative Of the associations C3 with the rest of the network and Cs with
C4 increases, reaches a global maximun, and disappears simultaneously with energy transport ef-
ficiency. These findings are the first evidence that specific quantum correlations could serve as a
resource to enhance efficient transmission of excitations in light-harvesting complexes.

Keywords: FMO protein, Quantum correlations, Local quantum uncertainty, Noise-assisted
energy transport, Quantum biology
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Capitulo1. Introduccion

1.1. Antecedentes

La fotosintesis es el proceso biolégico que transforma la luz del sol en energia quimica que
es utilizada para suministrar energia a todos los organismos en la tierra. En la etapa inicial de la
fotosintesis, la luz se absorbe en complejos proteina-pigmento (PPC) y la excitacion electrénica
se transfiere a un centro de reaccion (RC), donde ocurre una reaccién de separacion de carga

(Mohseni et al., 2014).

La bacteria verde del azufre es un organismo fotosintético cuyo complejo colector de luz se
compone de una antena de clorosomas (un PPC con forma de barra que tiene alrededor de 200
000 pigmentos altamente organizados que absorben la luz) anclada a agregados de una protei-
na llamada complejo Fenna-Matthews-Olson (FMO) (Camara-Artigas et al., 2003; Li et al., 1997). El
complejo FMO sirve como un alambre cuantico que entrega energia electrénica del clorosoma al

RC con una eficiencia cuantica cercana al 100 % (Chin et al., 2010).

El complejo FMO es una proteina trimérica de subunidades idénticas que funcionan indepen-
dientemente una de la otra. Las subunidades del complejo FMO consisten de dos hojas 8 que
forman una bolsa hidrofébica que sostiene 7 moléculas pigmento fuertemente acopladas, llama-

das cromoéforos o bacterioclorofilas a (Camara-Artigas et al., 2003; Li et al., 1997).

La coherencia cuantica se puede usar como un recurso operacional para realizar tareas que no
serian posibles por medios clasicos. La coherencia tiene aplicaciones en 6ptica cuantica, informa-
cién cuantica, fisica del estado sélido, termodinamica cuantica, metrologia cuantica, correlaciones

cuanticas y biologia cuantica (Streltsov et al., 2016; Baumgratz et al., 2014; Winter y Yang, 2016).

Experimentos de espectroscopia electronica dos dimensional ultrarapida han revelado que du-
rante el transporte de energia el complejo FMO sostiene coherencia cuantica electrénica entre los
siete cromoforos. La coherencia dura al menos 300 fs a temperatura ambiente, suficiente para im-
pactar la dinamica de la transferencia de energia (Engel et al., 2007; Panitchayangkoon et al., 2010,
2011). En la proteina FMO, el papel funcional de la coherencia se manifiesta en una interaccion en-

tre la dinamica coherente del sistemay efectos incoherentes del ambiente que ayuda a la eficiencia



del transporte cuantico (Chin et al., 2010; Rebentrost et al., 2009; Mohseni et al., 2008; Olaya-Castro
et al., 2008; Caruso et al., 2009). Experimentos subsecuentes de espectroscopia electrénica dos di-
mensional (Cho et al., 2005; Brixner et al., 2005) y una revisién tedrica (Ishizaki y Fleming, 2009)
demuestran que la excitacién se mueve coherentemente a través de dos caminos alternativos de
transferencia de energia dependiendo del sitio que se excita inicialmente. La configuracion de los
caminos de transferencia de energia depende tanto de la diferencia en los niveles energéticos

como del traslape espacial de las funciones de onda del excitén deslocalizado.

Las correlaciones cuanticas entre las diferentes partes de un sistema son vistas como un signo
distintivo de su naturaleza no clasica. Los primeros esfuerzos para medir la parte no clasica de las
correlaciones estaban basados en la no separabilidad de los estados de los subsistemas (entrelaza-
miento cuantico). El entrelazamiento es un recurso esencial pero delicado para la implementacion
de computacion cuantica y protocolos de comunicacion cuantica (Nielsen y Chuang, 2010). La dis-
cordia cuantica es otro cuantificador de correlaciones cuanticas que incluye al entrelazamiento
como un subconjunto y es mas robusto que el entrelazamiento contra influencias externas (Wer-
lang et al., 2012; Ferraro et al., 2010). La discordia también se puede utilizar como un recurso Util
para llevar a cabo tareas que son clasicamente imposibles (Datta et al., 2008; Merali, 2011; Park

etal., 2013; Dakic¢ et al., 2012; Pirandola, 2014; Girolami et al., 2014).

Las investigaciones en la dinamica de la transferencia de energia del complejo FMO han revela-
do la existencia de entrelazamiento bipartita y global entre los estados electrénicos de croméforos
espacialmente separados (Caruso et al., 2009; Sarovar et al., 2009; Ishizaki y Fleming, 2010; Bradler
etal., 2010; Whaley et al., 2011; Thilagam, 2012). Estos estudios sobre la dinamica de la excitacion
muestran que el entrelazamiento dura 1-2 ps bajo modelos Markovianos y mas de 4 ps bajo mo-
delos no Markovianos mas exactos. De acuerdo a los autores, el hecho que el tiempo de vida
del entrelazamiento sea comparable con la escala de tiempo de la transferencia de energia en
complejo FMO, algunos picosegundos, sugiere que las correlaciones cuanticas pueden beneficiar
el transporte de la excitacion. De forma interesante, la discordia cuantica entre pares de cromo-
foros vive por tiempos mayores que el entrelazamiento (Bradler et al.,, 2010). Un papel funcional
para las correlaciones cuanticas en PPC es consistente con la coherencia mejorando las propieda-
des del transporte de energia como eficiencia o robustez (Chin et al., 2010; Rebentrost et al., 2009;
Mohseni et al., 2008; Olaya-Castro et al., 2008; Caruso et al., 2009). Los resultados de investigacién
reciente donde se demuestra que el entrelazamiento es maximo sobre los dos caminos de trans-

ferencia electrénica también apoyan la idea de un papel funcional para las correlaciones cuanticas



(Zhu et al., 2012; Chanda et al., 2014, Skochdopole y Mazziotti, 2011). Tres investigaciones han es-
tudiado el papel que las correlaciones no clasicas entre croméforos juegan en la eficiencia de la
transmision energética: dos de ellos (Caruso et al., 2010; Fassioli y Olaya-Castro, 2010) no encontra-
ron resultados concluyentes y el tercero (Scholak et al., 2011), con resultados positivos, fue sujeto

a fuertes criticas del grupo que calculé por primera vez entrelazamiento en la proteina FMO.

Las mediciones con un observable cuantico pueden exhibir incertidumbre como consecuen-
cia de la naturaleza probabilistica de la mecanica cuantica. La incertidumbre de un observable
en un estado cuantico tiene contribuciones de origenes clasicos y cuanticos. La minima contribu-
cion cuantica a la incertidumbre asociada a la medicién de sistemas compuestos con observables
locales se conoce como incertidumbre local cuantica (LQU) (Fernandes Fanchini et al., 2017). Re-
cientemente, se ha probado que la LQU cumple los criterios de un cuantificador de correlaciones
cuanticas tipo discordia: (1) LQU es cero si y solo si la matriz densidad es clasica-cuantica, (2) LQU
es invariante bajo operaciones unitarias locales, (3) LQU no se incrementa bajo operaciones loca-
les en el subsistema que no se mide y (4) LQU se reduce a un monétono del entrelazamiento para

estados puros.

LQU se ha usado como medida de las correlaciones cuanticas para garantizar una precision mi-
nima en el protocolo de estimacion de fase éptima (Girolami et al., 2013). Las correlaciones cuanti-
cas asociadas a LQU se han utilizado para caracterizar transiciones de fase cuanticas en un sistema
compuesto de n qubits (Coulamy et al., 2016). LQU se empled para estudiar la dinamica de las co-
rrelaciones cuanticas de un atomo de dos niveles interactuando con un estado coherente atrapado

en una cavidad con pérdidas que evoluciona bajo un reservorio térmico (Sales et al., 2015).

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

El objetivo general de estudiar coherencia y correlaciones cuanticas en estructuras colectoras
de luz es que la caracterizacion precisa de estos recursos cuanticos es esencial, por un parte, para
entender su relacién funcional con el mecanismo de transferencia de energiay, por otra parte, para

ser capaz de construir dispositivos cuanticos naturalemente robustos basados en esa mecanica.



1.2.2. Objetivos especificos

= E| primer objetivo es demostrar que la Incertidumbre Local Cudntica es una métrica alta-
mente flexible, robusta y consistente para caracterizar correlaciones cuanticas, y es un nuevo

enfoque que no habia sido estudiado antes.

= Se determina la Incertidumbre Local Cuantica en subconjuntos de la red de cromoéforos en
un ensemble térmico de Gibbs porque una descripcion correcta de cuales croméforos per-
manecen cuanticamente correlacionados a tiempos largos depende del estado en equilibrio

térmico alcanzado por el sistema.

» La Incertidumbre Local Cuantica como cuantificador tipo discordia de correlaciones cuanti-
cas expande el conjunto de medidas que han sido calculadas en el complejo FMO, provee
informacion al estudio de correlaciones cuanticas en subsistemas de redes de qubits y pue-
de ser muy versatil. Ademas, se establece su relaciéon con el entrelazamiento, una métrica

basada en no separabilidad, y con el reciente recurso cuantico de coherencia.

» |a identificacion de las asociaciones mas fuertes como subsistemas de tres sitios sirve pa-
ra investigar si es posible relacionar correlaciones cuanticas en subconjuntos de la red de

croméforos con caminos de transporte de energia.

= La implementacion del método basado en Incertidumbre Local Cuantica en un modelo di-
namico se realiza para para investigar la posible relacién entre la transmision de energia

cuantica y correlaciones no clasicas en el complejo FMO.



Capitulo 2. Metodologia

En este capitulo se introducen 4 temas selectos de la teoria cuantica relacionados con esta
investigacion: coherencia, correlaciones cuanticas, incertidumbre local cuantica y la ecuacién de
Lindblad. La presentacion de los 4 temas selectos viene después de establecer los 4 postulados
basicos de la mecanica cuantica. El desarrollo de los postulados no es exhaustivo, es el minimo

necesario para poder exponer los temas selectos de interés.

2.1. Postulado 1: estado cuantico

Los experimentos fisicos en la microescala exhiben comportamientos que no se pueden ex-
plicar dentro del marco conceptual de la fisica clasica. Ademas, en estos experimentos aparecen
fendmenos que no tienen analogos en los sistemas macroscopicos. El acceso experimental a sis-
temas cuanticos se hace usando aparatos macroscopicos que sirven como interfaces entre el do-
minio cuantico (microscopico) y el dominio clasico (macroscopico). Ejemplos de sistemas cuanticos

son una molécula, un 4tomo o un fotdén (Audretsch, 2007).

La implementacion de un experimento consiste en que el sistema cuantico pase por tres proce-
sos: procedimiento de preparacioén, transformacién determinista y medicidén con resultado proba-
bilistico. En la realizacién secuencial de los tres procesos el sistema cuantico pasa por tres aparatos:

aparato de preparacion, aparato de transformacién y aparato de medicién (Audretsch, 2007).

2.1.1. Sistemas cuanticos

Un sistema cuantico puro es una coleccion (o ensemble) de sistemas fisicos del mismo tipo que
han pasado por el mismo procedimiento de preparacién. Mediciones en sistemas cuanticos puros
conllevan, en general, a resultados distintos. Si se llevan a cabo mediciones en muchos sistemas
preparados de manera idéntica se puede determinar una distribucién probabilistica de resultados
experimentales. A un procedimiento de preparacion se le asocia un objeto matematico, el estado
cuantico, que permite calcular sin ambiguedad las probabilidades de los posibles resultados de la

medicidon (Audretsch, 2007).



Entre la preparacion y la medicién, los aparatos de transformacién son influencias externas
que actuan en la evolucion de los sistemas cuanticos. Un sistema cuantico cerrado es una idea-
lizacion que considera: 1) el caso especial en que las influencias externas (por ejemplo campos
electromagnéticos o gravitacionales) se pueden describir usando fisica clasica y 2) la aproximacién
de que el sistema cuantico esta aislado del mundo exterior en el sentido de que sistemas externos

no se ven afectados (Audretsch, 2007).

Postulado 1: El estado cuantico de un sistema cuantico cerrado en estado puro es un vector
|¢) en un espacio de Hilbert H (un espacio vectorial con producto interno positivo definido) sobre

el campo de los numeros complejos (Nielsen y Chuang, 2010).

2.1.2. Superposiciones coherentes

La naturaleza lineal del espacio de Hilbert permite construir combinaciones lineales de vectores
de estado, llamadas superposiciones coherentes. El principio de superposicidon establece que las
combinaciones lineales de vectores de estado son un nuevo estado cuantico en que se puede en-
contrar (o preparar) el sistema. Esto quiere decir que si los vectores de estado {|¢n)} representan

un conjunto de estados cuanticos, la combinacion lineal:

W) = > anlg,) (1)

también corresponde a un valido y posible estado cuantico, donde {ap } son coeficientes com-

plejos (Schlosshauer, 2007).

Una superposicion coherente no representa una situacién donde el sistema esta en algun esta-
do {|¢,,)} pero se desconoce cual. Tampoco representa una situacién en que un conjunto de siste-
mas fisicos del mismo tipo estan en los estados {|¢n)}. En vez de eso, la superposicion coherente
de la Ecuacion([T|define el estado cuantico de un sistema individual en el que todos los componen-
tes {|¢n)} estan simultaneamente presentes. En esta situacién se dice que existe coherencia entre

estos componentes (Schlosshauer, 2007).



2.1.3. Matriz densidad

En situaciones fisicas mas generales, donde estén involucrados ensembles estadisticos o va-
rios subsistemas, el estado cuantico del sistema es la matriz densidad. La matriz densidad de un
sistema puro cuyo estado cuantico es el vector normalizado |¥) es un operador p que se define

de la siguiente forma (Audretsch, 2007):

p=wW)(¥| )

A diferencia de los sistemas puros, los componentes de un sistema cuantico mixto (o ensemble
mixto), se encuentran en estados cuanticos distintos. Lo que se tiene es un conjunto de poblacio-
nes donde los componentes de cada poblacion se caracterizan por estar en el estado |W). El con-
junto de componentes de cada poblacion constituye una fraccién w; relativa al ensemble mixto
completo. Estas frecuencias w; son siempre numeros reales e indican cuantos de los constituyen-
tes del ensemble mixto estan caracterizados por un vector |W¥;). Este tipo ensembles también se
llaman mezclas estadisticas y su matriz densidad p es un operador que se forma como un pro-
medio ponderado de los estados puros {|¥;)(¥|} pesados con su respectiva frecuencia {w;}

(Audretsch, 2007):

P =ZW1|“J1)(W1| €)
0

Las frecuencias relativas { w;} son también las probabilidades clasicas asociadas a la presencia

de los estados {|W;) (¥}, asi que deben cumplir con (Audretsch, 2007):

>wi=1 4)
[

La matriz densidad de sistemas puros o mixtos cumple con (Audretsch, 2007):

1. Es autoadjunta: pt = p
2. Estd normalizada: Tr(p) =1

3. Es positiva: (@|ple) =0



Ademas, la matriz densidad para estados mixtos cumple con (Audretsch, 2007):

1/d < tr(p?) <1 (5)

Se puede hacer una interpretacion fisica de la Ecuacién [5lusando la descomposicién espectral

de p:

d
p =D Al (6)
j=1

donde d es la dimensién del espacio vectorial en cuestién. El minimo valor para tr(p?) es 1/d
y esto ocurre cuando A; = 1/d para todos los A;. Las frecuencias relativas {A; = 1/d} son las
probabilidades clasicas asociadas a los estados {|j){j|}. Si todas las probabilidades son iguales es
porque corresponden a un ensemble completamente aleatorio, es decir un ensemble donde no
hay un estado preferencial. En el sentido de preferencia por un estado, este ensemble es lo con-
trario de un ensemble puro donde todos sus componentes son descritos con un solo vector de
estado. La traza de p? se usa como una medida del grado de mezcla: 1/d para estados maxima-

mente mezclados y uno para estados puros (Audretsch, 2007).

2.1.4. Informacion cuantica

Si Alicia quiere transmitirle a Bob una sefial cuantica se dice que llevan a cabo transmisién de
informacion cuantica. Una sefial cuantica es un mensaje compuesto por una serie muy grande
de estados |W;) que Alicia va preparando y enviando: {|W¥5), [¥3), |[WY1022), |¥2), ..., |¥78) }. Alicia
tiene disponibles un ndmero finito de estados {|¥;)} y los manda en el orden que quiere pero
tiene que respetar una constriccion: cada procedimiento |W;) lo debe usar con una frecuencia [P;.
Entonces Alicia dispone de un ensemble {|¥;), P;} y comparte esta informacion con Bob mediante
algun medio clasico. Bob quiere leer el mensaje pero sélo puede acceder al mensaje interviniendo
en él. Bob realiza una medicion a cada objecto cuantico que Alice le manda: esta es la forma en
gue Bob puede leer el mensaje. Generalmente, habra pérdida de informacién pues la intervencién

a través de la medicién implica colapso (Audretsch, 2007).



En la transmisién de informacién cudntica estamos interesados en cuestionamientos sobre la

informacion y la ignorancia promedio.

Alicia y Bob conocen la distribucion de probabilidades dada por el ensemble {|W;), P;}. Si bien
s6lo Alicia decide que estado mandar, Bob no es completamente ignorante. Supongamos que el
ensemble es {{|V¥1), |¥2)}, {P1,P,}}. Donde P; = 0.7 y P, = 0.3. En este caso Bob sabe
que hay mayor probabilidad de que el siguiente estado sea |W1). Consideremos los extremos: si
P1 = 0.5y P, = 0.5 entonces Bob es completamente ignorante de cual sera el siguiente estado,
el otro extremo es cuando P; = 1 y P, = 0, en este caso Bob sabe con completa certeza que el

siguiente estado sera |W1) (Audretsch, 2007). Se hacen tres observaciones:

Lo primero es que se puede hablar de una ignorancia promedio, pues en estos ejemplos no
se hablé de que tan largo es el mensaje sino que la ignorancia es una cualidad del ensemble que
usa Alicia. Lo segundo es que el ejemplo de P; = 0.5 y P, = 0.5 corresponde a un ensemble
maximamente mezclado mientras que el ejemplo de P; = 1y P, = 0 corresponde a un ensemble
puro. Lo tercero es que el ensemble que usa Alicia es equivalente a un estado cuantico mixto

representado por la matriz densidad p (Audretsch, 2007):

p = W) (WP, 7)

La entropia de von Neuman se usa para cuantificar la ignorancia promedio. Esta entropia es

una funcion del ensemble y se define (Audretsch, 2007):

S=—tr(plog,p) (8)

Si la descomposicién espectral de la matriz densidad en la Ecuacién[g]es:

p =2 M0 ©)
l

entonces la entropia se puede escribir como una funcion de los eigenvalores {A;} de p (Au-

dretsch, 2007):
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S==>Alogy A (10)
(
A continuacién dos propiedades de la entropia:

1. Un estado puro |W) (W] tiene el minimo valor de la entropia: S(p) = 0. Un estado puro co-
rreponde a cuando Bob sabe con completa certeza cual sera el siguiente estado, es decir
la ignorancia promedio es cero. La forma de cuantificar la ignorancia promedio que se ha

escogido, la entropia, concuerda para este caso (Audretsch, 2007).

2. La entropia cumple:

0 < 5(p) <log,(d) an

donde d es la dimensién del espacio de Hilbert. Para demostrar esto se usan multiplicadores
de Lagrange. El resultado es que la entropia toma su mayor valor cuando A; = 1/d para cada

l:

1
S(EI) =log,(d) (12)

El ensemble de esta matriz densidad corresponde al ensemble maximamente mezclado. Este
es el caso cuando no existe ningun estado cuantico preferencial y la ignorancia promedio
de Bob es maxima. Una vez mas la entropia es consistente como medida de la ignorancia

promedio (Audretsch, 2007).

2.2. Postulado 2: medicion

En una medicion, el investigador usa un sistema fisico externo (su equipo experimental) para
observar un sistema cuantico. Una medicién es una intervencién en un sistema cuantico llevada a
cabo por un aparato de medicion. El efecto que la medicidon produce en el aparato de medicién se
determina leyendo un numero real: el resultado de la medicion. Para sistemas cuanticos prepara-
dos de la misma forma (sistemas descritos por el mismo estado cuantico) los posibles resultados

de la medicién ocurren aleatoriamente (Audretsch, 2007).
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En una intervencion subsecuente a la medicién se puede hacer una selecciéon de acuerdo a
algun resultado particular filtrando el resto. Tomadas juntas, las dos intervenciones se llaman me-

dicién selectiva (Audretsch, 2007).

Un procedimiento alternativo consiste en no realizar una seleccién posterior a la medicién, esto

se conoce como medicién no selectiva (Audretsch, 2007).

2.2.1. Mediciones generalizadas

El efecto de intervenir mediante una medicién generalizada se describe a través del siguiente

postulado:

Postulado 2: Una medicién selectiva generalizada se describe por el conjunto {Mq} de opera-
dores lineales. Cada operador M, corresponde a obtener como resultado de la medicion el valor

a (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007).

La medicion transforma el estado |¢) de la siguiente forma:

) — |¢) = Mald) (13)
‘ (WIMI Mgl )

La probabilidad P4 de obtener como resultado el valor a es:

Pq = (¢IM! Maly) (14)

Se pide que los operadores {MLMQ} sean positivos y cumplan la relacion de completez:

ZM;MG=I (15)

a

para mantener correcta la interpretacién de probabilidad:

1= Pa= ) (¢IM Md|y) (16)

a a
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En el formalismo de la matriz densidad, una medicidn selectiva generalizada transforma un

sistema cuantico (puro o mixto) representado por p de la siguiente forma (Nielsen y Chuang, 2010;
Audretsch, 2007):

MapoM!
tr (MaMap)
Esta transformacién y obtener como resultado de la medicién el valor a ocurre con probabili-

dad P4 (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

Pq = tr (M Map) (18)

En el caso de una medicion generalizada no selectiva, la transformacién es un promedio pon-

derado de los estados después de la medicion pesados con sus respectiva probabilidad (Nielsen 'y

Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

M pM
(;IT ™ =2 MapM] (19)

P Plis. = 2, Pap =2 P

2.2.2. POVM

Positive Operator-Valued Measure (POVM) son caso especial de las mediciones generalizadas.
Este formalismo se usa cuando el estado después de la medicidon no es de interés. Por ejemplo,
en un experimento donde el sistema se mide y el experimento concluye. El formalismo POVM
se adapta convenientemente al analisis de estas mediciones y, en algunos casos, puede dar una

mejor idea de la medicién cuantica (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007).

Una medicién descrita por los operadores { Mg} se realiza en el estado p. La probabilidad de

obtener a es: P4 = tr(MZMap). Se define el conjunto de operadores positivos {Eq} (Nielsen'y
Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

E,= MLMQ (20)
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Entonces se cumple que Y., Eq =1y Py = tr (Eqp). Los operadores E, son suficientes para
determinar las probabilidades P, de los resultados a. A los operadores E, se le conoce como los
elementos POVM asociados a la medicién y al conjunto completo {E4} se le conoce como un

POVM (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007).

2.2.3. Mediciones proyectivas

Una medicion proyectiva también es un caso particular de mediciones generalizadas. Una me-
dicion proyectiva esta descrita por un observable S, un operador hermitiano en el espacio de es-

tados del sistema. Suponiendo no degeneracion, el operador S tiene descomposicién espectral:

S =Zs[-Pi 21)
i

donde {s;} son los eigenvaloresy {P;} son proyectores definidos a partir de los eigenvectores

|s;) de la siguiente manera (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

Pi=1si)(si @

Los proyectores cumplen la condicién de completez (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

>pi=1 (23)

Através de una medicion proyectiva en el estado p descrita por el observable S, la probabilidad

de obtener como resultado de la medicién el eigenvalor s; es:

P; = tr(pP;) (24)

y el estado p se transforma de la siguiente manera (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007):
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, _ PwoPi  PipP; 25)
TP T Py T R

En el caso de una medicion proyectiva no selectiva, la transformacién es un promedio ponde-
rado de los estados después de la medicion pesados con sus respectiva probabilidad (Nielsen y

Chuang, 2010; Audretsch, 2007):
;L zP i P.oP 2
p_’pN.s._Z Z iPFi (26)
[}

“tr (oP) 7

Una propiedad particular de las mediciones proyectivas es que se calcula faciimente el valor

promedio (S) de la medicién sobre p (Nielsen y Chuang, 2010; Audretsch, 2007):

5) = ZS[[FD[
= > sitr (pP)
=tr (szl-Pi)

= tr(pS)

2.2.4. Principio de incertidumbre de Heisenberg

La forma compacta del valor promedio de una medicion proyectiva permite establecer una
desigualdad que relaciona las desviaciones estandar de dos mediciones independientes con el
conmutador de sus observables. La desigualdad se conoce como Principio de Incertidumbre de

Heisenberg (Nielsen y Chuang, 2010).

La desviacion estandar A (M) asociada a una medicion realizada con el observable M es (Niel-

seny Chuang, 2010):

[A(M)]? = ([M—(M)]?)
= (M?) — (M)?
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Sean A, B son dos operadores hermitianos en el mismo espacio de estados que cumplen con
(AB) = x + iy, donde X, y son reales. Se tiene que ([A, B]) = 2iy y ({A, B}) = 2x. Entonces se
cumple(Nielsen y Chuang, 2010):

I{[A, B1)|?> + |{({A, B})|? = 4|(AB)|? (29)

Y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Nielsen y Chuang, 2010):

[(AB)|? < (A?)(B?) (30)

Ahora se hacen la sustituciones A = C— (C) y B = D — (D) para obtener el principio de
incertidumbre (Nielsen y Chuang, 2010):

A(C)A(D) > @ 31)

2.3. Postulado 3: evolucion

Postulado 3: La evolucién de un sistema cuantico cerrado la describe un operador unitario de

evolucion temporal U (t) que satisface la siguiente ecuacién diferencial:

U(t)
dt

_d
ih

= H(t)U (t) (32)

donde A = 1.054571800(13) x 10734/ . s es la constante de Planck y H es el observable

asociado a la energia total del sistema (Hamiltoniano) (Audretsch, 2007).

Un estado cuéntico [§(to)) evoluciona a [¢(t)) de la siguiente manera (Audretsch, 2007):

[W(1)) = U(t, to)l¢(to)) (33)

Al usar la ecuacién[33]en[32]se obtiene la ecuacién de Schrédinger. La ecuacién de Schrédinger
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es la representacion de la ecuacion de evolucion temporal en vectores de estado (Audretsch, 2007):

mdlll!(t))

- H(O1 (1)) (34)

La ecuacion de von Neumann es la ecuacion de evolucién temporal en matrices densidad. Si se

sustituye la ecuacion de Schrodinger [34]en la siguiente ecuacion:

d _d B d d 35
o= 0D = () )i+ ) v 33)

se obtiene la ecuacién de von Neumann (Audretsch, 2007):

i LM, p] 36
P="pHe (36)

2.4. Postulado 4: sistemas compuestos

Un sistema clasico compuesto se puede describir completamente en términos de sus subsis-
temas y de las interacciones dinamicas entre ellos. Por otra parte, los sistemas cuanticos com-
puestos pueden exhibir propiedades unificadas diferentes, ajenas a las de los sistemas clasicos.
Estas propiedades se manifiestan cuando un sistema cuantico compuesto se encuentra en estado

entrelazado (Audretsch, 2007).

Hay sistemas cuanticos que exhiben una estructura interna: se pueden distinguir subsistemas
que se accesan separadamente. Los subsistemas se pueden identificar experimentalmente y en
ellos se pueden llevar a cabo intervenciones individuales. Las intervenciones individuales se cono-

cen como operaciones locales (Audretsch, 2007).

Ejemplos de sistemas compuestos bipartitos (Audretsch, 2007):

= Un sistema compuesto de dos fotones que se detectan en dos lugares diferentes.

= Un sistema compuesto de dos electrones que se detectan en dos lugares diferentes.
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= Un sistema donde se detecta en un lugar un fotdén y en otro lugar un atomo.
= Un sistema compuesto de la 6rbita y de la polarizacion de un mismo objeto cuantico.

= Dos sistemas separados, completamente independientes uno del otro, también se pueden

considerar un sistema compuesto.

La posibilidad de manipulaciones por separado, y no la individualidad de los objetos cuanticos,

define los subsistemas (Audretsch, 2007).

Postulado 4: El espacio de estados de un sistema compuesto es el producto tensorial de los

espacios de estados de los sistemas fisicos componentes (Nielsen y Chuang, 2010).

2.4.1. \Vectores, operadores, trazas
2.4.1.1. Vectores

Un sistema cuantico S*B compuesto por los subsistemas S* y SB tiene asociados los espa-
cios de Hilbert HA y HB. El espacio de Hilbert para los dos subsistemas corresponde al producto

tensorial HAB = HA ® HB (Audretsch, 2007).

Si {|i")} (coni=1,...,n)es una base ortonormal para HA y {|j8)} (conj =1, ..., m) es una
base ortonormal para HZ, entonces la base para HAB tiene dimensién n x m y se forma con el

producto tensorial de las dos bases: {|i*) ® |j8) } (Audretsch, 2007).

Las siguientes notaciones se usan de manera equivalente (Audretsch, 2007):

1) ® [jB) = |i)IjB) = |4, jB) (37)

Los vectores |*B) en HAB se expanden usando la base {|i*) ® |jB) } (Audretsch, 2007):

9A8) = > ayli, jB) (38)
i
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Los vectores |*B) en HAB formados por el producto de un vector |@*) en HA y un vector |x&)

en HEB se llaman vectores producto (Audretsch, 2007):

14*B) = |9?) ® |X5B) (39)

Los vectores |¢AB) en HAB que no son vectores producto se llaman vectores entrelazados (Au-

dretsch, 2007).

El producto interno entre los vectores producto Il,UAB) = |o”, xB) y |¢AB) = |84, CB) se hace

espacio por espacio (Audretsch, 2007):
(@*%194%) = (8%, ¢Plof, X°)
= (&"90")(¢PIXP)

Si {Ic2)} y {Id?)} son bases ortonormales de H* y H? entonces un estado puro |¢AB) del

sistema S#B se expande (Audretsch, 2007):

W8y =D anic), df)
= IcA) @ > anild?)

Se ha definido a los vectores no normalizados |v"v5) del subespacio SB como combinacién lineal
de los vectores base en ese subespacio. A |v"vg) se le llama el estado relativo perteneciente a |cp)

(Audretsch, 2007).

2.4.1.2. Operadores

Si tenemos un operador CA en HA y un operador DB en HB entonces el producto tensorial

CA ® DB es un operador producto en HA8 y actta espacio por espacio:
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(CA ® DB) |¢A’ XB) — |CA(0A, DBXB) (42)

y ademaés es lineal en HAB (Audretsch, 2007):
(A @ DB)> aylih, /By = > aylChi, DBjP) (43)
i i

El producto exterior formado por los vectores |¢*8) = |@A, xB) y |¢”B) = |EA, ZB) también es

un operador producto (Audretsch, 2007):
W*2) (%8 = 19", XP) (&, &P
= lo*)(&" ® IX®)(S°I

El operador identidad I*B en HAB se puede expandir en términos de la base {|i*, jB)} (Au-

dretsch, 2007):

18 =14, B, Bl =1 e IP (45)
i

Con el operador identidad de uno de los subespacios se forman operadores que actdan en
s6lo uno de los subespacios. Estos operadores se llaman operadores locales y se denotan con un

sombrero (Audretsch, 2007):
CAB=C"oIP (46)
D*B =1 @ DB (47)

Usando la expasion del operador identidad [45|se puede escribir la representaciéon de un ope-

rador generalizado en términos de la base {|i*, jB)} (Audretsch, 2007):

298 = SN, FIZ7E KA, B) (1) (kA © ) (8]) @)
ijkl
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2.4.1.3. Trazas

La traza de un operador ZAB en HAB se define en términos de la base ortonormal {|i#, j8)}

(Audretsch, 2007):
tr[Z78] = (i, jB|1Z#B|4, jB) (49)
9]
La traza para un operador producto C* ® DB es (Audretsch, 2007):
tr[CA @ DB] =D (A|CA#) > (BIDB|jB) = tra[C*]trg [DP] (50)
i j

La traza se calcula espacio por espacio. Esto lleva a definir la traza parcial sobre uno de los

subespacios (Audretsch, 2007):

tra[Z48] = (1Z278|#) (51)

i

La operacién traza parcial sobre el espacio HA genera un operador en HE. Para un operador

producto la traza parcial toma la forma (Audretsch, 2007):

tra[C* ® DB ] =tra[C*] D" (52)

La traza total se encuentra a través de las trazas parciales (Audretsch, 2007):

tr[ZAB] = tra[trg[Z7B]] = trg[tra[Z7B]] (53)

La traza se usa como producto interno en el espacio de operadores para expandirlos en tér-
minos de su base. Si {Og} es una base para los operadores en HA y {Rg} es una base para los

operadores en HB entonces los siguientes operadores producto:

ng = OQ ® Rg (54)
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son una base para el espacio H*B (Audretsch, 2007).
Los vectores base son ortonormales (Audretsch, 2007):
ABtcAB _
tr[ TABTSAE | = Saxdpn (55)

Con los vectores base se puede expandir cualquier operador ZA8 en HAB (Audretsch, 2007):

Z48 = Y tr[TANTZAB | TAP (56)
o

2.4.2. Transformaciones unitarias
2.4.2.1. Transformaciones unitarias locales

Una dindmica unitaria actuando sobre el subsistema S* la describe el siguiente operador local

(Audretsch, 2007):

UAB =A@ IB (57)

La dinamica unitaria local sobre el estado puro |¢AB) produce la siguiente transiciéon (Au-

dretsch, 2007):

1By — [9AB') = D T |UACA) [WE) (58)

La transicion cambia el estado del subsistema S* y del sistema compuesto S*8. El estado del

subsistema S& no cambia (Audretsch, 2007).
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2.4.2.2. Transformaciones unitarias globales

Se consideran transformaciones unitarias sobre el sistema compuesto p”B. Para ello, se usa la

ecuacién de von Neumann (Ecuacion|36) pero aplicada a sistemas compuestos:

d i
AB _ __ [HAB ,AB 59
iy ﬁ[ PP ] (59)

donde el Hamiltoniano del sistema compuesto tiene la forma (Audretsch, 2007):

H¥ =H @I + 1" @ H® + H.® (60)
Si existe una interaccion entre los subsistemas descrita por Hﬁﬁ # 0 entonces los subsistemas
individuales son sistemas cudnticos abiertos (Audretsch, 2007). Este tema se trata en la seccién

2.6}

2.4.3. Medicién
2.4.3.1. Afirmaciones sobre probabilidad

Se considera un sistema cuantico compuesto S8 formado por los subsistemas S y SB. Una
medicién que se realiza en en uno de los subsistemas se llama medicion local. Hay dos formas
de realizar afirmaciones sobre probabilidad en los resultados de mediciones locales. Una forma
es considerando el estado p*B del sistema compuesto S*8 y la otra es tomar en cuenta el estado
cuéntico del subsistema que se mide. El estado cuéntico de los subsistemas S# y S8 son las matri-
ces densidad reducidas p” y pB. Se llaman matrices densidad reducidas porque se calculan con la

traza parcial sobre el otro subsistema (Audretsch, 2007):

AB)

p? =trg(p pB = tra(p”t) (61)

Si se considera el operador identidad I en HB y el observable CA en H” cuya ecuacién de

eigenvalores es:
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CAlch) = Al ch) (62)

entonces una medicién de C# en el subsistema S# esta caracterizada por el operador de pro-

yeccion local (Audretsch, 2007):

PA=PieI®=|c?)(cA|eI® (63)

La probabilidad de obtener como resultado ¢, al medir S# es (Audretsch, 2007):

Py = tr(PAp")
=tra (trB (P"," ® IBpAB))
= tra(PAtrg (I1°0"%))
tra (Pp")

La Ecuacion [64|es una generalizacion de la Ecuacion |24, De manera similar, con el observable

local CA = CA ® IB se calcula el valor esperado (Audretsch, 2007):

(CA) = tr (Cp"B)
= tra (trg (C* ® I8p"B))
= tra (C*trg (IBp"P))
= tra(C*p*)

La Ecuacién[65|es una generalizacién de la Ecuacién[27] De las ecuaciones[64]y [65|se concluye
que las afirmaciones sobre probabilidad en los resultados de mediciones locales se obtienen al
aplicar el formalismo de mediciones proyectivas a la matriz densidad reducida p# (Ecuacién|61) del
subsistema S#. Esta es la razén por la que p* es el estado cuéntico del subsistema S# (Audretsch,

2007).
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2.4.3.2. Mediciones selectivas

Nuevamente, se considera un sistema cuantico compuesto S8 formado por los subsistemas
SA 'y SB. Una medicién con el observable C# al subsistema S# en la cual se realiza una seleccién
entre los resultados de la medicién {c,} transforma el estado p”B del sistema compuesto SA8 de

la siguiente forma (Audretsch, 2007):

PA AAB PA PA AAB PA
P8 — p"B = PPy _ PP Py (66)
PA HAB
tr(Pnp ) Pn

La ecuaciénes una generalizacién de la Ecuacic')n P, =tr (If’f,‘pAB) es la probabilidad de

que una medicion lleve al valor ¢, (Ecuacién[64).

En el caso especial de que el sistema compuesto S8 esté en el estado puro |¢**B) (descrito

por la Ecuacion(41) con matriz densidad:

p"B = |yAB) (Y 8|

=D 1) (A | @ [WB) (WE |
nnm

una medicién al subsistema S# que selecciona ¢; entre los resultados causa la siguiente tran-

sicion (Audretsch, 2007):

, 1, A
oAB plAB _ _P,[é\pABP,lA
Py
1 By
= E(Pf‘ ®IB);|C';\)(Cﬁq| ® |w5)(wﬁq| (Pf‘ ®IB) (68)

1 By e
= EICf‘)(clAI@ |WP) (WP

El subsistema S* se transforma al estado |C'[4) y el subsistema S8 se transforma al estado
relativo | W8), perteneciente a |cf!). El estado resultante p es un estado producto: una medicion

selectiva en uno de los subsistemas rompe el entrelazamiento (Audretsch, 2007).

En este caso especial donde p?8 = |(¢*B) (¢8|, la probabilidad P; de que una medicién lleve

al valor ¢ es (Audretsch, 2007):
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(69)

La descripcién operacional de una medicién selectiva en un sistema compuesto S8 es la si-

guiente (Audretsch, 2007):

1. Alicia mide en su subsistema S? el observable CA y obtiene los resultados {cp}

2. En una intervencién subsecuente a la medicion, Alicia selecciona los objetos cuanticos de
acuerdo a algun resultado particular ¢; y los deja pasar para que sigan formando parte del

experimento. Alicia filtra el resto.

3. Alicia usa algun medio de comunicacion clasico para avisarle a Bob los resultados de cada

medicion.

4. Bob selecciona en su subsistema SB los objetos cuanticos de acuerdo a los resultados de

Alicia y los deja pasar para que sigan formando parte del experimento. Bob filtra el resto.

. . . . ’ ~ .

El procedimiento descrito prepara al sistema S en el estado |¢*8") = |c4, WP). El procedi-
miento de preparacién usa entrelazamiento y algun canal de comunicacién clasica para que Bob
obtenga objetos cuanticos en el estado |vT/‘f): no se necesitan transmitir objetos cuanticos entre

Alicia y Bob (Audretsch, 2007).

2.4.3.3. Mediciones no selectivas

Una vez més, se considera un sistema cuantico compuesto S48 formado por los subsistemas

SA y SB. Una medicién con el observable C* al subsistema S# en la cual no se realiza seleccién
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entre los resultados de la medicién {c,} transforma el estado p”B del sistema compuesto SA8 de

la siguiente forma (Audretsch, 2007):

PApABPA
AB AB’ n n pA'\ AB PAA
P — oy =D Ph— = = p (70)
N.S. Z n tr (PﬁpAB) ; n n

La Ecuacion|70|es una generalizacién de la Ecuacion

En el caso especial de que el sistema compuesto SAE esté en el estado puro |¢*8) (Ecuacion |
una medicién al subsistema S# sin seleccién de resultados causa la siguiente transicién (Audretsch,

2007):

[9AB) — B =D PAPABPA = |cA) (A @ W) (W (71
n n

La Ecuacién[71]es una generalizacién de la Ecuacién 26/ donde se ha usado la Ecuacién 68|

Ahora se estudia la manera en que se tranforman los estados de los subsistemas (Ecuacién|[61)
bajo una medicién no selectiva. Si se mide el subsistema S# entonces ocurre la siguiente transicion

para p? (Audretsch, 2007):

o — ol = tra (o ) = tra S PA0"0P ) = S PAo S 72)
n n

Al comparar la Ecuacién anterior [72] con la Ecuacién [26] se observa que para las transiciones
entre operadores densidad reducidos después de mediciones locales selectivas o no selectivas se

aplican los mismos procedimientos del Postulado 2 (Audretsch, 2007).

Finalmente se estudia la manera en que se transforma el estado del subsistema que no se

mide después de una medicién no selectiva:
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donde se han usado las Ecuaciones y para la condicién de completez: >, P;‘ = "B,
Después de una medicién no selectiva en SA el estado cuantico p? del subsistema S8 no cambia.

Bob no tiene manera de saber si Alicia realizé una medicién no selectiva (Audretsch, 2007).

2.5. Recursos cuanticos

2.5.1. Coherencia cuantica

En la ciencia de informacion cuantica, la coherencia se usa como un recurso que se consu-
me para realizar tareas que no son posibles usando medios clasicos. La teoria de recursos para la
coherencia interpreta las leyes fisicas como constricciones en el conjunto de operaciones cuanticas
libres que se implementan en estados cuanticos. Si un estado coherente es el recurso a consumir
entonces el conjunto de operaciones cuanticas libres son las operaciones incoherentes y los esta-
dos cuanticos libres son los estados incoherentes. Una medida correcta de la coherencia C debe
cumplir las siguientes condiciones: C(p) = 0 cuando p es un estado incoherente, C no aumenta
bajo operaciones incoherentes (monotonicidad), C no aumenta en promedio bajo operaciones se-
lectivas incoherentes (monotonicidad fuerte), C no aumenta bajo el mezclado de estados cuanticos

(convexidad). La {1 norma de coherencia C, definida por:

Cu() =D oyl (74)
i#
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cumple las condiciones anteriores asi que se usa como una medida apropiada de la coherencia

(Streltsov et al., 2016; Baumgratz et al., 2014).

Para un espacio de Hilbert d-dimensional con base de referencia {|i) }i=o

ximamente coherente es: |[Wy) = idzg_l |i). Para el estado |W4) la (1 norma de coherencia Cy,

toma el valor: C; (|Wq4)) = d — 1 (Streltsov et al., 2016; Baumgratz et al., 2014).

d—1 el estado ma-

.....

2.5.2. Correlaciones clasicas, cuanticas y totales

Los estados cuanticos que estan compuestos de dos subsistemas pueden llevar a correlacio-
nes en los valores observados después de medir los subsistemas. Se esta interesado tanto en

cuantificar las correlaciones como en distinguir entre correlaciones clasicas de cuanticas.

2.5.2.1. Entrelazamiento

Las primeras propuestas para caracterizar la parte no clasica de las correlaciones estaban ba-
sadas en entrelazamiento cuantico, es decir, la no separabilidad de los subsistemas. Bajo este
criterio, sélo los estados entrelazados contienen correlaciones cuanticas y los estados separables

no llevan a correlaciones o sélo contienen correlaciones clasicas.

Estados separables Los estados separables comprenden a estados producto:

|WAB) = |¢B) ® |x*) (75)

y a mezclas de estados producto (Audretsch, 2007):

pPP=>Pplep?, Pi>0, D Pi=1 (76)
i )

Los subsistemas de estados producto son completamente indepedientes uno del otro y no
estan correlacionados. Las mezclas de estados producto si pueden llevar a correlaciones en los

valores medidos. Un ejemplo es el siguiente estado cldsicamente correlacionado (Audretsch, 2007):
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P8 =P1]0%)(0%] ® |05) (08| + P2|17) (14| ® |1B) (15| (77)

Si en este estado pAB se mide el subsistema S? con el observable g, se obtiene con probabi-
lidad P; el resultado +1. Si después se mide el subsistema S8 con el observable 0, entonces se
obtiene con completa certeza el resultado +1. Por otro lado, si en este estado se mide el subsis-
tema S con el observable 0 se obtiene con probabilidad P el resultado -1. Si después se mide
el subsistema SB entonces se obtiene con completa certeza el resultado -1. Los Unicos resultados
de la medicion son los pares (+1,+1) y (-1,-1): los resultados de la medicién estan correlacionados.
Estas correlaciones tienen similitudes a las correlaciones observadas en sistemas clasicos por lo
que se conocen como correlaciones clasicas. Por ejemplo, en un conjunto de pares de cajas donde
cada par contiene solo pelotas Amarillas o s6lo pelotas Blancas. Al abrir las cajas los colores de las

pelotas estan correlacionados (Audretsch, 2007).

Para mezclas de estados producto, Alicia y Bob preparan el sistema compuesto S8 comenzan-
do con estados producto. Alicia y Bob operan en sus respectivos subsistemas a través de manipu-
laciones locales como transformaciones unitarias o mediciones. Ademas, Alicia y Bob intercambian
informacion usando algun canal de comunicacion clasico para coordinar sus acciones. Los recur-
sos usados en la preparacion del estado cuantico compuesto, operaciones locales y comunicaciéon
clasica, son clasicos y se abrevian LOCC. En la preparacion del sistema compuesto, primero Alicia
prepara su subsistema S* en el estado pf‘, después usa algun medio de comunicacion clasica para
informar a Bob, quien prepara su subsistema S8 en el estado p?. Esta secuencia de acciones se
realiza muchas veces de manera aleatoria manteniendo registro de las frecuencias P;. El estado
compuesto o8 que se prepara de esta manera es una mezcla de estados producto (Ecuacién

y lleva a correlaciones en los resultados de la medicion (Audretsch, 2007).

Estados entrelazados Por otro lado, un estado puro o mixto que no es separable se llama en-
trelazado y contiene correlaciones cuanticas. Es decir, contiene un tipo de correlaciones que no
ocurren en sistemas clasicos. Los estados entrelazados no se pueden preparar usando LOCC, és-
ta es una definicién alternativa de estados entrelazados. Un ejemplo que ilustra las correlaciones

cuanticas es el siguiente estado entrelazado:

|*8) = al0A, 0B) + |14, 1B) (78)
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donde se mide el observable 0, en ambos subsistemas. Se obtienen los resultados correlacio-
nados (-1,-1) o (+1,+1). Al comparar los estados entrelazados con los sistemas clasicamente co-
rrelacionados (Ecuacién [77) se observa que las correlaciones vienen de una estructura diferente

(Audretsch, 2007).

Los estados de Bell estan maximamente entrelazados y son una base para el espacio de dos

qubits (Audretsch, 2007):

1

4By = — (104, 08) + |14, 1B 79

|#45) ﬁ(l 3 )) (79)

|uJAB)=i(|0A 18) + |14, 0B)) (80)
:l: ﬁ 7 7

Para los estados de Bell, los subsistemas estdn maximamente mezclados como consecuencia

del entrelazamiento (Audretsch, 2007):

p =trg[ ¥4 ] = ;IA (81)

pB = tra [ W] = %IB (82)

Entropia de entrelazamiento A continuacion se presenta una medida del entrelazamiento para
estados puros definidos en el espacio Hy ® Hy. Los estados puros de sistemas compuestos son
estados producto (sin correlaciones) o estados entrelazados (con correlaciones cuanticas). Se de-
fine la entropia del estado compuesto como S(AB) = S(p”8) y la entropia de los subsistemas
como S(A) = S(p”) y S(B) = S(p?). De acuerdo a la seccic')n para estados puros se tiene la

maxima informacién sobre el sistema compuesto (Audretsch, 2007):

S(AB)=0 (83)

En un estado producto, ya que los subsistemas se encuentran en estado puro, también se tiene

la maxima informacién sobre ellos (Audretsch, 2007):
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S(A)=5(B)=0 (84)

Por el contrario, la matriz densidad para los subsistemas de los estados de Bell es maxima-

mente mezclada:

1
ot =pf = ! (85)

asi que la indeterminacién sobre el estado de los subsistemas es maxima(Audretsch, 2007):
S(A)=5(B)=1

La entropia de los subsistemas es una medida de la informacion faltante (indeterminacion,
ignorancia) cuando se compara con la del sistema compuesto. Cuando sélo se consideran los sub-
sistemas se pierde informacion sobre el sistema compuesto, informacién contenida en las co-
rrelaciones entre los subsistemas. Mientras mayor sea la entropia de los subsistemas, el estado
compuesto esta mas correlacionado y por lo tanto, mas entrelazado. Esto justifica tomar, para un

estado puro I(IJAB), a la entropia de los subsistemas como una medida del entrelazamiento:

0 < E(|¢"B)) = S(A) = S(B) < log(d) (86)

donde E se conoce como entropia de entrelazamiento, |*8) es el estado del sistema compuesto
y d es la dimension del espacio de los subsistemas: Hy ® Hy. En el caso de un sistema compues-
to por 2 qubits, un estado separable cumple con E = 0 mientras que un estado maximamente

entrelazado cumple con E = 1 (Audretsch, 2007).

Concurrencia En esta parte se presenta a la concurrencia como una medida del entrelazamien-
to para estados mezclados de sistemas compuestos por dos qubits. Se considera el sistema com-
puesto SAB cuyos subsistemas SA y SB son qubits. De acuerdo a la seccién[2.5.2.1} para estados

puros |¢AB) una medidad del entrelazamiento E(|¢IAB)) es:

E(|¢*P)) =—tr[palogpa] =—tr[pglogpg] (87)

donde p, y pg son las matrices densidad reducidas de los subsistemas S* y SB(Audretsch, 2007).
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El estado puro |l/JAB) se expande en términos de la base computacional:

|¢AB) = a|0A, 0B) + b|0%, 18) + |14, 08) + d|14, 1B) (88)

y se sustituye en la Ecuacién[87|para obtener:

1+ 1/1=C([|0?8))?
E(l¢*F))=h \/ Z(W ) (89)

donde se han introducido la entropia binaria h:

h(x) =—[xlog, x + (1 —x)log,(1—x)] (90)

y la concurrencia C (Audretsch, 2007):

C(l¢"B))=2lad—bc|, C<1 (91)

Ya que la entropia de entrelazamiento E es una funcién monétonamente creciente de la concu-
rrencia C, C también se puede tomar como una medida del entrelazamiento. Un estado separable
cumple con E = C = 0 mientras que un estado maximamente entrelazado cumpleconE=C=1

(Audretsch, 2007).

La concurrencia también se puede escribir como:

C(1¢*8)) = 1{¢*B13™%)| (92)

- AB . ., , , .
donde |§") se obtiene con el estado de la Ecuaaon Primero se define |¢AB)* que es igual al
estado de la Ecuacion[88|pero con los coeficientes conjugados (@ — a*, b — b*,c — c*, d — d*.

Luego se define |(_pAB) de la siguiente manera (Audretsch, 2007):

AB)

[7

— ~A By,,AB\ *
—oy®oy|<11 ) (93)

. , , A - AB
Usando la Ecuaaonse escribe la concurrencia en términos de ¢ ):
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C(198))? = 1(¢*813%))|
= (¢819°%) (9% 98)
= tr[19?8) (w2 19"%) (3] (94)
AB ~AB

tr[p*5p*7]
= tr[RAP]

donde se han definido RAB = pABpAB y pAB = |(,_UAB)(tZIAB|. Una manera alternativa de expresar a

"B es:

AB

P8 = (o;‘ ® of)p*AB (U)A/ ® 05) (95)

donde p*4B se obtiene al escribir 8 en la base computacional y conjugar sus elementos matri-

ciales, igual que para |pAB* )(Audretsch, 2007).

Esta representacién de la concurrencia como funcién de p”8 sugiere una generalizacién para

mezclas que puede formalizarse de la siguiente manera:

C(p"8) =max{0,A1 — A2 —A3—As} (96)

donde {A1, A2, A3, A4} son las raices de los eigenvalores de la matriz R*8 en orden descendente

y B puede ser un estado puro o mezcla (Wootters, 1998).

2.5.2.2. Informaciéon mutua

En esta seccion se presenta a la informacion mutua como una medida de las correlaciones
totales en sistemas compuestos. Primero se definen la entropia conjuntay la entropia relativa y se
presenta la desigualdad de Klein; después se desarrollan dos resultados parciales que sirven para

calcular trag [0*B log (o ® pB)]y finalmente se establece el concepto de informacién mutua.

La entropia conjunta S(AB) de un estado compuesto p”8 (Audretsch, 2007):

S(AB) = S(p*8) = —tras (0B log p”B) (97)
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La entropia relativa S(p || 0) para las matrices densidad p y 0 (Audretsch, 2007):

S(pllo)=tr[plogp]l—tr[plogo] (98)

La entropia relativa sirve para establecer la desigualdad de Klein (Audretsch, 2007):

S(pllo)=0 (99)

Para el primer resultado parcial se consideran las matrices densidad reducidas p? y p8 asocia-
das a los subsistemas de un estado compuesto p”B. La descomposicién espectral de las matrices

reducidas es (Audretsch, 2007):

ph = ailif)(if| (100)
i

pB = bl () (101)
J

Con las matrices densidad reducidas p” y pB se forma el estado producto p? ® p5. Se usan
las Ecuaciones|100|y[101|para aplicar la funcién logaritmo al estado producto p” ® p? (Audretsch,
2007):

log(p* ® p?) = Z log (aibj) [i*) (] & |1*) (]
ij (102)

= (logp*)I% + I (log p?)
Se usan las Ecuaciones|[65]y[102] para encontrar el segundo resultado parcial (Audretsch, 2007):

trag[p*?log (0” ® pB)] = tras [0"? (log p*) 18] + trag [p*P1* (l0g pB)]
=tra[p*logp?] + trg[p®log p?]

(103)

Al sustituir p — p*B y 0 — p* ® p® en la Desigualdad[99]y usar el resultado[103]se encuentra:
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S(AB) < S(A)+ S(B) (104)

donde la igualdad se cumple sdlo si los subsistemas son independientes uno del otro, es decir, son
estados producto. La Desigualdad[104]se conoce como la subaditividad de la entropia en sistemas
compuestos y establece que el sistema como un todo contiene mas informacion que los subsiste-
mas. La informacién adicional yace en las correlaciones entre los subsistemas (Audretsch, 2007).

La Desigualdad sirve como motivacion para introducir la informacién mutua.

Se introduce la informacién muatua I(A : B) = S(0”8 || p* ® pB) como una medida del grado

de correlacién entre los subsistemas:

I(A:B)=S(A)+S(B)—S(AB)>0 (105)

I(A : B) indica cuanta mas incertidumbre hay en los subsistemas juntos que en el sistema
compuesto. Otra forma de establecerlo es que S(A : B) es una medida de cuadnta mas informacién

hay en el sistema compuesto que en los subsistemas (Audretsch, 2007).

2.5.2.3. Discordia cuantica

El entrelazamiento no da cuenta de todas las correlaciones no clasicas porque las mezclas de
estados producto usualmente contienen correlaciones cuanticas. La discordia cuantica es un cuan-
tificador de correlaciones cuanticas mas general que los basados en entrelazamiento. La discordia
cuantica esta basada en la idea de que al medir uno de los subsistemas se puede extraer la infor-

macion clasica compartida (Modi et al., 2012).

En la teoria de informacion clasica hay dos maneras de escribir la informacion mutua. Para dos
variables aleatorias A, B con valores {a}, {b} y probabilidades Pq, P4 la informacién mutua se
puede expresar con la ecuacion simétrica[T05] Para variables aleatorias clasicas, el cambio que se
realiza para que tenga sentido la ecuacién[105| es que se calcula la entropia Shanon en vez de la
entropia de von Neuman. La otra forma de expresar la informacion mutua es usando la ecuacion

no simeétrica:
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J(BIA) = 5(B) — 5(B|A) (106)

donde J(BJ|A) es la informacién mutua, S(B) es la entropia Shanon de la variable aleatoria B y
S(B|A) es la entropia condicional. La entropia condicional S(B|A) describe la incertidumbre pro-

medio remanente de B cuando el observador ya conoce el valor de A (Audretsch, 2007):

S(A|B) = > PaS (Bla) (107)

La ecuacion|106|establece que las correlaciones clasicas se pueden interpretar como la ganan-

cia en informacién sobre un subsistema como resultado de medir el otro (Audretsch, 2007).

Usando como motivacién la idea de que las correlaciones clasicas se pueden extraer a través

de mediciones, una forma directa de cuantificar las correlaciones clasicas en un estado cuantico

pAB

es usar una expresién analoga a

J(BIA)=5(B)—r{Tgl'r}15(BI{Ea}) (108)

donde J(B|A) cuantifica las correlaciones clasicas, S(B) es la incertidumbre en el subsistema

SBy S(B|{E4}) es la entropia condicional cudntica que se define en forma analoga a

S(BI{Ea}) = > PaS (08) (109)

pg = tra[Eqp”B]/Pq es el estado del subsistema S8 después de medir el subsistema S* usando
los elementos POVM {Eq} y obtener el resultado a con probabilidad P,. Hay muchas formas de
realizar una medicion cuantica, en se escoge el minimo porque con la medicién se desea ex-

traer la mayor cantidad de informacion posible (Fernandes Fanchini et al., 2017; Modi et al., 2012).

La discordia cuantica D(B|A) mide las correlaciones no clasicas en un sistema compuesto al
restar las correlaciones clasicas de las correlaciones totales (Fernandes Fanchini et al.,

2017; Modi et al., 2012)

D(B|A) =I(A : B)—J(BJA) (110)
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2.5.2.4. Incertidumbre local cuantica

Excepto por algunos casos sencillos la discordia cuantica es dificil de calcular, sin embargo
una aparente desventaja inherente a la mecanica cuantica (incertidumbre) provee un método mas

sencillo para calcular la discordia cuantica.

Hay una relacion estrecha entre la incertidumbre inducida cudnticamente y las correlaciones
cuanticas que se puede aprovechar para establecer un cuantificador tipo discordia de las correla-
ciones cuanticas. En sistemas cuanticos la incertidumbre en la medicidon puede tener contribucio-
nes clasicas y cuanticas. Si el estado a ser medido es incoherente en la eigenbase del observable
la estadistica resultante de la medicion sera clasica: la medicion de un estado puro es comple-
tamente deterministica y exhibira variancia nula pero para estados mixtos la contribucién a la
variancia viene de incertidumbre clasica debida al mezclado en el estado. En estados que exhiben
coherencia, la incertidumbre en la medicion tiene dos contribuciones, ademas de la aleatoriedad
clasica que viene del mezclado, hay una aleatoriedad cuantica que es intrinseca a la coherencia.
Esta aleatoriedad cuantica se manifiesta en el patron de interferencia de la estadistica resultante
de la medicién y es una componente cuantica adicional a la incertidumbre (Fernandes Fanchini

etal., 2017; Girolami et al., 2013).

La contribucion cuantica a la incertidumbre se debe a la no conmutabilidad entre el estado p
y el observable K. Una medida confiable de la incertidumbre cuantica es cero siy sélo p y K con-
mutan (o es un eigenestado de K o una mezcla de eigenestados de K), no aumenta bajo mezclado
clasico y es igual a la varianza para estados puros. La Wigner-Yanase skew information Z(p, K)

definida por:

1
I(p, K) =—§tr{[p1/2,K]2} (111)

cumple con las condiciones previas asi que se usara como una medida conveniente la incertidum-

bre cuantica (Luo, 2004).

Hemos identificado la parte cuantica de la incertidumbre en la medicion y la hemos cuanti-
ficado con una medida de la no conmutabilidad entre el estado p y el observable K. Ahora se
procedera a establecer la relacién entre incertidumbre cuantica y correlaciones cuanticas. En un

sistema bipartito sélo estados con discordia cero:



38

PAB=ZPi|iA)(iA|®PB (112)
i

pueden conmutar con observables locales Ka ® lp (los vectores {|ia) } forman una base ortonor-
mal donde K4 es diagonal). Si el sistema bipartito comparte correlaciones no clasicas su estado
cuantico no conmuta con ninguna observable local K4 ® g y las mediciones con observables in-
dividuales en A exhibirdn una inherente incertidumbre cuantica (Fernandes Fanchini et al., 2017;

Girolami et al., 2013).

La minima skew information asociada a una medicién local en el subsistema A se llama incer-

tidumbre local cuantica (LQU por sus siglas en inglés) y se denotara por Ua(0ag):

UA(pAB)= n?(inI(pAB, KA@HB) (113)
A

donde la minimizacién es sobre el conjunto de observables locales de espectro no degenerado. Se
puede demostrar que la LQU cumple los requerimentos para ser un cuantificador tipo discordia de
las correlaciones no clasicas en estados bipartitos. Hay una interpretacion de la LQU que sugiere
una relacion con la discordia simétrica: la LQU es la minima distancia Hellinger entre el estado pp
antes y después de que se ha aplicado un operador unitario raiz de unidad (Fernandes Fanchini

et al., 2017; Girolami et al., 2013).

Para minimizar la skew information, el observable local K4 se puede parametrizar usando las

matrices de Pauliy el operador identidad:

KA=CXn-0'A+ﬁ|]A (114)

donde a, B son escalares complejos, n es un vector unitarioy 0a = (0x, 0y, 07) son las matrices
de Pauli. De esta manera, la skew information es (Fernandes Fanchini et al., 2017; Girolami et al.,

2013):

Z(oag, Ka ® lg) = 02 Z(0pg, 71 - T4 ® I) (115)

La ventaja de este enfoque yace en la existencia de una forma cerrada para calcular la LQU

para estados bipartitas donde A es un qubit y B es un qudit de dimension d (0,5 es un estado
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definido en un espacio de Hilbert C2 e CY9:

Ua(Pap) = MinZ(pap. N1 Ta ® Ip)

= 1—m,%ixtr{pj\/52 (A-8a®15)pY2 (A-5a®15)} (116)

=1-— mg’:xZ(WAB)UninJ
n ij
donde los elementos matriciales de (Wag); son (Fernandes Fanchini et al., 2017; Girolami et al.,
2013):
(Wa)yj =tr {p}\{; (on® |]15*)/OA1\/B2 (oja® HB)} (117)

La Ecuacion|116]involucra la maximizacion de una forma cuadratica que resulta en:

UA(pAB) =1—Amax {Wag} (118)

donde Amax{Wag} es el maximo eigenvalor de la matriz (Wag);; (Fernandes Fanchini et al., 2017;

Girolami et al., 2013).

La forma cerrada (Ecuaciones|117]y[118) para calcular la LQU entre dos subsistemas donde uno
es un qubit y el otro es un qudit es adecuada para caracterizar correlaciones cuanticas en redes de

qubits.

2.6. Dinamica de sistemas cuanticos abiertos

Un sistema cuéntico abierto es un sistema ctiantico S” que esté acoplado a otro sistema cuénti-
co llamado ambiente SB. El sistema cuantico abierto S# es un subsistema del sistema compuesto
SAB el cual se asume que es cerrado y sigue una dindmica Hamiltoniana. El estado del sistema
cuantico abierto evoluciona como consecuencia de su dinamica interna propia y por la interaccién
con sus alrededores (ambiente). Como resultado de las interacciones con el ambiente, la evoluciéon
del estado de S* ya no es descrita en términos de una dindmica Hamiltoniana unitaria (Ecuacién
33). La motivacién para estudiar sistemas cudnticos abiertos es que en muchas situaciones fisicas

SAB

un modelo matematico de la dinamica del sistema compuesto es demasidado complicada.

Incluso si se conoce una solucién, las variables fisicas relevantes son un promedio de muchos gra-
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dos de libertad irrelevantes. Ademas, en muchas situaciones, los grados de libertad del ambiente
no se conocen o no se controlan. Por lo tanto, se desarrolla una descripcion mas simple para el
sistema reducido S*, el cual se forma con el conjunto restringido de variables fisicas relevantes

(Petruccione y Breuer, 2002).

2.6.1. Operaciones cuanticas

Las operaciones cuanticas son un enfoque Util para desarrollar una formulacién dindamica de

los sistemas cuanticos abiertos.

La evolucién general de un sistema cuantico transforma el estado inicial p de la siguiente for-

ma:

p— p’ =E(p) (119)

donde £ es una operacion cuantica. Una operacion cuantica es un mapeo que se describe por un

superoperador £ que cumple (Audretsch, 2007):

m £ es un superoperador positivo. Un superoperador positivo mapea operadores positivos a

operadores positivos.

» £ no aumenta la traza:

tripl=1=tr[E(P)]1<1 (120)

= £ es un mapeo completamente positivo. Un mapeo completamente positivo £ cumple: si un
sistema arbitrario adicional S se afiade al sistema bajo consideracién S* y el superoperador
&2 de evolucién para S se extiende a la forma £EA®I8 para generar un operador de evolucién
que actue sobre el sistema compuesto S*8, entonces £ ® I? es también un superoperador

positivo en HA ® HE.
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2.6.2. Teorema de Kraus

Un mapeo p — p’ = £(p) es una operacién cuantica si y sélo si tiene una descomposicion:

£(p) = ) KipK] (121)
i

donde {K;} son operadores lineal que cumplen:

DKk <1 (122)
i

y mapean el espacio de Hilbert entrante al espacio de Hilbert saliente. Las dimensiones pueden

ser diferentes. S6lo cuando se cumple:

ZK[KJ =1 (123)
i

la operacién cuantica £(p) conserva la traza y se conoce como una operaciéon cuantica comple-
ta. La descomposicién de la Ecuacién [121| no es Unica y los operadores {K;} se conocen como

operadores de Kraus (Audretsch, 2007).

2.6.3. La ecuacion maestra de Lindblad

El superoperador £ mapea el estado inicial al estado final de la evolucién dindmica (Ecuacion
119), pero para evaluaciones practicas es mas conveniente expresar el cambio en el estado redu-
cido a través de una ecuacion diferencial. Las ecuaciones diferenciales para la evolucién dinamica

de sistemas cuanticos abiertos se conocen como ecuaciones maestras (Audretsch, 2007).

La aproximacion Markoviana se limita situaciones fisicas particulares donde el estado p (t + dt)

sélo depende del estado anterior p(t) y de un término lineal a dt (Audretsch, 2007):

p(t+dt) =p(t)+ O(dt) (124)

En la aproximacién Markoviana la evolucién del sistema S sélo depende del estado p(t) al
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tiempo ty no de estados anteriores p(t’ < t). En este sentido se dice que el sistema ha olvidado
su historia o que no tiene memoria. La justificacién de la aproximacién Markoviana para un caso
particular sélo se decide a partir de la descripcién microscépica del sistema compuesto S#8 y de

la interaccién entre SA y SB (Audretsch, 2007).

La operacién cuantica asociada a p (t + dt) tiene una descomposicién de Kraus:

p (t+dt)=E(p(t)) = ZKz(dt)p(t)KiT(dt) (125)

donde los operadores de Kraus K; y la operacion cuantica £ también pueden depender del tiempo

t (Audretsch, 2007).

Al considerar la aproximacién de Markov (124} alguno de los operadores de Kraus, por ejemplo
K1, puede ser de la forma K1 =1+ 0O(dt). El operador lineal O(dt) se puede expandir en términos

de los operadores Hermitianos R y H (Audretsch, 2007):

1
K1=I+(R—EH)dt (126)

Para esta eleccion, el resto de los operadores de Kraus {Kj, { > 1} deben ser proporcionales a

Jdt:

K;=L;Vdt (127)

donde los operadores {L;} se llaman operadores de Lindblad y en general no son Hermitianos ni

unitarios (Audretsch, 2007).
La Ecuacion[123llleva a:

I=I+ (2R+ZL}Li)dt+ 0(dt?) (128)

i>1

y al resolver para R (Audretsch, 2007):

1
R =—§ZLlTLi+O(dt) (129)

i>1
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Al sustituir el resultado anterior en la Ecuacién se obtiene (Audretsch, 2007):

i i
p(t+ dt) = {I+ (R — EH) dt} o(t) {I+ (R + EH) dt} + > Lip(t)L! dt

i>1
=p(t)+dt {[p(t), R1, — % [H, p()]_ + ZLip(t)Lj} +0(dt?) (130)

i>1

1 i
= p(t) + dt {—5 [p(t), ZL[TL[L - [H, p(t)]_ + ZLip(t)L}} + 0(dt?)

i>1 i>1
La ecuacion maestra de Lindblad se obtiene al tomar el limite cuando dt — O:

dop(t [ 1
P L + > (Lip(t)L,T —=[p®), L,ML)
dt h =1 2 (131)

=L(p (1)
donde se ha definido el superoperador £ que actia sobre p(t) y se llama Lindbladiano (Audretsch,

2007).

Si los operadores de Lindblad se escogen sin dimension:

dp(t) i 1
= HeM+ Zl Ki (Lip(t)Lj -5 [o(0), L}L.-L) (132)

entonces los coeficientes K; representan tasas de decoherencia ya que tienen unidades de tiempo

inverso (Schlosshauer, 2007).

La ecuacion maestra de Lindblad proporciona un esquema simple e intuitivo de representar el
monitoreo ambiental de un sistema cuantico abierto. El superoperador £ se puede expresar como

la suma de dos términos (Schlosshauer, 2007):

do(t ' 1
dett) _ —% [H, p(D)]_ + > ki (Luo(t)L[T -5 [o(t), L}Li]+)

dt ‘ i>1 (133)
L
=—= [H,o()]_+D(p(t)

Una parte unitaria esta dada por el conmutador con el Hamiltoniano H perturbado por la pre-
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sencia del ambiente. La parte no unitaria:

1
D(p(t)) = Z Ki (sz(t)LiT -3 [p(t), LlTLiL) (134)

i>1

se conoce como disipador, y representa decoherencia y disipacion debidas al ambiente.
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Capitulo3. Resultados

3.1. LQU como una métrica robusta

3.1.1. Modelo para la red de croméforos del complejo FMO

La proteina FMO es un trimero constituido de tres monémeros idénticos que funcionan de for-
ma independiente. Por esta razon, se estudia la transferencia de excitacion electrénica en sélo uno
de los mondmeros. Cada mondémero tiene una red de siete croméforos embebida en su estructu-
ra. En la red, las funciones de onda de los croméforos estan suficientemente alejadas entre ellas

COMO para superponerse.

El estado electrénico del croméforo m pasa de su estado base |[my) al primer estado electré-
nico excitado |me) cuando absorbe un fotén del complejo colector de luz. La transferencia de la
excitacion electronica a través de la red de cromd&foros toma lugar una excitacién a la vez asi que

se usa la base de sitio {|m)} conm =1, ..., 7:

Im) =Ime) [ | Ing) (135)

n#m
donde el vector base [m) representa al sitio m en el estado excitado mientras el resto de los sitios
estan en el estado base. El estado molecular representado por [m) se llama excitén de sitio. De

esta forma, el Hamiltoniano exciténico H se expresa como:

7
H= > Emlm){m|+ > Vmalm)(n| (136)

m=1 m#n
donde las energias de sitio E, son las energias de transicion 6pticas para cada sitio y los términos
de interaccion Vi, de transferencia de energia corresponden a interacciones dipolo-dipolo entre

pares de excitones de sitio.

(Adolphs y Renger, 2006) calcularon las energias de excitacién individuales corriendo un algor-
timo genético que toma las energias de sitio como parametros que se optimizan para ajustarse

al espectro de absorcion lineal y al de dicroismo circular y linear; los términos de interaccién se
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calcularon usando informacién estructural del cristal de la proteina FMO. (Hayes y Engel, 2011) em-
plearon espectroscopia electronica tridimensional de tercer orden para obtener los eigenestados
electronicos experimentales para el complejo y usaron esta informacién para calcular el Hamilto-
niano del complejo FMO. En la base de sitio, los valores del Hamiltoniano exciténico calculado por

(Adolphs y Renger, 2006) son:

(200 -87.7 55 -59 67 -13.7 -9.9 )
—-87.7 320 30.8 82 07 118 4.3
55 308 0 —535 —22 —9.6 6.0
H=| -59 82 -535 110 -70.7 —17.0 —63.3 (137)
67 07 —22 -70.7 270 8.1 -—1.3
~13.7 11.8 -9.6 —17.0 —81.1 420 39.7
\ —9.9 43 60 -633 -1.3 397 230 )

donde los valores estdn en cm™1! y las energias de sitio se corren 12210 cm™?! para establecer la

menor energia de sitio en cero por conveniencia.

Los eigenestados excitonicos deslocalizados {|M) } y los eigenvalores de energia {ey} se en-

cuentran resolviendo la ecuacién de eigenvalores del Hamiltoniano:

HIM) = ey|M) (138)

con M =1,...,7. Los eigenestados {|M)} son una superposiciéon cuéntica de los excitones de

sitio:

(139)

=D crim)

donde C"rf7 es la amplitud de probabilidad asociada al eigenestado |M) para que el sitio m esté en
estado excitado. Cada eigenestado {|M)} tiene asociada una matriz densidad {py} cuya repre-

sentaciéon en la base de sito es:

ou = M) (M| = ZAM Im)(n| (140)

donde los elementos de la matriz densidad de los eigenestados son:



47

A= cMeM (141)
mn m n

y el superindice M indica el eigenestado al que pertenecen.

Si el sistema esta en equilibrio térmico el estado mixto se puede escribir como:

1 1
Pt = > exp (—BH) = EZ:exp(—ﬂe,v,) M) (M| = Z)‘ﬁnn“ﬂ)(”' (142)
M mn

donde Z = tr{exp (—BH)} es la funcién de particién, B = /q%T es el factor de energia térmicay:

1
AL = E%:exp(—ﬁs,w))\n’wm (143)

son los elementos de la matriz densidad cuando el estado se expresa en términos de la base de

sitio.

Se han introducido los eigenestados y el estado en equilibrio térmico (definidos por el Ha-
miltoniano FMO) porque servirdn como la informacion de entrada para ilustrar el potencial del
enfoque basado en LQU. El objetivo es demostrar que el método LQU es robusto y permite: la
caracterizacion de correlaciones en un enfoque que no habia sido estudiado antes, la identifica-
cion de las correlaciones no clasicas mas fuertes en redes de qubits y la posible implementacion
en sistemas dinamicos. Para esto, se calcula la LQU entre subsistemas (definidos por tres familias
de particiones) de estados puros y mixtos. Siendo los eigenestados {|M)} los estados cuanticos
caracteristicos de los siete croméforos ellos serviran como los estados puros; por otro lado, los
estados mixtos seran ejemplificados por el estado en equilibrio térmico asi como por los estados

cuanticos reducidos de dos y tres cromoforos.

3.1.2. Descripcion del enfoque LQU

Para demostrar las caracteristicas convenientes del enfoque LQU se seguira este método: (1)
definir familias de particiones en el sistema, (2) determinar los estados cuanticos y (3) calcular la
LQU entre subsistemas. Se escogen tres formas de dividir la red de siete croméforos; cada particion

define una familia de correlaciones cudnticas.
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La primera famlia f1 corresponde ala LQU entre un croméforo {C,} = SubsistemaA; ylos
6 cromoéforos remanentes {Cs, Ct, Cy...} = SubsistemaB; (con s, t, u, ... # r). Las correla-

ciones de la familia f1 exponen una perspectiva global de la particién individual de los croméforos.

La segunda familia f, da cuenta de la LQU entre el croméforo {C,} = SubsistemaA; y el
croméforo {Cs} = SubsistemaB; (con r # s). La familia f2 servird a dos propésitos: proveer
informacion acerca de las asociaciones especificas de croméforos que sostienen las correlaciones
cuanticas de la familia f1 y realizar una comparacién con un cuantificador de entrelazamiento de

dos qubits.

La tercera familia f3 estd formada por las correlaciones cuanticas de un croméforo {C,} =
SubsistemaAs con pares de cromoéforos {Cs, Ct} = SubsistemaBs3 (con s, t # r). La

familia f3 identificara los subsistemas con las asociaciones mas fuertes de cromoéforos.

Las correlaciones cuanticas definidas por la familia f1 se calculan en los estados puros dados
por la Ecuacién[140]y en el estado mixto determinado por la Ecuacion[142] Las familias f> y f3 de
correlaciones cuanticas se calculan en subsistemas definidos por todas la combinaciones de dos 'y
tres croméforos. Incluso si el estado de los siete croméforos es puro (como cualquier eigenestado
{IM)} de la Ecuacién los estados de sus subsistemas pueden ser mezclas. Estos estados
de los subsistemas no son mezclas estadisticas, se conocen como mezclas impropias porque con

respecto a su preparacion no ha ocurrido ningun mezclado.

Después de haber definido las familias de correlaciones cuanticas el siguiente paso es deter-

minar los estados cudnticos. Cuando el sistema se describe por un eigenestado |M) las familias
. . . . . 1 2 3 H

de correlaciones cuanticas {f;} se calculan usando las matrices densidad {pf pf ,p],\(,,} y si el

estado esta en equilibrio térmico las matrices densidad correspondientes a las tres familias de

correlaciones cuanticas son {pfl, pfz, p{3 }. Su descomposicién espectral es:

ol (144)

pg’ = Z(pg,pl%,p)((pg
[

donde el indice g especifica si la familia de correlaciones cuanticas se calcula en un eigenestado

(g = M) o en equilibrio térmico (g = t).

Ahora que se han definido las familias de correlaciones cuanticas y se han determinado los

estados cuanticos se procede a calcular la LQU entre subsistemas. Para esto, se necesita obtener
9.1
i

las matrices (Wag):~ ', esto se logra al insertar la Ecuacién|144{en la Ecuacién|117




49

(Wag)" = Z\/ oV 96.q(0f loia @ 10 )(0f loja, @ 1s,|0f ) (145)

La Ecuacién es la férmula general que se usara para calcular todas las familias de correla-

ciones cuanticas en los eigenestados y en el estado de equilibrio térmico.

Se comienza con la familia f1; sus correlaciones cuanticas involucran la red completa asi que
las matrices densidad py; yp{1 corresponden a py y a p; de las EcuacionesMy 142| De acuerdo

a estas ecuaciones, ,\; y pf1 son diagonales en la base de excitdén deslocalizado asi que se pueden

escribir de forma explicita las correspondientes matrices (WAB)gf de la Ecuaciéon|145|en la base

de sitio.

Con respecto a los eigenestados representados por pfl, so6lo hay un elemento en su descom-

posicién espectral (vf =1, |<pf = |M) asi que la férmula de la ecuacion se expresa como:

(WAB)Mf1 = Z M )\M n|U[A1 ® I]Bllm’)(n’lojAl ® |]Bllm) (146)

mn” " m’n’
mnm’n’

donde los eigenestados estan expresados en términos de la base de sitio y los factores )\'\n/in son

los elementos del operador densidad en la ecuacion|141

Los elementos de la descomposicion espectral para el estado en equilibrio térmico son: (p{lM =

= exp( Bem)y |<p{ v) = IM) asi que la férmula de la Ecuacién|145/toma la forma:

m’m” nn’

1 —B (em + &n)
Wae)" == > exp(—)w AN
/nn/

x (M|oia, ® Ig,|n){(n’|0ja, ® I, IM’) (147)

donde el estado ha sido expresado en términos de la base de sitio de acuerdo a la Ecuacion(142)y

los elementos )\fnn de la matriz densidad estan dados por la Ecuaciénm

Ahora que se ha estudiado la familia f1, se determinaran las correlaciones cuanticas definidas
por las familias f, y f3 en subsistemas de dos y tres croméforos, respectivamente. Para los eigenes-
tados, se calculan las trazas parciales al estado del sistema completo py sobre 5y 4 subsistemas

para obtener los estados cuanticos de dos trss(poy) = pﬁ y tres croméforos tras(poy) = pﬁ, res-
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pectivamente. Los estados cuanticos pj,:j y p’,‘j son mezclas impropias porque vienen de estados
puros. Para el estado en equilibrio térmico p;, se sigue un procedimiento similar para obtener los

estados cuanticos de dos trss(p;) = p{z y tres cromoforos tras(ps) = p?.

Se calculan las correlaciones cuanticas de la familia f2 usando la expresién explicita para el

estado de dos croméforos {C,, Cs}:

Zm#rls)\gqm 0O 0 O
0 AN 0
pfz — rr rs (1 48)
J 0 A9 A9 0
sr Ss
0 0O 0 O

donde los elementos A9 estan definidos en las Ecuaciones|141|y[143| Con la matriz de la Ecuacién
se puede expresar la coherencia para el estado de dos croméforos {Cr, Cs}:

Co(02) =2IA%| (149)

Se calcularon las correlaciones cuanticas de la familia f3 usando la expresion explicita para el

estado de tres croméforos {C,, Cs, Ct}:

[ Smtrsirs, 0 0 0 0 00 0)
0 AL AL 0 Al 00 o0
0 e A% 0 A 00 0
0 0 0 0 0 000

pf3= (150)

I 0 Ay A0 A2 00 0
0 0 0 0 0 000
0 0 0 00 000

\ 0 0O 0 0 0 00O o}

donde los elementos A9 estan definidos en las Ecuaciones|141|y[143| Con la matriz en la ecuacién

se puede expresar la coherencia para el estado de tres croméforos {Cy, Cs, Ct }:

Cu(e2) =2 (AL + NG+ 1A21) (151)
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Las matrices densidad pg? y pf; no son diagonales en la base de excitén deslocalizado asi que

no se pueden escribir explicitamente (WAB)g’f2 ni (W;\B)g.’f3 como se hizo con pgl.

Para validar el enfoque LQU de medir correlaciones cuanticas se le compar6 con un cuantifi-
cador del entrelazamiento: concurrencia para un estado de dos qubits. La comparacién se realiz6
en todas las combinaciones de dos cromoéforos. Hay una forma directa de calcular la concurrencia
en matrices densidad X de dos qubits (Rafsanjani y Agarwal, 2012). Esto es util porque el estado
cuantico de dos croméforos es una matriz X, como puede ser visto en la Ecuacion Una matriz

X tiene la siguiente forma:

Qi1 O 0 Qi

W 0 0
P Q22 Q23 (152)

0 Q032 033 O
Qs1 O 0 Qa4

Y la concurrencia C(X) es:

C(X) = 2max {0, |Q14] — v/ 022033, Q23| — v 011044} (153)

En el caso especifico de dos excitones de sitio, los elementos {Q14, Q41, Q44 } son cero, por lo
tanto para cualquier par de cromoéforos {C,, Cs} con estado cuantico p’grf la concurrencia simple-

mente es:

C(p2)=2|A7| (154)

la cual es igual a la coherencia, como se puede ver en la ecuacion|149

3.1.3. Implementacion del método LQU en el complejo FMO

Se calcul6 LQU, concurrencia y coherencia en estados puros y mixtos de la proteina FMO. Los
estados puros estan constituidos por los eigenestados {|M)} del Hamiltoniano FMO; con respec-

to a los estados mixtos, las mezclas impropias vienen de subsistemas de los eigenestados y las
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Figura 1. LQU entre un croméforo {C,} y los 6 cromoéforos restantes {Cs, Ct, Cy, ...} para los siete eigenestados
{|M)} del Hamiltoniano FMO.(a)r=1,2,3,4,(b)r=5,6,7

mezclas estadisticas son el estado en equilibrio térmico y sus subsistemas. Los recursos cuanticos
se caracterizan dividiendo la red de siete cromo6foros en particiones que definen familias de co-
rrelaciones cuanticas. La LQU y concurrencia van de 0 para estados no correlacionados a 1 para

estados completamente correlacionados.

Primero, se procede a calcular recursos cuanticos en la red completa de los siete croméforos.
Para este prop0ésito, la estructura de siete cromdéforos se divide en dos subsistemas: un croméforo
{C;} = SubsistemaA; y los 6 croméforos restantes {Cs, C¢, Cy...} = SubsistemaB;
(con s, t, u... #r). Las correlaciones cuanticas entre el SubsistemaA; y el SubsistemaB;

no habian sido calculadas antes.

En la Figura[1] dos histogramas muestran la LQU entre el Subsistema A3 y el Subsistema
B; para los siete eigenestados {|M)} del Hamiltoniano FMO. La informacién de los croméforos
C1,Cp,C3,yCyestaenla Figura(a) y la informacién de los cromoéforos Cs, Cg, y C7 esta en la
Figura[T](b). En la Figura[T](a) se ve que los eigenestados 3y 6 son los que mas contribuyen a la
correlacién de C1 y C3 con el resto de la red de croméforos; y que los eigenestados 1y 2 son los
gue mas contribuyen a la correlacion de C3 y C4 con el resto de la red de croméforos. En la Figura
[1](b) se ve que los eigenestados que mas participan a la LQU de Cs y C7 con el resto de la red de
cromoéforos son 2,4, 5y 7; y que los eigenestados 5y 7 tienen los valores mas altos de LQU para

las correlaciones entre Cg y el resto de la red de croméforos.

El siguiente paso es extender el analisis de correlaciones cuanticas de estados puros, repre-
sentados por los eigenestados, al estado en equilibrio térmico. En la Figura[2se muestran la LQU

entre croméforos individuales Subsistema A y los 6 croméforos restantes Subsistema B3
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Figura 2. LQU entre un croméforo {Cr} y los 6 croméforos restantes {Cs, Ct, Cy, ...} para el estado en equilibrio
térmico como funcién de la temperatura. (a)r=3,4,(b)r=1,2,5,6,7

como funcién de la temperatura para el estado en equilibrio térmico. En la Figura[2|(a) se muestra
la LQU de los croméforos C3 y C4 con el resto de la red de cromoéforos. A bajas temperaturas,
los croméforos C3 y Cq son los mas correlacionados cuanticamente con el resto de la red. Esto
se puede explicar si se recuerda que los eigenestados con la mayor contribucién a la LQU entre
C3 (0 C4) y el resto de la red son el estado base y el primer estado excitado. En la Figura (b)
se muestra la LQU de los croméforos Cq, Cz, Cs, Cg, y C7 con el resto de la red de croméforos.
Respecto a las asociaciones de la Figura[2](b), los valores de LQU son marginales en amplitud y las
curvas muestran un maximo local alrededor de 100 K. Ademas de la diferencia en valores de LQU,
las asociaciones de la familia f1 estan separadas en dos conjuntos porque en la Figura[2|(a) la LQU
es una funcién estrictamente decreciente mientras que en la Figura[2](b) la LQU primero disminu-
ye, luego aumenta y, finalmente, disminuye otra vez al aumentar la temperatura. La LQU de las
asociaciones en la Figura[2] (b) toma valores pequefios a bajas energias porque los eigenestados
1y 2 no tienen una participacién importante; al aumentar la temperatura también lo hace la LQU
porque los eigenestados 3, 4 y 5 comienzan a participar. A temperaturas altas, las correlaciones
desaparecen en estados de Gibbs porque todos los eigenestados son igualmente probables, esto

es, el mezclado es maximo y se pierden las correlaciones no clasicas.

Para investigar la relacion entre dos recursos cuanticos diferentes se calcula la coherencia cuan-
tica del sistema y se compara con la LQU. En la Figura 3| (a) se grafica la coherencia cuantica Cy,
de los siete croméforos como funcion de la temperatura para el estado en equilibrio térmico. Co-
mo se espera, la coherencia desaparece al aumentar la temperatura. En la Figura 3| (b) se usa la
temperatura como parametro para obtener curvas de LQU contra coherencia: (Cll(T), LOU(T)).

La comparacion facilitada por las curvas paramétricas permite ver que la LQU de los croméforos
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Figura 3. (a) Coherencia de la red de los siete cromé6foros como funcién de la temperatura para el estado en equilibrio
térmico. (b) LQU entre un croméforo {Cr} ylos 6 croméforos restantes {Cs, Ct, Cy, ... } como funcién de la coherencia,
conr=3,4

C3 y C4 es una funcion monoétonamente creciente de la coherencia. No se presentan las corres-
pondientes curvas paramétricas para los cromoéforos Cq, Co, Cs, Ce, 0 C7 porque no tienen una

participacién global importante.

Se usa la familia f> de correlaciones cuanticas en la busqueda de la asociacion especifica de

croméforos que sostienen las correlaciones cuanticas definidas por la familia f7.

Primero, se examinan las asociaciones determinadas por la familia f2 en los eigenestados mas
bajos del Hamiltoniano FMO. En la Figura |4 se muestra la LQU entre los cromoéforos {C,} =
SubsistemaA; y {Cs} = SubsistemaB; (con r # s) para el estado base y para el pri-
mer estado excitado. Los resultados muestras que tanto para el estado base como para el primer
estado excitado la correlacién mas alta es entre los cromoéforos C3 y Ca. En orden decreciente, las

correlaciones que también sobresalen cuando el sistema esta en el primer estado excitado son:
{C7,C3}, {Cs,C3}, {C7,Cs}, {C7,Cs},y {Cs,Ca }.

Después de estudiar las correlaciones en los eigenestados, se usa el estado en equilibrio tér-
mico para establecer la fiabilidad del enfoque LQU al compararlo con la concurrencia (un cuantifi-

cador valido del entrelazamiento en el subespacio de dos qubits).

Las Figuras[5H9muestran una comparacién entre el enfoque LQU y el enfoque de concurrencia
para calcular correlaciones cuanticas como funcién de la temperatura en todos los pares posibles
de cromoforos. Las curvas de LQU se colectan en 5 figuras de acuerdo a su valor a 300K. Las
correlaciones cuénticas en pares de croméforos con los mayores valores aparecen en la Figura[5ly

los valores disminuyen en las siguientes figuras.
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Figura 4. LQU entre los croméforos {Cr} y {Cs} para el estado base (a) y el primer estado excitado (b)
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Figura 5. LQU (a) y concurrencia (b) como funcién de la temperatura para los pares de croméforos {C3, Ca}, {Ca,Cs},
{C4,C7}y {C1,C2}

La Figura(a) exhibe las curvas LQU paralos pares {C3, C4}, {C4,Cs}, {Cs,C7},y{C1,C2 };
mientras que la figura[5](b) presenta las curvas de concurrencia correspondientes. En la Figura
hay una similitud cualitativa y cuantitativa entre las curvas LQU y las curvas de concurrencia. A
temperaturas bajas, la LQU entre el par {C3, C4} es un orden de magnitud mayor que para cual-
quier otro par. La razén de esto es el alto valor de LQU tanto para el estado base como para el
primer estado excitado en este par. Esta conducta también estaba presente entre los subsistemas

con los valores mas altos de correlaciones cuanticas de la familia f7.

La Figura@(a) muestra la LQU para los pares {C2, C3}, {Cs,C7}, {C5,C7},y {C5,Cs} y
la Figura [6] (b) muestra las graficas de concurrencia analogas. En la Figura 6 hay una diferencia
significativa entre las escalas de LQU y las escalas de concurrencia, sin embargo, se conserva la
similitud cualitativa. Siendo la LQU un cuantificador tipo discordia, éste da cuenta de correlaciones

gue las medidas basadas en entrelazamiento no consideran; esta puede ser la razén por la que a
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Figura 7. LQU (a) y concurrencia (b) como funcién de la temperatura para los pares de croméforos {C3, Cs}, {C2,Ca},
{C1,C3}y{C3,Cs}

bajas temperaturas el par {Cs, C7} tiene valores mayores de LQU que de concurrencia.

Se contintia con la LQU en la Figura[7](a) y la concurrencia en la Figura [7] (b) como funcién
de la temperatura para los pares {C3,Cs}, {C2,Ca}, {C1,C3},y {C3,Cs}. Los pares en las

Figuras[5}[6]y[7} que tienen correlaciones més fuertes, estan formados por croméforos adyacentes

o0 cercanos, en contraste, los pares en las Figuras [8]y [9) que exhiben correlaciones mas débiles,
estan formados por croméforos separados.

Se presentalalQUenla Figura(a)y la concurrencia enla Figura(b) para los pares {C1,C7},
{C1,Cs}, {C1,C5},y {C2, Ce}. Las escalas de LQU y concurrencia en la Figurason similares
pero las correlaciones son notablemente menores que en los ejemplos anteriores. Los cuatro pa-

res en la Figura[g|tienen correlaciones que presentan un méaximo local alrededor de 250 K que es
mas pronunciado en las curvas de concurrencia.
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Figura 8. LQU (a) y concurrencia (b) como funcién de la temperatura para los pares de croméforos {C1, C7}, {C1,Cs },
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Figura 9. LQU (a) y concurrencia (b) como funcién de la temperatura para los pares de croméforos {C1, Ca}, {C2,Cs},
{C2,C7}y{C3,C7}

La Figura@](a) muestra las curvas de LQU y la Figura E](b) muestra las curvas de concurrencia
para el ultimo conjunto de pares, especificamente {C1, C4}, {C2,Cs}, {C2,C7},and {C3,C7}.

Los pares en la Figura[9 presentan la mayor diferencia entre las escalas de LQU y de concurrencia.

Las Figuras muestran una similitud cualitativa ente las curvas de LQU y de concurrencia.

Estos resultados confirman que el enfoque LQU es un método confiable para medir correlaciones

cuanticas en subsistemas del complejo FMO.

Un resultado directo para cualquier par de croméforos {Cr, Cs} con estado cuantico p/;Z es
que la norma [; de coherencia Cll(pf_;z) es igual a la concurrencia C(pgz). Esto se puede ver al
comparar la Ecuacion [149 con la Ecuacién En el caso especifico de dos excitones de sitio,
la coherencia es igual a la concurrencia y las Figuras [5f9] muestran suficiente similitud cuantitati-

va entre LQU y concurrencia para implicar, por transitividad, que hay una relacién cercana entre
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Figura 10. LQU entre los croméforos {Cr} y {Cs, Ct} para el estado base (a) y el primer estado excitado (b)

coherencia y LQU. Una funcién mondétonamente creciente entre LQU y coherencia también estaba

presente en las asociaciones mas correlacionadas de la familia fi.

Ahora que se tiene evidencia que la LQU es un cuantificador valido de correlaciones cuanticas
en subsistemas del complejo FMO se buscan triadas de croméforos cuya asociacion resulte en co-
rrelaciones mas fuertes que las encontradas en sistemas bipartitos. Para esto, se calcula LQU entre
un cromoéforo {C,} = SubsistemaA3s y pares de croméforos {Cs, Ct} = SubsistemaBs3
(con s, t # r). Se consideraron todas las combinaciones posibles pero sélo se presentan resul-
tados de triadas seleccionadas con la siguiente conducta: la LQU entre el SubsistemaAs y
el SubsistemaB3 es mas fuerte que la LQU entre {C,} y alguno de los cromoéforos ({Cs}
o {Ct}) del SubsistemaBs3. La blsqueda y selecciéon de triadas de croméforos fuertemente
correlacionados se logré en virtud de la robustez del enfoque LQU. En el complejo FMO, las corre-
laciones cuanticas entre el SubsistemaAs y el SubsistemaB3 no habian sido calculadas

antes.

Se continda con el analisis en conjuntos de tres cromoforos considerando los dos eigenestados
con menor energia. En la Figura se presentan dos histogramas de la LQU en las triadas de
cromoforos seleccionadas tanto para el estado base (a) como para el primer estado excitado (b).
Los resultados muestas que tanto para el estado base como para el primer estado excitado los
conjuntos con los valores mas altos de LQU son el croméforo C4 con el par {Cs, C7}, el croméforo

Cs conelpar {Cy, Cys},y el croméforo Cq con el par {C3,Cs}.

Después de considerar los eigenestados se ampliara el analisis al estado térmico. En las Figuras

[11]y[12]se presentan las triadas seleccionadas donde la LQU entre un croméforo Subsistema Az
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Figura 11. Valores altos de LQU entre los croméforos {Cr} y {Cs, Ct} para el estado termal como funcién de la tem-
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Figura 12. Valores bajos de LQU entre los croméforos {Cr} y {Cs, Ct} para el estado termal como funcién de la
temperatura (a) y de la coherencia (b)

y un par de cromé6foros SubsistemaB3 es funcion de la temperatura (a) y de la coherencia
(b). La Figura muestra los conjuntos de croméforos con valores altos de LQU ({C4, C3,C7},
{C3,C,,C4s},y {C4,C3,Cs}) y la Figura muestra los conjuntos con valores bajos de LQU
({Cs,C4,Cs}, {C2,C1,C3},y {C4, Cs, C7}). Las correlaciones cuanticas de los conjuntos en la
Figura[TT](a) son funciones estrictamente decrecientes de |la temperatura mientras que los conjun-
tos en la Figura[T2](a) tienen correlaciones cudnticas que primero disminuyen, luego aumentan, y
finalmente disminuyen otra vez al aumentar la temperatura. A bajas temperaturas, la LQU de las
triadas en la Figura|11|es un orden de magnitud mayor que para las triadas en la Figura Una
vez mas, la razén de esto es el alto valor de LQU tanto para el estado base como para el primer
estado excitado en estas asociaciones. Esta conducta también se present6 en las asociaciones mas

cuanticamente correlacionadas en las familias f1 y f>.
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Figura 13. El panel principal muestras las poblaciones de los siete sitios como funcién de la temperatura. El inset mues-
tra la LQU entre C3 y el resto de la red como funcién de la poblacion del sitio 3.

Con respecto a las curvas paramétricas de LQU contra coherencia, los resultados muestran
que las triadas de cromoéforos con los valores mas alto de LQU, {C4, C3,C7}, {C3,C2,Calt,y
{Cy4, C3, Cs}, muestran una relacién funcional con su coherencia. Una funcién mondtonamente
creciente también estaba presente en las asociaciones mas fuertes de croméforos en las familias f1
y f2. En contraste, la LQU de las triadas con asociaciones mas débiles, {Cs, C4, Ce}, {C2, C1, C3},

and {C4, Cs, C7}, no tiene una relacién univoca con su coherencia.

La robustez del método LQU permite la cuantificacién de correlaciones cuanticas que no habian
sido estudiado antes, la identificacion de las correlaciones mas fuertes en redes de qubits y una
posible implementacion en modelos dindmicos para estudiar caminos eficientes de transporte de

energia.

3.1.4. Subconjuntos cuanticamente correlaciondos dentro del contexto fisico del

sistema FMO en equilibrio térmico

La proteina FMO transfiere la energia de excitacion del clorosoma al centro de reaccion. Los cro-
moforos 3y 4 son los pigmentos que enlazan el complejo FMO con el centro de reaccion. Usamos
el estado en equilibrio termodinamico para calcular la dependencia funcional de las poblaciones
respecto a la temperatura (Figura[13). A bajas temperaturas y cuando se ha alcanzado el estado de

equilibrio térmico, la mayor probabilidad es encontrar al sistema en el estado localizado |3) segui-
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Figura 14. El panel principal muestra el calor especifico a volumen constante como funcién de la temperatura. El inset
muestra la fluctuacién de la energia del sistema (H2) — (H)?
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Figura 15. El panel principal muestras el calor especifico a volumen constante como funcion del LQU asociado a los
subconjuntos de croméforos mas correlacionados, es decir, C3 con el resto de la red, C3 con C4,y C3 con {C2, Cs}. El
inset muestra la fluctuacion del sistema (H2) — (H)2

como funciéon del LQU entre C3 y el resto de la red.
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do por |4). A medida que se incrementa la temperatura, los siete sitios son igualmente probables

de estar excitados.

Evaluamos la relacion entre los conjuntos de croméforos mas correlacionados y la poblacién
del sitio 3, el pigmento mas probable de encontrarse excitado cuando se alcanza el equilibrio tér-
mico. En el inset de la Figura mostramos una curva paramétrica del LQU entre el sitio 3 y el
resto de la red contra la poblacién del sitio 3, es decir, (p33(T), LQU(T)). Estos resultados mues-
tran una correlacién positiva entre carga en el sitio que reparte energia al centro de reaccién y
no clasicidad, medida por la LQU, como funcién de la temperatura. La relacion entre los sitios de
transferencia y correlaciones cuanticas especificas también esta presente al analizar los caminos

eficientes de transporte.

Como una paso intermedio, antes de buscar relacionar no clasicidad con una magnitud ma-
croscépica medible, evaluamos la fluctuacion de la energia ((AH)?) = (H2) — (H)? en el contexto
del ensemble candnico. En el inset de la Figura mostramos la dependencia funcional de la
varianza estadistica ((AH)Z) respecto a la temperatura para mostrar que un indicador de incer-
tidumbre asociado a la medicion de energia aumenta con la temperatura. Debido al incremento
de temperatura el sistema pierde coherencia, el mezclado aumenta y la contribucion a la varianza

viene principalmente de incertidumbre clasica.

Con este resultado ahora podemos evaluar la relacion entre varianza, que da cuenta de incerti-
dumbre clasicay cuantica, y el LQU, un cuantificador de la contribucién cuantica a la incertidumbre.
En el inset de la Figura[T5] mostramos una curva paramétrica de la fluctuacién de la energia contra
el LQU del croméforo C3 con el resto de la red, es decir, (LQU (7)), ((AH)Z) (T)). Se puede ver
gue mientras la temperatura aumenta, hay una correlacion inversa entre la incertidumbre total
asociada a la medicion de la energia y la minima contribucién cuantica a la incertidumbre. En el
inset de la Figura también se muestra un ajuste exponencial para la fluctuacién de la ener-
gla como funcion de la LQU: ((AH)?) = aexp(—bLQUY2) + c. Los pardmetros 6ptimos son
a=327.2,b=2.0yc=-—71.4. Este ajuste muestra el tipo de relaciéon funcional que existe

entre incertidumbre de fuentes tanto clasicas como cuanticas y la minima ignorancia cuantica.

Para evaluar la relacién entre no clasicidad y una magnitud macroscépica medible comenza-
mos por analizar la relacion funcional del calor especifico a volumen constante respecto a la tem-
peratura Cy = ((AH)z)/kT2 (Fig. . Escogemos mediciones de calor especifico porque constitu-

yen una técnica esencial para caracterizar excitaciones fundamentales involucradas en transicio-
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nes de fase.

El sistema presenta una anomalia tipo Schottky en el calor especifico como funcién de la tem-
peratura. La anomalia Schottky se manifiesta como un maximo en el calor especifico cuando la

brecha de energia A1 = €1 — £¢ de un sistema de dos niveles esta fija Souza (2016).

Un sistema multinivel puede presentar multiples picos en el calor especifico que corresponden
tanto a las brechas discretas de energia A, = €, — €0 que se vuelven accesibles al aumentar la

temperatura como a la degeneracion de cada nivel Souza (2016).

En un modelo para un sistema multinivel en equilibrio térmico sin degeneracion, el calor espe-

cifico Cy es:

C _ ((Ar(A1—=A2)+A2(Ax—A1)) exp(—(A2+A1)/KT)
v = (KT)2(1+exp(—A1/KT)+exp(—A2/KT))

exp(—A1/KT)(A2)+exp(—A2/KT)(A2)
(KT)2(1+exp(—A1/KT)+exp(—A2/KT))

(155)

donde A; = &1 — &0y Ay = €2 — &g Souza (2016). En el Hamiltoniano FMO no hay degeneracién,
asi que la estructura con dos picos que aparece en el calor especifico de la Figura[T4]esta asociada

a que las brechas de energia A1 y Ay se vuelven accesibles.

Para investigar la relacion entre no clasicidad y una magnitud macroscopica medible, en Figura
[15]presentamos una grafica paramétrica de calor especifico contra el LQU de las asociaciones méas
fuertes: (LQU (T), Cy (T)). Enla Figura[15} se puede ver claramente que se conserva la estructura

de dos picos del calor especifico.

El pico de la derecha en el calor especifico, asociado a la prevalencia de los niveles energéticos
€0y €1, muestra que mientras la temperatura aumenta de 0 a ~ 50 K, la LQU es constante, presen-
ta valores altos, y el calor especifico aumenta rapidamente de 0 a 0.3. El analisis de eigenvalores
muestras que cuando el sistema tiene acceso a los niveles energéticos mas bajos £g y €1, el sistema
presenta caracteristicas no clasicas con los valores mas altos. Por lo tanto, a bajas temperaturas,
el rapido incremento en la capacidad del sistema para absorber energia calorifica esta relacionado
a la presencia de correlaciones no clasicas especificas. A medida que la temperatura aumentay la
LQU disminuye de 0.6 a ~ 0.3 el calor especifico se mantiene constante. El pico de la izquierda
en el calor especifico, asociado a las disponibilidad de la brecha de energia A, = £2 — €9, muestra
que cuando los valores de LQU son marginales en amplitud (LQU < 0.1) la capacidad calorifica

disminuye de su valor maximo alredor de 0.5 a 0. Por lo tanto, al acceder a niveles energéticos
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mayores, el segundo pico en el calor especifico no esta asociado a valores altos de correlaciones
cuénticas. El analisis de la curva paramétrica de la Figura[15|muestra que la disponibilidad de nive-
les energéticos determinada por el aumento de temperatura dicta la relacion entre calor especifico
(una magnitud macroscépica medible) y LQU (un cuantificador de la naturaleza no clasica del la red

FMO)

3.2. Transporte-LQU

La estrategia que se seguira para investigar la posible relacién entre la transmisién de energia
cuanticay correlaciones no clasicas en el complejo FMO consiste en: (1) presentar un modelo dina-
mico para el transporte de energia en la red de crom&foros, (2) identificar las condiciones bajo las
cuales se presenta el transporte asistido por ruido, (3) implementar el método LQU en el modelo

dinadmico.

3.2.1. Modelo dinamico del transporte de energia

La ecuacién maestra de Lindblad proporciona el esquema que determina la evolucion di-

namica del complejo FMO:

dp i[H ] D(p) 156
= i o+
dt A P P (156)

donde p es la matriz densidad, H es el Hamiltoniano exciténico definido en|137|y D es el disipador
que da cuenta de las interacciones de los croméforos con el ambiente. En la base de sitio, la matriz

densidad p se expresa de la siguiente forma:
p=> pulk)(ll (157)
K,

donde py, son los elementos de la matriz densidad p en la base de sitio El disipador D es la
suma de tres operadores de la forma que dan cuenta del desfasamiento, disipacion y pérdida

al centro de reaccién (sink):
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D (p) = Dgepn (P) + Ddiss (p) + Dsink (0) (158)

donde los operadores de Lindblad para el operador Dgepn son Lx = |k)(k]|, para el operador Dyjss
son Lx = |g)(k| y para el operador Dsinx es L = |s)(3]. El estado |g) son todos los croméforos
estan en el estado base, el estado |k) representa al sitio k en estado excitado mientras que el resto
de sitios esta en estado base, el estado |s) corresponde a la energia en el centro de reaccién (sink)
y el estado |3) corresponde a la energia en el sitio 3 (Plenio y Huelga, 2008; Caruso et al., 2009;

Chin et al., 2010).

En forma explicita, los operadores que forman el disipador son:

Daepn (0) = a ) 2{klplk) k) (k| — [ k) (k] o1, (159)
k

Daiss (0) = B, 2(klplk)1g) (g — [ 1K) {kI, o1, (160)
k

Dsink (0) = 2v(3lpI3)Is)(s| — v [I3)(3], p1+ (161)

El desfasamiento es la diminucién de la coherencia en la eigenbase de energia del sistema y
en este modelo se caracteriza por la tasa de desfasamiento a. El proceso de disipacion transfiere
energia de la red de croméforos al ambiente, perdiéndose esa energia. La tasa de disipacion esta
dada por el factor . El operador Dsink transfiere energia del tercer croméforo al centro de reaccién
(sink), que toma el lugar de un sitio mas en la matriz densidad. La pérdida al sink la determina el
factor . Si la Ecuacion [156] se escribe usando la base de sitio {|k)} se obtiene el elemento de

matriz 0.
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, i i
pij=— EZH"“OU + EZF’HHU
1 [
+ 20065 — 200

(162)
+2pB (Z pkk) bigbgj— 2B P
K

+ 2Yp336is6sj — YP3j0i3 — YP303;

El modelo se completa introduciendo una medida de la eficiencia del transporte de la red: la

poblacion transferida al sink ps¢(t), la cual tiene la forma:

t

pss(t) = ZYJ p33(t/)dt/ (’I 63)
0

De acuerdo a los trabajos que estudian el transporte electrénico en el complejo FMO(Plenio y
Huelga, 2008; Rebentrost et al., 2009; Caruso et al., 2009), el tiempo de transferencia al centro de
reaccion es de alrededor de 1 ps, esto determina el factor 7y; el tiempo de vida del excitén es de
alrededor de 1 ns, esto determina el factor . En el modelo dinamico que se presenta, con una tasa
de desfasamiento o alrededor de 1012 se obtienen oscilaciones coherentes que duran alrededor
de 1 ps (Figura[T6), que es consistente con el tiempo experimentalmente observado de coherencia.
La Figura[T6lmuestra la evolucién de las poblaciones de los sitios asi como la poblacién transferida

al sink.

3.2.2. Transporte asistido por ruido

Se han desarrollado diferentes marcos tedricos para estudiar el papel de la coherencia cuan-
tica en el altamente eficiente transporte de energia a través de sistemas fotosintéticos como el
complejo FMO (Olaya-Castro et al., 2008; Mohseni et al., 2008; Plenio y Huelga, 2008; Rebentrost
et al., 2009; Caruso et al., 2009; Chin et al., 2010). De acuerdo a los estudios, la alta eficiencia en el
transporte es el resultado de una interaccién constructiva entre la evolucidon coherente del sistema
fotosintético y la accion incoherente introducida por su ambiente. El fenédmeno se conoce como
transporte cuantico asistido por el ambiente, transporte de energia asistido por desfasamiento o

transporte asistido por ruido. En el transporte asistido por ruido, la eficiencia en la transferencia
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Figura 16. Poblaciones de los sitios versus tiempo (en segundos)

(Ecuacion[163) se incrementa a mas del 90 % al aumentar la tasa de desfasamiento pero el conti-
nuar aumentando el desafasamiento lleva a una pérdida completa de la eficiencia. Esta caracteriza-
cion se usara como referencia para implementar el modelo de la Seccién en la identificaciéon

de las condiciones bajo las cuales se presenta el transporte asistido por ruido.

Se evaluo el transporte asistido por ruido después de 5, 7.5y 10 ps de evolucién temporal para

elrango a =[107 —10%8] 1ss.

3.2.3. Eficienciay LQU

Para analizar la relacién entre correlaciones cuanticas y el transporte de energia en la red
de croméforos se realiza una comparacion entre LQUgcumulada Y €ficiencia (Ecuacién [163). La
LQUacumulada €S la cantidad del recurso cuantico LQU que el sistema ha consumido después de

un tiempo t:

t

1
LQUacumulada(t) = ?J LQU(t/)dt/ (164)
0
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Figura 17. Eficiencia del trasporte energético y LQUacumulada para C3 con el resto de la red y para C3 con C4 después
de 5 ps de evolucién

La comparacion entre eficiencia y LQUgcumulada S€ calcula como funcién del desfasamiento o

en el rango de valores donde se presenta el transporte asistido por ruido.

La implementacion del método LQU en el modelo dinamico tiene por objetivo buscar las aso-
ciaciones de cromoforos cuya LQUacumutada NO €s una funcién mondétonamente decreciente del

desfasamiento para comparar su comportamiento con la eficiencia.

La primera parte de la busqueda es con la familia f1, esto para obtener una perspectiva general
del comportamiento individual de los cromoéforos. Los resultados muestran que sélo la asociacion
entre el croméforo C3 con el resto de la red no es una funcién monétonamente decreciente del

desfasamiento.

La segunda parte de la busqueda involucra las asociaciones entre pares de la familia f>. Las co-
rrelaciones cudnticas de la familia f> son para conocer qué croméforos especificos se asocian con
Cs para promover el transporte electrénico. Los resultados muestran que sélo la asociacién entre
los croméforos C3 y Cy tiene LOUacumutada que no es una funcién mondétonamente decreciente

del desfasamiento.

Las Figuras [18]y [19 son una comparacién entre la LQUqcumutada que no decrece moné-
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Figura 18. Eficiencia del trasporte energético y LQUacumulada para C3 con el resto de la red y para C3 con C4 después
de 7.5 ps de evolucién

tonamente con el desfasamiento y la eficiencia del transporte energético en el rango donde se

presenta el transporte asistido por ruido.

La Figura muestra la eficiencia y la LQUgcumulada después de 5 ps de evolucién temporal.
Esta figura tiene los valores mas altos de LQUgcumutada porque la decoherencia causada por el
ambiente aun no elimina las correlaciones cuanticas. La eficiencia alcanza un valor maximo alre-

dedor del 90 %.

La Figura [18 compara la eficiencia con las correlaciones cudnticas medidas por la LQU cuan-
do han pasado 7.5 ps. En esta figura se observa que el regimen del transporte asistido por ruido
ocurre en un mayor intervalo del pardmetro de desfasamiento que en la Figura[T7} esto probable-

mente se deba a que un mayor tiempo de evolucién asegura un mejor transporte.

En la Figura aparecen las curvas de LQUgcumutada Y €ficiencia para 10 ps de evolucion. En
esta figura, la eficiencia es mayor y mas robusta ante el desfasamiento porque con mayor tiempo
de evolucion aumenta la probabilidad de transporte. La LQUgcumulada €S menor , debido a que
la decoherencia ha actuado por mas tiempo, pero conserva el comportamiento que presenté a

tiempos menores.
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Figura 19. Eficiencia del trasporte energético y LQUacumulada para C3 con el resto de la red y para C3 con C4 después
de 10 ps de evolucion

Las Figuras [18]y [19 muestran que la LQUqacumutada de C3 con el resto de la red y la de
LQUacumulada de C3 con Cy4 tienen el mismo comportamiento que la eficiencia: en el regimen de
mayor coherencia la LQUacumultada tiene un valor limitado, con el aumento del desfasamiento se
alcanza un maximo y finalmente, en el regimen clasico, la LQU gcumutada desaparece. Ademas de la
similitud en el comportamiento general entre LQUgcumulada Y €ficiencia, las tres figuras muestran
una cercania notable entre el maximo de LQU gcumulada Y €l maximo de eficiencia. Otra caracteri-
sica que comparten las tres figuras es que la mayor parte de la correlacion entre C3 con el resto

de la red es aportacion de la asociacion entre C3 y Cj.

Para conocer la region donde existe una correlacion entre eficiencia y correlaciones cuanticas

cuantificadas por LQUgcumutada S€ presenta una grafica paramétrica del tipo
(EFICIENCIA (DESFASAMIENTO), LQU gcumutada (DESFASAMIENTO)) (165)

después de 10 ps de evolucién dindmica. En la figura[20]se usa el desfasamiento como pardmetro
para obtener curvas de eficiencia contra LQU gcumultada- La comparacién facilitada por la figura
permite ver donde la pendiente de la curva es positiva, ya que en dicha region existe correlacion

entre eficienciay LQUacumutada-
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Figura 20. Grafica paramétrica (EFICIENCIA (DESFASAMIENTO), LQUacumutada (DESFASAMIENTO)) para C3 con el resto de
la redy para C3 con Cq4, después de 10 ps de evolucion dinamica

Para estudiar las correlaciones de C3 con el resto de la red y la de C3 con Cy4 se presenta su
evolucién dindmica usando el factor de desfasamiento alrededor del maximo de la LQU gcumulada

(o =10%2).

En la Figura se muestra la LQU entre un croméforo {C;} y el resto de la red, con r =
1,2, 3,...7. Las oscilaciones en LQU duran alrededor de 1 ps y los mayores valores en LQU co-
rresponden a los crompoforos Cs, Cg y C7. La LQU de C3 con el resto de la red no presenta los
valores mas altos, sin embargo la correlacién cuantica (C3)-(resto) se distingue de las demds co-
rrelaciones en que durante el primer picosegundo esta asociacion oscila sin decrecer en amplitud.

El comportamient distintivo de la asociacion (C3)-(resto) también se vio reflejado en las Figuras

[18)y[19]de LQUqacumulada Versus desfasamiento.

La correlaciones cuanticas a paresde C3z conCs(paras =1, 2, 3, ...7) se presentan en la figura
Las oscilaciones en LQU duran alrededor de 3 ps y los mayores valores en LQU corresponden a
los pares (C3, Cs), (C3, Ce) y (C3, C7). La LQU de (C3, C4) no presenta los valores mas altos, sin
embargo el comporatamiento de este par es notablemente distinto a las demas correlaciones ya
que durante el primer picosegundo oscila aumentando su amplitud. El comportamient distintivo

de la asociacion (Cs3, C4) también se vio reflejado en las Figuras de LQUgcumulada



Figura 21. LQU entre un croméforo {Cr} y los 6 cromoéforos restantes {Cs, Ct, Ct
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Figura 22. LQUacumutada como funciéon del tiempo para los pares {C3,Cr},conr=1,2,4,5,6,7

versus desfasamiento.
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Capitulo 4. Discusion

En la primera parte de los resultados[3.1]se presenta un método sistematico basado en la LQU
dirigido a examinar la estructura de las correlaciones cuanticas en complejos pigmento-proteina.
Para lograr esto, se calcularon LQU, concurrencia y coherencia en subsistemas de estados puros y

mixtos del complejo FMO proveniente de la bacteria verde del azufre.

El método LQU consiste en seleccionar familias de particiones del sistema, determinar el es-
tado cuantico y calcular la LQU entre subsistemas. Las particiones se seleccionan para definir dos
subsistemas donde uno es un qubity el otro es un qudit (en el complejo FMO el qubit corresponde
a un sélo sitio y el qudit puede ser cualquier nimero de sitios). La determinacién de los estados
cuanticos se consigue calculando la correspondiente traza parcial a la matriz densidad del sistema
completo. El calculo de LQU se logra al seleccionar el mayor eigenvalor de una matriz 3 x 3. La
informacion de entrada al método LQU es un estado cuantico de excitones de sitio por lo tanto se

puede implementar facilmente en modelos dinamicos.

Para mostrar la versatilidad del método LQU, se calcularon correlaciones cuanticas entre sub-
sistemas que nunca habian sido considerados es decir, LQU entre cromoéforos individuales y los
6 cromoforos restantes (familia f1). Las correlaciones de la familia f1 presentan una perspectiva
general de la participacién individual de los croméforos. Los resultados de la familia f1 muestran
que los cromoéforos C3 'y C4 son los mas cuanticamente correlacionados con el resto de la red. En
particiones subsecuentes, la robustez de la LQU permite encontrar las asociaciones de cromoforos

especificas que sostienen las correlaciones cuanticas de los croméforos C3 y Ca.

Para validar la LQU como un cuantificador tipo discordia se comparé con un cuantificador vali-
do del entrelazamiento de dos qubits (concurrencia). La comparacion LQU-concurrencia se realizé
usando el estado en equilibrio térmico para todas las combinaciones de dos croméforos (fami-
lia f2). De acuerdo a los resultados de la familia f>, las correlaciones cuanticas de los croméforos
C3 y C4 con el resto de la red provienen principalmente de los siguientes pares de croméforos:

{C3,C4}, {C4,Cs}, {Cs,C7} y {C2, C3}.

La LQU entre los croméforos C3 y C4 es un orden de magnitud mayor que para cualquier otro
par pero, como lo sugiere la relacidén entre pares, al afladir un tercer sitio especifico la asociacién
se fortalece incluso mas. Las asociaciones sugeridas por la familia f son confirmadas por los

resultados de la familia f3 que muestran que las triadas mas fuertemente correlacionadas son: C3
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con {C,,C4},Cqcon {C3,C5} yCsqcon {C3,C7}.

Se encontraron tres resultados adicionales: (1) Al comparar el enfoque LQU con las técnicas
basadas en entrelazamiento en pares de croméforos se probé que el primero es un cuantificador
valido de correlaciones cuanticas tipo discordia. (2) Cuando se calcularon correlaciones cuanticas
usando los eigenestados se encontrd que algunos subsistemas tienen altos valores de LQU en el
estado base y en el primer estado excitado. Al considerar el estado de estos subsistemas en equili-
brio térmico se encontr6 que tienen un notablemente alto LQU a bajas temperaturas. Esta relaciéon
esta presente en las tres familias. (3) Se presenta una funcién mon6tonamente creciente entre dos
recursos cuanticos, coherencia y correlaciones cuanticas, en las asociaciones mas correlacionadas

de las familias f1 y f3; y en todas las asociaciones de la familia f>.

Uno de los problemas mas interesantes en biologia cuantica es averiguar si las correlaciones
cuanticas en complejos colectores de luz desempefian un papel funcional mejorando la eficiencia
del transporte de energia. Las investigaciones que abordan esta cuestién no encontraron resul-
tados concluyentes (Caruso et al., 2010; Fassioli y Olaya-Castro, 2010) o fueron sujetos a criticas
(Scholak et al., 2011). En la primera parte de los resultados [3.1]se cuantificaron recursos cuanticos
en un sistema que permanece en el mismo estado mientras transcurre el tiempo: el sistema esta
en estado estacionario o en equilibrio térmico. En esta parte no se trabajé con un modelo dinamico
asi que estos resultados no se pueden relacionar directamente con la eficiencia en el transporte de
la excitacion. Sin embargo, hay una relacién previamente reportada entre los subconjuntos de la
red de cromoforos mas cuanticamente correlacionados y los dos caminos de transporte de energia

en la proteina FMO (Zhu et al., 2012; Chanda et al., 2014; Skochdopole y Mazziotti, 2011).

En el complejo FMO, la excitacion se mueve coherentemente a través de dos caminos alterna-
tivos de transferencia de energia dependiendo del sitio que esta inicialmente excitado (Cho et al.,
2005; Brixner et al., 2005; Ishizaki y Fleming, 2009). Cuando el croméforo C; es el pigmento inicial-
mente excitado, la excitacion se propaga a través del camino A: C; — C; — C3 — C4 y cuando el
pigmento inicialmente excitado es el croméforo Ce, la excitacion se transfiere a través del camino
B:Ce — Cs5,C7 — C4 — C3.Enla presente investigacién se encontrd que en equilibrio térmico las
asociaciones no clasicas mas fuertes son C3 con {C>,Ca}, C4 con {C3,Cs} y Cq con {C3,C7}.
Las correlaciones cuanticas de C3 con {C>, C4} involucran a los croméforos del camino A: C3
conecta a C, de la etapa inicial con C4 de la etapa final. Las correlaciones cuanticas de C4 con
{C3,Cs5} y C4 con {C3,C7} involucran a los croméforos del camino B: C4 conecta Cs/C7 de

la etapa inicial con C3 de la etapa final. Asi que una vez que se alcanza el equilibrio térmico, los
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subconjuntos de cromoforos con las correlaciones cuanticas mas fuertes constituyen la etapa final
de los dos caminos de transporte de energia en el complejo FMO. La relacion entre fuertes correla-
ciones cuanticas y caminos de transporte de energia es consistente con investigaciones previas de
entrelazamiento multipartita en la proteina FMO (Zhu et al., 2012; Chanda et al., 2014; Skochdopole
y Mazziotti, 2011).

La no clasicidad del sistema, representada por la LQU de los subconjuntos de croméforos mas
cuanticamente correlacionados, se puede usar para analizar propiedades fisicas como poblacio-
nes, fluctuacién de energia, y calor especifico. Al aumentar la temperatura, el nimero de estados
accesibles se incrementa y la estructura de doble pico que aparece en el calor especifico refleja la
disponibilidad de las brechas de energia A1 y A3. El primer pico, donde sélo prevalecen los esta-
dos &g y £1, muestra una correspondencia entre un rapido incremento de la capacidad calorifica
y LQU constante. Para el segundo pico, donde ya estan disponibles los estados &g, €1 ,y &2, las
propiedades cuanticas del sistema son marginales y la capacidad calorifica comienza a disminuir.
De esta forma, la accesibilidad de los niveles energéticos, mapeada por el calor especifico, define

la relacion entre una cantidad macroscépica medible y recursos no clasicos.

La discusion de la primera parte de los resultados[3.1 ha mostrado que la LQU es una métrica
promisoria, con potencial implementacién en sistemas dinamicos; ademas, el analisis sugiere una
conexion entre subconjuntos de croméforos altamente correlacionados y caminos de transferen-

cia de energia.

En la segunda parte de los resultados|3.2|se implementa el método LQU en un modelo dinami-
co para investigar la posible relacion entre la transmision de energia cuantica y las correlaciones
no clasicas en el complejo FMO. Para lograr esto, se realiza una comparacién entre LQU acumulada

y eficiencia en el transporte de energia.

La estrategia para evaluar si hay correlaciones cuanticas que desempefien un papel funcional
en la transmision de energia en el complejo FMO consiste en: (1) presentar un modelo dinamico
para identificar las condiciones bajo las cuales se presenta el transporte asistido por ruido y (2) im-
plementar el método LQU en el modelo dinamico para identificar las asociaciones de cromoforos

cuya LQU gcumulada @umenta con la eficiencia en el transporte de energia.

El modelo dinamico definido por la Ecuacién define 162 ecuaciones diferenciales acopladas
para la matriz densidad p que se integran hasta el tiempo t con un programa escrito en python

usando el comando odeint de la libreria scipy.integrate o, de forma alternativa, usando QuTip, un
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software de codigo abierto para simular la dinamica de sistemas cuanticos abiertos.

En el transporte asistido por ruido, la eficiencia en la transferencia de energia mantiene valores
limitados mientras la decoherencia tiene valores bajos, al aumentar la decoherencia la eficiencia
se incrementa a mas del 90 % hasta alcanzar un maximo global y con la pérdida completa de la
coherencia la eficiencia también desaparece. En el complejo FMO, el transporte asistido por ruido
se presenta después de 5 ps pero alcanza mayores valores de eficienciaen 7.5y 10 ps de evolucion.
En este modelo dinamico la decoherencia en la eigenbase de energia, desfasamiento, se debe a la

accién de un Lindbladiano con tasa de decoherencia a en el rango [ 107 — 1016] 1/s.

La versatilidad del enfoque LQU permite realizar una busqueda diferente a la de la primera
parte donde se buscaron las asociaciones mas fuertes de croméforos. En la segunda parte
de los resultados [3.2] el método LQU se implementa para buscar las asociaciones de croméforos
cuya LQUqgcumutada(t), cont =5, 7.5, 10 ps, no es una funcién monétonamente decreciente del
desfasamiento a. Para el estudio de la LQU dindmica se usan las mismas familias definidas en

3.1.2

Lo mas sobresaliente de la segunda parte de los resultados [3.2] es la existencia de una corre-
lacion entre la eficiencia en el transporte de energia y correlaciones cuanticas especificas. Esta
correlacién sugiere que en la red de cromoforos, correlaciones cuanticas especificas funcionan co-
mo un recurso para promover el transporte eficiente de la excitacion electrénica. En la familia f,
la Unica asociacién de cromoforos cuya LQU gcumutada Presenta este comportamiento es la de C3
con el resto de la red. A continuacion se usé la familia f> para conocer qué croméforos especificos
se asocian con C3 para promover el transporte electrénico. La Unica asociacion de croméforos cu-
ya LQUgcumutada Se incrementa con la eficiencia como funcién del desafasamiento es {C3, Ca}.
Los resultados muestran que la mayor contribucion a la correlacién cuantica de C3 con el resto de
la red viene de la asociacién {C3, C4}. En este caso los resultados de la familia f, no sugieren un

fortalecimiento sustancial de las correlaciones cuanticas en las asociaciones tripartitas.

Un efecto inherente a la decoherencia es la pérdida de las correlaciones cuanticas a medida
gue evoluciona el sistema cuantico abierto, esto se manifiesta en la disminucién progresiva de la
LQU acumulada(t) conlosvalorest =5, 7.5, 10 ps. Los resultados muestran que la eficiencia toma
valores mas altos y es mas robusta ante el desfasamiento con el paso del tiempo, esto se debe a

que la probabilidad de la transferencia de energia aumenta con mayor tiempo de evolucion.
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Capitulo5. Conclusiones

Seintrodujo un método de informacién cuantica basado en la incertidumbre local cuantica para

caracterizar exhaustivamente las correlaciones no clasicas en subsistemas del complejo FMO.

Los beneficios del enfoque LQU sobre otras técnicas son: (1) siendo LQU un cuantificador tipo
discordia es mas general que las técnicas basadas en entrelazamiento, (2) LQU es facil de calcular
porque el proceso de minimizacion inherente asociado con la discordia se reduce a encontrar el
maximo eigenvalor de una matriz 3 x 3, (3) LQU permite la caracterizacion de correlaciones que
no habian sido estudiadas (familia f1 y f3), (4) el método LQU revela las asociaciones mas fuertes

en redes de qubits, y (5) la técnica LQU se puede implementar facilmente en sistemas dinamicos.

Los subconjuntos de croméforos con las correlaciones cuanticas mas fuertes, C3 con {C2, C4},
Cq con {C3,Cs} y Cq con {C3, C7}, constituyen la etapa final de los dos caminos de transporte
de energia en el complejo FMO. La identificacion de los subsistemas mas correlacionados cuanti-
camente con los caminos de energia revela un mapa detallado de la excepcionalmente eficiente

estructura del complejo FMO.

La principal limitacion del enfoque LQU es que es un cuantificador bipartito asi que no puede

ofrecer un medida global de las correlaciones cuanticas.

La implementacién del enfoque LQU en un modelo dindmico del complejo FMO permitio reali-
zar una busqueda sistematica de las correlaciones cuanticas especificas que no decrecen monoto-
namente con el desfasamiento. La LQUacumutada de C3 con el resto de la red y la eficiencia en el
transporte de energia se incrementan, alcanzan un maximo global y desaparecen simultaneamen-
te como funcion del desfasamiento. La asociacion de C3 con Cy4 representa la mayor contribucion
alas correlaciones de C3 con el resto de la red. Estos hallazgos son un indicio sugerente de que co-
rrelaciones cuanticas especificas funcionan como un recurso para promover el transporte eficiente

de la excitacién electrénica.

El estudio de recursos cuanticos en redes bioldgicas tiene aplicaciones potenciales en la cons-

truccion de dispositivos cuanticos naturalmente robustos.
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