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Resumen aprobado por:

Dr. Héctor Alonso Echavarria Heras.
Director de tesis.

El presente trabajo presenta un modelo de crecimiento para poblaciones
uniespecificas, que exhibe diversos modos funcionales. Su desarrollo se basa en E!
Principio de los Factores Limitantes para el crecimiento poblacional. El paradigma referido
se adaptd de la Ley del Minimo y de la Ley de la Tolerancia. En el presente marco de
trabajo las pertinentes tasas de natalidad y mortalidad son controladas por los valores
extremos de los factores limitantes convenientes. La expresion formal de estas ideas
corresponde a lo que se denomind como un modelo de heterogeneidad funcional. Este
permite la identificacion de umbrales de viabilidad, inanicidon, cooperacion intraespecifica o
de competencia. Algunos casos de estudio ilustran el desempefio del modelo sobre datos
asociados a poblaciones que crecieron en condiciones experimentales o naturales.

Palabras clave: modelo poblacional, heterogeneidad funcional, factores limitantes.



ABSTRACT of the Thesis of Elia Montiel Arzate, presented as partial requirement to
obtain the DOCTOR IN PHYLOSOPY grade in MARINE ECOLOGY. Ensenada, Baja
California, México. January 2003.

FUNCTIONALLY DIVERSE MODEL FOR POPULATION GROWTH.

The present work deals with a single species population model, exhibiting diverse
functional modes. Its development is based on The Principle of Limiting Factors for
population growth. The referred paradigm was adapted from the Law of the Minimum, and
the Law of the Tolerance. In the presented framework the pertinent natality and mortality
rates are controlled by the extreme values of suitable limiting factors. The formal
expression of these ideas corresponds to what we call a Functionally Diverse Model. This
allows the identification of viability, starvation, intraespecific cooperation or competence
thresholds. Several study cases 1llustrate the performance of the model on data associated to
populations growing either in experimental or natural conditions.

Key words: population model, functional heterogeneity, limiting factors.
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MODELO POBLACIONAL DE HETEROGENEIDAD FUNCIONAL
INTRODUCCION

Para los propositos del presente trabajo consideraremos una sola poblacion de una
especie cuyo tamaifio al tiempo ¢ se denota por medio de x(¢). La forma més simple de un
modelo para el crecimiento de esta poblacion es puesta en términos de una ecuacion

diferencial no auténoma. Esto expresa la tasa de crecimiento natural asociada x(z) como

una funcién de x(¢) y ¢:

x= f(x,1) (M

x(0)=xg,

siendo xg el tamafio de la poblacién al tiempo =0,y f(x,?), una funcidén continua que
satisface una condicién de Lipschitz sobre el dominio x(¢#) 20, ¢#20. Comunmente la
formulacidn de la ecuacion (1) asume que el flujo de individuos a través de las fronteras del
habitat se anula. En cualquier momento particular la tasa de crecimiento natural asociada se
controla solamente por el balance de los précesos de natalidad y mortalidad. Este marco
conceptual sustenta a la mayoria de los modelos de crecimiento de poblacion tradicionales
(ejemplos: Gompertz, 1825, Verhulst, 1838, Pearl y Reed, 1920, Richards, 1959). La
simplicidad en estas herramientas analiticas constituye uno de los rasgos mas deseables en
un modelo. No obstante el crecimiento de la poblacién observado muestra una gran

diversidad de patrones de variacion y la simplicidad aludida limita la posibilidad de



interpretar dicha complejidad. En general, el requisito de operatividad matematica induce
formas para f(x,f) que resultan ser incapaces de acomodar la compleja serie de

condiciones que generan los patrones de variacion observados. Para buscar la solucion de

este problema f(x,#) podria definirse para incluir términos no lineales o estocasticos, asi

como retardos temporales. No obstante tales ayudas no necesariamente incrementan el

poder predictivo de los modelos asociados.

Las interacciones entre los miembros en una poblacién determinaran
fundamentalmente el patrén de su abundancia. Estas interacciones se influencian por
propiedades ambientales e individuales. Ademas la densidad es regulada por un complejo
de factores que pertenecen en conjunto al sistema de la poblacion y su medio como un todo,
aunque en cualquier momento particular, uno o varios de estos factores pueden estar
jugando un papel decisivo en limitar el crecimiento de la poblacién (Berryman, 1981). El
dominio de una condicion dada sobre un cierto intervalo de tiempo apoya la idea de que

f(x,t) podria definirse por una secuencia de formas particulares que cambian a través de

distintos intervalos de tiempo. Cada uno de estos intervalos se asociaria con el predominio
de una condicion particular. Una manera simple de lograr esto podria ser la expresion de

f(x,¢) por medio de una funcién continua por intervalos. Se esperaria que el modelo

resultante despliegue la heterogeneidad funcional deseada.

No obstante la construccidn de tal dispositivo usando los argumentos mecanicistas

parece ser imposible. Ademas sin un marco conceptual apropiado su caracterizacidon solo
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podria obtenerse a un nivel empirico. En este trabajo mostramos que invocando principios

ecoldgicos generales puede definirse f(x,#) como una funcién continua sobre intervalos

sucesivos. El paradigma resultante interpreta el crecimiento de la poblacion en términos del
balance entre procesos de natalidad o mortalidad controlados por valores extremos de

factores limitantes (Polyetayev, 1971; Echavarria Heras y Gomez Alcaraz, 1979a).

La idea del control de un proceso bioldgico por los valores extremos de una variable
o factor viene del trabajo de Justus Von Liebig (1855). Liebig observo que la tasa de
crecimiento de plantas depende del nutrimento presente en minima cantidad. Esta
observacion empirica derivo en la llamada Ley del minimo. La determinacién de un valor
extremo también puede asociarse al maximo. En un estudio sobre el impacto de la fuerza
del oleaje en la dinamica de la poblacion de especies marinas, Denny y Gaines (1990)
observaron que, en lugar del promedio, el parametro pertinente es la fuerza maxima porque
un individuo muere si no soporta dicha fuerza. Gaines y Denny (1993) enfatizaron que en
muchos problemas ecoldgicos en lugar de las medidas tradicionales de tendencia central los
valores extremos de una variable podrian describir mejor la dinamica pertinente. Muchos
problemas evolutivos se expresan mejor mediante valores extremos. Ejemplos donde el
maximo o el minimo con frecuencia son mas criticos que las medias se encuentran en
problemas concemientes al estrés fisico debido a bajas o altas temperaturas, bajo o alto
contenido de humedad en el suelo, bajas o altas velocidades del viento, bajas o altas
exposiciones al aire, baja o alta salinidad, etcétera. Ademas el control de un proceso

bioldgico mediante un valor extremo incluso se ha observado en el estudio del arreglo de



estructuras celulares como las mitocondrias donde los maximos y minimos de una reaccién
quimica periddica han sido considerados determinantes de patrones observados (Woodcok
y Davis, 1978). En general cualquier factor que tiende a reducir la velocidad del
crecimiento potencial en un ecosistema es llamado factor limitante. El control se ejerce por
los valores minimo y méaximo que puede tomar a través de un gradiente de variacion. Esta
situacién puede ser explicada convenientemente en lo que se refiere al estudio del
comportamiento animal, donde normalmente las mediciones de una respuesta pueden
trazarse contra las variables ambientales. Las curvas acampanadas resultantes dan un
intervalo donde los limites superiores en inferiores definen un intervalo de tolerancia para
la variable ambiental. La existencia de limites de tolerancia inferiores y superiores
motivaron la generalizacidn de la Ley de Minimo en la Ley de la Tolerancia (Shelford,
1913). Ademas la interaccion de los factores limitantes podria influir indirectamente en el
efecto de otros factores que por si solos no son limitantes. Este paradigma conocido como
El Principio de los Factores Limitantes ha demostrado ser muy util en el estudio de
ecosistemas o cualquier parte de ellos (Odum, 1963, 1971). Las propiedades individuales
asi como las ambientales determinan las dindmicas de las poblaciones, y pueden concebirse
como factores limitantes. Entre otras las propiedades ambientales incluyen alimento,
arreglo espacial del habitat y depredacion. Las propiedades individuales incluyen
cooperaciéon o competencia, locomocidn, alimentacidn, apareamiento, fecundidad vy
desarrollo (Berryman, 1981). Ademas suponemos que en el contexto general los factores
limitantes para el crecimiento de la poblacion pueden expresarse por medio de funciones

que dependen del tamafio de la poblacién y la variacién ambiental.



Para concebir un marco tedrico donde el crecimiento de una poblacidén sea

controlado por los valores extremos de factores limitantes introduciremos N (x(t),z) y
M(x(¢),t) que denotaran respectivamente las pertinentes tasas de natalidad y mortalidad.
Adicionalmente con N(x(#),£) y M(x(t),t) asociamos respectivamente los enteros

positivos A, y A, y las ecuaciones:

Q(N) = {(D ni (x(t)a Fn (@), PulPnr ) i= 1"}'" oF 2 1}5 (2)

QM) =10 i (X(8), Fpy (€) Pt -Poms)  J = Lok 55 2 1. 3)

Los descriptores agregados ® o (x(2), Fe(2), pe) definen los factores limitantes en

términos de x(t), el forzamiento ambiental Fg(¢), y los parametros po para i 21.

A continuacidn proveemos un criterio para la seleccion de los factores que juegan el
papel decisivo en el control del crecimiento de la poblacién. Invocando la Ley del minimo
utilizaremos las interpretaciones de Polietaev (1971) y suponemos que la natalidad se
controla por el factor limitante que induce el menor nimero de nacimientos. Si también
consideramos la extensidn de la Ley de la tolerancia dada por Hutchison (1957), entonces
la reduccidn del tamaiio de la poblacidn se controlara por el factor que induce la mortalidad
mas alta (Echavarria Heras y Gomez Alcaraz, 1979a, Echavarria Heras et al., 1994). Estas
ideas pueden ayudarmos a concebir una manera de expresar el control del crecimiento de la
poblacién a través de valores extremos. De hecho podria suponerse que el cambio en el

tamafio de una poblacién es determinado por la combinacion de factores limitantes que a un



momento particular inducen los mas pequefios y los mas grandes valores posibles que
controlan respectivamente a las tasas de natalidad y mortalidad. Esto es lo que concebimos
como un principio de los factores limitantes para el crecimiento poblacional. Estas ideas
pueden representarse formalmente en el contexto de la ecuacidn (1), para los parametros de

escala positivos # y m si definimos:

f(x,8) =nN(x(t),t) —mM (x(¢),¢) 4)

x(0) =x

N (x(2), 1) = min(Q(N)) (%)
t

M(x(),t) = max(Q(M)) (6)
t

donde Q(N) y Q(M) estan dados por las ecuaciones (2) y (3) respectivamente. Las
ecuaciones (4)-(6) definen f(x,¢) como una funcidén continua por intervalos (Polyetayev,

1971, Echavarria Heras y Gémez Alcaraz, 1979b). En cualquier momento particular ¢ la

funcion definida por f(x,?) expresa a través de los valores extremos de los conjuntos
Q(N) y (M), los factores que juegan el papel decisivo para el control del crecimiento
de la poblacidn. En el caso donde F,(¢) simboliza los recursos requeridos por la poblacion

para su crecimiento y siempre que el consumo induce un agotamiento del recurso la

ecuacion:

dF, (1)
dt

=¢(x,%,F. ) ™



sera requerida. Se supondra que la funcion t’p(x,? ,» Fq(2)) se define de tal manera que en
t

el caso estacionario para la variacion de Fq(t) las ecuaciones (4)-(7) determinan una ley de

variacion no estacionaria x(z) para la dinamica de la poblacion.

La estructura provista introduce lo que llamamos un modelo de heterogeneidad
funcional MHF. En el capitulo I se profundiza sobre el planteamiento del problema a
manera de proporcionar una justificacion ecoldgica para la formulacion del modelo. En el
capitulo II sugerimos una posible forma para Q(N) y Q(M). El capitulo III contiene un
estudio de las propiedades de la versién del MHF definido en términos de un valor umbral
para la variable ambiental. El capitulo IV muestra las aplicaciones a diferentes juegos de

datos. En la discusion se resumen los resultados de la investigacidn presentada.



CAPITULO 1. JUSTIFICACION Y ANTECEDENTES

Una de las principales metas de la ecologia demografica es la creaciéon de modelos
que describan la dinamica de una poblacion con el fin de predecir la futura densidad de la
misma (Poole, 1974). El alcance de un modelo depende de las hipotesis en las cuales se
fundamenta. Si las hipotesis en las cuales se basa el modelo son muy rigidas, se tendran
fallas al aplicarlo a situaciones de cambio y el modelo no serd congruente con el proceso

real.

El objetivo del presente estudio es introducir modelos de crecimiento poblacional
cuya estructura les permita una diversidad funcional acorde con la dindmica que pretenden
describir. La idea se basa en la observacién fundamental de que los modelos tradicionales
mantienen a lo largo del tiempo hipdtesis invariables sobre los procesos que determinan el
cambio de la poblacién, estas inflexibilidades con frecuencia ocasionan falta de
concordancia entre predicciones basadas en dichos modelos y los cambios poblacionales
observados. Siguiendo el comportamiento de variables macroscopicas que describen la
dinamica poblacional, como lo es el tamafio de la poblacién o bien su cantidad de biomasa,l
podemos constatar que sobre intervalos disjuntos de tiempo y de longitud variable se
tendran comportamientos donde la variable aludida aumenta o disminuye su tamafio,
reflejando el efecto total que sobre la poblacidn ejercen una gran cantidad de factores. Tal
complejidad dificulta la simplificacidon necesaria para poder obtener un modelo que
considere los procesos implicados sin caer en una sofisticacién que haga el modelo

inoperante. Para modelar dicha dindmica se requiere el establecimiento de la simplificacion



adecuada. Resulta evidente que un buen modelo descriptor de la dindmica aludida debera
de ser capaz de aislar en un momento dado los factores claves que la controlan. Como
dichos factores tienen su propia dinamica al ser capaces de abstraerla sobre intervalos
disjuntos de tiempo y en funcion de la misma establecer hipdtesis particulares sobre el
crecimiento poblacional estudiado, podremos obtener una caracterizacion heterogénea de la
dinamica en cuestion. Si cada elemento de dicha sucesion de hipétesis puede ser invocado
por la estructura de un modelo cuando sea necesario con el fin de explicar el
comportamiento de la variable macroscdpica escogida, tendremos entonces un modelo de
heterogeneidad funcional. Resta entonces proporcionar dicha estructura, la cual deseamos
integre como un todo la sucesidn de hipotesis que expliquen con un sentido tanto bioldgico
como formal el cambio poblacional observado. Para construir el modelo de crecimiento
poblacional que posea la heterogeneidad funcional deseada nos basaremos en el concepto

de los factores limitantes.

Para sobrevivir todo organismo requiere de un medio que retna ciertos factores. Si
todos los factores son favorables excepto uno, éste sera el factor limitante que regira la
accién vital del organismo. Historicamente, el término factor limitante proviene de la
llamada Ley del minimo derivada del planteamiento original de Liebig (1853). Las
observaciones del fisidlogo aleman Justus Von Liebig se realizaron en respuesta a una
problematica generalizada en Europa durante el siglo XIX: tras varios afios de cosecha las
tierras productivas se volvian infértiles. Liebig indicé que afio tras afio al cosechar se

habian removido nutrientes basicos. Bajo el titulo “Principles of Agricultural Chemistry”
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publico 50 afirmaciones enumeradas, de las cuales la mas notoria fue la regla 33: When a
given piece of land contains a certain amount of all the mineral constituents in equal
quantity and in an available form, it becomes barren for any one kind of plant when, by a
series of crops, one only of these constituents -as for example soluble silica- has been so
far removed, that the remaining quantity is no longer sufficient for a crop. La ausencia de
algun nutriente bésico no podia ser reemplazada con ningun otro que apareciera en
abundancia, un medio que contenia todos los nutrientes en cantidad suficiente menos uno
de ellos, permitia el crecimiento de las plantas hasta que el nutriente que aparecia en
cantidad insuficiente se agotara completamente. El crecimiento estaba limitado por la
ausencia de algin elemento, y ademas, cuando habia crecimiento, este tltimo se regia por
el nutriente que aparecia en menor proporcidn. Esta regularidad posteriormente se conocio

como la Ley del Minimo.

La Ley del Minimo de Liebig se ha aplicado ampliamente a la ecologia del
fitoplancton. Brandt (1899) reconocid que la Ley del Minimo debe gobemar el crecimiento
de las algas oceanicas, y selecciond el nitrogeno como el factor limitante comun. Esta
hipétesis de la limitacién por nitrégeno fue rechazada por Nathansohn (1908) quien sugirié
que existe un balance dindmico entre crecimiento y pérdidas. Desde entonces la pregunta de
qué limita la productividad primaria y la biomasa fitoplanctdnica en aguas naturales ha
ocupado a oceanodlogos y limnologistas durante un siglo (se proporciona una revision
histérica de los trabajos que relacionan la Ley del Minimo y la ecologia del plancton de

1899 a 1991 en De Baar, 1994). Se ha seguido el concepto de limitacidn por nitréogeno y su
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relacion con una profundidad critica (Sverdrup, 1953), o con cinética del tipo Michaelis-
Menten (Dugdale, 1967). Se han elaborado para el fitoplancton modelos de crecimiento
limitado por nutrientes (Shuter 1979, Huisman y Weissing, 1999). Recientemente se ha
sugerido que es un micronutriente como el hierro lo que limita la biomasa fitoplanctdnica
(Martin, 1991). En general, la Ley del Minimo de Liebig se aplica especialmente en
ecologia del fitoplancton para referirse a la limitacion de la cantidad de una sustancia
presente en el medio relativa a la minima cantidad de la misma requerida para la sintesis de

biomasa (Falkowski et al., 1992).

El fundamento de la Ley del Minimo, propuesto para la deficiencia de algun
nutriente, puede hacerse extensivo a otros factores ambientales. Para el fitoplancton,
ademas de los nutrientes el crecimiento puede estar limitado por la luz (Laws y Bannister
1980, Kiefer y Mictchell 1983), especificamente por la minima intensidad de luz que
resulta critica para cada especie en particular (Huisman y Weissing, 1994, Huisman et al.,
1999). La distribucién de una especie puede estar en funciéon del minimo de un factor
ambiental, por ejemplo se ha encontrado un minimo de temperatura que limita la
distribucidn de la tortuga Chelydra serpentina hacia el norte de Ontario, esta temperatura
minima no es letal para los organismos pero se requiere para la incubacion de sus huevos

(Bobyn y Brooks, 1994).
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Existen también muchas situaciones en donde el crecimiento poblacional se ve
limitado por el grado maximo que pueda alcanzar un factor ambiental. Tratdindose de
crecimiento limitado por el maximo de algun factor pueden citarse los efectos letales de la
luz ultravioleta ambiental, por ejemplo en trabajos realizados en lagos situados a gran
altitud sobre el nivel del mar se observd que las dindmicas de poblaciones de copépodos y
rotiferos estan limitadas por la tolerancia a la exposicidn a la luz ultravioleta (Cabrera et
al., 1997; Tartarotti et al., 1999). Otro ejemplo de una situacion en donde el méximo de un
factor es determinante para la dindmica poblacional se observa en el efecto de la fuerza del
oleaje sobre algunos invertebrados marinos: cuando la fuerza del oleaje alcanza cierta
intensidad critica se produce dafio o la muerte del organismo (Denny y Gaines, 1990).
Rasmusen (1977) reporto efectos deletéreos en Zoostera marina debido al estrés inducido
por altas temperaturas ambientales; efectos similares observados en Chesapeake Bay fueron
reportados por Penhale (1977), Wetzel y Penhale (1983), y Evans et al., (1986) donde
sensibles incrementos de temperatura causaron la disminucién de la abundancia de tallos y
también cambios en los patrones estacionales de abundancia en la citada fanerégama
marina. Al igual que el minimo de un factor, el méximo de un factor ambiental también
puede limitar la distribuciéon de una especie, por ejemplo en los arroyos de la regién
montafiosa de Wyoming los salmdnidos se restringen a zonas donde la temperatura del aire
no exceda los 21°C por lo que se preveen importantes pérdidas de habitat para estos peces

debido al calentamiento global (Keleher y Rahel, 1996).
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La simultanea accion limitante de valores extremos tanto minimos como maximos
ha sido también reportada en la literatura. Existen muchos factores ambientales cuyos
valores extremos en un gradiente afectan a los organismos, como pueden ser la
temperatura, la salinidad, el grado de acidez o alcalinidad, etcétera. Por ejemplo las
variaciones en la salinidad generalmente son consideradas como el factor ambiental
dominante en la regulacién de las estructuras de comunidades acudticas en lagos
hidrolégicamente cerrados; un caso de este tipo se presenta en el lago Oloidien en Kenia el
cual es un lago tropical fluctuante en su nivel y en su salinidad y en donde se ha encontrado
que las poblaciones locales de invertebrados bentdnicos estan principalmente limitadas por
las condiciones presentes del habitat cambiante en funcién de su capacidad

osmorregulatoria (Verschuren et al., 2000).

La observacién de que los valores extremos del gradiente de algiin factor pueden
alternarse para inducir una accién limitante para un organismo fue reportada por primera
vez por el ecologo norteamericano V. E. Shelford. Este autor establecid que para el
desarrollo de cada especie, cada uno de los factores ambientales relevantes debe variar
sobre un intervalo c')pltimo. Una poblacidn decrece si el gradiente de al menos uno de tales
factores ambientales se desvia de tal intervalo. Con la deficiencia del factor la poblacién
disminuye y al llegar a un nivel minimo del factor ambiental se tiene la ausencia de la
especie. De manera similar con el exceso del factor disminuye la poblacion y cuando se
alcanza un nivel maximo del factor ambiental se llega a la ausencia de la especie. El éxito

de una especie se determina en gran parte por el grado de desviacidn del intervalo éptimo
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para cada factor ambiental que influye sobre ella. Fuera de tal intervalo una especie tolera
las condiciones ambientales hasta un limite minimo de tolerancia para la deficiencia del
factor y a un limite méaximo de tolerancia para el exceso del mismo. Shelford llamo a este
principio la Ley de la Tolerancia y mencion6 que la Ley del Minimo es un caso especial de

esta ley. (Shelford, 1913).

Un ejemplo de la aplicacién de la Ley de la Tolerancia se tiene en la accién de la
concentracion de cobre sobre los moluscos: el cobre en concentraciones traza es esencial
para formar metaloproteinas en moluscos (Henry et al., 1975) pero en concentraciones
mayores es utilizado como molusquicida (Cheng y Sullivan, 1974). De acuerdo con la ley
de la tolerancia basta con que al menos un factor ambiental alcance el limite de tolerancia
para determinada especie para provocar la extincion de su poblacion. Por ejemplo en lagos
afectados por la lluvia acida se han observado reducciones en el numero de especies de
algas, rotiferos y crustaceos (Stenson et al., 1993) y también disminucién o extincion de
poblaciones de peces (Rask et al, 1995). Dentro de los intervalos de tolerancia, la
limitacidén puede deberse a uno o varios factores. Cuando la limitacién se debe a varios
factores puede haber diferente grado de importancia para la limitacién por cada factor; tal
es el caso de la poblacién de la microalga Oscillatoria agardhii en el lago Vechten en
Holanda: en diferentes periodos del afio el crecimiento se ve limitado por los minimos de
temperatura, nutrientes o luz cambiando la importancia de la limitacién del factor con la
estacién (Montealegre et al., 1995). Puede haber interaccion entre los efectos de los

factores debido a la ﬁsiologial de los organismos, por ejemplo para el fitoplancton la
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respuesta de la tasa de crecimiento a la temperatura varia de acuerdo a la salinidad (Eppley,

1972), y a las limitaciones por luz o por nutrientes (Arrigo y Sullivan, 1994).

Si en una gréafica se ilustra la respuesta de un organismo contra un determinado
factor ambiental por lo general se obtiene una curva acampanada, como por ejemplo la que
resulta de la respuesta de la tasa de crecimiento de microalgas con respecto a los cambios
en la temperatura (Eppley, 1972). Para la respuesta a dos factores ambientales se obtendra
un volumen en un espacio tridimensional, y con la adicidén de mas variables ambientales se
incrementarian las dimensiones con la adicion de un eje por cada variable. Basdndose en la
Ley de la tolerancia, Hutchison (1957) defini6 el nicho ecoldgico de un organismo como
un hipervolumen n-dimensional que encierra los completos intervalos de condiciones
ambientales bajo las cuales el organismo puede vivir y reproducirse exitosamente. Puede
considerarse que el ambiente permanece relativamente estable para los organismos si las
variaciones en los gradientes ambientales permanecen dentro de los intervalos dptimos para
cada especie en particular. Cuando uno o mas factores ambientales alcanzan valores tales
que caen fuera de los intervalos optimos de una especie, de acuerdo con la Ley de la
tolerancia los factores ambientales actuaran como limitantes para el crecimiento
poblacional en la medida de qué tan cercanos se encuentren a los limites de tolerancia para
dicha especie. De tal manera, los valores de los factores ambientales cercanos a los limites
de tolerancia se pueden concebir de un modo abstracto como los responsables
fundamentales de la dindmica de la poblacion. De la discusién anterior se desprende que

nuestra conceptualizacion para obtener la estructura del modelo considerard que cuando
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tratamos de describir el crecimiento poblacional en funcién de la variacion de factores
exogenos abidticos tendremos limitacién por cada factor ambiental que se desvie del
intervalo éptimo para la especie; esto es, se tendra limitacion al crecimiento ya sea que

dicha limitacion se deba al minimo o al maximo del gradiente ambiental.

Por otra parte, ademas de la limitacion del crecimiento por factores exdgenos
abiodticos, existe limitacion por factores enddgenos inherentes a la poblacion. Al respecto se
tienen efectos de inhibicidn de crecimiento debido al gradiente de densidad poblacional. Se
emplea el término densodependencia para referirse a todos los procesos que modifican el
crecimiento de una poblacidén en funcién del gradiente de su densidad. Tratindose de
valores minimos del gradiente, existen situaciones para las cuales la baja densidad
poblacional es desfavorable para la especie. En poblaciones animales con reproduccién
sexual, un numero reducido de individuos limitara el crecimiento de la poblacién al no
propiciar un nimero adecuado de encuentros, lo cual se traduce en una tasa reducida de
apareamientos (Alle, 1931). A la declinacién de la reproduccion per capita a bajos niveles
poblacionales se le conoce como el efecto de Alle. El efecto de Alle se ha reportado
ampliamente en la literatura en muchas poblaciones animales (se proporciona una revision
en Fouler y Baker, 1991). Por ejemplo, se propone el efecto de Alle como explicacion para
los bajos niveles poblacionales de la mosca Hexagenia bilineata en el rio Fox en Wisconsin
después de la disminucién de su poblacion en 1991 (Cochran y Kinziger, 1997). Tratandose
de invertebrados marinos, la lejania entre individuos que implica la baja densidad

poblacional limita la posibilidad de que el esperma alcance la vecindad de un huevo, por
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ejemplo esto se ha reportado como factor limitante para la reproduccidn en erizos (Pfister y
Bradbury, 1996) y abulones (Sheperd, 1986, Babcock y Keesing, 1999), pudiendo
contribuir al colapso de una poblacién sobreexplotada (Davis et al., 1996). En pesquerias
para referirse al efecto de Alle se utiliza el término depensacidn, introducido por Neave
(1953). La depensacion, al influir sobre el reclutamiento, puede disminuir las
probabilidades de supervivencia de un stock poblacional pequefio y llevarlo rapidamente a
la extincion (Routledge e Irvine, 1999). En afios recientes se ha discutido sobre la
existencia de la depensacion. Myers (1993) analizé datos de 105 poblaciones de peces
encontrando que sélo una mostrd efectos significativos de depensacion. Mas atin, Myers et
al. (1995) analizaron datos de 15 afios o mas de reclutamiento de 128 poblaciones de peces,
mostrando que solo en tres de ellas hubo evidencia significativa de depensacidon. Con base
en el andlisis de Myers et al. (1995), Myers et al. (1997) predijeron, en ausencia de
depensacion, la recuperacion del stock poblacional del bacalao nortefio Gadus morhua en la
costa de Labrador el cual, después del colapso de su pesqueria, ha estado en moratoria de
pesca comercial desde 1992. Sin embargo, la recuperacion prevista por Myers et al. (1997)
no ocurri6é (Shelton y Healey, 1999)..La depensacion es una posible explicacion para la
falta de recuperacion de dicha poblacion de bacalao nortefio (Shelton y Healey, 1999).
Shelton y Healey (1999) mostraron que la eleccion de la forma del modelo para
depensacion construido por Myers et al.(1995) exager6 el poder de deteccién de la
depensacion. En general, independientemente de la posibilidad de recuperacion de una

poblacion después de haber llegado a niveles minimos de densidad, la disminucién de una
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poblacién conlleva a la potencial pérdida de diversidad genética lo cual es invaluable

(Colaninno, 1996).

Los efectos de inhibicion del crecimiento debido a la baja densidad poblacional
implican que una mayor densidad favorecera a los individuos, teniéndose una respuesta
'positiva a la densodependencia. Por ejemplo, se ha reportado densodependencia positiva
para el erizo rojo Strongylocentrotus franciscanus, lo cual obedece tanto a la disminucion
del efecto de Alle sobre la tasa de fertilizacién como al agrupamiento de los individuos ya
que las espinas de los adultos protegen a los juveniles (Ebert et al., 1998). Cuando el
habitat es abierto es comun que las especies recurran al agrupamiento como respuesta al
riesgo de depredacion (Bertram, 1978; Hobson, 1978). En cambio los animales que ocupan
un habitat estructurado suelen dispersarse para reducir la capacidad de ser detectados y
atrapados por los depredadores (Sih, 1987, Lima y Dill, 1990). Un ejemplo de
comportamiento en habitat abierto o estructurado lo proporcionan los juveniles del pez
Pollachius virens, los cuales habitan junto a la costa. En marea baja tienen que distribuirse
sobre la arena y presentan agrupamientos para protegerse de la depredacion por aves,
mientras que en marea alta pueden distribuirse entre mantos de algas y se dispersan para

buscar refugio (Rangeley y Kramer, 1998).

Del estudio de poblaciones cerradas, en las cuales los individuos permanecen en su
sitio natal y no pueden recurrir a la migracién, proviene el concepto de regulacién del
tamafio de la poblaciéon por respuesta negativa a la densodependencia (por ejemplo

MacArtur et al, 1966, Cody 1968). En poblaciones cerradas en general la alta densidad
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poblacional es desfavorable ya que provoca escasez de alimento y deterioro ambiental lo
cual induce altas tasas de mortalidad. La respuesta negativa a la densodependencia v la
competencia intraespecifica estan ligadas tanto en poblaciones vegetales como animales
(Begon y Mortimer, 1986). La densodependencia negativa es comun en poblaciones de
parasitos (Kedy 1989) debido a la competencia intraespecifica por el consumo o control de
un recurso limitado (por ejemplo Tripet y Richner, 1999), o por respuesta
densodependiente de las defensas del huésped (por ejemplo Randolph, 1994). Se ha
encontrado que la mayoria de las poblaciones de peces demersales se regulan a través de la
densodependencia negativa durante los estadios juveniles (Myers y Cadigan, 1993). Por
ejemplo, Bjomstad et al. (1999) reportan que la supervivencia de los juveniles del bacalao
Gadus morhua frente a las costas noruegas es afectada por la alta densidad poblacional,
probablemente debido a la limitacion del alimento, a la competencia por el habitat y al
canibalismo. En general, el canibalismo y la competencia por el alimento son dos procesos
que producen mortalidad densodependiente y que parcialmente controlan el reclutamiento
de poblaciones de peces, ya sean marinos o dulceacuicolas (Cushing, 1988, Frank y
Leggett, 1994, Dong y De Angelis, 1998, Persson et al., 2000). El canibalismo es una
interaccion comun en comunidades ecoldgicas, y se conoce que se presenta en un amplio
margen de filos animales desde protozoarios hasta vertebrados (Polis, 1981, Elgar y Crespi,
1992); puede servir como un mecanismo que permita que las poblaciones puedan
sobrevivir por periodos de falta de alimento (Van den Bosch et al., 1988), aunque se
sugiere como una forma de competicion intraespecifica ya que los canibales se benefician

tanto al alimentarse de las victimas como al reducir la competencia por los recursos (Polis,
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1988). El canibalismo reduce el maximo nivel de reclutamiento, a altas densidades provoca
mortalidad por respuesta negativa a la densodependencia y acelera la mortalidad cuando
ocurre a bajas densidades (Dong y De Angelis, 1998). El comportamiento canibalistico es
entonces un proceso endogeno que intensifica la mortalidad a altas y bajas densidades y que

estd ligado a la competencia por el alimento.

En ecologia de poblaciones y comunidades se maneja el concepto de regulacién del
tamafio poblacional a través de la limitacion de los recursos y la competencia por los
mismos (Lack, 1954, Hairson et al., 1960). La limitacién por los recursos es una condicion
indispensable para que exista la competencia. Una poblacidn esta limitada por recursos si
un incremento en la disponibilidad de los recursos provoca un incremento en su tasa de
crecimiento. El principal recurso para la subsistencia de todo organismo consiste en la
fuente de energia exterior. Los organismos autotrofos obtienen esta energia por fotosintesis
o quimiosintesis, pudiendo entrar en competencia por el recurso de la energia como es el
caso de la competencia por la luz entre especies de fitoplancton (Huisman y Weissing,
1994, Huisman et al., 1999). Para los heterétrofos la energia proviene del alimento. La
cantidad de alimento disponible es una variable bidtica exdgena a la poblacidon, sin
embargo si dicha cantidad es limitada se comporta como un proceso que induce la
respuesta negativa a la densodependencia. En muchos experimentos se ha encontrado
crecimiento poblacional limitado por el alimento (Martin, 1987, Osemberg 1989, Boutin,
1990, Williamson et al., 1996, Merrimnan y Kirk, 2000)., La limitacién por alimento puede

hacerse evidente después de la eliminacién de una especie competidora, por ejemplo en



Panama después de la mortalidad masiva del erizo Diadema antillarum en 1983-1984 se
incrementaron las poblaciones de peces hervivoros, ya que estos peces se alimentaron de
las algas que dejaron de consumir los erizos (Robertson, 1991). En ocasiones se observan
variaciones en el tamafio poblacional después de variaciones en los factores ambientales
abioticos, sin embargo el origen del cambio en el numero de individuos puede deberse al
cambio en la disponibilidad de alimento y no al cambio del factor ambiental mismo. Por
ejemplo durante el evento El Nifio de 1982-1984 disminuyd la poblacion de la anchoveta
nortefia en el sur de California, esto probablemente no se debid al efecto del incremento de
la temperatura sobre la anchoveta sino a la reduccion en el nivel de zooplancton que le
sirve de presa (Fiedler et al/, 1986). Otra situacion de este tipo se presenta en los efectos de
los eventos El niflo sobre las poblaciones de roedores de las regiones semiaridas del oeste
de Sudamérica: los altos niveles de precipitacion pluvial incrementan las fuentes de
alimento lo cual provoca notables incrementos en las poblaciones de roedores hasta que se
alcanzan los limites impuestos por la respuesta negativa a la densodependencia para cada
poblacién (Lima et al., 1999). Tratandose de situaciones de estrés ambiental, la limitacion
de alimento puede disminuir los niveles de tolerancia de los individuos, por ejemplo se ha
encontrado que con limitacion de alimento el diptero Chironomus riparius se vuelve mas

sensible a la toxicidad del cadmio (Postma et al., 1994).



Otro proceso de mortalidad ligado a la densodependencia es la mortalidad por
depredacion. Por ejemplo, se ha encontrado densodependencia de la mortalidad por
depredacién en los juveniles del pez de arrecife Acanthochromis polyacanthus (Connell,
1998). La mortalidad por depredacidn, aunque se debe a un factor bidtico exodgeno a la
poblacidn, es también un proceso densodependiente ya que a medida que se incrementa la
poblacion de la presa se incrementa también la depredacidn debido al incremento de la
poblacién del predador. Un ejemplo de ello se tiene en los resultados de los experimentos
IRONEX II de fertilizacion en el océano. Estos se realizaron en respuesta a la hipdtesis de
limitacién por hierro para el fitoplancton (Martin, 1991). En estos experimentos se
fertilizaron en el océano éareas de 64 km® con la adicidn de solucién de sulfato de hierro.
Después de las fertilizaciones, inmediatamente se duplicaron las tasas de crecimiento del
fitoplancton, resultando un incremento de la concentracion de clorofila de 27 veces de su
valor original (Frost, 1996). El incremento del alimento provocd un incremento en las
poblaciones del zooplancton con lo cual se incremento el pastoreo, por lo que después de
una semana de la adicion final de hierro las poblaciones de fitoplancton llegaron hasta los
niveles que habia antes de la fertilizaciéon (Cooper et al, 1996). Por otra parte en
poblaciones animales la depredacion no sdlo puede alterar el numero actual de individuos,
también puede alterar el tamafio futuro de la poblacidn ya que a altas presiones de
depredacion las presas pueden evitar la reproduccion inmediata como un mecanismo

adaptativo para evadir a los predadores (Magnhagen, 1991, Kokko y Ruxton, 2000).
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De estas consideraciones sobre inhibicion del crecimiento poblacional en funcidn de
su gradiente de densidad se tiene que en general los valores extremos del gradiente podran
limitar su crecimiento. Valores minimos del gradiente afectaran a la poblacion debido al
efecto de Alle o al encontrarse la poblacién en desventaja frente a poblaciones mas
numerosas de especies que compitan por los mismos recursos. Valores maximos del
gradiente inhibiran el crecimiento poblacional a través de procesos de respuesta negativa a
la densodependencia y limitaciéon de recursos. Entonces, volviendo a la estructura que
deseamos para nuestro modelo tenemos que cuando intentemos describir el
comportamiento de una poblaciéon en funcién de procesos endogenos y de variables
exogenas bioticas seran determinantes los minimos de densidad que permitan el
mantenimiento de la poblacion y los maximos de densidad que puedan alcanzarse en

funcion de la disponibilidad de recursos.

De todo lo anterior expuesto sobre limitaciones al crecimiento de una poblacién
podemos resumir que el crecimiento poblacional estd limitado por los minimos y los
maximos de los procesos, ya sean de origen exdgeno o endogeno, que influyan sobre la
poblacion. De ello se deduce que todos los procesos que determinan la accidn vital de una
poblacion, se presentaran en intensidades que se rigen por los minimos o los maximos de
los factores que alimentan los procesos que determinan su crecimiento. Con base en esta
consideracion, se aprecia que para la elaboracion de un modelo de crecimiento para una
poblacion no es necesario tomar en cuenta todas las variables ambientales o demasiada

informacion biologica. El problema se reduce a una btisqueda de aquellos procesos claves



que rigen el comportamiento de la dinamica de la interaccion ecoldgica que nos interesa
estudiar, a fin de mantener el modelo con la mayor simplicidad posible sin perder
informacion relevante. Podemos entonces proseguir con el planteamiento del modelo de la

ecuacion (4), y definir los Q(V) y Q(M) de (5).
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CAPITULO II. UNA CARACTERIZACION DE LOS FACTORES LIMITANTES
PARA EL CRECIMIENTO DE UNA POBLACION

Para proponer una posible caracterizacion para Q(/N) (véase ecuacidon (2))
seguiremos el concepto de Polietaev (1971), e interpretaremos el forzamiento ambiental
F,,(¢t) en términos de la energia exterior que sirve como alimento. Su valor al tiempo ¢ se
denota por medio de E(¢). La energia — alimento E(¢) puede interpretarse como un factor

limitante. De hecho los periodos de escasez de alimento promueven la inanicidn induciendo
bajas tasas de natalidad. Supondremos que E(¢) se expresa en las mismas unidades que
x(t). Podremos entonces obtener la relacion de orden entre estas dos variables. Invocando
la ley del minimo (Polyetayev, op. cit.), supondremos que siempre que x(z) sea menor que
E(¢), habra suficiente energia disponible para que la poblacién aumente su biomasa a una
tasa proporcional a su tamafio x(¢). Si por el contrario la comparacion de x(¢) y E()
arroja x(¢#) mayor que E(¢), la energia estara limitando y la poblacion solo podra
incrementar su tamafio en una cantidad proporcional a E(¢). En este caso la intensidad de
N(x(t),t) es controlada por E(t). En estas situaciones E(¢) y x(t) son factores
limitantes por lo que los periodos de escasez de alimento o los bajos tamafios poblaciones
pueden inhibir las tasas de natalidad. La cooperacidon entre individuos necesaria para la
reproduccion podria concebirse como otra limitacidn al proceso de natalidad. De hecho los
efectos de Alle (Alle, 1931) podrian limitar el crecimiento de la poblacion. Estos se asocian

con densidades de poblacidn inferiores a un valor critico, lo cual inhibe el apareamiento. En

otros términos, si un organismo requiere de otros de su especie para reproducirse, las
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densidades bajas podrian hacer que el éxito reproductor dependiera de la probabilidad de
encuentro entre dos individuos (Alle, op. cit.). Para representar este proceso suponemos que
la limitacion por apareamiento para la tasa de nacimientos puede incorporarse suponiendo
que tal reproduccién es proporcional a la frecuencia de encuentros entre dos individuos
(Dennis, 1989). Segin Volterra (1926) esto puede considerarse como proporcional al

cuadrado del tamafio de la poblacién. Entonces podremos escoger A,, =3 vy:

@1 (x(2), E(¢)) = E(¢) (8)
O 2 (x(2), E(2)) = x(¢) 9)
® 3 (x(8), E(1)) =ox 2 (1), (10)

siendo o una constante positiva. El parametro a =1/a sera denominado como el umbral

de cooperacion intraespecifica. La cooperacion determinada por el numero de encuentros

entre individuos estaria controlando el proceso de natalidad en el caso x(f)<a.

Para proporcionar una caracterizaciéon para Q(M) nos referiremos a los trabajos de

Echavarria Heras y Goémez Alcaraz (1979a) y Echavarria Heras et al. (1994) y
consideraremos que a bajas densidades de poblacion la mortalidad se determina
principalmente por propiedades individuales. Podria entonces asumirse como proporcional
al tamafio de la poblacidn. Por el contrario, debido a la competencia intraespecifica, las
densidades por encima de una alta densidad critica promueven deterioro ambiental y el

incremento de las tasas de mortalidad (Nicholson, 1954). En tal caso puede suponerse que



la mortalidad depende del nimero de encuentros entre individuos. Suponemos nuevamente
que eso puede ser representado en términos del cuadrado de la poblacion. Por consiguiente

podremos escoger A,, =2 (Echavarria Heras y Gomez Alcaraz, 1979a) y Echavarria Heras

et al. (op. cit.)), con:
® 1 (x(8), E(£)) = x(¢) (11)
© 2 (X(0), E(1)) = Bx? (1) (12)

donde B es una constante positiva. En lo siguiente designaremos al parimetro 5 =1/
como el umbral de competencia intraespecifica. El dominio x(#) > & induce un control del

proceso de mortalidad dado por el numero de encuentros entre individuos.

Las ecuaciones (8) a (12) producen un total de seis formas particulares que

caracterizan f(x,t) sobre intervalos disjuntos contenidos en el dominio x(#)>0. Estos

modos de crecimiento particular seran denotados por medio del simbolo  fj,(iym(j)(x,?)

con1<i<3,1< <2,y formalmente definidos por:
fn(i)m(j)(xst)=”C‘)ni(x’t)_mmmj(xst) (13)

Siempre que un modo de crecimiento particular f,, (x,t) defina la ecuacion (4)
habra una solucién asociada x,,, (¢) que correspondera al segmento de la trayectoria
general x(#), el cual es valido sobre el dominio sostenido por f,, (x,f). Cada una de las

seis posibles formas para la ecuacion (13) es determinada por la relacion de orden entre los



parametros a, b,y las funciones E(t) y \/aE(t). Supongamos que E(¢) <a. Entonces

E(t) < |aE(t) <a, y siempre que \/aE(t) <x(t), N(x(t),t) sera controlada por E(t).

El numero de encuentros entre individuos determinara las dinamicas de V(x(¢),¢) siempre

que x(t) < aE(t). Por otro lado para a <E(t) tenemos a< \/aE(t) <E(t),y E@)
controlara la natalidad si E(¢) <x(¢). Para a < E(t) el nimero de encuentros entre
individuos controlara el proceso de la natalidad si x(¢) <a. El tamafio de la poblacion
determinara la dinamica del proceso de natalidad s6lo sobre el dominio a < x(¢) < E(¢) . La
transicion entre un régimen donde M (x(t),¢) se controla por el tamaiio de la poblacién y

otro donde es determinado por los encuentros entre los individuos se dara por la ecuacidon

x(t) = sz (#). Siempre que E(t) tome valores bajos el valor  aE(t) separara el espacio
fase en dos regiones diferentes. Una donde la descendencia esta limitada por la inanicion.
Una segunda bajo el dominio de los efectos de Alle. Ademas la proporcién ma/n sera

conocida como el umbral de densidad critica (Odum y Alle, 1954, Dennis, 1989). La

condicién x( < ma/n implicara la extincion de la poblacion.
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CAPITULO III. UN MODELO DE HETEROGENEIDAD FUNCIONAL DEFINIDO
POR UN UMBRAL DE ENERGIA- ALIMENTO E

En este trabajo nos concretamos al estudio del caso estacionario para la variacion de

E(t). Esto lleva a considerar el caso E(¢) = E siendo E una constante positiva. Los casos

de estudio muestran que es factible la identificacion empirica de E . De acuerdo al teorema
de Gauss-Markov (Walter y Pronzato, 1997) el promedio de una coleccidén de dimensiones

de E(t) provee el mejor candidato para la constante E. La consideracion del caso
estacionario para E(¢) nos permitird analizar las propiedades del MHF. Ademaés podria

considerarse que E representa el umbral para la fuente de energia exterma. Definird un
régimen donde la escasez de alimento serd el factor determinante que controlara la tasa de

natalidad. Esto ocurrird siempre que E < x(t), mientras que para x(¢)<E la energia —

alimento estara disponible para todos los individuos en la poblacion (Polyetayev, 1971). El

umbral E puede ser considerado como un valor medio para la funcion E(¢) tomado a

través de un largo periodo de tiempo. Por otra parte muchas situaciones experimentales
proporcionan ejemplos donde la energia — alimento se mantiene a un nivel constante. Una
descripcidn detallada de las propiedades de la forma resultante para el MHF se proporciona
a continuacion. Se describiran configuraciones del espacio fase, los modos de crecimiento
asociados, las condiciones paramétricas que dan lugar a estos ordenamientos, la existencia
y singularidad de soluciones y el analisis cualitativo del comportamiento de las trayectorias.
El juego completo de condiciones paramétricas que sostienen este ultimo andlisis se

encuentra en el apéndice.



Considérese al modelo de las ecuaciones (4) — (13) para el caso donde E(¢t)=E .
En la Tabla I se presentan los modos de crecimiento f,,, (x,f) y los segmentos de
trayectorias x,,, (t) asociados y determinados por la ecuacidon x,,, (f) = f,,, (x,1).
Denotaremos por medio de ®(pj..pg), 1<s<4 el juego completo de parametros,
definiendo Q(N) y Q(M). Las desigualdades que dan N(x(2),t) y M(x(2),t)
determinan un juego de relaciones de orden para los parametros en ® . Consideraremos la
k—ésima relacion de orden y denotémosla por medio de Oy (p1j»--Pgk) siendo py para
1<i<q y 1<¢g<4, lai-ésima seleccion de un parametro en ® que se ha incluido en
Oy . Por otra parte un ordenamiento particular @, induce una particion del dominio

x(t) 2 0 dentro de regiones disjuntas en la forma:

R (O)= {x(tlplk SJ'f(t)<1’1+1,k} (14)

para 0<I/<g<s con Ry(O,)=[0,p1x) v Rq (Op) = [Py ,o). La Tabla II presenta la
serie de ordenamientos [I(Oy)=U;R;(O)), los cuales definen las posibles
configuraciones del espacio fase. Una region particular R; (O ) es el dominio de un modo
de crecimiento asociado f,,, (x,#) con su correspondiente segmento de trayectoria
X, (2). La Tabla Il incluye las secuencias de segmentos de trayectorias x,,, (f) para cada
representacion de la relacion [[(Oy ). La figura 1 proporciona ejemplos de configuraciones

del espacio fase asociados a relaciones de orden paramétricas. A partir del valor inicial x



y a medida que ¢ tiende a infinito, una trayectoria para el FDM estard dada por una

sucesion caracteristica de segmentos x,, (). Ejemplos tipicos de estos arreglos se

muestran en las figuras 1b), 1d).

Concerniendo a la existencia y unicidad de soluciones notamos que N(x(t),¢) y

M (x(t),t) son continuas en R?. Entonces entre las fronteras de las regiones adyacentes
R,(®,) tenemos transiciones continuas entre los diferentes modos de crecimiento
Sum (x,t). Considere una clasificacion particular @y . La condicién inicial x
necesariamente pertenecera a uno de los intervalos en [[(O)) que se supone esté ligado a
R;(Oy) . Subsecuentemente N(x,t), M(x,t) y sus derivadas parciales con respecto a x
son continuos en el interior de R; (O, ) x R, entonces sobre este dominio particular hay una

unica trayectoria que satisface la condicidn inicial dada (Sanchez, 1968). Sin pérdida de

generalidad suponemos también que la trayectoria estd aumentando y que R;(O) no

contiene una solucion de equilibrio (vea figura 1 b)). Entonces las propiedades de

continuidad invocadas implicarian la existencia de un punto #; para el cual tendriamos
x(;) = P41, - Esto definird una condicién inicial para el modo de crecimiento asociado a
la region Ry,1(Oy). Ahora las propiedades de continuidad mencionadas también seran
validas al interior de R;,1(Oy)x R. Consecuentemente hay una tnica trayectoria que no
sdlo satisface la condicion inicial x(0) = x sino que también se acerca a una solucion de

equilibrio en R;.1(Oy), o de la misma manera, cruzara la frontera superior de esa region a
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cierto tiempo #;,y para lo cual debemos tener x(z;,;)= p;42 4 (véase figura 1 b)). El

argumento se repite de nuevo, y consecuentemente existe una unica solucién al modo de

MHEF considerado que satisface la condicion inicial x(0) = x.

Dependiendo de la relacion de orden @ considerada son posibles los equilibrios

estables o inestables. La solucion también podria acercarse a cero de manera asintdtica en
los casos con dindmica de extincion. Generalmente el comportamiento cualitativo de las

trayectorias es determinado por Oy, la relacion de orden entre n y m , y otras condiciones

concomitantes satisfechas por las soluciones de equilibrio. Estas condiciones estan
asociadas al equilibrio estable o inestable, asi como a la dinamica de extincién. El apéndice
contiene 82 condiciones paramétricas etiquetadas, las cuales determinan todos los posibles
comportamientos de las trayectorias. El elemento puesto entre paréntesis en cada etiqueta
(ai), (bi), (ci) o (di), 1<i<4, liga la condicion paramétrica a una de cuatro posibles
configuraciones del espacio fase. Estas configuraciones se muestran en la figura 2. A

continuacion se proporciona una descripcion general de estos casos.

La figura 2 a) muestra la configuracién del espacio fase definida por las condiciones

paramétricas con un elemento entre paréntesis en la forma (ai) para 1<i<3. Todas las

trayectorias con x( mayor que la densidad critica ma/n se aproximardn a un punto de

equilibrio estable. Para el caso donde el equilibrio estable corresponde al modo de

crecimiento fi(1ym(1)(%,¢) (véase Tabla I) asociamos el elemento (al). Emplearemos (a2)

para identificar el caso donde la solucion de equilibrio estable se asocia al modo de
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crecimiento fy(1)m(2)(%,¢) . Finalmente la etiqueta (a3) identificara la situacion donde la
solucion de equilibrio corresponde al modo de crecimiento  fy,(2)m(2)(X,?). Para esta

configuracion la densidad critica ma/n correspondiente a la solucién de equilibrio para el

modo de crecimiento  f,(3)m(1)(X,?), representa un umbral de extincion. Todas las

trayectorias con ma/n < xg se acercan a la solucién de equilibrio mientras la condicion

xo < maj/n determina la extincion para todas las relaciones de orden Oy .

La figura 2 b) ilustra una configuracidn de espacio fase para la cual asociamos los

elementos entre paréntesis (bl) o (b2) i=1,2 en las etiquetas del apéndice. Esta
configuraciéon separa el espacio fase en tres regiones adyacentes. Un dominio

ma/n < xg < p con trayectorias que permanecen en xg . La frontera superior p representa

un equilibrio inestable. La frontera inferior del dominio referido se define por la densidad

critica ma/n. Esta define un régimen de extincion. Para el caso donde tenemos la
coexistencia de la condicion n=m y el modo de crecimiento fy(2)m(1)(X?) asoclamos

el indicador (bl). La entrada (b2) es similarmente asociada a la coexistencia de la

condicion nb =ma y el modo de crecimiento f,(3ym(2)(X>1)-

La figura 2 c) muestra una configuracion del espacio fase identificada por las

etiquetas del apéndice con el elemento (¢). La razon ma/n representa un punto de

equilibrio inestable. Las trayectorias se aproximan de manera asintdtica a ma/n por arriba.



Las trayectorias para la dindmica de extincidn ocurren siempre que X €s menor que

ma/n .

La figura 2 d) ilustra un caso de dindmica de extincién pura. Todas las etiquetas del

apéndice con un elemento (di) i=1,....4 identifican este comportamiento. Este ocurre
siempre que n <m , una condicion etiquetada con el elemento entre paréntesis (d1). Una
segunda condicién de extincién toma lugar siempre que b < ma/n . Esto es etiquetado por
medio del indicador (d2). Un tercer caso tendra lugar cuando JaE <ma/n. Para esta
situacion asociamos la entrada (d3). El parametro JaE representa un umbral de inanicidn,

los tamafios poblacionales por debajo de JaE determinarén la extincién. Finalmente

puede tenérse la ocurrencia simultdnea de las condiciones (d2) y (d3) para llevar la

poblacion a la extincion. Esta situacidn es identificada por el campo (d4).
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Tabla I. Modos de crecimiento fy,jym(j)(X,¢), segmentos de trayectoria asociados

X u(iym(j) (#) ¥ soluciones de equilibrio para el MHF en el caso E(¢) = E .

Modo de crecimiento Segmento de trayectoria asoctado Soluciéon
de
Fum(x50): X (1) equilibrio
Suym() (1) = nE — mx(t) x(t) = xge ™ + E(1 —e™™ ) L]
m m
: J —ZixflllﬂbE
~nmbE +-nmbECe
x(1) = (nEb
m) 7 —Ziw’rn_mb_E -
fll(l)lﬂ(Z) (x’t) = IIE - (;J’Y (t) m-m Ce m
C= xom —[nmbE
xXom+ «/nmbE
Fu@ym(1y (e, 0) = (= m )x(r) x(t) = xgelm¥
m) 2 HEY = " b
Fu2ym(2) (X>1) = nx(?) —(;Jx () m-— (m - ﬂje'"t i
Xg
x(t) = s ma
n )= -
f,,(3)m(1) (x,1) =;x2(t)—mx(t) . _(" _ ﬂjemt n
Xg
X0
2 x(e) = n o m
Su@m@) (50 =| === 7 (0) 1-xg (—- - »;jt
a




Tabla II. Relaciones de orden entre los parametros basicos a, b, E y \/E,
configuraciones asociadas del espacio fase [[(0, ) y las correspondientes secuencias de

segmentos de trayectoria X,(;)m(j)(¢#) para la forma expuesta del MHF. En los casos

donde se tiene una dinamica de extincién el orden de los segmentos de trayectoria es a la
inversa iniciando desde el que esta asociado a la condicién inicial xg (para detalles véase

el apéndice).

Relacion de orden Configuracién [[(Oy) Secuencia de segmentos de
trayectoria
= = Xn(3)m t)> Xu(2)m £)s Xn(2)m t)
0, (e, aE, ,5) 0<a< aE <E<h<w | O 06> Xu@m)6)> Xa@m())

X (1))> Xu(@)m(2)(0)-

Xa@3m@) 6> Xa@m@)O) Xu@m(0)0)>

Xu()m(2)(0)-

Xu(@3)m0)©)> Xu@m@)E)> *u@m())>

Xa(@m(2))s *u@)m(2)(0)-

Xu@m)O)s u@m1))> Xu@2)m(2)(0)>

Xu(1)m(2)(2)-

X (3m)0)r @) O @ (2)0)>

Xu@m(2))> Xu()m(2)@)-

Xu@Bm@)6) )0 u@m(2)E)s

xn(l)m(Z)(t )-

u(3m@)O)s u@m (@) Xu@2m(2)(E)>

Xu(@2m(2)()> Xn(1)m(2)(0)-

Ogla=aE =E,b) | 0<a=VaE =E <b<o | xu@)n)0)s %0 *an@)0)-
b) | 0<a=VaE=E=b<w | x3)m()): xa()m(2)0)-

Opolbsa=~aE =E) | 0<b<a=aE=E <o | %3m0 xu@m@®): *u@m@)0)-

Oz(a,Ja—I::,Ezb) 0<a<~aE<E=b<w

O:;(a,\/_a*E-,b,E) 0<a<~aE <b<E <

04(a,JEE=b,E) 0<a<~aE=b<E<w

Os(a,b,\/E,E) 0<a<b<-JaE <E<w

06(b=a,Jaf,E) 0<b=a<+JaE <E <

07(b,a,\/‘a_E-,E) 0<b<a<-JaE <E <o




Tabla II (continuacidn). Relaciones de orden entre los parametros basicos a, b, E vy
NJaE , configuraciones asociadas del espacio fase [[(Op) y las correspondientes

secuencias de segmentos de trayectoria X,,(;y,,(j)(f) para la forma expuesta del MHF. En

los casos donde se tiene una dindmica de extincion el orden de los segmentos de trayectoria
es a la inversa iniciando desde el que esta asociado a la condicion inicial x( (para detalles

véase el apéndice).

Relacion de orden Configuracion [1(Oy) Secuencia de segmentos de
trayectoria

O (E,JaE,a,b) | 0<E<\aE <a<b<w

Olz(E \/E b =a) 0<E <\/E<a =% 20 Xu(3)m(1 (t ’ xn(3)m(])(t)’ xn(l)m(l)(t)’

013 (E \/E b a) 0<E <\/E<b DI o xn(J)m(l)(t ? xn(3)m(l)(t)’ xn(l)m(l)(t)’
(

Xn(1)m 2)(t ’ xn(l)m(Z)(t)‘
014 (E b= \/E a) 0<E< \/E A een s Vn(3)m(1)(t ’ xn(3)m(1)(t)’ xn(l)m(2)(t)’
Y:n(l)m(Z)(t d

Oy5(E,b,/aE,a) | 0<E<b<aE <a<w
Xn()m(2 (t > xn(l)m(Z)(t)'

)
)
016(b=E,ﬁ,a) 0<E:b<\/E<a<oo xn(3)m(])
)
)

(t ’ xn(3)m(2)(t)’ xn(l)m(Z)(t)’

xn(J)m(l (t ’ xn(3)m(2)(t)’ xn(3)m(2)(t)’

017(b,E,JE,a) 0<b<E<+aE <a<w
(1 (2))> Xn(1)m(2)(6)-

)
)
)
)
)
)
) u@m(1)©) Xu(3)m(2)(6)>
)
)
)
)
)
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Figura 1. Configuraciones del espacio fase II(Oy) para los 6rdenes paramétricos O (en
a)) y Q7 (en c)). También se muestran las regiones involucradas R; (O ) con sus
correspondientes modos de crecimiento f,,, (x,?). Se ejemplifican las trayectorias

para las condiciones paramétricas A3(a5) (en b)) y G13(d2) (en d)). Estas
ilustraciones muestran la secuencia de los segmentos de trayectoria, los cuales
conforman una trayectoria completa x(¢) para ¢ >0. La trayectoria mostrada en b)

cambia sus modos de crecimiento a los tiempos¢; i =1, 2, 3.



Tamaiio poblacional x(t}
Tamafio poblacional (1}

Tiempo Tiempo

d)

Tamaio poblacional x(t}
Tamano poblacional x(t)

Tiempo Tiempo

Figura 2. Comportamientos de las trayectorias como lo determinan las condiciones
paramétricas para el MHF en el caso E(z) = E. a) Tendencia hacia un punto de

equilibrio estable, con un umbral de extincidn para bajas densidades. b) Existencia
de un intervalo de estabilidad neutral p < xy <ma/n, donde las trayectorias

permanecen en el tamaiio inicial de la poblacién xj. La extincion ocurre cuando
x( esta situada por debajo de la frontera inferior de tal intervalo. c¢) Tendencia

hacia un punto de equilibrio inestable. Tamafios poblacionales por debajo de ese
punto determinan la extincidén. d) Dominio de extincion total cuando la poblacidon
es llevada a la extincion para cualquier valor inicial de tamafio poblacional.
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CAPITULO IV. CASOS DE ESTUDIO

Para el primer ejemplo se usaron datos del trabajo de Gause (1934), tomados de
Krebs (1994). Gause estudio el crecimiento de poblaciones de Paramecium aurelia. Los
datos corresponden a una de sus poblaciones experimentales. Al inicio del experimento se
colocaron 20 paramecios en un tubo con 5 cc de solucion salina. Cada dia se agregd una
cantidad constante de bacterias para que sirvieran de alimento, las cuales no podian
multiplicarse en la solucion salina. El cultivo se incub6 a 20°C por 16 dias, y cada dos dias

se lavo con solucion salina para remover los productos de desecho. El ajuste del MHF, con

r? = 0.99, se muestra en la figura 3. Los datos se expresaron en: No. Paramecium / 0.5 cc.

La escala de tiempo estd en dias. La relacién de orden paramétrica obtenida fue
X9 <a<-aE <E<b, con m<n. Se tiene una secuencia de modos de crecimiento

O, (a,«/aE.,E,b) (Tabla ). El comportamiento de las trayectorias es de acuerdo a la

condicion Al(a2) (véase el apéndice). El crecimiento de la poblacién inici6 en la region

Ry(0;)=[0,a) con limitaciéon por baja densidad poblacional siguiendo el modo de
crecimiento  fy,(3ym(1)(x,t), pero por encima de la densidad critica ma/n, por lo que el
tamafio de la poblacién se incrementd. Para el dia 2 el crecimiento de la poblacion fue
ilimitado en la region Ry (O)) =[a, \/sz) y de acuerdo al f,2ym(1)(x,¢). Por la mitad del
dia 2 se alcanzé el umbral ~aE y x(t) entrd6 en la region de crecimiento

R2(01)=[\/E,E). Sin embargo esto no implicé una transiciéon en el modo de

crecimiento (Tabla I). La limitaciéon por energia se alcanzo al dia 3 teniéndose el
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crecimiento de la poblaciéon en la region R3(O;)=[E,b) y de acuerdo al modo
SFnym(1)(x,?). Por el fin del dia 4 el crecimiento de la poblacion alcanzo el umbral b y el
crecimiento comenzo a ser limitado por la mortalidad densodependiente en la region del
espacio fase Ry(O))=[b,0) asociada al modo de crecimiento fy,(1ym(2)(¥>t). La

(nEb)/ m

solucion de equilibrio en esta region en el valor de fue practicamente

alcanzada por el fin del dia 14. El ajuste muestra que el control del crecimiento fue
principalmente debido al factor energia (alimento), con limitacién por mortalidad

densodependiente.

500

3

Densidad de poblacion (no. Paramecium / 0.5cm’™ )

400 |

300

200

100 |

o

Tiempo (dias)

Figura 3. Ajuste del MHF a datos tomados de Gause (1934) del crecimiento de una
poblacion experimental de Paramecium aurelia.



Un segundo ejemplo se baso en el estudio de Annstrong (1964). El mantuvo en
recipientes poblaciones asexuales de la planaria Dugdesia tigrina. Cada recipiente contenia
120 cc de agua y fueron mantenidos a una temperatura de aproximadamente 25°C por 102
dias. Cada dos dias se proporciond a cada poblacion una cantidad constante de alimento, al
terminar los periodos de alimentacion se limpiaron los recipientes y se contabilizaron los
organismos. Cada poblacién inicié con 35 gusanos planos. La reproduccién fue sélo por
fisidn transversal, consistiendo en la division del organismo para producir una cola que
posteriormente se desarrolla hasta convertirse en un nuevo individuo. Para los censos se
consideraron colas a todos los organismos productos de fision reciente que ain no tenian
suficiente desarrollo como para alimentarse. En el experimento se agregaron colas a las
poblaciones para incrementar artificialmente la eficiencia de reproduccion. Debido a que
este método representa una adicién exodgena de biomasa, para ajustar el MHF se utilizaron
datos de la poblacion control denominada 1-0 a la cual no se le agregaron colas. El ajuste a

los datos expresados en niimero de gusanos capaces de alimentarse, con el cual se obtuvo
r? =0.98, se muestra en la figura 4. El tiempo estd en dias. La relacion parameétrica

obtenida fue a<+aE <xy=b<E con m<n. Entonces tenemos un modelo tipo

Os(a,~aE,b,E) (Tabla II). El comportamiento de la trayectoria fue de acuerdo a la

condiciéon Cl1(a2) (véase el apéndice). En este ejemplo, el crecimiento de la poblacién

inicié en la region R3(03)=[b,E) donde el control se mantiene por la mortalidad

densodependiente y la dindmica esta dada por el modo  f,,(2)m(2)(,?) . La limitacién de la

natalidad por el factor energia fue alcanzada al dia 64 cuando x(¢) entrd en la region



R4(03) =[E,»), donde la dinamica permanece bajo el control del modo Fuym(2) (1) .

El experimento finalizé antes que el tamafio de la poblacidn se estabilizara en el valor de
equilibrio asociado de \/(llEb)_/-_l;l . La mortalidad natural durante el periodo de estudio se

debid al canibalismo de colas. El canibalismo puede ser considerado como una forma de
mortalidad densodependiente inducida por una alta competencia intraespecifica. Esto es

explicado por el valor de b, comparable al valor de xg (Tabla III). El autor conjeturd

acerca de la escasez de alimento para la poblacion cuando ésta alcanzé niveles cercanos al
equilibrio. De hecho el MHF identifica un umbral de energia E muy similar al nivel de
equilibrio. Como una conclusién la regulacion de la poblacién pudo deberse principalmente
a la mortalidad densodependiente con poca limitaciéon por alimento. La reproduccion
asexual resta importancia a la cooperacién intraespecifica. Esto se corrobora por el bajo

valor de umbral ma/n , el cual arroja un valor coherente de medio gusano.

Los datos para el siguiente ejemplo se tomaron del estudio de Huisman (1999) y
corresponden al crecimiento de poblaciones experimentales del alga verde unicelular
Chlorella vulgaris. Las poblaciones crecieron en cultivos continuos. Se incubaron por 20
dias a 20°C, y se proveyeron con abundancia de nutrientes y una fuente suficiente de CO,.
La limitacion al crecimiento se debid entonces exclusivamente a la energia luminosa

incidente. Se seleccionaron los datos de la poblacidén designada como G. El ajuste

resultante, con r? = 0.99, se muestra en la figura 5.
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Figura 4. Ajuste del MHF a datos tomados de Armstrong (1964) del crecimiento de una
poblacion experimental de la planaria Dugesia tigrina.

La forma de la relacion paramétrica obtenida fue a < x <~aE <E<b, con

m < n . La secuencia de modos de crecimiento correspondid entonces a O (a,\/ﬁ_, E,b)
(Tabla II). El comportamiento de la trayectoria estuvo de acuerdo a la condicién A3(al)

(véase el apéndice). Debido a que x estuvo colocada fuera de la region asociada a

Fn@)m@)(x,1), no se tuvieron efectos de limitacion por baja densidad. Ademaés la
poblacidn inicid en la region R, (Ol)=[«/;lE'I,E) siguiendo el modo fy,(2)m(1)(x,?) para

la dindmica controlada solamente por el tamafio de la poblacion.



Tabla III. Parametros obtenidos, desviaciones estdndar y coeficientes de determinacidn
para el ajuste de la forma considerada del MHF a los casos de estudio considerados. Los
nimeros superiores corresponden a los parametros ajustados y los nimeros inferiores a sus
desviaciones estandar. La tltima columna corresponde a los coeficientes de determinacion.

Parametros ajustados. 2
Casos de estudio. r
X0 n m E a b
8.209 1.330 0.1320 85.14 25.94 235.2
Gause, 1934. 0.99

0.6469 0.0481 0.0192 3.391 2.955 31.21

34.78 | 0.03468 0.01555 71.09 1.774 36.48
Armstrong, 1964. 0.98
0.3598 0.0006 0.0014 | 0.2997 3.824 3.723

0.3188 1.050 0.3200 5.170 | 0.2726 138.2
Huisman, 1999. 0.99
0.0596 0.0455 0.0085 0.2501 | 0.0783 14.23

9.347 0.2225 0.03577 1028 16.23 52.84
Pearl, 1927. 0.99

0.4804 0.0080 0.0059 82.15 2937 6.910

148.7 0.5189 0.06090 2349 697.6 1432
Davidson, 1938. 0.83

3.716 0.0519 0.0063 21.84 | 47.88 22.62

Southwick, 1955. 168.3 | 0.01561 | 0.005165 2559 465.3 1105

Poblacion C 052

10.84 0.0004 0.0006 53.84 56.91 130

Southwick, 1955 154.4 | 0.02742 | 0.004524 2569 861.3 5503

Poblacion D G99

9.82 0.0012 0.0005 76.64 42.04 49.59

2154 0.1151 0.02407 382.5 134.8 24.20
Lidicker, 1966. 0.95
0.3946 0.0059 0.0012 181.2 2,776 1.924

Hughes y Tafner, 1902 | 04483 | 02489 | 5745 | 393.1 | 2145

2000. 0.91
5581 | 0.0598 00194 | 3321 | 2010 | 35.66
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Figura 5. Ajuste del MHF a datos sobre el crecimiento de una poblacion experimental del
alga verde unicelular Chlorella vulgaris (Huisman, 1999).

La limitacion por energia para la natalidad en la region R3(O;)=[E,b) y una
dinamica dada por f,1)m(1)(%,?) fue alcanzada al fin del dia 3. El valor del equilibrio en

nE/m se logr6 practicamente al final del dia 18, con regulacion debida al factor energia y

mortalidad dominada por propiedades individuales. Para este organismo fotosintético, la
sintesis de biomasa requiere una combinacién de factores como luz, CO; y nutrientes. El
umbral E podria definirse ciertamente como la biomasa minima equivalente de cualquiera
de estos factores limitantes. Debido a que en este caso hubo suficientes CO, y nutrientes, el

umbral E puede ser interpretado como un nivel de luz. De hecho el ajuste del MHF indico
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que la limitacidn al crecimiento solamente fue debida al factor energia. Esto corroboro la
suposiciéon de Huisman (op. cit.) que el crecimiento de la poblacién estuvo limitado

exclusivamente por la luz incidente.

Consideraremos ahora el ajuste del MHF a datos de Pearl (1927), tomados de Krebs
(1994). Peral mantuvo poblaciones de la mosca de la fruta Drosophila melanogaster en
botellas con levadura como alimento. A los datos resultantes Pearl ajustd el modelo
logistico. Este ajuste fue criticado por Sang (1950) argumentando que la levadura usada
como alimento no permanecid constante sino que fue en si misma una poblacion creciente.
Ademas la composicion de la levadura vari6 con la edad del cultivo. Se aplicé el MHF

considerando que la constante E representa un umbral que define un régimen de
dominancia del proceso de natalidad por el factor energia. El ajuste, con r? =0.99, se
muestra en la figura 6. Los datos estan expresados en numero de moscas adultas. El tiempo

esta en dias. La relacion paramétrica obtenida fue xy <a<b<~+aE <E con m <n, por

lo que se tiene una secuencia de modos de crecimiento Os (a,b,«@ ,E) (Tabla II). El

comportamiento de la trayectoria estuvo determinado por la condicidén etiquetada como
E3(a3) (véase el apéndice). El crecimiento de la poblacidn inicid en la regién

Ry(Os5)=[0,a) con natalidad bajo limitacién por baja densidad y siguiendo el modo
Fu3ym)(x,1) . Dado que xg fue mayor que el umbral de densidad critica maj/n, el

tamafio de la poblacidn se incrementd. Este modo cambid por la mitad del dia 4. Entonces

el crecimiento paso a ser geométrico dentro de la region Ry (Os) = [a,b) donde sostiene el
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modo fy(2)m(1)(x,¢) . Por la mitad del dia 10 el tamaiio de la poblacion alcanzo la region
Ry ((95)=[b,\s’E), donde las condiciones para la dominancia de f,2)m(2) () son

validas con mortalidad densodependiente. El valor ~/aE fue rebasado al dia 16 y x(z)
entro en la region R3(Os) = [\’E, E). Sin embargo esto no represento una transicion para

el modo de crecimiento (Tabla II). El experimento finalizo antes de que el tamaiio de la

poblacion se estabilizara en esta region en el valor nb/m . El ajuste mostrd que la

poblacién fue regulada exclusivamente por la mortalidad densodependiente. En
contraposicion a Sang (op. cit.) el ajuste del MHF muestra que la energia no fue un factor
decisivo por lo que se puede concluir que las fluctuaciones en la energia — alimento no
tuvieron una influencia determinante en la dindmica mostrada por la poblacion. Ademas los
bajos valores de @ y b muestran que el crecimiento ocurrié principalmente en las regiones

correspondientes al modo  f2)m(2)(X>?), similar al modelo logistico. De hecho para
Su@)ym(2)(x,1), €l pardmetro n es equivalente a r y el equilibrio nb/m es empiricamente

equivalente a K . El ajuste original de Pearl (op. cit.) identifica un valor de 341.6 para el
equilibrio asintdtico K . Si se aplica el mismo método de regresion utilizado para ajustar el
MHF al ajuste del modelo logistico a los datos considerados, se obtiene K =330,
xp =6.187 y r =0.219. Quiza la diferencia en el K se deba a ruido agregado a los datos
obtenidos de la grafica en Krebs (op. cit.). En todo caso el valor obtenido de K es similar

al valor asintotico provisto por el ajuste del MHF. No obstante en este ajuste la energia no

determina tal equilibrio.
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Figura 6. Ajuste del MHF a datos de Pearl (1927) sobre el crecimiento de una poblacién
experimental de la mosca de la fruta Drosophila melanogaster.

La aplicacién del MHF sostiene la suposicién que en el experimento de Pearl la
energia — alimento no provee un criterio para definir una capacidad de carga. Ademas el
nivel de equilibrio es expresado como una funcion de los parametros de escala m, n y el

umbral b .

El siguiente ejemplo trata sobre datos de una poblacion que crecid en el medio
natural. Se consideré el crecimiento de una poblacidén de ovejas introducida en Tasmania.
Los datos provienen de Davidson (1938) y fueron tomados de Odum (1971), y representan
los promedios del numero de individuos para periodos de cinco afios. El registro

comprendi6 un total de 120 afios. El primer promedio correspondié a los afios 1814-1819,



se tomo 1819 como el afio cero. El ajuste al MHF, con r? = 0.83, se muestra en la figura 7.

La relacion paramétrica obtenida fue en la forma x¢ < E <+/aE <a<b,con m<n yuna

secuencia de modos de crecimiento OII(E,\/QIE'_,a,b) (Tabla II). La trayectoria siguié un

comportamiento determinado por la condicién K1(a2) (véase el apéndice).
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Figura 7. Ajuste del MHF a datos de Davidson (1938) del crecimiento de una poblacién de
ovejas introducida a la isla de Tasmania.

El ajuste mostrd que el crecimiento de la poblacién fue lento al inicio. Esto podria
ser una indicacion que la reproduccién fue limitada por el bajo niimero de individuos.

Entonces el crecimiento siguié el modo f,,(3)m(1)(x,t) en laregién Ry(Oqy) =[0, E). El
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tamario de la poblacidn cruzé el umbral E al inicio del afio 6 (1825). El crecimiento de la

poblacién paso a la region Ry(@y;), y cambi6 de la limitacién por baja densidad a la

limitacion por la energia externa hasta que x(¢) alcanzoé el valor JaE . Esto ocurrié al fin
del afo 9 (1828). El crecimiento bajo limitaciéon solo por alimento en la regién

R, (Oll)z[\/;zf_,a), y de acuerdo al Fuym) (x,2), fue mantenido aun después que

x(t) cruzé a en la frontera inferior de la regién R3(Oy;) =[a,b), y continud hasta que la

dindmica alcanzo el umbral de limitacidén por mortalidad densodependiente b por el afio 26

(1845). Después el crecimiento de la poblacidn continud en la region Ry(Oyq) =[b,). El

equilibrio /nEb/m alcanzado por el afio 50 (1869) fue alcanzado de acuerdo a la dindmica

con limitacion debida de manera simultdnea por el factor energia y la mortalidad

densodependiente, dominada por el modo f;1ym(2) (1) .

El siguiente ejemplo se basé en datos tomados de Southwick (1955). Corresponde
al crecimiento de poblaciones experimentales del raton casero Mus musculus. Su estudio se
realizd para investigar el efecto de la distribucion espacial del habitat sobre el
comportamiento de las poblaciones. Se estabilizaron sei’g= poblaciones experimentales, cada
una en un contenedor de 6 pies de ancho y 25 pies de largo. Cada contenedor tenia agua y
alimento, y cajas y material para anidacién. En tres contenedores (designados como A, Cy
E) las cajas para nidos fueron colocadas juntas en un extremo, y el agua y el alimento se
colocaron cada uno en un solo contenedor grande en el extremo opuesto. En los otros

contenedores (B, D y F) las cajas para nidos se dispersaron ampliamente alrededor de los
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dos lados largos de los contenedores, y el agua y el alimento se colocaron en 24 tazones al
centro del contenedor. El disefio experimental tuvo la finalidad de incrementar la
competencia por agua y alimento vy por los lugares para anidacién en las poblaciones A, Cy
E. Las poblaciones iniciaron cada una con cuatro pares de ratones el 22 de noviembre de
1950. Las poblaciones se alimentaron a intervalos de dos, tres o cuatro dias. El experimento
finalizé el 17 de noviembre de 1952. En algunas poblaciones se tuvieron problemas debido
a muertes accidentales, infestaciones, y la posible presencia de genes letales recesivos. Sin
embargo para las poblaciones con mayores tamafios los resultados fueron similares. El
autor concluyé que no hubo efectos notables debido a concentrar las facilidades de
anidacion y alimentacion comparados con las facilidades dispersas. Se ajusto el MHF a los
datos de las poblaciones C y D, estos ajustes se muestras en las figuras § a) y 8 b),
respectivamente. Como el alimento se incrementd con el tamafo de la poblacion, el valor
de E puede ser interpretado en este caso como un umbral de energia, el cual define un

régimen de escasez de alimento. Los datos se expresaron en biomasa en gramos. El tiempo
se expreso en dias. Para la poblacion designada como C, el ajuste con r? =0.99 produce
una relacion de orden paramétrica xg <a <\/E <b< E con m <n y una secuencia de
modos de crecimiento O (a,b,—‘,/E,E ) (Tabla II). El comportamiento de la trayectoria
siguié la condicion El1(a2) (véase el apéndice). El crecimiento inicidé en la region
Ry (O5)=[0,a), de acuerdo a Sn3ymy(x,1). Yaque xq se encontré cerca del umbral de

densidad critica el crecimiento de la poblacion inicialmente fue lento. La baja densidad

limitd el crecimiento hasta el dia 400 cuando el tamafio de la poblacidn alcanzé el umbral
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a. Entonces cambié a ser ilimitado siguiendo el modo fy2)m(1)(X,>¢) en la region

R{(Os5) = [a,~/aE). El umbral ~/aE fue alcanzado al dia 478, pero esto no represento una

transicion en el modo de crecimiento (Tabla II). Por el dia 480 el tamario de la poblacion

alcanzé el umbral b y el crecimiento ahora en la region R3(Os) =[b, E) fue limitado por
la mortalidad densodependiente de acuerdo al fy,(3)m(2)(x,?). Al dia 605 la poblacion
entr6 en la region R4(Os)=[E,») para un régimen de limitacion por alimento con

dindmica dada por f,(1)m(2)(%,?). Finalmente despues del dia 700 el tamaiio de la

poblacién comenzé a estabilizarse en el valor asintotico -/(nEb)/ m .

Para la poblacion designada como D el ajuste, con r% =0.99, dio la relacién
paramétrica xg <b<a<-+aE <E,con m <n yuna secuencia de modos de crecimiento
07(b,a,x/aE_,E) (Tabla II). Se obtuvo la condicidén paramétrica Gl(a2) para el

comportamiento de la trayectoria (véase el apéndice). Como en el caso de la poblacion C,

xp estuvo cerca del umbral de densidad critica y el crecimiento inicid con dindmica
limitada por baja densidad en la region Ry(O7)=[0,b) siguiendo el modo
SFn@)m@)(x>1) . Antes de que el umbral a para limitacion por baja densidad fuera

alcanzado, el tamarfio poblacional alcanzé el umbral b al dia 490. Entonces el crecimiento
estuvo bajo limitacion a la natalidad por baja densidad y mortalidad densodependiente

siguiendo fy(3)m(2) (%) enlaregion Ry (O;)=(b,a).
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Figura 8. Ajuste del MHF a datos tomados de Southwick (1955) sobre el crecimiento de
poblaciones experimentales del ratén casero Mus musculus. a) Poblacion designada

como C.

b) Poblacion designada como D.
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Al dia 518 el tamaiio de la poblacion lleg6 al umbral a y continud creciendo en la
region R, (Or) = [a,\/gf), siendo gobernado por el tamafio de la poblacion y la
mortalidad densodependiente. Por el dia 550 x(t) cruzé el valor ~/aE manteniendo el

mismo modo de crecimiento (Tabla II). Al dia 600 la poblacidn entrd el régimen con

control por el alimento en la region Ry(®;)=[E,») dominada por f,,(l)m(z)(x,t).

Finalmente cerca del dia 650 comenzd a estabilizarse en el valor asintdtico de ‘J(nEb)/m .

El ajuste mostro diferencias entre las dos poblaciones. La dispersion del espacio de
anidacion incrementd el valor de @ en la poblacién D. Sin embargo fue mayor el valor de
b en la poblacion C, indicando menor competencia. Tal vez el menor valor de b en D fue
debido a la aparicién de adultos dominantes que limitaron al acceso al agua y alimento, a
pesar de que los recipientes estuvieron dispersos. Los valores de E fueron similares en
ambos casos. Este ajuste también mostré que los valores de los umbrales a y b pueden

estar influenciados por la estructura del habitat y la estructura social.

Un ejemplo de la aplicaciéon del MHF al estudio de la extincion de una poblacion
natural fue tomado de Lidicker (1966). Este trabajo report6 los eventos ocurridos en un
habitat islefio para una poblacién de ratdn casero Mus musculus, la cual declind hacia la
extincién en un periodo de aproximadamente un aiio. Durante el estudio, unos cuantos
individuos de Microtus californicus, otra especie de roedor, fueron introducidos
accidentalmente por un islote surgido recientemente, y rapidamente colonizaron la isla

entera. Las estimaciones de la densidad de la poblacién se basaron en métodos de captura y



recaptura. El drea considerada para las estimaciones comprendié una porcion de 55 acres de
la isla. Los censos para los ratones atrapados iniciaron en septiembre de 1958 y continuaron
a través de noviembre de 1959, cuando se reporté que las densidades de Mus musculus en
el area de estudio llegaron a niveles de extincion. En el trabajo se indica que la desaparicion
de la poblacion en toda la isla ocurrié aparentemente por enero de 1960. Ademas al menos
por los siguientes cinco afios, no fue posible la estabilizacion de una poblacion de Mus

musculus en la isla.
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Figura 9. Ajuste del MHF a datos tomados de Lidicker (1966) sobre la extincién de una
poblacion natural de raton casero Mus musculus.

Para producir el ajuste del MHF, con r? = 0.95, se utilizaron los datos basados en

la suposicion de alta eficiencia de captura. Esta fue considerado por el autor como la mas
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realista para bajas densidades. La relacion paramétrica obtenida fue b <a <xg <~ aE <E

con m<n y una estructura O (b,a, \/E,E) (Tabla II). En este caso la extincion de la

poblacion fue debida a la ocurrencia de la condicién b < ma / n. El comportamiento de la
trayectoria se encontr6é determinado por la condicion G5(d2) (véase el apéndice). El ajuste
a los datos se muestra en la figura 9. El dia cero correspondi¢ al 28 de septiembre de 1958.

La poblacion 1nicid sin limitacion por alimento debido a que xy <E, pero si bajo
limitacion por mortalidad densodependiente ya que b <xg. El tamafio de la poblacion

decliné rapidamente siguiendo el modo f,(2)m(2)(x,?). Al dia 11 el umbral a fue
alcanzado y el declinamiento pas6 hacia el modo fy,(3)m(2)(x,?). La densidad critica fue

rebasada por el dia 209, se cruzé por el umbral » hacia el dia 250, siguiendo entonces el

modo  f3)m(1) (). El MHF predice que la total extincion ocurri6 después del dia 450.

La causa de la extincidn no puede atribuirse a un unico factor. El autor menciond
como una posible causa una reduccién en la fuente de alimento después de un periodo de
lluvias anormalmente intensas. Sin embargo los individuos capturados de Mus musculus
fueron saludables, y no se observd que al parecer ocurriera competencia por el alimento con
Microtus. Aparentemente el antagonismo entre las dos especies fue debido a la
competencia por sitos de anidacion. Esto fue observado en experimentos para el estudio de
las interacciones Mus-Microtus reportado por el mismo autor. Es posible que el raton
casero no pudiera defender exitosamente sus nidos y sus crias de Microtus, el cual lo supera

en tamafio. Otras posibles causas de extincidn fueron la desintegracidén social de la



poblacidn de Mus y el fracaso de la reproduccidn (Lidicker, op. cit.). Por otra parte el ajuste
del MHF indico que la extincion pudiera ser explicada por la combinacién de dos factores.
Uno podria haber sido la reduccidn de los posibles sitios de anidacion disponibles para Mus
debido a la competencia por Microtus, la cual dio un alto valor para a. Una segunda,
podria haber sido una alta desintegracion social, la cual indujo un bajo valor para b . En el
contexto del MHF estos eventos produjeron una densidad critica localizada fuera de la

region donde f,,(3)m(1)(x,t) domina la dinamica y consecuentemente estas condiciones

llevaron a la poblacion a la extincion independientemente del valor de x .

En nuestro ultimo ejemplo también se considerd la extincién de una poblacidn
natural. Los datos fueron obtenidos de Hughes y Tanner (2000). Ellos reportaron una lenta
disminucion de la poblacidn de corales en arrecifes de Jamaica, donde la cobertura decrecid
a través de un periodo de 16 aiios. Se ajustd el MHF a los datos de censos de colonias de
Agaricia agaricites. El periodo de estudio fue 1977-1993. Los autores concluyeron que la
extincion local fue debido al incremento de las tasas de mortalidad mas los efectos

negativos de los huracanes Allen (en 1980) y Gilberto (en 1988), y la imposibilidad de
recuperacion debido a fallas en el reclutamiento. El ajuste a los datos, con r? = 0.91, se
muestra en la figura 10. La relacion paramétrica obtenida fue xy <b <a<+aE <E, con

n>m, y una estructura Oﬂb,a,«/E,E) (Tabla II). El comportamiento de las

trayectorias fue dado nuevamente por la condicion etiquetada como GS (d2) (véase el

apéndice). Dado que xg <b<ma/n, tenemos un dominio de f3ym(1)(X,?) con
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dindmica de extincion (véase el apéndice). El alimento no fue limitante. De acuerdo a las
conclusiones de Hughes and Tanner (op. cit.), el ajuste muestra que la extincién fue
probablemente debido a la alta mortalidad, y a la limitacién por bajas densidades que pudo

haber sido la causa del reclutamiento fallido.
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Figura 10. Ajuste del MHF a datos tomados de Hughes y Tanner (2000) sobre la extincion
de una poblacién natural del coral Agaricia agaricities en arrecifes de Jamaica.
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V. DISCUSION

El trabajo aqui presentado extiende la investigacion iniciada por Polyetayev (1971),
y extendida por Echavarria Heras y Gomez Alcaraz (1979a, 1979b), y Echavarria Heras et
al. (1994). Muestra una formulacion de un modelo de crecimiento poblacional cuya
estructura permite el control de la tasa de cambio asociada en funcidn de los valores
extremos de factores limitantes. El primer esfuerzo por lograr tal estructura fue presentado
en Polyetayev (op. cit.), en un modelo para interacciones predador — presa donde la tasa de

natalidad para la poblacion de la presa x(¢) es determinada por el minimo entre el tamarfio

de la poblacion y la cantidad de energia — alimento. Las generalizaciones de las ideas
basicas en Polyetayev (op. cit.), condujeron a Echavarria Heras y Gomez Alcaraz (1979a) y
a Echavarria Heras et al. (1994) a formular modelos donde la tasa de mortalidad de una
determinada poblacion es controlada por el valor maximo de factores que dependen del
tamafio de la poblacidn. El modelo desarrollado en la presente contribucion extiende los
resultados presentados en Echavarria Heras y Gomez Alcaraz (1979a) para incluir un
término asociado con los efectos de Allee (Allee, 1931, Dennis, 1989). Si bien es cierto que
el analisis cualitativo de las trayectorias asociadas al modelo en Echavarria Heras y Gomez
Alcaraz (1979a) revela la existencia de un umbral que limita superiormente una region de
absorcion en la cual la poblacién permanece en un valor inicial xq. Aunque la region de
absorcidn descrita se asemeja de una forma rudimentaria a una cuenca de efectos de Allee,

la estructura adoptada aqui es capaz de producir un mejor paradigma para la extincién de la

poblacion bajo un umbral de densidad critica. Por otra parte el poder predictivo de la
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descendencia de modelos derivados de Polyetayev (op. cit.) nunca fue corroborado desde
una perspectiva empirica. Los casos de estudio aqui presentados son un esfuerzo por cubrir

esa necesidad.

Es un hecho bien conocido que la densidad de poblacién es regulada por un
complejo de factores que pertenecen en conjunto al sistema de la poblacién y su ambiente,
aunque en cualquier momento particular, uno o algunos de estos factores pueden estar
jugando un papel decisivo en limitar el crecimiento de la poblacién (Berryman, 1981). Este
hecho importante fue considerado en el desarrollo del MHF. Su formulacién se logrd
invocando principios ecoldgicos generales. Como resultado el MHF interpreta el
crecimiento de la poblacién en términos de valores extremos de factores limitantes para los
procesos de natalidad y mortalidad asociados. E1l MHF permite la sucesion de las reglas que
definen la tasa de cambio del tamafio de la poblacion. Una gran heterogeneidad funcional
caracteriza su respuesta para la interpretacion de la dinamica pertinente. Desde un punto de
vista empirico el MHF puede ser considerado como un tipo especial de método de spline.

De hecho los segmentos X, (f) son acomodados convenientemente para interpolar a

través de altos coeficientes de determinacién la variacion observada del tamaifio de la
poblacién. Es mas, desde una perspectiva tedrica el MHF proporciona un paradigma
consistente por medio de cudles parametros importantes pueden ser empiricamente
obtenidos. Estan incluidos un umbral de cooperaciéon densodependiente a (Odum y Allee,

1954), un umbral de competencia densodependiente b (Nicholson, 1954, Getz, 1984,

1996), un umbral de limitacion de alimento E o ~/aE , y una densidad critica o umbral de



extinciéon (Odum y Allee, 1954, Dennis, 1989). Este ultimo es representado en esta
formulacién por la razén ma/n. El modelo logistico clasico corresponde a uno de los
modos de crecimiento en la forma presentada del MHF. El correspondiente nivel de
equilibrio es determinado por propiedades ambientales e individuales. Esto es expresado
por la razén nb/m . Otros niveles de equilibrio son asociados a los restantes modos de
crecimiento (véase Tabla II). Todos ellos admiten una interpretacion directa en términos de
los parametros de escala m, n, y los umbrales a, b y E. Particularmente la densidad
critica ma/n varia inversamente con el parametro de escala de la natalidad n vy

directamente con el umbral de cooperacion a y el parametro de escala de la mortalidad m .

En el marco analitico proporcionado por el MHF la extincidn de la poblacién toma

lugar siempre que el tamafio inicial de la poblacién xg esté situado bajo el umbral de

densidad critica ma / n , independientemente de la relacién de orden entre m y n. Siempre
que se tenga n<m la extincién ocurrird independientemente del valor inicial del tamafio
de la poblacidn, una situacion con dinamica controlada por altas tasas de mortalidad. Otro
arreglo paramétrico que induce a la extincidn ocurre siempre que b<ma/n. Esto lleva a
un régimen deletéreo de alta competencia que incluso se manifiesta para tamaiios
poblacionales pequefios. Este caso incluso podria ocurrir bajo la condiciéon n>m . Una
ultima posibilidad para una condicién de extincion toma lugar siempre que el umbral JaE
sea mas pequefio que la densidad critica ma/n . Esto puede ser interpretado como la

prevalencia de un régimen de alta limitacion por alimento donde la inanicion provoca la

extincion.




Un estudio comparativo contrasto6 la actuacién del MHF contra el modelo logistico
(Verhulst, 1838), el modelo de Gompertz (1825), asi como el modelo logistico extendido
(Kostitzin, 1940). Esto se basé en los mismos juegos de datos de los casos de estudio, y se
utilizé el mismo método de ajuste (Tabla IV). A pesar del hecho que para algunos de los
juegos de datos otros modelos con una estructura mas simple produjeron altos coeficientes
de determinacién, el MHF los supera en poder predictivo. De hecho los modelos
tradicionales no podrian aislar los factores que a un momento particular tienen el control de
la dindmica. Ademas el MHF no solo satisface este importante requerimiento. También
podria mantener una base cuantitativa del intervalo de tiempo donde tal dominacién tuvo

lugar (Tabla V).

Aunque la forma presentada del MHF es muy simple desde un punto de vista
matematico, su desarrollo funcional genera una excelente serie de comportamientos de
trayectorias. Esto eleva al MHF como una herramienta analitica flexible para la
interpretacion conceptual de dindmicas de poblaciones uniespecificas. Esto fue corroborado
en los casos de estudio, donde proveyd un marco de trabajo conveniente para el aislamiento
de los agentes causales. Ademaés lé complejidad involucrada en la estructura del MHF fue
manejada facilmente usando el paquete de ajuste Berkley Madonna ver. 8.0.1 (Macey y
Oster, 1997). Las incertidumbres paramétricas asociadas se obtuvieron por medio de las

técnicas de Jackknife (Shao, 1995).
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Tabla IV. Coeficientes de determinacion para el ajuste de los modelos enunciados. Los
datos corresponden a los casos de estudio considerados. La falta de ajuste se indica por el
simbolo X. Todos los ajustes se realizaron usando el paquete Berkeley Madonna ver. 8.0.1.

Logistico (Pearl

Gompertz

Kostitzin

2000

r? y Reed, 1920) (1825) (1940) MHE
Gause, 1934 0.98 0.98 0.98 0.99
Ammstrong, 1964 0.98 0.98 0.98 0.98
Huisman, 1999 0.99 0.99 0.99 0.99
Pearl, 1927 0.94 0.98 0.99 0.99
Davidson, 1938 0.84 0.83 0.84 0.83
SRR e 0.98 0.97 0.99 0.99
poutwicle 1955 0.97 0.95 0.97 0.99
Lidicker, 1966 X X 0.97 0.95
Hughes y Tanner, X X 0.88 0.9]
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Tabla V. Tiempos de dominancia relativa para los factores controladores ® 4 (X, f;, P i)
Y ®me(Xy fruPmj) (véase ecuaciones 7-11). Los periodos controlados se expresaron como

porcentajes de los horizontes de tiempo de los diferentes casos de estudio. Los porcentajes
se presentan entre paréntesis. El subindice i del paréntesis indica el orden en el cual el
factor correspondiente fue dominante.

| Factores que controlan las dinamicas para los procesos de natalidad y

Casos de estudio. mortalidad respectivamente.
xz,/ayx xz/ayxz/b xyx |Eyx xyxz/b nyz/b

Gause, 1934. (12.87) (6.20)2 [(10.22)3 (70.71)4
Armstrong, 1964. (63.13)1 | (36.87)2
Huisman, 1999. (19.06), |(80.94),
Pearl, 1927. (13.28), (19.76), (66.96)3
Davidson, 1938. | (8.19), (14.72), (77.09)3
Southwick, 1955.

- : 4 16.69 16.95
Poblacién C. (54.96), (11.40), ( 3| ( )a
Southwick, 1955.

d 67. 3. 11.39 16.84
Poblacién D. (67.94) EeEoh ( b« )
Lidicker, 1966. (36.00)3 (61.37), (2.63),

Hughes yTanner
> 1 (100.00
2000. ( 4
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VI. CONCLUSIONES

El trabajo presentado extiende la investigacion desarrollada en Polyetayev (1971),
Echavarria Heras y Gémez Alcaraz (1979a, 1979b) y Echavarria Heras et al. (1994) para

incluir un término asociado con los efectos de Allee (Allee, 1931, Dennis, 1989).

La estructura del modelo se basa en el control de la tasa de cambio del tamafio de la

poblacién debido a los valores extremos de los factores limitantes.

A diferencia de los modelos de crecimiento tradicionales, el MHF pemnite el
cambio de las hipdtesis que regulan el crecimiento poblacional mediante el acomodo de

segmentos de trayectoria.

El MHF proporciona mayor informacién bioldgica a través de la obtencién de los
siguientes parametros: un umbral de cooperacién densodependiente, un umbral de

competencia densodependiente, un umbral de limitacién de alimento y una densidad critica.
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APENDICE

Este apéndice contiene una coleccion de arreglos paramétricos etiquetados, los
cuales determinan los diferentes comportamientos de trayectoria asociados al MHF para el

caso E(t)=E . Cada ordenamiento basico Oy (pg...pg) tiene un juego de condiciones

asociadas. La pertenencia a un orden particular es indicada por la primera letra mayuscula
dela A alaNydelaPalaR, como corresponde a los 17 ordenes diferentes. El entero
positivo k& <15 que sigue inmediatamente a la letra mayuscula indica la asociacion dentro
de los ordenes. Hay cuatro equivalentes configuraciones del espacio fase. Cada una esta
identificada por los elementos entre paréntesis (ai), (bi), (¢i) y (di) (1<i<7). Un arreglo
paramétrico proporciona la posicion relativa de un umbral o una solucién de equilibrio.
También se hace la clasificacién entre equilibrio estable o inestable, intervalo de

comportamiento neutral y régimen de extincion, y se denota por el simbolo XYOj, (z). Las

letras XY indican la naturaleza del punto entre paréntesis z segun las posibilidades

referidas. A continuacién se presenta el resumen de la anotacion referida:

Simbolo Significado
SeO, (p) Punto de equilibro estable p .
UeOy (p) Punto de equilibrio inestable p .

NBOy (ma/n < x( < p) Region de comportamiento neutral ma/n < xy < p.
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Simbolo Significado
eXO (xg < p) Régimen de extincion para xg < p.
eXOp (xq) Régimen de extincion para todos los tamafios iniciales de

poblacion x .

La porcidn restante de cada condicidn etiquetada aparece después del indicador

XYOy (z) y corresponde a una expresion entre paréntesis cuadrados. Estos simbolos

presentan la condicion necesaria para la ocurrencia del comportamiento XY O (2).

O, (a,aE, E,b)
Al(a2) SeO, ([nEb/m)

|om < nYoma/n < xo Xb < \JnEb/m < nE/m )X O, (xo < majn <a)|
A2(a2) SeO; (b =-[nEbjm [(m <nYma/n < xo b =nE/m)eX O, (xq < ma/n <a)
A3(al) SeO;(nE/m)(m < n)ma/n < xo XE <nE/m < b)eXOy(xq <ma/n <a)|
A4(b1) UeOy (EY(m = nXE <xq) NBla < xy < E)eX(xq <a)|

A5(d1) eXOy (xg X < m)

O, (a,-/aE ,E = b)
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Bl(a2) SeO, (JnEb/m I(m < n)(ma/n < xg Xb < .JnEb/m )eX02 (xo <majn < a)]
B2(b1) Ue®; (E =b)(m = nXE < x¢) NB(a < xg < E =b)eXO,(xq < a)|

B3(d1) eX O, (xq N < m)

Oy (a,vaE b, E)
Cl(a2) SeO;(/nEb/m)

|0 < n)ma/n < xo \E < [nEbjm < nb/m)eXOs(x < ma/n <a))
C2(a2) SeO3(E = \[nEb/m [(m < nXma/n < xo XE = nbjm) eXO3(xq < man <a)]
C3(a3) SeO;(nb/m)(m < nXmajn < xo \b < nb/m < E) eXO5(xy < ma/n < a)]
Ca(b1) UeO;(b)(m = n)b < xo) NB(a < xy <b)eXO5(xy <a)]

C5(d1) eXO5(xq Xn < m)

Oy (a,vaE = b,E)
D1(a2) SeO, (\/nEb/m)

[Gn < n)Xma/n < xo Y E < /nEbjm < nbjm)eX Oy (xq < ma/n <a))
D2(a2) Se©,(E =[nEb/m |(m < n¥ma/n < xo XE = nb/m)eXO4(xq < majn < a)]
D3(a3) SeO, (nb/m)|(m < n)mafn < x4\ = b < nbjm < E)eXOy(xq < ma/n < a))
D4(b1) UeO4(b)(m = n)b < xo) NB(a < x¢ <b)eXO4(xq < a)]

D5(d1) eXO4(xo N < m)
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Os(a,b,/aE ,E)
E1(a2) SeOs (\/nEb/m )

[0n < n)Xma/n < xo XE < [nEbJm < nbjm)eXOs(xq <ma/n <a)
E2(a2) SeOs(E = [nEbjm |(m < n)ma/n < xo XE = nb/m) eXOs(xq < man <a)]
E3(a3) SeOs(nb/m)(m < n)ma/n < xo b < nb/m < E)eXOs(xq < ma/n <a))
E4(b1) UeOs(6)(m = n)b < xo ) NB(a < xg <b)eXOs(xq < a))

E5(d1) eXOs(xo Nn < m)

Osla = b,aE ,E)
F(a2) SeO \/nEb/m)

[0 < nXma/n < xo \E < [nEbjm < nbjm)exOg(xy < ma/n <a=b)|
F2(a2) SeOg(E = [nEb/m |(m < nYma/n < xo XE = nb/m)eXOg(xq < ma/n < a = b)|
F3(a3) SeOg(nb/m)(m < n)ma/n < xoa=b < nb/m < E) eXO4(xy < ma/n <a =b))
Fa(c) UeOg(a=b)(m=n)a=5b<xy)eXO4(xy <a=b)|

F5(d1) eXO4(xo N < m)

O, (b,a,\/;E,E)
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G1(a2)
Se®, (\/ml(m <n)ma/n < x; )(E <.[nEb/m < nb/m)eXO—, (xo <ma/n < b)]
G2(a2) Se®;(E = [nEbjm [(m < n)ma/n < xo XE = nb/m) eXO; (xq < ma/n <b)|
G3(a3) SeO;(nb/m)(m < n)ma/n < x4 Xa < nb/m < E) eXO;(xy < ma/n < b)]
G4(b2) UeO;(a)(m < n)ma/n=b)a <xo) NB(b < xy <a)eXO;(xy <b)]

G5(d2) eX Oy (xo Xm < n)b < ma/n)

G6(d2) eXO;(xq Xm = n)

G7(d1) eX Oy (xq Y < m)

Og(a =aE = E,b)
H1(a2) SeOg(\/nEb/m )
[6n < nYema/n < xo \b <[nEbjm <nE/m)exOg(xq < ma/n <a=E)|
H2(a2) SeOg (b = nEb/m [(m < n)ma/n < xo Xb = nE/m)eXOg(xo < ma/n <a = E)]
H3(al) SeOq(nE/m)
[ < n)ma/n < xoNa=E <nE/m <b)eXOg(xy < ma/n<a=E)|
H4(c) UeOg(a=E)(m =nka=E < xq)eXOg(xy <a=E)]

H5(d1) eXOg(xq Nt < m)

Oya =aE = E=b)



11(a2) Se®y(,/nEb/m )
[(m < n)ma/n < xo)(a =E=b<./nEb m)eX09(x0 <ma/n<a=E = b)]
12(c) Ue09(a =E= b)[(m =n)(a =E=b <x0)eX(99(x0 <a=E =b)]

13(d1) eXOg(xq Xt < m)

Oyo(b,a = aE = E)
J1(a2) SeOyq(\nEb/m)

[0m < n)ma/n < bYma/n < xq Ya = E < [nEbjm )ex©Oyq (xq < ma/n <b)|
J2(b2) UeOypla=E)

[(m < nXma/n=bXa=E <x¢) NB(b < xg <a=E)eXOy(xg <b)]
J3(d2) eXOyg(xo Xm < nXb < ma/n)
J4(d2) eXOyq (o Xm = 1)

J5(d1) eXOyg(xo X < m)

O (E,aE ,a,b)
K1(a2) Se©;;(/nEb/m )
[6m < n)¥ma/n < x, Yo <-/nEbjm < nE/m)exOy(xo < ma/n < JaE )
K2(a2) SeO;; (b = [nEb/m |(m < n¥majn < xo Xb = nE/m)exOyy(xq < ma/n <JaE )

K3(al) SeOy; (nE/m)[(m < n)(ma/n < xg )(\/_af <nE/m < b}XOll (xO <ma/n < J::E)]
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Kd4(c) UeOyy (x/EI(m < n)(\/;zf =nE/m X\/a—E < xo)eXOn(xO < \/:zf)]
K5(d3) eXOyq(xo Xm = n)

K6(d1) eXOp; (xo)(n < m)

Olz(E,\/:lE,a =b)
L1(a2) SeOy, (\[nEbjm )
[(m < n)lma/n < x, Xb <.[nEbjm < nE/m)eXOlz (xO <ma/n< \/E)]

L2(a2) SeOlz(b = \[nEb/m I(m <n)ma/n < xo\b=nE/m)eXOy, (xo <maj/n< \/E)]

L3(al) SeOy, (nE/m)

[0 < n)ma/n < xo \NaE < nE/m <b)exOyy(xq < ma/n < aE )|
L4@) UeOp(VaE |(m < n)\aE = nE/m)aE < x¢)eXOyy(xo <aE )|
L5(d3) eXOy;(xo Xm = n)

L6(d1) eXOy5 (xo N < m)

O3 (E,JaE ,b,a)
M1(a2) SeOy3(\/nEbjm )

[on < nXma/n < xo o < \/nEbjm <nE/m)ex©y3(xy < majn <~JaE )|
M2(a2) SeOy3 (b =-/nEb/m)

[(m < n)¥ma/n < xo Xb=nE/m)eXO3 (xO <majn < \/a_E)]
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M3(al) SeOy3(nE/m)

[0n < n)ma/n < xo \JaE < nE/m <b)exOy3(xo <majn <aE )
M4(c) UeOys(JaE Jm < nYJaE = nE/m)- aE < xq)exOy3(xo < aE |
M5(d3) eXOy3(xo Nem = n)

M6(d1) eXOy3(xo N <m)

O14(E,aE = b,a)
N1(a2) SeOyy(/nEb/m)

[On < nYma/n < bXma/n < xo YNaE = b < [nEbJm )exOy4 (o < ma/n <~JaE =b)|
N2(¢) UeOy4(VaE =b)(m < n)ma/n = b\-JaE =b < x¢)eXOy4(xq < /aE =b)
N3(d4) eXOy4(xo Nom = n)

N4(d1) eXOy4(xo X <m)

Oy5(E,b,/aE ,a)
P1(a2) SeOys(\/nEb/m)

|6m < n)oma/n < bXma/n < xq YaE < [nEbjm )eXOy5(xq < ma/n <b)|
P2(b2) UeO;5(JaE J(m < n¥ma/n = bYaE <xo) NB(b < x¢ < aE )eXOys(xo <b)]
P3(d4) eXOys(xq Xom = n)

P4(d1) eXOy5(xo X <m)
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O16(E = b,aE ,a)
Q1(a2) SeOg(/nEb/m)
[0n < nXema/n < 6Yma/n < xq \NaE <[nEbjm )eXOy5(xq < majn < E =b)|
Q2(b2) UeOy4(/aE )
[(n < nYmajn = BYJaE < xq ) NB(E =b < xq <~/aE )exOy4(xq < E = b)]

Q3(dd) eXOy4(xq Xom = n)

Q4(d1) eXOy4(xo X < m)

O7 (b, E,aE ,a)
R1(a2) SeO;(,[nEb/m)

[0n < nXma/n < BYma/n < xq YJaE <[nEbjm )ex©y7(xq <ma/n <b)|
R2(b2) UeO,7(\aE J(m < n)majn = bYJaE < xo | NB(b < x¢ <aE )eXOyy(xq < b))
R3(d4) eXOpq(xq Xom = n)

R4(d1) eXOy4 (xo )(n < m)



