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LA AUTO-INTERACCION ALINEAL DE UN MODO NORMAL DE ROSSBY
EN UN OCEANO RECTANGULAR

Resumen aprobado por:

Se estudia la auto-interaccidén de un modo normal de Rossby en
una cuenca rectangular por medio de un modelo analitico y uno
numerico. La auto-interaccién a primer orden produce un
forzamiento transitorio con el doble de la frecuencia del modo
y un forzamiento estacionario. El1 forzamiento estacionario
tiene como respuesta la presencia de dos giros: uno anticiclénico
en la parte norte de la cuenca y el otro cicldénico en la parte
sur. La respuesta directa al forzamiento transitorio no
satisface la condicién a la frontera de flujo normal cero en
las paredes meridionales. El1 fluido se ajusta generando ondas
de Rossby, de tal forma que la suma de la funcidén corriente de
estas ondas (solucidén homogénea) y la funcidén corriente forzada
resulte nula en las paredes. Entre las componentes de la solucidn
perturbativa a primer orden, la que tiene mayor importancia es
la solucidén estacionaria. Los términos advectivos juegan un
papel decisivo en la circulacién de la cuenca si ésta es
relativamente pequena; por el contrario, para cuencas grandes
los términos alineales tienen poco peso. En los resultados del
modelo numérico se aprecia un desfase en la funcidén corriente
respecto a la solucioén analitica, presumiblemente por el efecto
de la discretizacidén en el modelo numérico. La solucidén numérica
alineal difiere apreciablemente de la solucién analitica a
primer orden conforme la amplitud de la condicidén inicial se
incrementa, indicdndonos que la solucién analitica es valida

para numeros de [3-Rossby pequenos.
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Representacion de los vectores niumero de onda
(22) en un diagrama de lentitud de las cuatro

OR que conforman el modo de oscilacidn (0<0).

Contornos de ¢, ., para una cuenca de X,=7000
km por Y, =3500 km, centrada en los 45° latitud
norte.

. 2EA?X, o
A (amplitud de vy,) Vs. Ape=7555- (médxima
amplitud de y,) como funcién de n y A; m=1
y n toma los valores de 1 a 5 para una cuenca

Xo=1000 km por Y,=500 km centrada en los

32° latitud norte. La intercepcién de las
diferentes curvas con la linea de 45° nos

indica que para esa amplitud Y, y y,, tienen
igual importancia.

Como en figura 3, para una cuenca de X,=7000
km por Y ,=3500 km centrada en los 45° latitud
norte.

Contornos instantdneos de Y, separados por un
octavo de periodo: a) Yy(t=0); b) w(t=T/8);
C) Y(t=2T/8); A)py(t=3T/8); etc, etc. Los
giros derivan hacia occidente. Pardmetros:
m=n=1, A=7.0 X 10°m?/s, T=9.017 dias, 8,=
45° latitud norte, X,=7000km y ¥ o=3500 kn.

Razén entre las amplitudes de ¥, , y ¥,, como
funcién de m y n, para cuencas tales que
Xo/Y =2,

Contornos instantdneos de y, separados por un
octavo de periodo [: a) v, (t=0); b) v, (t=T/8);
c) v, ({=2T/8); d) wv,(L=3T/8); etc, etc.
Pardmetros como en figura 5.
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en los 32° de latitud.

Esquema de la cuenca rotada para el problema
de reflexion de OR incidente y reflejada en
una pared no zonal.

Contornos instantdneos de 1V; (obtenidos
numéricamente) a lo largo de la "ventana" y
a 1500 km a partir de la costa. Las paredes
laterales se encuentran aproximadamente a
23000 km, mientras la pared paralela a la
costa se encuentra a 10500 km. los contornos
estdn separados por un octavo de periodo
analitico T: a) ¢, (t=0); b) ¢ (t=T/8); c)
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costa se encuentra a 10500 km. los contornos
estdn separados por un octavo de periodo
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Grdficas de 1la componente de velocidad
geostrofica u’' paralela a la costa, como
funcidén de y', coordenada perpendicular a la
costa, obtenida numéricamente (linea
continua) y u’', velocidad Ggeostrdéfica

estacionaria, obtenida de forma analitica
(linea discontinua), separadas por un octavo

de periodo analitico T: a) u'(t=0); Db)
u'(t=T/8); c) u' (t=2T/8); d) w' (t=3T/8); etc,
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LA AUTO-INTERACCION ALINEAL DE UN MODO NORMAL DE ROSSBY

EN UN OCEANO RECTANGULAR

I. INTRODUCCION

El estudio de la circulacidén ocednica en una cuenca cerrada
ha sido el eje principal en el que se ha basado el andlisis de
una gran variedad de modelos ocednicos que tienen por forzamiento
el esfuerzo estacionario del viento. Trabajos como 1los
realizados por Stommel (1948) y Munk (1950) han sido de gran
importancia para lograr un mayor entendimiento de la circulacidn
ocednica a gran escala. En una cuenca cerrada, el esfuerzo del
viento con promedio temporal nulo produce, ademds de la respuesta
directa del océano, una circulacidén independiente del tiempo.
Esta circulaciodn estacionaria es generada por las alinealidades
en la dindmica gobernante (Pedlosky, 1965). Por lo tanto, 1la
circulacidén general ocednica estacionaria no puede ser descrita

tan sélo por la componente estacionaria del esfuerzo del viento.

Graef (1990) estudia las interacciones alineales de las

ondas de Rossby que inciden y se reflejan en una pared no zonal



empleando el método de perturbaciones, destacando la importancia
de las interacciones al producir un flujo estacionario paralelo

a la costa contribuyendo a la circulacién general estacionaria.

La idealizacidén del océano sin fronteras es vdlida si la
perturbacién a estudiar es pequefia comparada con las dimensiones
del dominio, y ademds si a la perturbacién en su propagacioén
le lleva un tiempo considerable en llegar a las fronteras. Sin
embargo, para cuencas cerradas como los océanos, el efecto de
las fronteras resulta importante a forzamientos de gran escala.
En tales casos la respuesta del océano a un forzamiento con
dependencia temporal puede ser mejor discutida en términos de

los modos normales de oscilacién (Pedlosky, 1987).

El tema de oscilaciones en una cuenca cerrada ha atraido
la atencion de la comunidad cientifica desde los tiempos de
Laplace. Existe una amplia literatura; por ejemplo, Goldsbrough
(1913), Stommel (1948) y Longuet-Higgins (1964). Estos tdltimos
concentrdandose al estudio de las ondas de Rossby (OR) u ondas
planetarias en un dominio cerrado y con fondo plano. Estos
dominios son una esquematizacion de las cuencas que se presentan

en la prdctica como el Pacifico y el Atlantico norte.

Algunas técnicas analiticas han sido desarrolladas para
calcular los modos normales de oscilacidén en espacios cerrados
con fondo variable y con diferentes formas. Lorguet-Higgins

(1964) calcula los modos normales de oscilacidén de un fluido



barotrdépico en el plano 3 para diferentes cuencas. Ripa (1978)
utiliza el principio variacional para desarrollar un método
analitico, estudiando la evolucién de los modos normales de

Rossby en una cuenca cerrada con topografia variable.

Con la llegada de las computadoras estas técnicas han sido
apoyadas por modelos numéricos que emplean diferencias finitas,
elementos finitos u otro proceso numérico, resolviendo problemas

que analiticamente son intratables.

Las 1leyes fisicas fundamentales usadas en 1los modelos
numéricos que estudian la circulacidén ocednica son conocidas,
siendo resumidas en las ecuaciones de movimiento y conservacién
de masa. Sin embargo, cada modelo es sdlo una aproximacidén a
toda la fisica que involucra el océano. Para avanzar en materia,
algunas simplificaciones son requeridas en los modelos
numéricos, de tal forma que se logre aislar algun aspecto fisico
que se crea esencial en el estudio de un fendémeno y asi tener

un mayor entendimiento de éste.

La observacidén de intensos campos de remolinos en diferentes
regiones del océano ha sido el motivo por el cual la teoria de
la circulacidén ocednica de gran escala ha experimentado cambios
importantes en los udltimos afos. Estas observaciones sugieren
que la <circulacién general del océano esta intimamente
relacionada a la dindmica de los remolinos. No son pocos los

autores que se han interesado en desarrollar algin modelo



numérico tratando de explicar el por qué se presentan éstos
campos. Holland (1978) con un modelo cuasigeostrdéfico (CG) de
dos capas y con fondo plano, concluye que la interaccidén de

remolinos de mesoescala influye al flujo medio de gran escala.

El presente trabajo tiene como objetivo principal el
estudiar la autointeraccién alineal débil de los modos normales
de Rossby en un océano ideado como una caja con tapa rigida y
fondo plano. Para lograr este objetivo haremos uso de un modelo
numérico y uno analitico, comparando los resultados que de
estos se obtengan. En ambos modelos la dindmica es
cuasigeostréfica y la ecuacidén gobernante es la ecuacién de

vorticidad potencial cuasigeostrdéfica (EVPCG).

La comparacién se hace con el objeto de establecer un
criterio de validez para la solucidn analitica, ratificando de
ésta forma las modificaciones que se hicieron al modelo numérico.
Se hace uso de una variante del modelo empleado por Holland
(1978), consistiendo en un modelo de una sola capa y sin
forzamiento. Para la parte analitica se emplea un método como

el desarrollado por Graef (1990).

La organizacioén del trabajo es la siguiente: En el Capitulo
II se presenta la formulacién del problema, asi como ia expansion
perturbativa a la EVPCG. El1 Capitulo III presenta la solucidn
a orden c=2ro de la EVPCG. En el Capitulo IV, el problema a

primer orden es resuelto, haciendo énfasis en que los términos



alineales Jjuegan un papel mds importante para cuencas
relativamente pequefias. Los resultados graficos del problema
lineal y alineal se muestran en el Capitulo V. En el Capitulo
VI, se describe el modelo numérico empleado, asi como 1los
resultados que se obtienen para el caso lineal y alineal de
los modos de Rossby y el problema de la reflexidén de dos OR en
una pared no zonal. Finalmente el Capitulo VII lo integran el

sumario y conclusiones.



ITI. FORMULACION DEL PROBLEMA

IT.1 La ecuacidén de vorticidad potencial cuasigeostréfica
La ecuacidén a resolver numérica y analiticamente es 1la
EVPCG. Pedlosky (1987) da una rigurosa derivacidén de la ecuacidn
cuasi-geostréfica y describe las condiciones para que ésta sea
una aproximacion vdlida a las ecuaciones primitivas. La ecuacioén
cuasi-geostréfica para un océano de densidad uniforme y con la

aproximacioén de tapa rigida puede escribirse como

oVZy oy 2
+B—+J(p,V =0. 1
Bt (9, V) (1)
En (1) las variables fisicas son: { el tiempo, ¥ la funcidn

corriente cuasigeostrdéfica, f=f,+By el pardmetro de Coriolis,

2Qcos 0, 9 . e
en el cual f,=2Qsenf, P=— el gradiente en la direcciodn
m

norte de la vorticidad planetaria (donde Q) es la velocidad
angular de la Tierra, R, el radio medio de la Tierra y 6, es
la latitud de referencia) y v es la coordenada hacia el norte.

J representa el operador Jacobiano

oaob oaob
J(a,b) = gg——- - —_——, (2)
xXoy oy ox
y V7 es el operador Laplaciano horizontal
02 0?
Vergs (3)

ox2%  oy?



donde X es la coordenada hacia el este. Las componentes de la

velocidad geostréfica son calculadas por medio de la funcién

corriente
0
= 2 (componente este), (4)
oy
oY
v = TS (componente norle). (S)
'S

O en forma vectorial 4 y 5 puede escribirse como:

— —

W = kK = 9w, (6)

donde kK es el vector unitario en la direccidén Z (verticalmente

hacia arriba). Para un mejor entendimiento de la EVPCG notamos
que

oY 0 oY 0o 0 0 —
J(p,) = AW T u—+u— = -V, (7)
0X0y O0YyoXx oy X

por lo cual podemos escribir la EVPCG como
(0+T-V) [By+V?y]=0. (8)

Fisicamente la EVPCG nos dice que los elementos del fluido
conservan su vorticidad potencial CcG (By+7?y) siguiendo la

proyeccion horizontal del movimiento.

La condicién de contorno es de que no exista flujo normal

a través de las paredes del océano caja. En el caso que nos



ocupa, un océano barotrdpico con tapa rigida, la condicidn de

contorno es

Y=0 en x=0.X, vy v=0,%y; (9)

donde Xo y Yo son las dimensiones del océano en X y VY. La
ecuacioén (1) mds la condicidén a la frontera (9) es el problema
a resolver para estudiar los modos normales de oscilacidn

cuasigeostrdéficos en una cuenca cerrada.

II.2 Expansién perturbativa

La teoria de perturbaciones es una coleccién de métodos
iterativos que nos permite obtener soluciones aproximadas a
problemas que involucran un pardmetro pequefio € (Bender vy
Orszag, 1978). Aunque regularmente se cuenta explicitamente
con el pardmetro perturbativo €, en nuestro caso impondremos

dicho pardmetro al término alineal de la ecuacidén (1) i.e.

V32 P
at”’+r3a%+ej(w,v2w)=o. (10)

suponiendo que este término es pequefio comparado con los otros
dos términos lineales en la auto-interaccidén alineal débil de

un modo normal de Rossby. La solucién perturbativa que adoptamos

tiene la forma
V=) €™, (11)
n=0

donde € juega el papel de un pardmetro de ordenamiento, el cual

se iguala a uno después de calcular v,, ¥v,, V,. etc. (Graef,



1Y

ITT. SOLUCION A ORDEN LIDER

La solucidén a orden cero es el problema lineal de los modos
normales de oscilacidén en una cuenca cerrada discutido por

Longuet-Higgins (1964) y Pedlosky (1987).

En el esquema perturbativo el problema a orden cero se

obtiene al sustituir n=0 en las ecuaciones (12) y (13),

resultando
aVZWO 2Py
o R E - O 1
ot oxX E1e)
Yy Yo=0 @ x=0,X, y y=0,7,. (15)

La ecuacién (14) fisicamente nos dice que el cambio temporal
de la vorticidad relativa es balanceado por el movimiento de
la columna de agua en la direccién meridional, en un campo

donde cambia el pardmetro de Coriolis (plano 3).

Oscilaciones de la forma
, —i(z—':vct)
Wo(f\’,}/,t):f\Ree (D(X'Y)! (16)
donde A es una amplitud arbitraria y Re representa la parte
real de la exponencial, al ser sustituida en la ecuacidén (14)

resulta una ecuacién para ¢ que debe satisfacer



11

(V2+y*)9=0, (17)

donde y?=p?%/40¢%.

La ecuacidn (17) junto con la condicidén a la frontera (15),
que en términos de ¢ es $¢=0 en x=0,X,y y=0,Y,, es idéntica
a la ecuacion que deben satisfacer los modos normales en una
membrana estirada y sujeta en sus extremos. La solucién a la
ecuacion (17) con condiciones a la frontera ¢=0 en x=0,X, y

y=0,Y, es (Pedlosky, 1987)

mix Iy
¢(x,y)=sen( )sen( ), S L2 Bomam &= 1L2208 505 (18)

3
0-=0’mrz=—' % z L (19)
2R[(m/ X )2+ (n/Y o)21' "2

(Se escoge 0 < 0.) La solucidén completa a orden lider es

e Bx N mitx ny -
P,= A C0S : .
Vo co o mnl | Sen Xo sen Y, (20)

Cada modo normal consiste de una onda viajera con rapidez de

fase dirigiéndose hacia el oeste, modulada por el producto de
funciones seno que satisfacen las condiciones a la frontera.
La solucidén (20) puede escribirse usando identidades

trigonométricas como la suma de cuatro ondas de Rossby (OR)

planas



A — —_ — —_—
Wy = Z<COS(K' - X+ot)+cos(K5z-X+ot)-

cos(f\;2 X+ 01)—003(7’\74 X+ gt)}

donde
3 B mn ni - B mn nn)
M S T 1 A A e - e )
20 Xo Yo 20 Xg- Yo
= mit ni - mit ni
A ) B 2m , _l_),
20 Xy X' 20 Xo ¥

12

(21)

(22)

son los vectores numero de onda de las OR y X"=(x.y) (figura

s



—

!
:
%
J
;

13

» k

}<— sR —>e— 5B -—+

Figura 1: Representacion de los vectores ntmero de onda
(22) en un diagrama de lentitud de las cuatro OR que conforman

el modo normal de oscilacidn (0<0).
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IV. SOLUCION AL PROBLEMA A PRIMER ORDEN

IV.1 Los términos no lineales

El significado fisico de los términos no lineales en la
EVPCG es la adveccién de la vorticidad relativa (7°yw=¢) por
el campo de velocidad geostrdéfica, i.e.

J(p, ) [VPp]=U-9[V?y]. (23)
Por lo tanto, si el campo de velocidad geostréfica es
perpendicular al gradiente de 1la vorticidad relativa los

términos alineales se anulan.

Ahora consideremos la suma de dos OR, veamos

w=A,cos(K, - X-0,0)+A,co8(K, X —0,t)
=A,c080,+A,c080,, (24)

Cada OR por si sola es solucién de la EVPCG no lineal; sin
embargo la suma de dos OR en general no es solucidén de (1). Lo
que impide que la suma sea una solucidén exacta, es la contribucidn
de 1los términos no 1lineales, 1la cual nos representa la
interaccién entre estas dos ondas en las que el campo de
velocidad geostréfica de la onda-1, Zﬂ, advecta la vorticidad
relativa de la onda-2, (,, Yy viceversa. La interaccién entre

dos OR cualesquiera se puede escribir como



1J

—

T, V(t)* U, V(5)=-A A,5en0,5en0,(|K,|°~ K, |?)k-K XK,

=-A Al g,[c08(®,-0;)—cos(0,+0,)]

[l

Iz (25)
donde
1 —_— 2 — e —
Tei,= 5 &z 1K, [)6-E, %K, (26)

es llamado el coeficiente de acoplamiento.

Dos OR no interactudan si el coeficiente de acoplamiento se

anula, es decir si:

a) El1 vector numero de onda de la onda-1 es paralelo al de la

onda=-2.

b) Las longitudes de onda son iguales.
IV.2 Ecuacidén a primer orden

Las ecuaciones de perturbacidén a primer orden resultan de

sustituir ~n=1 en (12) y (13)

oViy, oy,
+
ot 20X

= ~J[We.VW,] (27)

Y, =0 @ x=0.Xy y y=0.Y,. (28)

La unica diferencia entre la ecuacidén a primer orden y la
ecuacién a orden cero es el término no homogéneo en el lzado
derecho de (27), siendo éste funcidén de la solucidén a orden
cero, la cual y como se menciondé en el capitulo III se puede

escribir como la suma de cuatro ondas planas de Rossby. Para
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obtener el término no homogéneo o forzamiento nos auxiliaremos
de (25) y (26). Ya que la interaccién de una OR consigo misma
es nula, en principio habra otras seis diferentes interacciones.

Sustituyendo los vectores numero de onda Eidados por (22)

en (26) obtenemos los coeficentes de acoplamiento:

=—26nfnn3 . _ 4 _—B*mnn?
KKy 05((2)},0 ’ K K, i K K3 sz\'oyo
=2[3m2mt3 . b =[32mrzn2
K5k gxZy, ' Kaka 7 el g2y ¥,

Resultando I'y «, ¥ 'k,k, igual a cero, debido a que sus longitudes

de onda son igquales (ver fig. 1). Fisicamente éste resultado
nos dice que la interaccidén entre una OR plana que incide en

una pared zonal con la onda que refleja es nula.

Por otra parte el coeficiente de acoplamiento para las
ondas 1-2 y 3-4 son iguales en magnitud pero de signo opuesto,
[k,k, ¥ Tk,c, representan la interaccidn entre una OR que incide

en una pared meridional y su respectiva onda que refleja.

Los coeficientes T «, ¥ lNk,«, tienen la misma magnitud pero

signo opuesto. El coeficiente de acoplam:ento Iy x, representa
que la onda-1 que incide en la pared zonal sur interactda con
la onda-3 (onda que refleja la onda-2 al incidir en la pared

zonal sur). Por otro lado y de forma similar [,x, nos indica
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la interaccién de la onda-2 que incide en la pared zonal sur
con la onda-4 (onda que refleja la onda-1 al incidir en 1la
pared zonal sur). Notamos que el dangulo que forman los vectores
numero de onda El Yy ﬁa Yy fz Yy Rﬂ;es de 90°; esto se puede

comprobar ya que R”l'l_\"3=l_<.2'[_<’4=0.
Por otra parte Ik «, ¥ ['k,«, también pueden describirse en

funcién de la incidencia y reflexién de éstas ondas en las
paredes meridionales e.g. [k , representa la interaccién de la
onda-1 que incide en la pared meridional oriental con la onda-3

(onda que refleja la onda-4 al incidir en la pared meridional

oriental).

Finalmente las interacciones entre las diferentes ondas

son expresadas por

-TA? -2mun x Rx 2niy
L= {COS(T)—COS(—O_+20[+ ¥ )

(2ny 2mmnx) o(——+200>

f g = 6 <<:osk Y. X, }—C S

_—E/\2/ (leny+21nn'¥)-cos(—+?ol
Yo Xo

2 =2 6
[ TA <COS(LT”)—UOS(BT+2 zlzn/>>

Xo

donde:

RZmnn? ,1__2[3171211113
02.\’0)/0 O‘.\!g)"'o
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Por ultimo el término no homogéneo se obtiene al sumar los

cuatro diferentes /,

2 3\ D 3\
J (9o, V2,) . {cos<§$¥+2ot+ ;ny>—wms<%;-+20r—2nny)>

16 0 Yo

EAZ{()(Zmnx+2nny - 2mix 2nny)> (29
- cos - cOs — - ’

16 Xo Yo Xo Ys 7,

el cual consta de dos términos, cada uno con amplitud
proporcional al cuadrado de A: el primero con dependencia
temporal y espacial (término transitorio) oscilando con el
doble de la frecuencia de la solucidén a orden cero, y el segundo
sdlo con dependencia espacial (término estacionario). Cabe
destacar que la suma de /,3 e /,4 contribuye sélo con el término

estacionario y la suma de /,; e /3, con el término transitorio.

Por lo tanto y de todo lo anterior nuestra ecuacidén a primer

orden es

ot ox 16 \CO

» 4 N 2 . .
OVEY, L OWi_ TA f S(Bx gt 2R _COS<%;+20t_2nn/
0

EA?[ (2nmy 2mnx) [2nny 2mux )\

' ~ \ AV ] . 30
16 \(‘0%\ Yo Xo / \ Yo Xo }/ (o)
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IV.3 Solucién al problema a primer orden

El problema para ¥y; es inhomogéneo pero lineal y por tanto

la solucidén o respuesta para cada término inhomogéneo puede
ser considerada por separado, sumando después sus resultados.

La solucién para Y, se escribe como

TS T T (31)

Yyom

donde ¥,,,V¥,;,, Y V,, €s una solucién homogénea, una solucidn

particular para el forzamiento estacionario y una solucién

particular para el término transitorio de (30) respectivamente.
IV.3.1 Solucidén Estacionaria

La ecuacidn diferencial de la cual obtendremos la solucidn.

estacionaria particular es

oV, =_EA?<(P(2nny_2mux)__ 0/2nny+2mnx>>
e 16 \“°°\ T, Tea T X,
EA? (2nmy) [2mmnx)
= S Setr N 32
= gen\ Yo Cx, ) (32)
la cual al ser integrada en x se obtiene

EA2X0< (2nuy)  [2mux) }
= 3€ €OS . 3 . I3
U)lpe L6pmaL .‘391‘1\ o / \ Xq j + f(y) ( )
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donde f(y) es una funcidén arbitraria de y. Para determinar f(v)

evaluaremos las condiciones a la frontera en (33), veamos. Para

2
x=0,X,, f(y)tiene que ser ~sen(-;zy), satisfaciendo la condicidn

a la frontera en las paredes meridionales. Por otra parte para
y=0,Y, al sustituir f(y)en (33) se satisfacen automaticamente
las condiciones a la frontera en las paredes zonales, por 1lo
tanto f(y) queda determinada y asi la solucidén particular

estacionaria a primer orden es:

EAS X, (2nny>_ [Zmﬂx) y (34)
= =—50ern coSs == v .
Yige = Tepma Yo \ "X,

La solucién particular estacionaria correspondiente al
primer modo, i.e. m=1, n=1, presenta dos giros a través de
la cuenca. El1 giro en la 2zona norte muestra circulacidn
anticicldénica mientras que el giro en 1la 2zona sur tiené
circulacion cicldénica; ver figura 2. La intensidad de ambos
depende del factor E asi como de la amplitud dada al problema
lineal. Para

8pmn
By = SEERTL (35)
EX,

la solucidn estacionaria tiene igual importancia que la solucidn
lineal, ya que para ésta A las curvas de maxima amplitud en
ambas soluciones interceptan la linea de 45°, indicédndonos que
los términos advectivos tienen el mismo peso que los términos

lineales, ver figuras 3 y 4.
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3500. , : e ; : :
2800. |- —
2100. —
£ i

v 7
1400. — ~1
700. - -
Z. T
0. 1400 . 2800 . 4200. 5600 . 7000.
km

Figura 2: Contornos de W, Para una cuenca de Y,=7000 km

por Y ,=3500 km, centrada en los 45° latitud norte.



Ay m*2/s X 1073

A m*2/s X 10°3

2EAZX
Figura 3: A (amplitud de y,) vs./\pe=7;§;?(méxima amplitud

de y,) como funcidén de n y A; m=1 y n toma los valores de

1 a 5 para una cuenca de X,=1000 km por )} ,=300 km centrada

en los 32° latitud norte. La intercepcidén de las diferentes
curvas con la linea de 45° nos indica que para esa amplitud

Yo Y W, tienen igual importancia.



2000 T = T T T

1500 I~ =

1000 |- =1

Ape m*2/s X 1073

500

500 1000 1500 2000
A m*2/s X 10”3
Figura 4: Como en Figura 3, pero para una cuenca de

Xo=7000 km por Y,=3500 km centrada en los 45° latitud
norte.
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IV.3.2 Solucién Transitoria

La ecuacién para determinar 1la solucién particular

transitoria ¢, ,, es

2 .
oV W1N+BaW1m=

ol o0X
TRy 2nny Bx ) (—2nny Bx )\
16 <C°S( Ye o s B / S

que al reescribir el término no homogéneo utilizando una

identidad trigonométrica resulta

VAR oY TA?Z? 3x 2n1:
atlpt+ 3 é;p[= e <28en<%;~+20t)sen Yo/ 7 (37)

Se propone una solucidén de (37) de la forma

Bx 2nay '
Vi, = Bcos(i;v+20t)sené—3:;—a, (38)

que al sustituir en (37) resulta

i 2 2 2 . 3
B{[ZOL(E) +<§ﬁ£) }—@—Jsen(ﬁi+éhn)sel(27H/)>=
o) Y() (9] 0 Yo
TA? Bx 2nmny
5 sen(j;w+20t>sen€—7ii—;. (39)

de donde



TA?
T ’ (10)

TEno]

quedando completamente determinada ¥y, La solucidn particular

transitoria presenta un desfase de 90° respecto al forzamiento,
ademds de no satisfacer las condiciones a la frontera (al menos
no en las fronteras meridionales), de aqui que V,, debe ser
complementada por una solucién a la ecuacidén homogénea,

requiriendo que ambas soluciones al ser sumadas satisfagan las

condiciones de contorno.

IV.3.3 Solucién Homogénea

La solucién homogénea y,, satisface

Wzll)m oWy
+ B

, = 0, 41
ot ox ¢l

Nos interesa una solucidén de la ecuacidén (41), tal que

Yy, ¥, =0 en x=0.X, y y=0.,Y, (42)

Proponemos como solucidén homogénea

2nmy -
v,, = sen > DI, 1), (43)
0

que al ser sustituida en (41) resulta una ecuacioén diferencial

para $(x,t)
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%P 2nm\? o
Bl e + B— =0. 44
L (yo)ﬂ B (44)

Para resolver (44) notamos que la onda forzada Vv, tiene
frecuencia 20 por lo que se sugiere que ¢ sea escrita como la

superposicién de dos OR planas de frecuencia 20 y que tome

valores reales, i.e.

¢=Cex(k,x‘20c) i c,e-i(k,x+2a:)' - dei(kz.\'+26t) " d:é—i(kz.wzot)‘y (45)
donde c y d son constantes complejas y el asterisco denota el
complejo conjugado (c.c.). La relacién de dispersién que

satisface cada onda es

o DR ’
20— =T (46)

de donde definimos k, y Kk, como las raices de la ecuacidn

cuadratica que resulta para k de (46)

_ B, (B _(2nnY’
ok = o (8) -(50) S

Para encontrar ¢ y  aplicamos (42). Se tiene que

q)lp( S lplh=

2T 3¢ i + =i » i £ —i(o,)"
sen( ),'/)<BCOS(%;“+20l>+FQ(M)+C e M, ge' i de Wz)}. (48)
0

donde ¢; = k,x + 20¢, (=1,2. Obviamente y,,+¥,,=0 en y=»), y

en y=0, i.e. la condicidn a la frontera en las paredes zon:les



se satisface. S&lo resta satisfacer la condicidén a la frontera
en las paredes meridionales. Imponiendo V,,*V¥,,=0 en x=0

resulta

<§+c+d>e‘2‘“ +c.c.=0, (49)

y haciendo uso de la propiedad de independencia lineal de e'*”

y e % obtenemos la primera ecuacién para cy d

B+2(c+d) = 0. (50)

Imponiendo ahora y,,+¥,,=0 en x=X, resulta

B
i

Be ° ik X ik, X 2L = .
> +Ce‘10+delzo e c.c. O (S1)

y utilizando de nuevo la propiedad de independencia lineal de

e'?' y 0729 ge tiene

Be ° il ik, X

¢ el + de =3 (52)

nuestra segunda ecuacién, quedando completo nuestro sistema
para determinar c y d. Despejando d de (50) y sustituyéndola

en (52) obtenemos la expresién para c, de tal forma que

- _5\\LkX (k\o/'

y por lo tanto d al igual queda determinada

‘BXO
B P kX \
g = ol L =| B iyt ¥ (54)

2 kX ik, X /
‘ T 20‘”
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Sustituyendo c y d en (45) resulta

.BXO

B otk X ik x+20t)  i(k,x+20t) B i(k,x+201)
$ = —=4 © g & —y " F ]=Za O 4 (55)
2 otk1¥o _ tkaXo ..

Ahora regresemos a la expresién (47) para determinar k; y

k,, que dependiendo del valor que tome el radicando R consta

de tres casos:

1) R<O0>=k,
2) R>0=k, # k,
3) R=0=k, = k,

RS

Empezemos por el primer caso, definiendo

[~ 7 a2 ) 2
ki=a+ib, y ky=a-ib; donde cv=% y blz\/—(gj +(%;).

reemplazando k, y k; en (55) por sus expresiones correspondientes

en términos de a y b6, y haciendo un poco de dlgebra obtenemos

la expresioén de $(x,t) para el caso k, =k,

" , 3 senh(b,x) | BX, et 2 b ¥ (2ot ) }

x, s TSR L R | —_— 4 X - -e cos(~ +ax =

(1) T2 I B L |
Bab‘xcos(20t+(1x). (56)

Hay que recordar que siendo nuestro dominio finito, el factor

exponencial y el seno hiperbélico deb,x en$(x.¢) estédn acotados.

Para el segundo caso k, # k, definimos

do

I \ 2 n 2
/\?1=Cl+b,q Y ko=a-b, donde bZ:,\/(—B—JZ—(%O—H) .
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Sustituyendo k£, y k, en (55) con sus expresiones en términos

de a y b, y de nueva cuenta haciendo un poco de &dlgebra se

tiene:

senb,x PXo . ; N
d(x,t)= -8B S—m cos . +Zotrale— Xg) |—ves{Zod=bgig+aE) | )=

Beosf(a—b,)x+28t]: (S7)

Siendo la expresién de ¢ cuando k, # k.

Para el tercer caso k;=k,=k la solucidén propuesta (45) es

una solucién incompleta, proporcional a e**. La otra solucién
linealmente independiente en este caso es proporcional a xe'**,
por lo que la solucidn es

S(x.t)= gez‘(kmzoz) il g*e-i(kx+20t)‘ 0y p A= AROE) Yh*g—:j(k;ﬁZOt)' (58)
asi la suma de la solucidn particular transitoria con la solucidn

homogénea cuando R=0 es:

VipetVp=

2TZJI 2 P R % ai kS
sen( = y){Bcos(%;LFZOt)+[ge”4-g e™® +xhe®+xh el°]>, (59)

0
donde ¢=kx+20t. De nueva cuenta para obtener las constantes
g y h se impone ¢,,+¥,,=0 en x=0 y en x=1YX,, resultando un

sistema de dos ecuaciones, cuya soluciodn es

B B { el W J
=-= 3 h=-— I\ —-kX, .
g 2 / 2\.0 Q\ J_l

Sustituyendo g y /1 en (58) resulta finalmente la expresioén de

$ para el caso k, =k, =k
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B itkxr20t) xB [ [ e :I i (kx+20t
Bt = ~—pee - i\ kX, e
(x.0)=-= - (5]

‘ , xB BXo _
=—Bcos(ax&+20t)—17—(ms —7;—+a(x—zxo)+20t —cos(ax+20t) |. (60)

Xo

Sustituyendo la relacidén de dispersién (19) en el radicando
R para 1los tres casos, las desigualdades que resultan
(R<0, R>0, y R=0) son funcién sélo de las dimensiones de

la cuenca X, y ¥, al considerar el caso m=n.

. * 2 . .
El primer caso (k,=k,) sélo ocurre si se satisface 1la

siguiente desigualdad
Y54y 16X 55

Para el caso A, #k,, R tiene que ser mayor que cero implicando

que
¥ 1B ¥y

y por ultimo, para el extraordinario caso de k;, =k, se tiene

que cumplir

Ahora bien, cabe la pregunta <Cudl de los tres casos es el
apropiado? Matemdticamente no hay restriccién alguna, los tres
casos son viables, por lo que el Unico criterio que se tiene
es el de las dimensiones de la cuenca. Al ver el Globo Terraqueo
nos damos cuenta que las grandes cuencas como el Pacifico Norte,
el Océano Indico o el Atldntico Ncrte en las que se tienen

registros de ondas planetarias, las cuencas resultan ser mas
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largas que anchas () ,< X,) © al menos con dimensiones similares.

Por lo tanto el primer caso, R<0, es el mas relevante desde

el punto de vista oceanografico (para m=n).

Finalmente la expresiodn a la solucién homogénea considerando

k, =k, es:

2nmny )/ senhb,x B, gy
T e e S B el

(61)

eb'xcos(20t +a,x)—> ;

Por dltimo la solucidén a primer orden se consigue al sumar

(34), (38) y (61) i.e.

WI=u)lpe+wl[ll+wlh

_E/\z)\’o 2nmny 2mmnx e
= 1()B”nsen Y. cos X,

2nm:
Bsen( = y)coss(i—x-#Zot)—

Y,
. (Znny) senhb,x | BX, - X 5 ) ot
IS + ol + o= - - ot + x e
s ¥ g senhb“\’lroq g o o) e e E )

eb"cos(20t+ax)->. (62)
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V. CONTORNOS DE LA SOLUCION A ORDEN LIDER Y PRIMER ORDEN

En esta seccidén se presentan los contornos de la solucidén
al problema a orden cero y a primer orden. Las dimensiones de
la cuenca que se ha escogido es de 7000 km de largo por 3500
km de ancho centrada en los 45°latitud norte. La amplitud A
de la funcién corriente al problemé lineal es de 7.0X10° m2/s,

que corresponde a una velocidad mdxima geostréfica alrededor

de 45 cm/s.

La solucién a orden lider es sumamente regular, el campo
de W, presenta la deriva de los centros de alta y baja presién
dirigiéndose hacia el oeste, representando giros anticiclénicos
y cicldénicos respectivamente, alterndndose para una misma drea
al transcurrir medio periodo de tiempo. El periodo de oscilacidn
del modo normal de Rossby es dado por T¥=%L el cual para la

cuenca anteriormente descrita es de 9.017 dias considerando

m=n=1, ver figura 5.

La solucidén perturbativa a primer orden es proporcional al
cuadrado de la amplitud A e inversamente proporcional a las
dimensiones de 1la cuenca; para amplitudes pequefias y para
cuencas grandes como el Pacifico y el Atldntico norte 1la
contribucidén que tiene la solucién a primer orden es casi
imperceptible; por el contrrio, para amplitudes grandes vy
cuencas relativamente pequeflas la solucidn a primer orde:1 tiene

un peso considerable.
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Figura 5: Contornos instantdneos de VY, separados por un
octavo de periodo: a) wo(t=0); b) Ve (t=T/8); c) v, (t=2T/8);
d) vo(t=3T/8); etc, etc. Los giros derivan hacia occidente.
Pardmetros: m=n=1, A=7.0 X 10° m2/s, T=9.017 dias, 0,=45"
latitud norte, X,=7000 km y ) ,=3500 km.
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La contribucién que aporta la solucidén transitora mds la
solucién homogénea a Y, es minima, ya que sus amplitudes son
mucho menores que la amplitud de 1la solucién particular
estacionaria. La razén entre las amplitudes de V,,, Yy ¥,, es

expresada por:

Ape_l+3 RXO 2>J,' (63)
B mY o '

Ko
que para nuestro caso y en general para las razones ;=2 con
0

n=m resulta ser igual a 13 (figura 6). La expresién (63) nos
indica que el cociente entre estas amplitudes es mayor a 1; es
decir, que entre las soluciones que conforman la solucidén a
primer orden, la que tiene mayor importancia es la solucién

particular estacionaria.

El efecto que producen y,, y ¥,, a la solucién a primef

orden es el alargamiento y encogimiento de los dos giros de la
solucién estacionaria a intervalos de T/4, ademds de recorrer
ligeramente los centros de baja y alta presién (figura 7,

comparar con fig. 2).

La suma de Y, + VY, produce la compresién (expansién) del giro

cicldénico (anticicldénico) en la parte superior de la cuenca,
experimentando el efecto contrario la parte inferior, dando la
sensacioén que los giros se "bambolean" conforme transcurre el

tiempo. Este efecto es mucho mds notorio conforme se incrementa
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la magnitud de A, ya que los términos advectivos tienen mayor
importancia. En la figura 8 apenas se alcanza a distinguir este

efecto.



Figura 6: Razdén entre las amplitudes de Wi, ¥V ¥, como

funcién de m y n, para cuencas tales que \,/} ,=2.
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km X 1073

km X 1073

Figura 8: Contornos iustantdneos de y,+ y, separados por
un octavo de periodo T: a) Yo+ 9, (t=0); b) Yo+v,(t=7T1/8); c)
Yo+ P, (t=2T/8); 4dA) vo+wv,(t=3T/8); etc, etc. Parametros como
en Figura 5.

38
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VIi. MODELO NUMERICO

VI.1 Descripcidén del modelo numérico

El modelo estd formulado para resolver 1la EVPCG en
coordenadas cartesianas en un océano caja. La aproximacidén en
diferencias finitas de segundo orden es empleada en la ecuacidn
diferencial (1) con condiciones a la frontera y=0 @ x=0,X,
y ¥v=0,Y, y condicién inicial p(¢{=0). La funcidén corriente se
define en una malla regular bidimensional con espaciamiento
uniforme en ambas direcciones, es decir Ax=Ay=As el cual
depende de 1lo largo del dominio. E1 operador Jacobiano es

evaluado usando la formulacidén de Arakawa (1976), manteniendo

la propiedad de
4 (B B)= =D, 4.

La ecuacidén de Poisson para la funcién corriente al tiempo
+1 se obtiene al tomar el esquema de "salto de rana". La versidn
en diferencias finitas de la ecuacidén de Poisson con condiciones
a la frontera es solucionada por la subrutina "Crunch", la cual
via la transformada de Fourier en la direccidén x transforma
una ecuacién diferencial parcial en una ecuacidén diferencial
ordinaria en la direccidén ¥, que a su vez es resuelta al
discretizar un sistema tridiagonal de ecuaciones algebraicas

(ver diagrama de flujo).



39

VI. MODELO NUMERICO

VI.1 Descripcién del modelo numérico

El modelo estd formulado para resolver la EVPCG en
coordenadas cartesianas en un océano caja. La aproximacidén en
diferencias finitas de segundo orden es empleada en la ecuacién
diferencial (1) con condiciones a la frontera y=0 @ x=0,X,
y ¥y=0,Yy y condicidén inicial ¢(t=0). La funcidén corriente se
define en una malla regular bidimensional con espaciamiento
uniforme en ambas direccicnes, es decir Ax=Ay=As el cual
depende de 1lo largo del dominio. El1 operador Jacobiano es
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La ecuacién de Poisson para la funcidn corriente al tiempo
+1 se obtiene al tomar el esquema de "salto de rana". La versioén
en diferencias finitas de la ecuacién de Poisson con condiciones
a la frontera es solucionada por la subrutina "Crunch", la cual
via la transformada de Fourier en la direccidén x transforma
una ecuacién diferencial parcial en una ecuacidén diferencial
ordinaria en la direccidén Yy, que a su vez es resuelta al
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f,= 2Q sen ®

.

£f=£f+By, cl

Y

W>| fric |> vy

P=VV+By

L]

P » [xjac|® J(¥,P)

;

2
VZWnHL -V \Vn-l

2At

ViWua= =24t J(y,p) + Y Vau

;

‘72\4!“+1 = Forz

Forz >|c:unch| » Vou

=-J(y,P)

Diagrama de flujo. Las principales subrutinas del modelo
numérico como fric, xjac y crunch, estdn enmarcadas.
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VI.2 Problema lineal numérico

E; planteamiento al problema lineal numérico se consigue
al omitir el operador Jacobiano de la ecuacidén (1) (al igual
que el planteamiento analitico). A diferencia del problema
analitico, el problema numérico requiere de una condicidén
inicial. Se sugiere que V,,, (funcidén corriente numérica) al

tiempo =0 tiene que ser igual a Y., (solucidén analitica) i.e.

1‘przum |t=0=wana Il=0

¢Por qué escoger esta condicidén inicial? Ambos planteamientos
resuelven la misma ecuacidén y es de esperarse que si VP,,, €S
solucidén al problema analitico (que es un problema de valor a
la frontera), también lo sea para el problema numérico (que
ademds de ser un problema de valor a la frontera es un problemé
de valor inicial), esperando que deriven los centros de alta

y baja presién conforme avanza el tiempo de integraciodn.

VI.3 Problema alineal numérico

El problema alineal se consigue al considerar la vorticidad
relativa y la vorticidad planetaria en el operador Jacobiano
en la ecuacidén (1), i.e. se toman en cuenta los tdrminos
advectivos. Al igual que el problema lineal, se tiene un problema
de valor inicial con condiciones de contorno. Hay que subrayar

que la condicidn inicial (que es solucién del problema analitico)
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en ambos planteamientos no es solucién exacta del problema
numérico, debido a la discretizacidén que presenta el modelo;
por esta razon esperamos que se presente un ajuste de 1la solucién
numérica conforme transcurre el tiempo de integracién
(entiéndase como ajuste de la solucién numérica, al intervalo
de tiempo en el que la condicién inicial deja de tener inferencia
con la solucidén que arroja el modelo, éste ajuste se dara a
partir de que el modelo haya integrado la EVPCG por lo menos

en un periodo de tiempo T).
VI.4 Resultados del problema numérico lineal y alineal

En esta seccidn se presentan los contornos de la soluciédn
al problema numérico lineal y alineal. Los pardmetros de la
cuenca son iguales a los referidos en el capitulo V. E1 campo
de la funcién corriente lineal (y,,) presenta, al igual que la
solucién analitica a orden lider, la deriva de los centros de
alta y baja presidén dirigiéndose hacia occidente, representando
giros anticiclénicos y cicldénicos respectivamente. E1 periodo
de oscilacién del modo de Rossby, que es igual al periodo de
cualquiera de las cuatro OR que lo conforman, difiere en menos
del 9 % del que se ha calculado analiticamente. Esto es notorio
al dibujar los contornos de la funcidén corriente en un periodo
de tiempo analitico T, mostrando un ligero desfase (ver figura
9). El retraso que se observa (comparar fig. 9-a con fig. 9-e)

lo podemos atribuir a que la relacién de dispersién de las OR
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Figura 9: Contornos instantdneos de V,, (obtenidos
numéricamente) separados por un octavo de periodo analitico
T a partir del décimo periodo analitico: a) v, (t=10T); b)
Py (t=(10+1/8)T)s )Y, (A=(10+2/8)T; Q)P,(t=(10+3/8)T);
etc, etc. Parametros como en Figura 5.



que se obtiene de forma analitica y de forma numérica difieren,
y por tanto también su rapidez de fase (en este caso la frecuencia

numérica es menor que la analitica).

Wajsowicz (1985) presenta el efecto de discretizar 1la
relacidén de dispersidén de las ondas planetarias en las mallas
Arakawa tipo B y C, encontrando que bara la malla B la frecuencia
Yy la rapidez de fase es menor comparada con la que se obtiene
de forma analitica. Esta diferencia bdsicamente depende del
tipo de malla, de la resolucién de la misma y de la longitud
de onda que se quiere modelar: par;a mallas con "bucna'" resolucidén
y para ondas muy largas la diferencia entre ambas relaciones

de dispersidén es imperceptible.

El campo de la funcioén corriente alineal (Y,;,) (figura 10),

muestra la deriva hacia occidente de los giros cicldénicos y
anticiclénicos, presentdndose mds claramente el efecto de
"bamboleo" en los giros. En el caso lineal y alineal numérico,
los giros que arriban a la frontera occidental presentan una
ligera deformacién, producto de la posible generacién de ondas
cortas de Rossby. Wajsowicz (1985) sugiere que la frontera
occidental en su modelo numérico es fuente de ondas planetarias
cortas, pero pobremente resueltas, cuya velocidad de grupo se

dirige hacia oriente.
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Figura 10: Contornos instantdneos de vy,, (obtenidos
numéricamente) separados por un octavo de periodo analitico
T a partir del décimo periodo analitico: a) w,,({=107T);
bYW (l=(1LO0+ 1/8)T); c) Pou(t=(10+2/8)1); d)
Y, ({=(10+3/8)T); etc, etc. Pardmetros como en Figura 5.



Al promediar la funcidn corriente de la cuenca en un periodo
de tiempo T en el modelo numérico para el caso alineal, lo que
se pretende recuperar es la sefhal estacionaria. Sabemos de 1la
solucién analitica a primer orden que la parte estacionaria
consiste de dos giros. En la figura 11 se presenta el promedio
de la funcidn corriente para el caso alineal con intervalos de
T/4 a partir del décimo periodo T. Para los tiempos de 10T y
11T (figuras 11l-a y l1ll-e respectivamente) se puede distinguir
en la cuenca la presencia de dos giros: uno en la parte superior
con circulacién anticicldénica y otro en la parte inferior con
circulacidén cicldénica, mostrando gran semejanza a los giros

que muestra la solucidn particular estacionaria (fig. 2).
VI.5 Solucién analitica vs. solucién numérica

Uno de los objetivos de este trabajo es el determinar hasta
qué punto la solucidén a primer orden de la EVPCG es vdlida
respecto a los resultados que se obtienen por medio del modelo
numérico. Para cumplir con este objetivo se calculd el cociente
de la raiz cuadratica media (RCM) entre los campos de la funcidn
corriente (Yyo+V,) y el campo de la funcidén corriente alineal
que arroja el modelo numérico, para los tiempos t=0 y t=4T,

respectivamente.

En la figura 12 se muestra la grdfica del cociente de las
RCM para diferentes valores del numero [(3-Rossby, € el cual nos

indica la importancia relativa entre los términos lineales y
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Figura 11: Promedio instantdneo de vy,; (obtenidos
numéricamente) a partir del décimo periodo T, separados un
cuarto de periodo analitico: a) Vou(t=10T);
PYWau(!=(10+ 1/4)T); c) Vou(t=(10+2/4)T); a)

You({=(10+3/4)T); etc, etc. Parametros como en Figura 5.
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los términos advectivos de la EVPCG, para una cuenca de 1000

Kkm por 500 km centrada en los 32°latitud norte, se define como

N
BL?

] KXo Wi 4 =
donde L=rn1n(;9-f). Para € relativamente pequenos, entre 0.026

y 0.26 el cociente se mantiene cerca de uno, indicandonos que
la solucidén analitica se aproxima a la solucidén numérica; por
el contrario, conforme se incrementa el valor de €, la razdén
de las RCM se aleja de uno, indicando que la solucién analitica
pierde validez. Por otra parte, la variacidén que existe entre
la razén de las RCM es menor al 10 % para los numeros [3-Rossby
entre 0.026 y 0.426, mostrando que la solucién perturbativa
dentro de este rango resulta bastante buena. Hay que recordar
que al aumentar la amplitud los términos alineales adquieren
mayor importancia, perdiendo VY, el caracter de solucién

perturbativa.

Otro critero para seleccionar L en el numero (3-Rossby pudo

2{max(1X;1.1K,!)]

ondas que forman el modo dividida entre cuatro. Con esta L y

que es la minima longitud de onda de las

ser L=

para el caso de la figura 12, € es menor por un factor de
alrededor de tres respecto al primer criterio; no obstante,

ambas selecciones de L mantienen a ¢ dentro del mismo orden.

En la figura 13 se muestran los contornos de la funcién
corriente para el caso alineal analitico y numérico (figuras

13-a y 13-b respectivamente), para una cuenca de 1000 por 500



500 .

—
400.
308.
g .
200.
}_.
100.
L

500 .

400.

300.

200 .

180.

km

50

Figura 13: a) contornos de y,+Vy, en t=0; b) contornos de
Y, en {=8T, para una cuenca de N,= 1000 km y ¥,=500 km, con

A =12000 m?/s,

centrada en los 32°

de latitud.
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km centrada en los 32° latitud norte y con amplitud A de 12000
m? /s, que corresponde a una velocidad maxima geostrdfica de 9
cn/s. Como se puede apreciar los términos alineales para cuencas
relativamente pequefias tienen un papel mds sobresaliente que
para cuencas grandes, siendo notorio al deformarse en una forma
mds acentuada los giros cicldénicos y anticicldénicos. Por otra
parte en el caso numérico claramente se distingue el efecto de
la frontera occidental, la cual presumiblemente es fuente de
ondas cortas de Rossby, para las cuales el modelo no cuenta

con una resolucidén suficiente.
VI.6 Reflexién de ondas de Rossby en una pared no zonal

El interés en estudiar la reflexidén de las OR que inciden
en una pared por medio de un modelo numérico CG surge a raiz
de determinar la estabilidad del flujo estacionario paralelo-
a la costa que reporta Mysak y Magaard (1983) y Graef (1990),
producto de lé interaccidén alineal de la OR que incide en una

pared no zonal con la onda que refleija.

Para cubrir este punto se hicieron algunas modificaciones
al modelo numérico antes descrito, consistiendo bdsicamente en
expresar el término 3y del parametro de Coriolis en el sistema
de coordenadas (x’,y") rotado respecto a los ejes x y Y, en

elcual x' es paralelo y v ' es perpendicular a la costa. Asi 3y



se expresa en este sistema coordenado como RB(-x’sena+7y’cosa)s
donde a es el dngulo que forma la costa con el eje x (positivo

en la direccioén de las manecillas del reloj).

Por otra parte las condiciones a la frontera y la condicién
inicial que requiere el problema de la reflexidén de las OR en
una costa o pared son diferentes a las que necesita el problema
de los modos normales, siendo necesario implementar para el
primero tres fronteras abiertas y una cerrada (la pared), con
una condicién inicial que sea la superposicién de una onda
incidente y la onda reflejada definidas en todo el dominio.
Desafortunadamente no se logré 1la implementacién de 1las
fronteras abiertas y asi evitar el efecto de reflexidén que se
produciria al incidir las OR en las otras tres paredes. Por
ello, y para tratar de estudiar la reflexidén en una pared, se
decididé ampliar el dominio computacional, consistiendo este eﬂ
una regién de alrededor de 50000 km a lo largo del eje x’ y de
12000 km en el eje y’, interesandonos tan sdélo en una pequena
"ventana", ésta con dimensiones de 21n/K a lo largo del eje x',
ahi centrada y de 2n/min(l,,1,) en el eje y’ a partir de la
costa, donde (k.l;) y (k,l,) son las componentes (x'.vy’) del
vector nimerc de onda de 1la OR incidente y reflejada,

respectivamente (ver figura 14).

En la figura 15 se presentan los contornos en la "ventana"

de la funcidén corriente (y,) para una condicidén inrcial que es
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Figura 14: Esquema de la cuenca rotada para el problema
de reflexién de OR incidente y reflejada en una pared no
zonal.
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Figura 15: Contornos instantdneos de Y, (obtenidos
numéricamente) a lo largo de la "ventana" y a 1500 km a partir
de la costa. Las paredes laterales se encuentran
aproximadamente a 23000 km, mientras la pared paralela a la
costa se encuentra a 10500 km. Los contornos estan separados
por un octavo de periodo analitico T: a) v, ({=0); b) v, (t=T/8);

c) v (f=2T/8); d) v, (t=3T/8); etc, etc. Parametros: 0,=25",

a=25°, T=0.1 afio, k=-0.002 km™'.
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la superposicién de una OR incidente y la reflejada en una
pared no 2zonal para el caso lineal en el modelo numérico,
mostrando la deriva (en este caso hacia —x’) de los centros de
alta y baja presién. Los pardmetros de las ondas son: T = 0.1
afio, k=-0.002km™', 1,=0.00224km™", 1,=-0.006641 km™}, o=25°
y ©,=25°. En principio, para el caso lineal 1los centros de
baja y alta presién no deberian experimentar deformacién alguna,
tan sdlo la deriva de los centros al transcurrir el tiempo;
sin embargo conforme éste avanza, la funcidn corriente dentro
de la "ventana" se va deformando, limitando la validez de
nuestros resultados a un corto intervalo de tiempo. La
deformacién de la funcidén corriente la atribuimos al efecto
que experimentan las OR al incidir en las tres fronteras cerradas
alejadas de la "ventana", provocando que las ondas que ahi se
generan (reflejadas) se propaguen hacia el interior del dominio
conforme transcurre el tiempo, alterando la funcidén corriente

en nuestra regién de interés.

En la figura 16, se presentan los contornos de la funcién
corriente Y, para el caso alineal con una condicién inicial
que es la superposicioén de las OR incidente-reflejada. Para
este caso los términos advectivos son activados, manifestdndose
al "deformar" los centros de baja y alta presidén al transcurrir
el tiempo. La condicidén inicial no es solucidén del problema
alineal, por lo que en el modelo numérico tendriamos que esperar

idealmente un tiempo de ajuste a su solucidén. Desgraciadamente
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Figura 16: Contornos instantaneos de VY, (obtenidos

numéricamente) a lo largo de la "ventana" y a 1500 km a partir
de la costa. Las predes laterales se encuentran aproximadamente
a 23000 km, mientras la pared paralela a la costa se encuentra
a 10500 km. Los contornos estan seprarados por un octavo de
periodo analitico T: a) v \(t=0); b) v\ (t=T/8); c) v (t=2T/8);

d) p,(t=31/8); etc, etc. Parametros como en Figura 15.
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nuestros resultados se ven perturbados rapidamente por el efecto
de la reflexion de las OR al incidir en las tres paredes alejadas

de la ventana, limitando la validez de estos.

En la figura 17 se compara la componente u’ de la velocidad

geostrofica (paralela a la costa) obtenida numéricamente con
la corriente estacionaria obtenida analiticamente por Mysak y
Magaard (1983) en el caso sin friccién y Graef (1990). La
corriente obtenida numéricamente se calcula a partir de
promediar Y,(x’',y'.,t) a lo largo de x’' en una longitud de I%H
(a lo largo de la ventana) y se muestra a distintos tiempos
separados por un octavo del periodo T de 1las ondas
incidente-reflejada. Como se puede observar, al transcurrir el
tiempo se hace presente una corriente, siendo muy notorio el

corte de velocidades y su similitud con el flujo estacionario

obtenido analiticamente.

También se puede observar que el flujo obtenido
numéricamente no puede estabilizarse o hacerse estacionario.
Pensamos en dos posibilidades para explicar la dependencia
temporal del flujo promediado en X’ obtenido numéricamente: 1)
el efecto de las reflexiones en las tres paredes alejadas de
la ventana "contaminando" la solucién en la ventana y 2) que
el flujo promediado sea inestable. Lo ideal seria correr el
modelo por mds tiempo para observar la evolucidén del promedio
en x' de yY,, pero como se ha discutido anteriormente, esto

"contaminaria" adn mas Y, en la ventana.
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Figura 17: Grdficas de 1la componente de velocidad

geostrofica u' paralela a la costa, como funcién de v/,
coordenada perpendicular a la costa, obtenida numéricamente

(linea continua) y u’', velocidad geostréfica estacionaria,
obtenida de forma analitica (linea discontinua), separadas
por un octavo de periodo analitico T: a) u’(t=0); b) u'(t=T/8);
e) u"ft=2Tr8)y ) w'(t=3T/8); ete, ete.
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VII. SUMARIO Y CONCLUSIONES

Se estudia la autointeraccién de los modos normales de
Rossby por medio de un modelo numérico y uno analitico. La
soluciodn de la EVPCG lineal con condiciones a la frontera y,=0
enx=0,X,y v=0,Y,que obtiene Pedlosky (1987) es reproducida,
consistiendo de una onda viajera que se propaga hacia occidente
modulada por funciones seno que sastisfacen las condiciones a
la frontera. VY, presenta una serie de giros cicldnicos vy
anticicldénicos alterndndose en medio periodo. El1 modo normal
cuasigeostrofico se puede escribir como la suma de cuatro OR.
La frecuencia de oscilacidén del modo que es igual a cualesquiera
de las cuatro ondas depende esencialmente de las dimensiones

de la cuenca y del término (3.

La autointeraccidén alineal a primer orden de un modo normal
de Rossby se estudia en base a la interaccidn que existe entre
las cuatro OR que lo conforman. La interaccidén a primer orden
produce un forzamiento transitorio con el doble de la frecuencia

del modo y un forzamiento estacionario.

El forzamiento estacionario tiene como respuesta la
presencia de dos giros: uno anticiclénico en la parte norte de
la cuenca y el otro cicldénico en la parte sur.La respuesta
directa al forzamiento transitorio presenta un desfase de 90°
respecto al forzamiento, esta respuesta consiste de una serie

de giros cicldénicos y anticiclénicos que no satisfacen las
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condiciones a la frontera en las paredes meridionales. La
respuesta que tiene el fluido para satisfacer las condiciones
de contorno es el de generar OR, de tal forma que la suma de
la funcioén corriente de estas ondas (solucidén homogénea) y la
funcién corriente forzada resulte nula en las paredes. Anderson
y Gill (1975) proponen como mecanismo de generacidn de ORilibres
el ajuste a flujos que no satisfacen las condiciones a 1la

frontera. Las ondas producen un contra flujo, nulificando asi

la respuesta del forzamiento en las fronteras.

De las tres posibles soluciones a la ecuacién diferencial
homogénea para V;, las dimensiones de la cuenca son las que
determinan qué solucién escoger. Por otra parte, entre las
soluciones que conforman la solucidén perturbativa a primer
orden, la que tiene mayor importancia es la solucién particular
estacionaria. Los términos advectivos juegan un papel decisivo
en la circulacion de la cuenca si ésta es relativmente pequenfa;
por ejemplo para la cuenca de 1000 km por 500 km; por el
contrario para cuencas grandes, como la de 7000 km por 3500 km

los términos alineales pasan casi desapercibidos.

De los resultados que se obtienen por medio del modelo
numérico se aprecia que los contornos ‘le la funciodn corriente
lineal y alineal presentan la deriva hacia occidente de los
giros ciclénicos y anticicldénicos, registrando en ambos casos

un desfase respecto a la solucidén analitica. La deformacién
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que sufren los giros al aproximarse a la frontera occidental
presumiblemente se deba a la generacién de ondas cortas de
Rossby cuya velocidad de grupo se dirige hacia oriente. La
solucidén numérica alineal difiere apreciablemente de la solucidn
analitica perturbativa conforme la amplitud de la condicién
inicial se incrementa, indicé@ndonos que la solucién analitica

es vdlida para numeros de (3-Rossby pequefios.

El estudio de la estabilidad del flujo paralelo a la costa
por medio de un modelo numérico CG, como consecuencia de la
interaccidén alineal de una OR incidente y su respectiva onda
que refleja en una costa no zonal no pudo realizarse, debido
a que las condiciones a la frontera en el modelo numérico no
pudieron ser implementadas para estudiar el problema de
reflexidén de las OR que inciden en una pared. Sin embargo, el
flujo paralelo a la costa como funcién de y' al promediar 1la
funcién corriente alineal a lo largo de la ventana, resulta
similar al flujo estacionario que reportan Mysak y Magaard
(1983), en ausencia de friccidn, y Graef (1990). Este resultado
deja abierta la posibilidad de que en un futuro, al implementar
adecuadamente las condiciones a la frontera, el estudio de la

estabilidad de este flujo pueda realizarse.
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