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Resumen de la tesis que presenta Francisco Gonzdlez Dominguez como requisito par-
cial para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Computacion.

Algoritmo de enumeracion de cliques maximales en grafos k-outerplanares,
usando descomposicion de arbol

Resumen aprobado por:

Dr. José Alberto Fernandez Zepeda Dr. Alejandro Flores Lamas

Codirector de tesis Codirector de tesis

Un grafo G = (V, E) es una estructura discreta compuesta por el conjunto de vérti-
ces V y el de aristas E. Para un grafo G, un clique es un subgrafo para el cual cada par
de vértices esta conectado por una arista. Un clique maximal en G es aquel que no es-
td contenido en otro cligue mas grande en G. El problema de enumeracién de cliques
consiste en enumerar todos los cligues maximales en G. Este problema pertenece a la
clase NP-Dificil cuando G es arbitrario, y no se conocen algoritmos eficientes que lo
resuelva. En el presente trabajo de investigacidon se propone el algoritmo DP-CLIQUE,
el cual resuelve el problema anterior cuando el grafo de entrada es k-outerplanar. Un
grafo k-outerplanar es un grafo plano, que al quitarle los vértices que tocan la re-
gion infinita del plano que rodea al grafo, asi como sus aristas incidentes, se genera
un grafo (k— 1)-outerplanar. El algoritmo DP-CLIQUE se auxilia de dos algoritmos del
estado del arte. El primer algoritmo calcula la descomposicién de arbol de un grafo k-
outerplanar. Una descomposicién de arbol es una transformacién del grafo de entrada
a un arbol, en el cual, cada uno de sus nodos tiene atributos especiales. Posteriormen-
te, se utiliza otro algoritmo que genera una descomposiciéon de arbol agradable a partir
de la descomposicién anterior. La descomposicién de arbol agradable tiene restriccio-
nes adicionales que facilitan su procesamiento. El tiempo de ejecucién del algoritmo
DP-CLIQUE es de O ((T+ 1)-n-27*1) unidades de tiempo, donde n es el nimero de vér-
tices en el grafo de entrada, y 7 la anchura de arbol de G. La anchura de arbol de un
grafo G es una medida que indica qué tan cercano es G a un arbol. Este tiempo de
ejecucién es polinomial en n, si T es una constante. En particular, T es una constan-
te cuando k es una constante. Este tiempo de ejecucion es equivalente al del mejor
algoritmo del estado del arte, cuando k es constante, pero usa una técnica alternati-
va. Hasta donde el autor de este trabajo tiene conocimiento, el algoritmo DP-CLIQUE
es el primero en resolver el problema mencionado a través de la descomposicién de
arbol. Este algoritmo es el primer paso para resolver este problema en otros grafos en
tiempo polinomial en n.

Palabras clave: Algoritmo para grafos, enumeracion de cliques maximales,
descomposicion de arbol, anchura de arbol, grafo outerplanar, grafo k-outerplanar,
problema del clique



Abstract of the thesis presented by Francisco Gonzalez Dominguez as a partial requi-
rement to obtain the Master of Science degree in Computer Sciences.

Maximal clique enumeration algorithm in k-outerplanar graphs, using tree
decomposition

Abstract approved by:

Dr. José Alberto Fernandez Zepeda Dr. Alejandro Flores Lamas

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

A graph G = (V, E) is a discrete structure consisting of the vertex set V and the edge
set E. For a graph G, a clique is a subgraph for which an edge connects each vertices
pair. A maximal clique in G is a clique that is not a subset of a larger clique in G. The
maximal clique enumeration problem consists of enumerating all maximal cliques in
G. This problem is NP-Hard when G is arbitrary, and there are no known efficient al-
gorithms that solve it. This work proposes the algorithm DP-CLIQUE, which solves the
problem above when the input graph is k-outerplanar. A k-outerplanar graph is a plane
graph, such that by removing each vertex that touches the infinite region of the pla-
ne that surrounds the graph, and its incident edges, generates a (k— 1)-outerplanar
graph. The DP-CLIQUE algorithm employs two algorithms from state of the art. The first
algorithm calculates the tree decomposition of a k-outerplanar graph. A tree decom-
position is a transformation of the input graph to a tree, in which each of its nodes has
unique attributes. Then, the second algorithm generates a nice tree decomposition
from the previous decomposition. A nice tree decomposition has additional restrictions
that make it easier to process. The algorithm DP-CLIQUE requires O((T+ 1)-n-2T+1)
units of time, where n is the number of vertices in the input graph, and T the treewidth
in G. The treewidth of a graph G is a measure that indicates how close G is to a tree.
This execution time is polynomial in n if T is a constant. In particular, T is a constant
when k is a constant. This execution time is equivalent to that of the best-known state-
of-the-art algorithm when k is a constant, but it uses an alternative technique. As far
as the author of this work knows, the DP-CLIQUE algorithm is the first one that solves
the problem mentioned above through tree decomposition. This algorithm is the first
step for solving this problem in other graphs on polynomial time in n.

Keywords: Graph algorithms, maximal clique enumeration, tree decomposi-
tion, treewidth, outerplanar graph, k-outerplanar graph, clique problem
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Capitulo 1. Introduccion

El presente trabajo de investigacién se ubica en el area de analisis y disefio de al-
goritmos para grafos. En particular, se propone un algoritmo que resuelve el problema
de enumeracién de cliques maximales en un grafo k-outerplanar. A continuacion, se

presentan un conjunto de definiciones basicas para entender dicho problema.

1.1. Conceptos basicos y preliminares

Un grafo G es un par de conjuntos G = (V, E), tal que V es el conjunto de vértices, y
E C V x V, el de aristas (Diestel, 2017). Cada arista, denotada (u, v) € E se representa
por medio de su par de vértices. La Figura la ilustra un grafo de cuatro vértices y
seis aristas. Un grafo dirigido es un grafo en el que cada una de sus aristas tiene una

direccién asociada (Gross et al., 2014); en caso contrario, el grafo es no dirigido.

(a) (b)

(c)

Figura 1. Ejemplo de un grafo, un posible arbol de expansion y su ciclo fundamental. a) Grafo conectado
G; b) Arbol de expansién de G; c) La arista e forma un ciclo fundamental.

El grafo G es simple si no tiene autociclos (i.e., aristas de la forma (v, v)) ni aristas
multiples o redundantes (Gross et al., 2014). En este trabajo, se utilizan Unicamente
grafos simples y no dirigidos. Dos vértices u, v de G son adyacentes, o vecinos, Si

(u, v) es una arista en E. Dos aristas distintas son adyacentes si tienen un vértice



en comun (Gross et al., 2014) El orden de G, representado por |V|, es el nUmero de
vértices en el grafo (Gross et al., 2014). El conjunto de vecinos o vecindario abierto de
un vértice v en G, denotado por N(Vv), es el conjunto U C V de vértices, talqueue Uy
(v, u) € E (Diestel, 2017). Similarmente, el vecindario de distancia k para el vértice v,
es el subconjunto de vértices en V, tal que cada elemento del subconjunto esté a una
distancia a lo mas k de v (Behar y Cohen, 2018). El grado de un vértice v, denotado por
d(v), es igual al nUmero de aristas incidentes a v. Esto también es igual al nUmero de
vecinos de v, i.e., d(v) = |N(v)|. Un vértice de grado cero esta aislado (Diestel, 2017).
Una caminata es un grafo no vacio W = (V, E) de G, cuya formaes V = {vg, v1,..., Vm},
E={(vo,Vv1),...,(Vm-—1, vn)} (Diestel, 2017). La caminata anterior tiene una longitud
m. Si en la caminata W todos los vértices son distintos, entonces se llama camino.
Un ciclo es una caminata de longitud m > 3, en donde vg = v, (Diestel, 2017). La
distancia entre dos vértices u, v € V de G, denotado como dg(u, v), es la longitud del
camino mas corto, medido en aristas, que conecta a u con v en G; si ese camino no
existe, entonces dg(u, v) = oo (Diestel, 2017). A partir de esta definicion, el diametro
de G = (V, E), denotado por diam(G[V]), es la distancia mas grande entre cualquiera

de los vértices de G (Butenko y Prokopyev, 2007).

Un grafo G = (V, E) es plano si tiene un empotramiento en R2, donde sus aristas
Unicamente se tocan en sus vértices (Diestel, 2017). En un grafo plano, una cara es la
region delimitada por aristas. Toda cara tiene frontera con G, y para un G plano, exac-
tamente una de sus caras, la cara exterior, es ilimitada (Diestel, 2017). Cualquier otra
cara en el grafo, si existe, es una cara interior. Un grafo con |V| vértices enumerados
se puede representar por medio de una matriz de adyacencias M = (a,,,) de tamano
|V| x |V|, donde cada elemento a, de M es 1 si (u, v) € E'y 0 de otro modo (Cormen
et al., 2009).

Dentro de la clase de los grafos planos, existe la subclase l-outerplanar o sim-
plemente outerplanar (de ahora en adelante, se utiliza este Ultimo término), cuyos
vértices tocan la cara exterior. Un grafo outerplanar es maximal si al agregar cualquier
arista al grafo, éste deja de ser outerplanar. La Figura 2a muestra un ejemplo de un
grafo outerplanar; la regién delimitada por las aristas {(1, 2), (2, 8),(1,8)} es una ca-
ra interior del grafo. De manera generalizada, un grafo k-outerplanar es aquel que al

remover sus vértices de la cara exterior, asi como sus aristas incidentes, resulta en un



grafo (k — 1)-outerplanar (Katsikarelis, 2013).

Los grafos Halin son una subclase de los grafos 2-outerplanar. Un grafo Halin se
puede particionar en un arbol de al menos cuatro vértices, sin vértices de grado dos, y
un conjunto de aristas que forma un ciclo al conectar las hojas del arbol (Gross et al.,
2014). A la unién del conjunto de hojas y al conjunto de aristas que las conecta, se le
conoce como ciclo de hojas. La Figura 2b muestra un grafo Halin, donde los vértices

{1,2,3,4,5} forman el ciclo de hojas.

(a) (b)

Figura 2. Ejemplos de grafo outerplanar y Halin. a) Grafo outerplanar. La regién delimitada por
(1,2),(2,8),(1, 8) € E es una cara interna. b) Grafo Halin H; las aristas uniendo a los vértices {1, 2,..., 5}
forman el ciclo de hojas de H.

En un grafo G, un subgrafo inducido en un conjunto de vértices V’ C V, denotado
por G[V’], tiene a V/ como el conjunto de vértices y contiene toda arista de G cuyos
vértices estadn en V’ (Gross et al., 2014). El grafo G es conectado si no estd vacio
y cualquier par de vértices estd vinculado por un camino en G (Diestel, 2017). Un
subgrafo de expansion G’ = (V/,E’) de G es aquél tal que V’ cubre a todo G; i.e.,
VvV’ =V (Diestel, 2017). Si G es un grafo conectado, su arbol de expansion T = (V’/, E)
es un subgrafo de expansidon en G que es un arbol (Gross et al., 2014). La Figura 1b

ilustra un posible arbol de expansién del grafo de la Figura 1la.

Considere un grafo conectado G = (V, E) con un arbol de expansién T C G. Para
cada arista e € E \ E’, existe un ciclo fundamental Unico C. en T + e con respecto a
T (Diestel, 2017). La Figura 1c muestra que la arista e forma un ciclo fundamental al
agregarlo al 4rbol de expansién de la Figura 1b. Un grafo G es completo si cada par de
vértices de V estd conectado por una arista. La Figura 1a muestra un grafo completo

de cuatro vértices.



Un problema computacional de decisidon es un conjunto de entradas, tipicamente
infinita, junto con una pregunta cuya respuesta es ‘si’ 0 ‘no’ para cada entrada (Lewis
y Papadimitriou, 1998). Un problema computacional es de optimizacion si su salida es
el valor méximo o minimo entre el universo de soluciones posibles. Esta solucién tam-
bién se conoce como ‘la mejor’ dentro del espacio de soluciones. Ademas, es posible

expresar estos problemas como problemas de decision (Cormen et al., 2009).

Un algoritmo es un procedimiento para un problema computacional que toma un
conjunto de valores como entrada y produce un conjunto de valores como salida (Cor-
men et al., 2009). La complejidad computacional o simplemente complejidad, es la
cantidad de recursos necesarios para la ejecucién del algoritmo. Una manera de medir
la complejidad de un algoritmo es a través del tiempo de ejecucidn, que es el nimero
de operaciones basicas o “pasos” que el algoritmo tarda en ejecutarse (Cormen et al.,
2009). Usualmente, el tiempo de ejecucidn estd representado por una funcién f(n),

donde n es el tamano de la entrada del problema.

El modelo computacional de implementacién en el que estos algoritmos corren
se divide en deterministicos y no deterministicos. En un modelo deterministico, los
estados y operaciones sucesivas dependen del estado presente para su ejecucion.
Ejemplos de modelos deterministicos incluyen el modelo RAM y la maquina de Turing
deterministica. En un modelo no deterministico, estando éste en un cierto estado y
para un cierto conjunto de valores fijos en sus variables, el modelo puede tener cero,
una, o mas transiciones aplicables, y puede elegir cualquiera de ellas. Un ejemplo de

este modelo es la maquina de Turing no deterministica (Lewis y Papadimitriou, 1998).

Se dice que un problema computacional es manejable o eficiente si existe un algo-
ritmo que lo resuelve se ejecuta en tiempo polinomial, i.e., su tiempo de ejecucidn se
representa por una funcién de la forma O(n¢), donde ¢ es una constante positiva y el
polinomio estd representado por n. De lo contrario, se dice que el problema es inma-
nejable. En la practica, comunmente existen problemas de optimizacién de caracter

inmanejable (Cormen et al., 2009).

Un problema computacional P esta en la clase P si el algoritmo que lo resuelve
se ejecuta en tiempo polinomial en modelos computacionales deterministicos; i.e, es

manejable y f(n) es un polinomio en n. Un problema computacional P est4 en la clase



NP si cualquier certificado o solucién propuesta para P se puede verificar por un al-
goritmo en tiempo polinomial. Esta clase de problemas corre en tiempo polinomial en
la maquina de Turing no deterministica. Note también que los problemas de la clase P
estan en NP, ya que éstos pueden verificarse también en tiempo polinomial (Cormen
et al., 2009).

Un problema P esta en la clase N'P-dificil si cualquier problema P’ € NP se pueda
expresar en términos de P bajo un procedimiento u algoritmo polinomial. Dicho pro-
cedimiento se conoce como algoritmo de reduccién. Por otra parte, P estd en la clase
NP-completo si P e NPy P e N'P-dificil (Cormen et al., 2009).

Un ligero cambio en las especificaciones de un problema puede cambiar su clase
(i.e., pasar de P a N'P-completo o NP-dificil). Por ejemplo, el problema de determinar
el camino mas corto entre dos vértices arbitrarios de un grafo estd en la clase P;
mientras que determinar el camino mas largo en el mismo grafo es un problema NP-
dificil (Cormen et al., 2009).

Muchos problemas practicos estan en la clase NP-dificil y no se conocen algoritmos
eficientes para resolverlos, i.e., algoritmos que corran en tiempo polinomial. Por ello,
a continuacién se describen algunas técnicas para tratar de resolver algunos de estos

problemas de manera eficiente.

Una forma sencilla de disefar algoritmos para resolver problemas de la clase NP-
dificil es a través de la técnica de fuerza bruta. Esta técnica inspecciona exhaustiva-
mente todas las posibles soluciones al problema y elige la mejor de ellas. En este tipo
de problemas, normalmente el espacio de blsqueda es exponencial en funcién de n
(Cormen et al., 2009). Por lo que en la practica, el uso de esta técnica no es factible,
a menos de gue n sea pequefia. Un ejemplo de esta técnica se encuentra en el Pseu-
docddigo 1, en la Seccién 2.1; este pseudocddigo determina si existe en el grafo de

entrada un clique de tamano Q.

Los algoritmos de aproximacion buscan en el espacio de soluciones candidatas,
valores ‘cercanos’ al éptimo, para problemas que estdn en la clase NP-dificil. Este
tipo de algoritmos garantiza que la solucién propuesta C se acerque a la solucién
Optima C* por un factor de a lo mas p(n). Para problemas de maximizacién, p(n) > %

donde 0 < C < C*; para problemas de minimizacién, p(n) > c£ donde 0 < C* < C



(Cormen et al., 2009). Un ejemplo de un algoritmo de aproximacién para el problema
del cubrimiento de vértices minimo es el propuesto en Hochbaum (1997), cuyo factor
de aproximacidn p(n) es 2; esto quiere decir que el valor de salida del algoritmo de
aproximacién no pasa del doble del valor éptimo. Dado un grafo G, un cubrimiento de
vértices V' C V, es aquel tal que cada arista (u, v) € E, ya sea u, v, o ambos, estan
en V’. La versién de optimizacidon de este problema consiste en encontrar el conjunto
V’ de menor cardinalidad. La versién de decisién del problema del cubrimiento de

vértices es N'P-completo (Cormen et al., 2009).

Otra técnica utilizada para tratar de resolver problemas de optimizacion que estan
en la clase NP-dificil son las heuristicas. Estas técnicas no necesariamente manejan
un factor de aproximacién como los algoritmos de aproximacién. Por lo tanto, no se
puede saber con certeza qué tan cerca esta la soluciéon aproximada de la solucién
Optima. No obstante, el tiempo de ejecucién de estos algoritmos suele ser menor que
el de los algoritmos de fuerza bruta. Las heuristicas se utilizan mucho en la practica,
son faciles de programar y generan soluciones cercanas a la éptima. La base tedrica
de las heuristicas no siempre proporcionan un andlisis del tiempo de ejecuciéon en
sus algoritmos. En su lugar, normalmente se realiza una serie de experimentos para
obtener un tiempo de ejecucién promedio. Los benchmarks o comparaciones entre

estos algoritmos determinan su desempeno y utilidad (Eiben y Smith, 2015).

Un ejemplo de heuristica mencionado en Eiben y Smith (2015) son los algoritmos
genéticos, los cuales estan inspirados en la teoria de la seleccién natural para obtener
respuestas cercanas al éptimo. La poblacién es un grupo de respuestas candidatas,
cuyos individuos se conocen como genes. Cada gen estd constituido por una serie de
atributos. Cada gen se somete a una mutacion con probabilidad p. Una mutacidn es
una alteracién intencional de algln o algunos atributos en un gen. La calidad de cada
gen se mide por medio de una funcién de aptitud (‘fitness’). Después, los genes de
mejor calidad realizan el cruzamiento para generar una nueva poblacion. Tipicamente,
el cruzamiento es el proceso que genera nuevos genes a partir de una combinacién de
los atributos de los genes padres. A todo el proceso anterior se le llama generacidn,
y éste se repite hasta que la calidad de los genes ya no cambie significativamente.
El gen de mejor calidad se considera como la respuesta aproximada al problema y se

espera que éste sea cercano al 6ptimo.



Un ejemplo de heuristica aplicada al problema de cubrimiento de vértices minimo
se observa en Khuri y Back (1994). Este trabajo describe un algoritmo genético que
produce respuestas aproximadas para este problema con una calidad mayor a la que

produce el algoritmo de aproximacién con p(n) = 2, descrito en (Cormen et al., 2009).

La teoria de la complejidad parametrizada investiga cémo disefar algoritmos de
tal forma que su tiempo de ejecucion incluya un parametro adicional e independiente
al tamafo de la entrada del problema. Bajo esta teoria, ciertos problemas se pueden
reformular de tal manera que su tiempo de ejecucidon se exprese como el producto
de dos funciones. La primera funcidn depende Unicamente del parametro k, que es
independiente de la entrada del problema; mientras que la segunda depende del pa-
rametro n, el cual es el tamafo del problema. Existen distintas clases de problemas
parametrizados. Una de ellas, descrito en Cygan et al. (2015), es la clase de problemas
con parametro fijo manejable (fixed parameter tractable, FPT por sus siglas en inglés).
El tiempo de ejecucidon de estos algoritmos consiste de una funcién computable f y
un parémetro k, que en conjunto son de la forma O(f(k)-n°®). Note que f(k) pue-
de ser una funcién exponencial de k, que para muchos problemas si k se considera

constante, el costo computacional es manejable.

Uno de los parametros considerados en complejidad parametrizada es el tamafo
de la solucién. Un ejemplo de ello es el problema de cubrimiento de vértices de tama-
Ao a lo mas k. Para este problema, existe un algoritmo FPT cuya complejidad es de

O (2 - |E|) unidades de tiempo en un grafo general (Nisse, 2018).

1.2. Problema de enumeracion de cliques maximales

En un grafo simple, no dirigido y finito G, un clique es un subconjunto de vértices
V’/ C V tal que entre cualquier par de vértices u, v de V’, existe una arista (u, v) € E
gue los conecta (Cormen et al., 2009). El grafo G de n vértices es completo, denotado
por Kp, si los n vértices forman un clique. Note que el subgrafo inducido por el clique

V’ es Kjv|. En la Figura 3a, se muestran los grafos completos K1 a K.

Un clique V’ de G es maximal si V/ no es un subgrafo de otro clique mdas grande en
G. Un cligue maximal es maximo si es el de mayor orden en G. El tamafio del clique

maximo (cligue number) de G se denota por w(G). En un grafo, el cligue maximo



no necesariamente es Unico (Butenko y Prokopyev, 2007). En el grafo de la Figura
3b se tienen dos conjuntos cliques maximales, éstos son {1,2,6} y {3,4,5,7}. En

particular, el conjunto {3,4,5, 7} es el Unico cligue maximo del grafo.

R AN

Ka
(a) (b)

Figura 3. Ejemplos de cliques y conjuntos cliques maximales. a) Grafos planos K1, K2, K3, K4; b) Grafo
con cliqgues maximales {1,2,6} y {3,4,5,7}, siendo este Ultimo el clique méximo en el grafo.

El problema de optimizacidn del clique toma como entrada un grafo G y su salida
es el clique maximo en G. La version de decision de este problema pregunta si existe
un clique de al menos Q vértices en G. Este problema es N’P-completo en su version
de decisién y es A'P-dificil en la de optimizacién (Karp, 1972). Por otra parte, el pro-
blema de enumeracién de cliques maximales consiste en identificar todos los cliques
maximales en G. Este problema es una generalizacion del problema de optimizacion

del clique, y también es NP-dificil.

El tamafo del cligue maximo en un grafo outerplanar es tres. Dicho grafo no puede
tener un K4 como subgrafo, ya que el empotramiento plano del grafo K4 tiene un
vértice que no toca la cara externa. Ademas, no existen empotramientos planos para

el grafo K,, con n > 4.

Un grafo no dirigido G es s-degenerado, si cada subgrafo no vacio G’ C G tiene al
menos un vértice v con grado a lo mas s. La degeneracién de un grafo G, denotada por
d, es el valor s mas pequefo tal que G es s-degenerado. Para un grafo con degenera-

cién d existe un ordenamiento degenerado. Una forma de obtener este ordenamiento



es redibujando al grafo G, de tal manera que los vértices se dibujen sobre el eje hori-
zontal, y para cada vértice existan a lo mdas d vecinos a su derecha. El ordenamiento
degenerado consiste de la secuencia de vértices, de izquierda a derecha, en el grafo
redibujado (Eppstein et al., 2010). Un algoritmo que calcula el ordenamiento degene-
rado para un grafo outerplanar es el mostrado por el Pseudocddigo 6, en el Capitulo 3.
Para un grafo con degeneracion d, su cligue maximo no tiene una cardinalidad mayor
a d+ 1. En un grafo outerplanar, cuya degeneracién es dos, su clique maximo es tres.
Mds informacidn sobre el problema del clique se discute en la Seccidén 2.1 del Capitulo
2.

1.2.1. Clique de distancia

A continuacién se presenta una variante del problema de optimizaciéon del clique,
propuesta por Luce (1950). Dado un grafo no dirigido G = (V, E), un cligue maximo
V’ de distancia k (adaptado del término en inglés de k-clique Butenko y Prokopyev
(2007)), para una constante entera k, es un subconjunto de maxima cardinalidad de
V, tal que para cualquier par de vértices u, v € V’, la distancia entre ellos es a lo
mas k. Note que el problema del cligue maximo de distancia uno es igual al problema
de optimizaciéon del clique. En la Figura 4a se muestra un grafo outerplanar de seis
vértices. Las Figuras 4b y 4c muestran ejemplos de cliques maximos de distancia dos,

mostrados en negro.

1.3. Otras variantes del problema del clique maximo de distancia k

Un problema similar al cligue maximo de distancia k es el problema del k-clan
maximo. Dado un grafo no dirigido G = (V, E), un k-clan maximo V’ es un subconjunto
de vértices de maxima cardinalidad de V, tal que diam(G[V’]) = k, y ademas V’ forma
un clique maximal de distancia k en G (Butenko y Prokopyev, 2007). Una forma de
encontrar el k-clan maximo en un grafo G es el siguiente. Primero, encontrar todos los
cligues maximales de distancia k en G. Segundo, determinar cual de ellos forma un

k-clan. Tercero, de éstos ultimos, seleccionar el de méxima cardinalidad.

Una variante del k-clan es el k-club. Dado un grafo no dirigido G = (V, E), un k-

club V’ es un subconjunto de vértices de V, tal que diam(G[V’]) = k, pero V’ no
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necesariamente forma un cligue maximal de distancia k en G (Butenko y Prokopyev,
2007). Note que cualquier k-clan es un k-club, pero no necesariamente lo contrario.
Similarmente, un k-clan es un clique de distancia k maximal, pero no necesariamente

lo contrario.

En la Figura 4c, el conjunto S, forma un 2-clan maximo. En la Figura 4d, el conjunto
S; forma un clique de distancia 2 maximal en G, pero no es un 2-clan. Las Figuras 4e

a 4g muestran algunos conjuntos 2-club de G.

2

51=1{1,2,3,4,5} 52=1{2,3,4,5,6}
(a) (b) (c)
diam(G[51]) > 2 U1=1{1,2,3,4} U>=1{1,2,3,5} Us=1{2,3,4,56}

(d) (e) (f) (9)

Figura 4. Ejemplos de cliques y variantes del clique. Los vértices de color negro forman estos conjuntos.
a) Grafo outerplanar de entrada G. b) El conjunto S; forma un cliqgue méximo de distancia 2; note que
d(4,5) < 2 porqgue utiliza el camino 4, (4, 6),6,(6,5),5. c) El conjunto S, forma un clique maximo de
distancia 2. Este conjunto también forma un 2-clan maximo, porque el grafo inducido por Sy tiene un
diametro igual a dos. d) En G, S1 no es un 2-clan, porque el diametro de G[S1] es mayor que dos. e)-g)
Los conjuntos Uz, Uz y Us son 2-club porque el didmetro de los grafos G[U1], G[U2] y G[U3] es igual a
dos, pero no necesariamente son cliques maximales en G.
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1.4. Descomposicion de arbol y sus variantes

Ademas del tamafo de la solucién, en la complejidad parametrizada existen para-
metros que representan la estructura de la entrada del problema, como en el caso de
los grafos. A continuacidn se describen las descomposiciones de camino y de arbol en

un grafo, asi como sus variantes agradables, segun lo descrito por Cygan et al. (2015).

Sea G un grafo simple, no dirigido y conectado. Una descomposicion de arbol del
grafo G es un par 7 = (T, X). Donde T = (I, F) es un arbol con un conjunto de nodos Iy
un conjunto de aristas F. El conjunto X es una coleccion de bolsas, donde cada bolsa
es un subconjunto de vértices del grafo de entrada. Ademas, cada bolsa X; € X esta

asociada al nodo i €I. La bolsa X; se puede ver como informacién satelital del nodo i.

Nota. En este documento, para cualquier grafo de entrada G = (V, E), los elementos
de V se llaman vértices. En la transformacién de arbol y sus variantes, los elementos

del conjunto I se llaman nodos.

Cualquier descomposicidn de arbol tiene las siguientes propiedades:
1. Cada v € V debe estar contenido en al menos una bolsa X;.

2. Para cada arista (u, v) de E, existe al menos una bolsa X; que incluye a los vértices

uy v.

3. Para cada v € V, el conjunto de nodos {i€I: v € X;} induce un subéarbol conecta-

doenT, llamado T,.

La Figura 5a muestra un grafo outerplanar maximal G, donde cada circulo es un
vértice, y la letra circunscrita su identificador. La Figura 5b muestra una posible des-
composicién de arbol de G. Cada circulo es un nodo, y cada uno de ellos tiene asociada
una bolsa con un conjunto de vértices de G. Note que los vértices de cada arista del
grafo G estan contenidos en la misma bolsa de al menos algun nodo en el arbol. En el
Capitulo 3 se describe el algoritmo de Katsikarelis (2013) con el cual se puede generar

dicha descomposicién.
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(a) (b)

Figura 5. Ejemplo de descomposicién de arbol a partir de un grafo outerplanar. a) Grafo outerplanar de
ocho vértices; b) Una posible descomposicién de arbol de siete nodos del grafo outerplanar. Las letras
dentro de cada nodo representan el contenido de su bolsa.

Una descomposicion de arbol agradable T’ satisface las condiciones de una des-

composicién de arbol y, ademas, las que se enumeran a continuacion:

1. El arbol T de 7’ esta enraizado en un nodo r de grado uno, llamado raiz.
2. Las bolsas asociadas a cualquier nodo hoja y al nodo raiz estan vacias.
3. Cualquier nodo que no sea hoja ni raiz es del tipo introductor, eliminador o unién.

4. Los nodos introductores y eliminadores tienen un solo descendiente. Un nodo
unién t tiene dos nodos descendientes, denominados t; y t,. Los vértices en las

bolsas Xt, Xt; y Xt, son los mismos.

5. Para el nodo introductor p y su descendiente ¢, X, = XU v, donde v es el vértice
que se introduce en la bolsa del nodo p. Similarmente, para el nodo eliminador p
y su descendiente ¢, Xp = X¢ \ v, donde v es el vértice que se elimina de la bolsa

del nodo c.

6. El grado de cada nodo en el arbol T es a lo mas tres.

La Figura 6 muestra una posible descomposicidon de arbol agradable del arbol de
la Figura 5b. Los tres nodos blancos de grado uno son las hojas. El Unico nodo negro
de grado uno es la raiz. Cada nodo negro de grado dos es eliminador. Cada nodo gris

de grado dos es introductor. Finalmente, cada nodo blanco de grado tres es unién.
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Note que la diferencia en la cardinalidad de las bolsas de dos nodos vecinos o adya-
centes es a lo mdas uno. En el Capitulo 3 se describe un algoritmo, mostrado en el
Pseudocédigo 7, con el cual se transforma una descomposicidon de arbol arbitraria a

una agradable.

[eHH
e

Figura 6. Una posible descomposicién de arbol agradable del arbol de la Figura 5b. Los nodos blancos
de grado uno son las hojas. El nodo negro de grado uno es la raiz. Cualquier otro nodo en negro, gris o
blanco es eliminador, introductor o unién, respectivamente.

Dada una descomposicién de arbol 7, la anchura de la descomposicién de arbol de
T es la cardinalidad de su bolsa mas grande menos uno. La anchura de arbol (tree-
width) de un grafo G, denotada por T 0 T, es la anchura minima de todas las posibles
anchuras de las descomposiciones de arbol en G. Pese a que encontrar la anchura

de arbol en un grafo arbitrario es un problema NP-dificil (Cygan et al., 2015), existen
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algunos algoritmos polinomiales que obtienen la descomposicién de arbol para ciertas
clases de grafos. Un ejemplo de este tipo de grafos es el outerplanar, cuya descom-
posicion de arbol se obtiene a través del algoritmo de Katsikarelis (2013), el cual se
describe en el Capitulo 3. La anchura de arbol en el arbol de la Figura 5b es dos. Su
descomposicién de arbol agradable sigue manteniendo la misma anchura de arbol,

como se puede ver en la Figura 6.

Una descomposicién de camino P es un caso especial de la descomposicién de ar-
bol. Para este tipo de descomposicién, el grafo T es una cadena lineal de nodos. En
la descomposicion de camino también se cumplen las condiciones de una descom-
posiciéon de arbol. Similar a la anchura de arbol, una anchura de camino de P es la
cardinalidad de la bolsa mdas grande menos uno. La anchura de camino (pathwidth),
denotado por pw(G), es la anchura minima de todas las descomposiciones de camino
posibles de G. Ademas, una descomposicién de camino P’ es agradable si cumple
las mismas propiedades de una descomposicién de arbol agradable. En P’ no existen

nodos union, y el grado maximo de cualquier nodo es dos (Cygan et al., 2015).

De manera intuitiva, la anchura de arbol T de G indica qué tan similar es el grafo G
a un arbol. Entre mas pequefio sea este valor, mdas cercano es G al arbol. Si G es un
arbol, su anchura de arbol es uno. Similarmente, la anchura de camino pw(G) indica
gué tan similar es el grafo G a una cadena lineal de vértices. Si G es una cadena lineal

de vértices, entonces pw(G) = 1.

1.5. Contribucion

La contribucién de esta tesis consta del algoritmo DP-CLIQUE, el cual utiliza la téc-
nica de programacién dindmica. Este algoritmo resuelve el problema de optimizacién
del clique para un grafo k-outerplanar en O((T+ 1)-n- 2T+1) unidades de tiempo. En
este trabajo se compara el algoritmo propuesto contra los algoritmos del estado del
arte que resuelven el mismo problema, y discute los pardmetros que cada uno utiliza.
El algoritmo propuesto se auxilia de la técnica de descomposicion de arbol, ya que
la entrada para el algoritmo DP-CLIQUE es la transformacién de arbol agradable del
grafo de entrada. Se puede observar que el tiempo de ejecucién de este algoritmo es

polinomial, si T se considera constante.
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1.6. Organizacion de la tesis

El presente documento de tesis se organiza de la siguiente manera. El Capitulo 2
presenta el estado del arte del problema de enumeraciéon de cliques maximales, y
enumeracién de cligues maximales de distancia k. Para estos problemas, se discute
el algoritmo de Bron y Kerbosch (1973), que es bdasico para resolver estos problemas.
El Capitulo 3 explica la descomposicién de arbol y su variante agradable. En parti-
cular, describe el algoritmo de Katsikarelis (2013), que obtiene la descomposicién de
arbol de un grafo k-outerplanar. También presenta un algoritmo, disefado por el au-
tor de este documento, que obtiene una descomposicién de arbol agradable a partir
de una descomposicién de arbol arbitraria. El Capitulo 4 describe el algoritmo pro-
puesto DP-CLIQUE, la principal contribucién de este trabajo de investigacién. También
se demuestra que este algoritmo es correcto y se hace el andlisis de su tiempo de
ejecucioén. Finalmente, el Capitulo 5 presenta las conclusiones de este trabajo de in-
vestigacién, diferencidndolo de los trabajos del estado del arte. También se proponen

algunas lineas de investigacion relacionadas con el problema estudiado.
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Capitulo 2. Enumeracion de cliques maximales

En este capitulo se describe el problema de enumeracién de cliques maximales y
una variante denominada enumeracién cligues maximales de distancia k. Para cada
problema, se describen algunos algoritmos en la literatura que los resuelven. Primero,
se presenta un algoritmo de fuerza bruta, propuesto por el autor de este documento,

que encuentra si existe o no, un clique de cardinalidad Q en un grafo arbitrario.

2.1. Algoritmo de fuerza bruta para el problema de clique

Una forma de determinar si existe un clique de tamafo Q en un grafo arbitrario,
consiste en enlistar todos los subconjuntos de vértices de tamafio Q y revisar si cada
uno forma un clique. El tiempo de ejecucién de este algoritmo es O(Oz(g)) u.t., donde
el factor (g) representa el nUmero de distintas formas en que se pueden elegir Q vérti-
ces de un conjunto de tamafio n; el factor Q2 es el tiempo requerido para verificar que
los Q vértices forman un cligue. El tiempo de ejecucidn de este algoritmo es polinomial

si Q es una constante, i.e., 0(n?) u.t. (Cormen et al., 2009).

El algoritmo recursivo Size-Q-CLIQUE, mostrado en el Pseudocddigo 1 y propuesto
por el autor de este trabajo de tesis, determina por fuerza bruta si existe en el grafo
de entrada G al menos un clique de tamafo Q. La lista E almacena las aristas en G.
La lista chain almacena una secuencia de vértices a evaluar para determinar si existe
un cligue de tamafo Q; la longitud méxima de la lista es Q. La lista R almacena los
vértices disponibles para insertarlos en chain. La variable booleana found indica si
se encontré un clique de tamafo Q cuando es verdadera. La lista clique almacena
el ultimo clique de tamafo Q encontrado, si existe. La funcién CHECK determina si la

cadena chain es un clique; si es asi, esta funcién es verdadera.

Inicialmente, R =V, clique = nil, found = false y chain = nil. La instruccién if de
las Lineas 1 — 7 del Pseudocddigo 1 verifica si se han insertado Q elementos a chain,
para que ésta la pueda inspeccionar la funcién CHECK. En el caso que chain forme un
clique, el Pseudocédigo regresa la lista clique y el booleano found como verdadero.
De otro modo, las Lineas 8 — 14 del Pseudocédigo modifican los valores en chain y R,
llamando recursivamente a Size-Q-CLIQUE, para continuar con la verificaciéon de otra

cadena distinta. Su tiempo de ejecucién es de 0(Q? - (g)) u.t.
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Pseudocadigo 1: Size-Q-CLIQUE(Q, G = (V, E), R, chain, found, clique)
Entrada: Un grafo simple, no dirigido y conectado G (representado por su
matriz de adyacencias M) y un entero Q.
Salida: Si existe un clique de tamafio Q, éste se almacena en la variable
clique; en caso contrario, clique es un conjunto vacio.
1 if Q > R.size v k=0 then
if Kk =0 then
if CHECK(chain, G = (V, E))= true then
found « true;
clique < chain;
end
end
else
X < PoP(R);
10 PusH(chain, x);
11 SI1ZE-K-CLIQUE(Q— 1, G = (V, E), R, chain, found, clique);
12 X <« Popr(chain);
13 Si1ZzE-K-CLIQUE(Q, G = (V, E), R, chain, found, clique);
14 end
15 return found, clique;

© 0 N oo n A& WN

2.2. Algoritmo de Bron y Kerbosch

Otro algoritmo de caracter recursivo que resuelve el problema de enumeracion de
cligues maximales es el propuesto por Bron y Kerbosch (1973). Una implementacién
de este algoritmo se muestra en el Pseudocddigo 2. Dicho pseudocddigo se tomd de

Eppstein et al. (2010).

Pseudocodigo 2: BRON-KERBOSCH(G = (V, E), R, P, X)
Entrada: Un grafo G = (V, E) no dirigido.
Salida: Todos los cliques maximales en G.
if P=X =0 then
\ reportar R como un conjunto cligue maximal,
end
foreach ve P do
BRON-KERBOSCH(G = (V, E), RU {Vv},PnN(Vv), XnN(V));
P=P\{v};
X=Xu{v},;
end

0 N OO U A WNKH

El algoritmo de Bron y Kerbosch (1973), mostrado en el Pseudocédigo 2, es un al-
goritmo recursivo, comunmente llamado de backtracking. Su entrada es el conjunto

P, que inicialmente contiene el conjunto de vértices V del grafo de entrada. Los con-
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juntos R y X inicialmente son vacios. Un ejemplo de ejecucién de este algoritmo se
muestra en el arbol derecho de la Figura 8. Las Lineas 1 — 3 del pseudocédigo deter-
minan cuando el algoritmo encontré un clique maximal. Estos cligues maximales se
pueden observar en las hojas 1 y 4, de izquierda a derecha, resaltados en negro. El
algoritmo realiza un backtracking para poder revisar en forma exhaustiva todos los
posibles cligues maximales del grafo. En general, el conjunto P consiste de los vértices
potenciales conectados a R, y el conjunto X consiste de los vértices ya procesados
al realizar el backtracking. En cada llamada al algoritmo, P y X son conjuntos disjun-
tos cuya unidn consiste de los vértices que forman un clique cuando se afladen a R.
Ademas, el objetivo del conjunto X es evitar que se repita el reporte de algun clique
maximal durante la ejecucién del algoritmo. El algoritmo posee la invariante de que
los vértices en R forman un clique. Desafortunadamente, los autores de este algoritmo
no realizan el analisis del tiempo de ejecucién, pero se supone que éste es exponen-
cial, por el resultado de Moon y Moser (1965), que establece que el nimero de cliques
en un grafo arbitrario puede llegar a ser exponencial. El tiempo de ejecucién de este
algoritmo es O(3™3) u.t. Adicionalmente, dicho algoritmo mejora el tiempo de ejecu-
cién del algoritmo de Bierstone, que en algin momento se considerd el algoritmo del

estado del arte para la enumeraciéon de cliques maximales en un grafo.

@/@\@@

Figura 7. Grafo utilizado para ejemplificar de enumeracién de cliques maximales.

[BK({},{1,2,3,4}.{})|

BK({l},{2.3}.{}>ﬁ{z},{a},{m |BK({3}.{4}.41.2}) | | BK({4}.{}.{3}) |

|
|BK({1,2}.{3}.{})] |BK({1.3}.4}.42D) | |BK({2.3}.{}{1}) | | EE NI

Figura 8. Un posible arbol de recursividad generado al utilizar el algoritmo de Bron y Kerbosch (1973)
para el grafo de la Figura 7. Los hojas en negro reportan los cligues maximales.

Tomita et al. (2006) diseflaron una variante del algoritmo anterior, llamado BRON-
KERBOSCH-PIVOT, mostrado en el Pseudocodigo 3. Dicho algoritmo selecciona al vértice

gue posee al vecindario de mayor tamafio en el conjunto en cuestién (ver Linea 4 del
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Pseudocédigo 3).

Si la entrada al algoritmo es un grafo arbitrario no dirigido, G, su tiempo de eje-
cucion es 0(3"3) u.t., donde n es el nimero de vértices en G. El trabajo de Moon y
Moser (1965) determina que el méximo nimero de cliques en G es 33, por lo que el

Algoritmo 3 resulta éptimo.

Pseudocodigo 3: BRON-KERBOSCH-PIVOT(G = (V, E), R, P, X)

Entrada: Un grafo G = (V, E) no dirigido.
Salida: Enumeracion de todos los conjuntos cliques maximales en G.

1 ifP=X=0 then

2 \ reportar R como un conjunto cligue maximal,

3 end

a Escoger un pivote u € PuU X, tal que u tenga el mayor vecindario en P;
5 foreach ve P\ N(u) do

6 BRON-KERBOSCH-PIVOT(G = (V, E), RU {Vv}, PnN(Vv), X nN(V));

7 | P=P\{v}

8 X=Xu{v};

9 end

Eppstein et al. (2010) toman como base el algoritmo de Tomita et al. (2006), y le
agregan el ordenamiento degenerado de los vértices. Este algoritmo, mostrado en el
Pseudocédigo 4, se utiliza para enumerar los cligues maximales en G. Con esta adicidn,
ellos obtienen un algoritmo FPT, donde el parametro adicional es la degeneracion del

grafo, denotada por d. Este algoritmo requiere O(d-n-3%3) u.t.

Pseudocodigo 4: BRON-KERBOSCH-DEGENERACY(G = (V, E))

Entrada: Un grafo G = (V, E) no dirigido.

Salida: Enumeracidn de todos los conjuntos cliques maximales en G.
1 foreach v; en un orden degenerado vg, v1,...Vv, de (V,E) do

2 | P<N(v)n{Vit1,..., Vo1 };

3 | X< N(v)n{vo,...,vie1}

4 BRON-KERBOSCH-PIVOT(G = (V, E), { v}, P, X);
5 end

Wood (2007) y Eppstein y Strash (2011) mencionan que el niumero total de cliques,
no necesariamente maximales, en un grafo con degeneracién dos es lineal respecto
al tamafo de sus vértices o aristas. Para calcular la degeneracién de un grafo G, los
algoritmos de (Matula y Beck, 1983) y (Batagelj y Zaversnik, 2011) lo encuentran
en O(]V| + |E]) u.t., con base en un ordenamiento degenerado. Otro ejemplo de un

algoritmo que obtiene la degeneracién de un grafo outerplanar, es el mostrado en el
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Pseudocédigo 6, y propuesto por el autor de este documento. Dicho algoritmo corre

en tiempo lineal en el nUmero de vértices en el grafo.

La Tabla 1 resume los trabajos mas relevantes relacionados con los problemas de
enumerar todos los cliques maximales y maximos en un grafo. En particular, los traba-
jos de Tomita y Kameda (2007), Tomita et al. (2017) y Konc y Janezic (2007) encuentran

el cligue maximo sin necesidad de enumerar todos los cliques maximales.

Nota. A partir de la Seccidén 2.3, el problema de optimizacién del clique se renombra
como el problema del optimizacion del clique de distancia 1. Dado que este problema

es un caso especial del problema de optimizacién del cligue de distancia k.

Tabla 1. Estado del arte de los algoritmos que enumeran los cliques maximales y maximos.

Autor Problema Tiempo de ejecu- Técnica Comentarios
cién
Bron y Kerbosch (1973) Enumeracién decli- Exponencial Branch & Bound
ques maximales (BnB)
Tomita et al. (2006) Enumeracién de cli- Exponencial Alg. de Bron-
ques maximales Kerbosch con es-
trategia de pivote.
Tomita y Kameda (2007) Enumeracién decli- Exponencial Coloreado aproxi- Efectivo en grafos
ques maximales mado + pruning dispersos bajo ex-
perimentacion
Konc y Janezic (2007) Cliqgue méximo Exponencial Coloreado aproxi- 0O(n?) bajo aproxi-
mado que toma macién
tiempo polinomial
Eppstein y Strash (2011) Enumeraciéndecli- O(d-n-3%3) Degeneracién del Para un grafo arbi-
ques maximales grafo trario, d < n; pa-
ra una subclase de
grafos como el ou-
terplanar, d es un
valor fijo
San Segundo et al. (2016) Encontrar cligue  Exponencial BnB, bit parallelism  Formulacién mate-
maximo matica del proble-

ma

2.3. Enumeracion de cliques maximales de distancia «

Por sus posibles aplicaciones en la practica, algunos investigadores (Pattillo et al.,
2013; Behar y Cohen, 2018) han optado por ‘relajar’ la propiedad de distancia entre

los elementos conectados que constituyen al clique, por un valor entero k > 1.

Behar y Cohen (2018) propusieron una variante del algoritmo de Bron y Kerbosch
(1973) para enumerar todos los cliques maximales de distancia k, a través del ve-

cindario de distancia k del vértice a procesar. Este algoritmo, llamado CKCLIQUES, se
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muestra en el Pseudocddigo 5.

Pseudocodigo 5: CKCLIQUES(G = (V,E),R,P, X,K)

Entrada: Un grafo G = (V, E) no dirigido.

Salida: Enumeracion de todos los conjuntos cliques maximales de distancia k

en G.
if P=X =@ then
\ reportar R como un conjunto cligue maximal,

end

foreach ve P do
CKCLIQUES(G = (V, E), Ru {v}, PN NK(v), X n NK(v), k);
P=P\{v};
X=XuU{v};

end

0 N OO U A WNKH

CKC({12,4}.{}.{3}.2) |
CKC({1,2},{3,4}.{}.2)
CKC({1,2,3},{41.{},2) }—{W

CKC({1.3}.{4}.12}.2) |—{CKC({1.3.4}.{}.{2}.2) ]

—CKC({1}.{2,3,4}.{}.2)

CKC({1,4},{}.{2,3}.2) ‘

[:CKC({Z,3},{4},{1},2) F—{ckc({2,3.4} {}.{11.2)
[CKC({}.11.23.4}.{}.2) }—%CKC(Q}’{&”'“}’Z) |

CKC({2,4},{}.{1.3}.2) ‘

CKC({3}.44}.{1.2}.2) |—CKC({3.4}.{}.11.2}.2) |

L{ckc({4}.{1{1.2.3}.2) ]

Figura 9. Ejemplo de enumeracién de cliques maximales de distancia k con el algoritmo CkCLIQUES, con
k = 2, utilizando el grafo de la Figura 7 como entrada. La hoja en negro muestra el Unico clique maximal
de distancia dos.

El Algoritmo CKCLIQUES es recursivo, al igual que el de BRON-KERBOSCH (Pseudocé-
digo 2). Su entrada es el conjunto P, que inicialmente contiene el conjunto de vértices
V del grafo de entrada. Los conjuntos R y X inicialmente estan vacios. Un ejemplo
de ejecucion de este algoritmo se muestra en la Figura 9. En el arbol inferior de esta
figura, cada vértice representa una ejecucién del algoritmo con ciertos parametros.
Las Lineas 1 — 3 del pseudocédigo determinan cuando el algoritmo encontré un clique
maximal de distancia k, con k = 2. El clique maximal de distancia k se puede obser-
var en la hoja resaltada en negro. Este algoritmo realiza un backtracking para poder
revisar en forma exhaustiva todos los posibles cligues maximales de distancia k del
grafo. En general, los conjuntos P, R y X tienen la misma funcién que en el algoritmo

de BRON-KERBOSCH.
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Adicionalmente, en tiempo polinomial, los autores de dicho algoritmo encuentran
otro cligue maximal de distancia k, y asi sucesivamente. Como el nimero de cliques
maximales de distancia k en G puede ser exponencial, el algoritmo para encontrar
todos ellos también corre en tiempo exponencial.
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Capitulo 3. Descomposicion de arbol

En este capitulo se describe el algoritmo de Katsikarelis (2013), que encuentra una
descomposicidon de arbol en un grafo k-outerplanar. También se propone un algoritmo
gue, dada una descomposicién de éarbol arbitraria, obtiene una descomposicién de

arbol agradable.

3.1. Algoritmo de Katsikarelis

El algoritmo de Katsikarelis (2013) toma como entrada un grafo k-outerplanar no
dirigido y obtiene su descomposicién de arbol. La anchura de arbol de dicha descom-
posicion es a lo mas 3k — 1. El tiempo de ejecucién de este algoritmo en O(kn) u.t. A
continuacidn se explican los procedimientos para los grafos k-outerplanares, cuando

k=1y k> 1, respectivamente.

3.1.1. El algoritmo de Katsikarelis para k=1

Para un grafo outerplanar G = (V, E), Katsikarelis (2013) propuso un procedimiento
para encontrar su descomposicién de arbol. Para un grafo de este tipo, el orden dege-
nerado siempre es igual o menor que dos. Katsikarelis no propone en forma explicita un
algoritmo para encontrar la descomposicién de arbol de G; sin embargo, él demues-
tra, por medio de inducciéon, que esta descomposicién se puede construir de forma
recursiva. Grosso modo, su algoritmo primero tendria que calcular un ordenamiento
degenerado de G. Después, siguiendo este ordenamiento, su algoritmo eliminaria vér-
tices del grafo, y al mismo tiempo, crearia los nodos de la transformacién de arbol con
sus bolsas correspondientes. En particular, para un vértice v de grado dos, se elimi-
narian v y sus aristas incidentes (v, u) y (v, w). En este punto, su algoritmo afadiria
una arista entre los vértices u y w, si ésta no estuviera presente. Este procedimiento
crearia un nodo de la descomposicién de arbol con bolsa {u, v, w}, y ademas estaria
conectado al nodo que tuviera que en su bolsa al par {u, w}. En el caso en que el
vértice v tuviera grado uno, su eliminarian a v y a su arista incidente, (v, u), crearia
un nodo con bolsa {v, u}, y estaria conectado a un nodo cuya bolsa tuviera a {u}.

Este procedimiento continuaria vértice por vértice hasta llegar a un cligue de tamano
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dos. En este punto, se constituiria el Ultimo nodo de la descomposicién, con una bolsa

gue tendria los vértices de dicho clique.

(@ Q‘G (@ Q‘G @‘0
3

Figura 10. Ejemplo de reduccién degenerada de un grafo de un grafo outerplanar, usando el algoritmo

DEGENERATE-SORT. Para llegar a la condicién de paro, los vértices se removieron en el siguiente orden:
{d,a,c,f,h, g, b,e}.

Proponer un pseudocddigo explicito del algoritmo de Katsikarelis excede los objeti-
vos de este trabajo de tesis; sin embargo, el autor de este documento de tesis propo-
ne el algoritmo DEGENERATE-SORT (Pseudocddigo 6), el cual obtiene un ordenamiento
2-degenerado de un grafo outerplanar. Mas aun, dicho algoritmo se podria utilizar co-
mo el bloque principal para generar el algoritmo de Katsikarelis, para k = 1, debido
a que gran parte de las acciones que realizaria su algoritmo, también las realiza el

algoritmo DEGENERATE-SORT. Este algoritmo se describe a continuacién.

Dado un grafo outerplanar G = (V, E), el algoritmo DEGENERATE-SORT reduce gra-
dualmente a G hasta llegar a la condicién de paro; i.e., cuando el grafo resultante es
un cligue de tamafo dos. Para cualquier grafo outerplanar, existe al menos un vértice
v cuyo grado es menor o igual a dos. Si el grafo de entrada es outerplanar maximal
(i.e., si al agregar una arista adicional al grafo, éste deja de ser outerplanar), no exis-
ten vértices de grado uno. Si el grafo outerplanar no es maximal, entonces pueden
existir vértices de grado uno. Este algoritmo siempre procesa los vértices de grado
uno antes que los de grado dos. Este algoritmo remueve cada vértice de grado uno y
su arista incidente. Para un vértice de grado dos, el algoritmo lo remueve, asi como
sus aristas incidentes. El orden en el que se van removiendo los vértices del grafo es
el ordenamiento degenerado. Del clique de tamafo dos generado por la condicion de

paro, se toman sus dos vértices en cualquier orden para finalizar el ordenamiento.



Pseudocodigo 6: DEGENERATE-SORT(L(1),...L(n))

Entrada: La lista de adyacencias de cada vértice del grafo G.
Salida: Ordenamiento degenerado en G.

1 C1 « NIL; > Inicializa C1 y C2 con NIL
2 Cy « NIL;
3 fori—1tondo
4 D(i) < FIND-DEG(i, L(i)); > Calcula el grado de cada vértice i y lo almacena en D(i)
5 if D(i) =1 then PusH(C4, i); » Inserta los vértices candidatos de grado 1y 2 en C1y C>
6 if D(i) = 2 then PusH(Cy, i);
7 end
8 fork—1lton—2do
9 if C1 # @ then > Continuda si existen vértices de grado 1
10 X «— Por(Cy);
11 S(k) < x; > Inserta el vértice candidato en el arreglo de salida
12 D(x) < 0; > Elimina a x de G
13 Vv « FIND-NEIGH1(X, L(X)); > Encuentra al Gnico vecino de v, tal que D(v) # 0
14 D(v) « D(v)—1; > Decrementa el grado de v
15 if D(v) =1 then PusH(Cq, v); > Si v es candidato, se van a su cola
16 if D(v) = 2 then PusH(C», v);
17 else
18 flag < falso;
19 while flag = falso do > Determina si x todavia existe; pudo haber desaparecido
20 X « PopP(C>);
21 if D(x) = 0 then flag = verdadero;
22 end
23 S(k) « x; > Inserta el vértice candidato en S
24 D(x) « 0; > Elimina a x de G
25 u, v —FIND-NEIGH> (X, L(Xx)); > Encuentra a los vecinos de x, ambos con grado 0
26 D(u) < D(u)—1;
27 D(v) < D(v)—1;
28 if D(u) =1 then PusH(Cq, u); > Vértices candidatos se insertan en la cola
29 if D(v) =1 then PusH(C3, v);
30 if D(u) = 2 then PusH(C», u);
31 if D(v) = 2 then PusH(C3, v);
32 end
33 end
34 X «— PoP(C7); > En este punto, G es un clique de tamafio 2

35 S(N—1) « x;
36 X «— Popr(C1);
37 S(n) < Xx;
38 return S;
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Figura 11. Orden degenerado del grafo outerplanar de la Figura 10.

A continuacién se explica el algoritmo DEGENERATE-SORT (Pseudocddigo 6). En el
ciclo de las Lineas 3 — 7 se inspecciona si existe en el arreglo D algun vértice v con
grado menor o igual a dos en G. Si es asi, entonces el vértice v se inserta en la cola
del tipo ‘primero entra, primero sale’ (‘FIFO’ por sus siglas en inglés) C; o C, si v tiene

grado uno o dos, respectivamente.

El ciclo de las Lineas 8 — 33 se describe como sigue. En el subciclo de las Lineas
9 — 16, si existe algun vértice x con grado uno en G, x se va al arreglo de salida S
y se cambia su grado a cero. Posteriormente, la funcién FIND-NEIGH; busca al vértice
vecino v de x en su lista de adyacencias, y decrementa el grado de v en el arreglo D.
Se inspecciona el grado de v y se va a la cola correspondiente, si su grado es menor o
igual a dos, como lo describen las Lineas 15 y 16. El subciclo de las Lineas 17—31 es el
caso analogo para los vértices de grado dos. Las Lineas 34— 37 describen la condicién
de paro, cuando el clique es de tamafo dos. Cada uno de los vértices se va al arreglo S,
la salida de este algoritmo. El ordenamiento degenerado del grafo consiste del arreglo

S. El tiempo de ejecuciéon de este algoritmo es de O(n) unidades de tiempo.

En la Figura 10 se presenta un ejemplo de cdmo un grafo outerplanar se va re-
duciendo hasta llegar a un clique de tamano dos. Note que en esta figura, siempre
gue existe un vértice de grado uno, éste se remueve antes que cualquier vértice de
grado dos. En la Figura 11 se ilustra el ordenamiento degenerado de los vértices. Este
ordenamiento, de izquierda a derecha, muestra el momento en que cada vértice se
removié del grafo G. Las aristas mostradas conectan a cada vértice con sus vecinos
al momento de la eliminacidon. Note que el nimero de aristas que conectan a cual-
guier vértice con sus vecinos a su derecha nunca es mayor que dos; por lo tanto, la

degeneracién es dos.

En la Figura 12 se muestra una descomposicidon de arbol del grafo de la Figura 11 al
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usar el algoritmo de Katsikarelis. Note que dicho arbol consiste de siete nodos, y cada
uno de ellos tiene indicado con letras el conjunto de vértices en su bolsa correspon-
diente. Note también que la cardinalidad de cada bolsa nunca es mayor que tres, de

aqui que la anchura de arbol de esta descomposicién sea dos.

bce @ beg

Figura 12. Ejemplo de la descomposicién de arbol resultante al aplicar el algoritmo de Katsikarelis al
grafo outerplanar de la Figura 10.

3.1.2. El algoritmo de Katsikarelis para k> 1

Esta seccidn describe el algoritmo de Katsikarelis (2013) para un grafo
k-outerplanar G, con k > 1. En este tipos de grafos siempre existe un vértice con grado

mayor o igual a tres. A continuacién se describe el funcionamiento de este algoritmo.

Paso 1. Se realiza una ‘expansién’ para cada vértice v cuyo grado sea mayor que
tres. Esta expansidn consiste en reemplazar al vértice v por una cadena de vértices de
longitud deg(v) — 2. A cada vértice extremo en la cadena se le agregan dos aristas, y
a cada vértice restante de la cadena, una arista. Estas aristas se conectan al conjunto
de vértices vecinos de v, manteniendo el empotramiento plano y respetando las caras
adyacentes a las aristas incidentes al vértice v. Al concluir este paso, cada vértice del
grafo ‘expandido’, llamado G’, tiene a lo mas grado tres. En la Figura 13 se muestra
la expansion del vértice v de grado ocho, a una cadena de seis vértices, cada uno de
grado tres. En esta figura, f; denota la cara i. Se puede ver que el nimero de caras no
se afecta con este proceso. La Figura 14a muestra un grafo 2-outerplanar. Note que en
este grafo, los vértices c y f tienen grado cuatro. Al aplicar este paso a dichos vértices,

se obtiene el grafo de la Figura 14b, el cual sigue siendo 2-outerplanar.
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3 5
fa f1
fs 8

fe f1

(b)

Figura 13. Paso 1 de la descomposicién de arbol en un grafo k-outerplanar, k > 1; a) el vértice v tiene
un grado d(v) = 8; b) el nimero de vértices expandidos es de d(v)— 2 = 6, y cada uno de los vértices
expandidos tiene un grado igual a tres. Note que el nimero de caras en ambas figuras es el mismo. Esta
figura se tomd de (Katsikarelis, 2013).

(a) (b)

Figura 14. Ejemplo del paso 1 de la descomposicién de &rbol en un grafo k-outerplanar, para k = 2; a)
el grafo de entrada G tiene dos vértices, c y f, con grado igual a cuatro; b) la expansién de vértices con
grado mayor a tres en el inciso (a) produce el grafo G’.

Paso 2. A partir de G’, al que también se llama G/, se construye un bosque de
expansidon maximal, denominado T. Este proceso consiste de a lo mas k pasos. En cada
paso i, se remueven todas las aristas de la cara externa del grafo le—i+1’ conservando
las aristas removidas, Rk—i+1, e€n alguna estructura de datos. Este paso genera un
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(a) (b)

Figura 15. Paso 2 de la descomposicién de arbol en un grafo k-outerplanar, k > 1. Continuacién de la
Figura 14b. Sea G’ = G, = G} la entrada en este paso; a) Grafo G/ obtenido de G’ al remover todas
las aristas de la cara externa; b) Grafo inducido por las aristas removidas del grafo G’z. Particularmente
en esta entrada, G’1 es un arbol de expansion maximal de G/, por lo que no es necesario realizar otra
iteracion. Por lo tanto, G’1 =T.

grafo (k — i)-outerplanar, llamado G’k_i. Al finalizar este proceso, el grafo resultante,
que puede ser G} o incluso Gg, es un bosque, también llamados T1 o To, segln sea
el caso. Posteriormente, siguiendo un procedimiento en orden inverso de a lo mas
k pasos, se van agregando aristas a T1 0 a Tp, hasta formar un bosque de expansion
maximal de G;(, llamado Tx = T. En cada paso i de este proceso constructivo, el arbol T;
se descompone en el arbol T;;1 al agregar un subconjunto de aristas de Ri+1. Se debe
tener cuidado en el paso i, que a la hora de introducir aristas, no se genere un ciclo.
Este procedimiento se utiliza para garantizar que el ‘nUmero de vértice recordado’,
asociado a Tk, sea menor o igual que 3k — 1. El nudmero de vértice recordado es el
maximo numero de aristas del conjunto G, \ Tx que son incidentes a un mismo vértice
de G, . Esto garantiza que la anchura de arbol de la descomposicion sea a lo mas 3k—1.

En la Figura 15, G7 ya es un arbol, por lo que ya no es necesario generar G.

Paso 3. A partirde G’ y T se empieza a construir una descomposicién de arbol 7*
con anchura de arbol de a lo mas 3k— 1. Sea 7* = (T, X*), donde X* es un conjunto
de bolsas tal que la X, = {u}. Después, por cada arista (v, w) € T, se afiade un nodo
en 7*, cuya bolsa es {v, w}, y se conecta entre los nodos con bolsas vy w. En la
Figura 16a, se puede ver cdémo se agregaron nueve nodos, cada una con bolsa de dos

vértices, entre pares de nodos que incluyen una bolsa con un solo vértice.
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Por cada arista (a, b) de G’ que no esté en T, se realiza el siguiente procedimiento.
Como existe en T una trayectoria simple que va del vértice a al vértice b, esta tra-
yectoria también existe en 7*, del nodo con bolsa a al nodo con bolsa b. Se elige un
vértice arbitrario entre a y b (suponga que el elegido es a), entonces el vértice a se
agrega a cada bolsa en cada nodo de la trayectoria que va desde el nodo con bolsa a
hasta el nodo con bolsa b en 7*, con excepcion de las bolsas en los nodos extremos.
En esta trayectoria se incluyen también los nodos que se agregaron como se descri-
be en el parrafo anterior. En la Figura 16b se puede ver c6mo se agregan entre cada
trayectoria especificada por una arista que no estd en T, pero si en G’, un vértice en
cada una de las bolsas de cada nodo de 7*, con excepcién de las bolsas en los nodos
extremos. Por ejemplo, la trayectoria que va del nodo con bolsa a al nodo con bolsa d,
en la parte superior de la Figura 16b, se agreg6 el vértice d, excepto en los extremos.

Este proceso se repite en las trayectorias definidas por las aristas (a, b), (b, €), (e, h),
(g9.h)y (g, d).

Paso 4. A partir de 7%, los vértices expandidos se re-etiquetan con el nombre del
vértice original antes de la expansién. Este proceso puede generar nodos contiguos
con bolsas repetidas; si ésto ocurre, estos nodos se colapsan en uno solo, conservando
la misma bolsa. La salida de este algoritmo es el grafo 7, y tiene una anchura de arbol
de a lo mas 3k— 1. En la Figura 17 se observa cémo los vértices expandidos f’ y ¢’
de la Figura 16b se re-etiquetan por f y c. Note que el nodo eff’g de la Figura 16b se
re-etiqueta a efg; y como éste es contiguo a otro nodo con los mismos vértices en la

bolsa, ambos se colapsan en un solo nodo.

3.2. Descomposicion de arbol agradable

En Fomin et al. (2019) se define una descomposicion de arbol agradable como una

descomposicion de arbol que ademas posee las siguientes propiedades:
Propiedad 1. 7’ estd enraizado en el nodo r.
Propiedad 2. X, =@, y para cada nodo hoja £, X; = @.
Propiedad 3. 7’ es una descomposicién de arbol binaria.

Propiedad 4. Si el nodo t tiene dos hijos, t1 y t2, entonces Xt = X, = Xt,.
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(a) (b)

Figura 16. Paso 3 de la descomposicién de arbol en un grafo k-outerplanar, k > 1. Continuacién de la
Figura 15; a) A partir del arbol de la Figura 15a, se genera un arbol 7* al cual, por cada aristade T, se le
agrega un nodo a 7* con una bolsa que incluye a los dos vértices extremos de la arista de T; b) A partir
de la Figura 16a, se genera un arbol en el que a cada nodo de una trayectoria simple definida por un
ciclo fundamental o arista que no esté en el bosque, con excepcidén de los nodos extremos, se le agrega
un vértice extremo a sus bolsas.

Propiedad 5. Si el nodo t tiene un hijo, t’, entonces una de las siguientes condi-

ciones es verdadera:

m Xp C Xty IXe|l = |Xee| + 1.

m Xe C Xpr Y [ Xe| = |Xe| + 1.

A continuacién se describe un procedimiento para generar una descomposicién de
arbol agradable 77 a partir de una descomposicién de arbol arbitraria 7. Si 7 tiene una
anchura de arbol T, entonces 7’ también tiene una anchura de arbol 7. Adicionalmen-
te, si 7 tiene |I| nodos, entonces 7’ tiene c - |I| nodos, para una constante entera c.

Este procedimiento requiere O (71 . n) u.t.
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Figura 17. Paso 4 de la descomposicién de arbol en un grafo k-outerplanar, k > 1. A partir de la Figura
16b, se reemplazan los vértices expandidos f’ y ¢’ por f y c, respectivamente, y se colapsan los nodos
contiguos con bolsas repetidas. Su salida es una descomposicién de arbol con anchura a lo mas 3k—1.

Paso 1. Haga una copia de 7 en 7/, y conecte un nuevo nodo t’ a cada nodo t
de grado uno de 77, donde Xy «— @. Este paso se muestra en la Linea 2 del algoritmo
NICE-TREE-DECOMPOSITION (Pseudocddigo 7). La Figura 18 muestra un arbol en el que

se agregaron seis vértices con bolsa vacia (pintados de negro).

Paso 2. Enraice el arbol 77 en un nodo arbitario r de grado uno. Existen varios
algoritmos en la literatura para realizar este paso en tiempo lineal con respecto al
numero de nodos. En el arbol de la Figura 18 se supone que la raiz es el vértice superior

del mismo.
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Figura 18. Pasos 1 y 2 para generar una descomposicién de arbol agradable. Sea 7T el grafo de la Figura
17, y sea T’ su copia. A cada nodo t € 7/ con grado uno, se conecta un nuevo nodo t’ con Xy = @.
Posteriormente, se enraiza 7’ a partir de la eleccién de uno de los nodos con grado uno.
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Figura 19. Paso 4 para generar una descomposiciéon de arbol agradable. Note que el arbol de la Figura
18 ya es un arbol binario, por lo que no es necesario realizar el paso 3. En este paso, a cada nodo t con
mds de un hijo, se agregan dos nuevos nodos hijos ti y té a t, donde Xty = Xty — Xt. Posteriormente se

asigna a ti ya t; como el padre de t; y tp, respectivamente.

Paso 3. Si 7/ no es un arbol binario, transformelo a binario. Una forma de hacer
este procedimiento es a través del algoritmo N-ARY-TO-BINARY-TREE (Pseudocddigo 8), el
cual se aplica a cada nodo de 7’ con grado mayor a tres. Como el arbol de la Figura 18

es binario, no se ejemplifica este paso.

Paso 4. Para cada nodo t con dos hijos en 77, agregue dos nodos hijos t’1 y t; a
t, con Xy — Xy — Xt. Asigne a ti y a t; como el padre de t; y t,, respectivamente.
Este paso corresponde al ciclo ‘for’ de las Lineas 7 — 10 en el algoritmo NICE-TREE-
DecompPosITION (Pseudocddigo 7). En el arbol de la Figura 19 se muestran en negro los

ocho vértices agregados en el Paso 4.
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Paso 5. Mientras exista un par de nodos contiguos t y t’ en 77, tal que |X:\ X¢| +
X \ X¢] > 1, agregue un nodo t”/ con bolsa Xy entre ambos, de tal forma que Xy \
Xer| + | Xer \ Xl = 1. Una implementacion de este paso se presenta en el algoritmo
CLOSEUP-ROUTINE (Pseudocédigo 9). En el arbol de la Figura 20 se muestran en negro

los vértices agregados en el Paso 5.

Pseudocodigo 7: NICE-TREE-DECOMPOSITION(T)

Entrada: Una descomposiciéon de arbol 7 = (X, T) con anchura de arbol 7, no
enraizada.
Salida: Descomposicion de arbol agradable 77 = (X’, T’) con anchura de arbol
T.

Inicialice 7/ =X/, T') « (X, T);

A cada nodo hoja t de 7’ conecte un nuevo nodo hoja t’/, donde Xy «— @;
Seleccione uno de estos nuevos nodos hojas en forma arbitraria como raizr, y
enraice el arbol 77 en r;

a4 foreachte7’, conk >2 do

\ N-ARY-TREE-TO-BINARY-TREE(t,K);

end

foreach t € 7’ que tenga dos hijos, t1 y t;, tal que X] # X;l # X;z do

Agregue dos nodos hijos t7 y t/ aten 77, con Xj, « X, « X7;
1 2

Asigne a ti y a té como el padre de t; y ty, respectivamente;
10 end

11 foreach t € 7/ que tenga un hijo unico t; do

12 | CLOSEUP-ROUTINE(t);

13 end

W N =

(8]

© 0 N O

Pseudocodigo 8: N-ARY-TO-BINARY-TREE(t,K)

Entrada: Un nodo t de una descomposicién de arbol 7/ cuyo nimero de
descendientes Kk es mayor a 2.

Salida: Subarbol binario en 7’ con el nodo t como la raiz del subarbol.

if Kk =2 then

| exit;

else
Agregue p como hijo de t en 77, con X; <—X§;
De los k hijos originales de t, asigne Kk — 1 de ellos como hijos a p;
N-ARY-TO-BINARY-TREE(p, K — 1);

end

N ou A WNH
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Figura 20. Paso 5 para generar una descomposicién de arbol agradable. A partir de la descomposicion
de arbol 77 en la Figura 19 se realiza lo siguiente. Para cada nodo t con un descendiente t/, se cuenta el
numero de vértices en que difieren las bolsas de los nodos t y t’. Si este nimero es mayor que uno, se

ejecuta el algoritmo mostrado en el Pseudocédigo 9.
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Pseudocodigo 9: CLOSEUP-ROUTINE(t)

© o N O U A~ WNH

H H R R R e
U b WNRO

Entrada: Un nodo t de una descomposicidon de arbol 7’ cuya diferencia entre
Xty la bolsa X de su hijo sea mayor que uno.
Salida: La diferencia entre la bolsa X; y X es igual a uno.
if |[Xe\ X¢|+ | X \ X¢| =1 then
| exit;
else
if |[X¢\ X¢| > 1 then
Sea u uno de los vértices de {X¢ \ X¢' };
Inserte el nodo p entre ty t/;
Xp — Xt \ u,
CLOSEUP-ROUTINE(p);
else
Sea u uno de los vértices de {X¢ \ Xt};
Inserte el nodo p entre ty t/;
Xp — Xe \ u;
CLOSEUP-ROUTINE(p);
end
end
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Capitulo 4. Algoritmo DP-CLIQUE

Este capitulo describe el Algoritmo DP-CLIQUE que resuelve el problema de enume-
racién de cliqgues maximales de distancia k, para k = 1, en el grafo k-outerplanar.
Grosso modo, la resolucién de dicho problema se lleva a cabo como se describe a
continuacion. Primero, dado un grafo k-outerplanar G = (V, E) no dirigido, se utiliza el
algoritmo descrito por Katsikarelis (2013) para obtener una descomposicién de arbol
de G. Después, mediante el algoritmo NICE-TREE-DECOMPOSITION (Pseudocddigo 7), se
transforma la descomposicion anterior en una nueva, llamada descomposicion de ar-
bol agradable. Finalmente, utilizando la técnica de programacién dindmica, se propone

un algoritmo que enumera todos los cliques maximales de distancia 1 en G.

4.1. Conceptos preliminares

Sean G = (V, E) un grafo k-outerplanar, 7 = (X, T) una descomposicidon de arbol de
G,y 7' =(X’, T’) una descomposicidon de arbol agradable, obtenida a partir de 7. Sea C
un cliqgue maximal de distancia 1 en G. A continuacién se describen algunos conceptos

basicos necesarios para la explicaciéon del algoritmo DP-CLIQUE.

4.1.1. Tablas de programacion dinamica

Dada una descomposiciéon de arbol agradable 7’ y su nodo raiz, obtenida por me-
dio del algoritmo NICE-TREE-DECOMPOSITION (Pseudocddigo 7), se puede asignar una
etigueta a cada nodo t de 7’ por medio de un recorrido postorder. Cada nodo t de
T’ tiene asociada una tabla, denotada por ct. Dicha tabla se puede ver como infor-
maciodn satelital del nodo t, en forma similar a su bolsa X:. La tabla consiste de un
renglén de longitud 2Xtl, y cada elemento de dicho renglén se denota como ct(j), para
0<j<2Kl—1,

Como 7’ es un arbol enraizado, cada nodo t, con excepcién de la raiz, tiene aso-
Ciado a un padre. Similarmente, cada nodo que no sea hoja tiene asociado uno o dos

nodos hijos.

Un mintérmino para el nodo t es una expresion algebraica booleana que contiene

los vértices de la bolsa X;. Esta funcién es verdadera Unicamente para una combina-



abc
(b)
abc | abc | abc abc abc abc abc | abc
000 001 010 011 100 101 110 111
%)) {c} {b} {b,c} {a} {a,c} @ @

(c)

Figura 21. Ejemplo de mintérmino. @) Grafo G no dirigido y conectado. b) Un nodo t con bolsa X; =
{a, b, c} en su descomposicién de arbol. c¢) Tabla correspondiente con los mintérminos en el renglén
superior y sus representaciones binarias en el renglén central.

cién de dichas variables. Para un conjunto de |X;| variables, existen 2/Xtl mintérminos
distintos. Cada mintérmino se puede mapear a una cadena binaria de tamafo |X¢|.
La localidad j de la tabla ¢! estd asociada al mintérmino j (expresado en binario).
En la Figura 21b se puede ver un nodo de una descomposicidon de arbol cuya bolsa
Xt ={a,b,c}. Enla Figura 21c, se puede ver la tabla correspondiente con ocho mintér-
minos distintos, mostrados en el renglén superior. Las cadenas binarias en el renglén
central representan el nUmero binario j asociado a cada mintérmino. El renglén inferior
muestra al conjunto de vértices, derivado de la representacién binaria, que forman un

cligue de distancia 1.

Para un nodo hoja t, dado que la cardinalidad de |X¢| = 0, ¢t consiste de una tabla

de una sola localidad de memoria que corresponde al conjunto vacio.

4.1.2. Operador estrellita ‘*’

Sean A y B dos subconjuntos de vértices del grafo G. El operador estrellita, de-
notado como ‘*’, es binario y conmutativo. Este operador estd relacionado con la
conectividad del grafo, y tiene como operandos a los conjuntos A y B. El conjunto A es

un cligue, mientras que el conjunto B es un solo vértice. La operacién A * B determina
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si el conjunto Au B forma un clique de G, como se muestra en la Ecuacién 1.

AUB Si AuB forman un clique
AxB= (1)

%) de cualquier otro modo

La Figura 22a muestra un grafo de cuatro vértices. La Figura 22b muestra dos ejem-
plos del operador estrellita. El primer ejemplo, {a,c} * {b} = @ porque el conjunto
{a, b, c} no forma un clique en el grafo de la Figura 22a. Por otro lado, {a,c} * {d} =

{a, ¢, d} porque dicho conjunto si forma un clique en la Figura 22a.

{a,c} x{b} =0

{a,c} x {d} ={a,cd}

(a) (b)
Figura 22. Ejemplo del operador estrellita. a) Grafo outerplanar. b) Ejemplos de dos operaciones es-
trellita de acuerdo a la estructura del grafo. La operaciéon {a, c} * {b} regresa el conjunto vacio porque

el conjunto {q, b, c} no forma un clique en el grafo. Por otro lado, {a,c} * {d} = {a, ¢, d} porque dicho
conjunto forma un clique en el grafo.

4.2. Descripcion general de DP-CLIQUE

El algoritmo de programacién dinamica DP-CLIQUE tiene como entrada una descom-
posicion de arbol agradable 77 del grafo k-outerplanar G, y su salida es la numeracién
de cligues maximales de distancia uno. Primero, se enumeran todos los nodos de 7’
por medio de un recorrido postorder. Para cada nodo t en 77, el algoritmo llena la tabla
ct, tal y como se describe en la Seccién 4.3. Durante el llenado de algunas tablas,
se ejecuta el Algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE (Pseudocdédigo 10). Este ultimo algoritmo
encuentra los cligues maximales de distancia uno en dichas tablas. Dicho algoritmo se
describe la Seccién 4.4. Al terminar el recorrido sobre 77, la salida de DP-CLIQUE son
todos los cligues maximales de distancia uno que se encontraron, los cuales se fueron

almacenando paulatinamente dentro de alguna estructura de datos.
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4.3. Llenado de tablas

La Unica localidad de las tablas para los nodos hojas se llena con el simbolo conjunto
vacio. Lo anterior obedece a que las bolsas de estos nodos estan vacias. Para el llenado
del resto de las tablas, se tienen tres casos, uno para cada tipo de nodo: introductor,

eliminador y union.

4.3.1. Tablas de nodos introductores

Sea ct la tabla del nodo introductor t, y sea ct’ la de su Gnico hijo t’. Como t es
un nodo introductor, la bolsa X; tiene un vértice mas que la bolsa X. Sea el vértice

v = Xt \ Xy el vértice introducido.

Sea Y|x,-1, ¥ix:l-2 - - - » Y1, Yo €l conjunto de vértices o variables asociados a la bolsa
Xt. Sea v; el vértice introducido en el nodo t, donde i puede tomar cualquier valor entre
0y |Xt|—1. Porlo tanto, las variables asociadas a la bolsa Xt son ¥|x,j—1, « - Yis1:Yic1re - -

Yo; estas variables corresponden a YI,X/I .,y{) en la bolsa X¢. En ambas tablas,
t

_yre
cada mintérmino contiene alguna combinacién de las variables asociadas (negadas o
no negadas) a sus bolsas. El llenado de la tabla del nodo introductor ¢t se realiza de la

siguiente manera:

= Para una localidad en la tabla X, la cual esté asociada al mintérmino v x,—1, - ., Yo,
y que ademas tenga y; negado, se llena con el contenido extraido de la tabla X¢

en el mintérmino YIIX/I " ..,76.
vl

= Para una localidad en la tabla Xt, la cual esté asociada al mintérmino yx,—1, .-, Yo,
y que ademas tenga y; no negado, se llena con el resultado de la operacién es-

trellita entre la variable y; y el contenido extraido de la tabla X¢ en el mintérmino

/ /
Yixoo1 - Yor

En el ejemplo de la Figura 23, sean X = {b,c,d} y Xv = {¢,d}. En consecuencia,
v = b. Aquellas localidades en ct cuyos mintérminos tengan a b negado, se llenan con
la localidad extraida de ct’, donde las combinaciones de las variables cd coincidan.

El resto de localidades en ct, esto es, aquellas que tengan a b verificado, se llenan



42

con el resultado de la operacién estrellita entre b y el contenido extraido de ct’ en el

mintérmino cd, donde las combinaciones de las variables cd coincidan.

bcd

(a)

bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd
000 001 010 011 100 101 110 111
@ {d} {c} {c,d} {b} @ {b,c} @

cd| cd | cd cd

00 01 10 11

%) {d} | {ct |{c dy

(b)

Figura 23. Ejemplo de llenado de tabla de un nodo introductor. a) Fragmento de la descomposicién
de é&rbol del grafo de la Figura 22a; el nodo superior ‘introduce’ al vértice b. b) Llenado de tablas de
los nodos en el arbol mostrado. La tabla superior se llena conforme a las instrucciones descritas en la
Seccién 4.3.1.

4.3.2. Tabla de nodos eliminadores

Sea ct la tabla del nodo eliminador t, y sea ct’ la de su Gnico hijo t’. Como t es un

nodo eliminador, la bolsa X; tiene un vértice menos que la bolsa Xy. Sea el vértice

w = X¢ \ Xt el vértice eliminado.

/
Sea VX1

’ !’ o~
! Yi+1’ Yi’ Yi—l’ T

,y6 el conjunto de vértices o variables asociados

a la bolsa Xw. Sea v{ el vértice eliminado del nodo t’, donde i puede tomar cual-

quier valor entre 0 y |[X¢|— 1. Por lo tanto, las variables asociadas a la bolsa X; son

/
’Ylthl_l, ces

/ /
Vi Viear -

;. .
, Yo, estas variables corresponden a ¥ x, -1, - - -

, Yo €n la bolsa

X¢. El llenado de la tabla del nodo eliminador ¢t se realiza de la siguiente manera:

= Para una localidad en la tabla X, la cual esta asociada al mintérmino v x,—1, - - -
se llena con el contenido extraido de la tabla X en el mintérmino yl’X FISTERE
-

/ /
YirYiq -

, Y, donde y; aparece negado.

IYOI

/
! Yi+1’
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bc

bcd
(a)

bc bc bc bc
00 01 10 11
%) {c} | {b} | {b,c}

bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd | bcd
000 001 010 011 100 101 110 111
7] {d} {ct |{c,dY | {b? 7] {b, c} 7]

(b)

Figura 24. Ejemplo de llenado de tabla de un nodo eliminador. a) Fragmento de la descomposicién de
arbol del grafo de la Figura 22a; el nodo superior ‘elimina’ al vértice d. b) Llenado de tablas de los nodos
en el 4rbol mostrado. La tabla superior se llena conforme a las instrucciones descritas en la Seccién 4.3.2.

En el ejemplo de la Figura 24, sean Xt = {b,c} y X¢ = {b, ¢, d}. En consecuencia,
w = d. Las localidades en ct se llenan con las localidades extraidas de ct’, cuyos

mintérminos tengan a d negado, y las combinaciones de las variables bc coincidan.

4.3.3. Tabla de nodos union

Sea c! la tabla del nodo unién t, y sean c’ y ct” las tablas de sus dos hijos t’ y t”.
Las bolsas X¢, X¢ y Xt son iguales. El llenado de la tabla del nodo unién ct se realiza

de la siguiente manera:

= Cada localidad de la tabla ct, para un mintérmino dado, se llena con el contenido
de cualquiera de las dos tablas hijas en el mismo mintérmino; i.e., la tabla ct, ct’

y ct” son iguales.

4.4. Determinacion de cliques maximales en tablas

Sea ct la tabla de un nodo eliminador t, y sea ct’ la tabla de su Unico hijo, t’. Como
t es un nodo eliminador, la bolsa X; tiene un vértice menos que la bolsa Xy. Sea el

vértice w = Xy \ X¢ el vértice que se pierde en t.
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0000
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(e)

Figura 25. Ejemplo de determinacién de cliques maximales en una tabla ct’ con cuatro vértices. a) El
grafo G de cinco vértices. b) Los mintérminos de las variables a, b, c y d conectados como un hipercubo.
Los mintérminos en rectadngulos representan cliques, de acuerdo al grafo del inciso a. €) Ejecucién de
las Lineas 2 — 13 del algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE. Los rectdngulos en amarillo representan los cliques
encontrados en ct’. Los rectdngulos en rojo representan conjuntos vacios en la tabla ct’. Las aristas rojas
son los enlaces creados. Suponga que w = a. d) Después de la ejecucién de la primera iteracién del ciclo
for de las Lineas 14-28, se detecta que el clique del mintérmino 0001 es candidato maximal (mostrado
en verde). e) Después de la ejecucidén de la tercera iteracién del ciclo for de las Lineas 14-28, se detecta
que el clique del mintérmino 1110 es maximal (mostrado en rosa).
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El procedimiento para determinar los candidatos a ser cliques maximales de dis-
tancia uno en una tabla se encuentra en el Algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE, mostrado
en el Pseudocddigo 10. Note que por las propiedades de 77, siempre existe una tabla
eliminadora como raiz. Este algoritmo utiliza la informacién almacenada en la tabla ct’

para encontrar dichos conjuntos.

El Algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE se describe a continuacién. La entrada de este al-
goritmo es la tabla ct’. En el ciclo for de las Lineas 2—12, en forma iterativa, para cada
mintérmino i de la tabla, se crea una lista vacia L(i) por medio de la funcién CREATE-
LisT. Si el mintérmino i forma un clique de distancia uno, entonces se crean enlaces
a otros mintérminos por medio del ciclo for de las Lineas 6 — 8. Estos enlaces son un
subconjunto de los enlaces existentes en un hipercubo de dimensién |X¢|, suponiendo
gue los mintérminos son los vértices del hipercubo. La Figura 25b muestra un hiper-
cubo, donde cada vértice estd asociado a un mintérmino, y las lineas son las aristas.
Los enlaces generados en el ciclo for de las lineas 6 — 8 corresponden a las aristas
rojas mostradas en la Figura 25c. La Linea 13 ordena los mintérminos de acuerdo al
numero de unos que contiene su etiqueta binaria. El ciclo for de las Lineas 14 — 28
procesa cada mintérmino de acuerdo al ordenamiento anterior para determinar si un
mintérmino es candidato a ser cligue maximal o un clique maximal confirmado. En la
Figura 25, un clique en el mintérmino i es por lo menos candidato a ser clique maximal
si no existen cligues mas grandes en los mintérminos vecinos indicados por aristas
rojas. Los mintérminos marcados en verde son cligues maximales; aquellos marcados
en rosado son cliques maximos. En la Linea 16 del Algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE, un
mintérmino que forma un clique es candidato a maximal si el encabezado de la lista
es vacio, o si se cumple la condicién anterior y ademas cada arista roja del mintérmino
no forma un clique. Las Lineas 18 — 25 determinan si el mintérmino candidato a clique

maximal es clique maximal confirmado o no.

Ejemplo de ejecucidn del Algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE. Suponga que se tiene un
grafo de cinco vértices, como se muestra en la Figura 25a. Suponga que la bolsa X¢
del arbol 77 contiene a los vértices {a, b, c,d}, pero no el {e}. También suponga que
la bolsa X; tiene los vértices {b, ¢, d}; por lo tanto, w = a. Al ejecutarse el primer ciclo
for y ordenar los mintérminos de acuerdo al nUmero de unos, se pueden visualizar

los mintérminos como el grafo de la Figura 25a. Los mintérminos en rojo no forman
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cligues. Después de ejecutar la primera iteracién del ciclo for de las Lineas 14— 28, se
detecta que el clique en el mintérmino 0001, mostrado en verde en la Figura 25d, es
candidato a maximal. En la segunda iteracion del ciclo for, no se detecta ningun clique
maximal. En la tercera iteracién del ciclo, se detecta que el clique del mintérmino 1110
es maximal, mostrado en rosa en la Figura 25e. Finalmente, la cuarta iteracién del ciclo

for, no detecta algun clique maximal.

El tiempo de ejecucién de este algoritmo es O(x - 2X) u.t., donde x = |X¢|. Este
tiempo de ejecucién obedece a que en el peor caso se tienen que crear todas las

aristas del hipercubo de dimensién x, las cuales son O(x - 2X) u.t.

En 77, existe un nodo eliminador por cada vértice del grafo original. Por tal razén,
el algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE se ejecuta en a lo mas O(n) tablas. Determinar los
cligues maximales de distancia uno en 7’ tiene un tiempo de ejecucion de O(x - 2X) -
Oo(n)=0(x-n-2X) u.t.

4.5. Demostracion de que DP-CLIQUE es correcto

Para demostrar que el algoritmo DP-CLIQUE es correcto, primero se demuestra el

Lema 4.1.

Lema 4.1 Sea C un clique del grafo de entrada G, entonces debe existir un nodo t del
arbol agradable T’ de G, tal que C C X:.
Demostracion. La demostracidn es por induccién en la cardinalidad del clique C.

Sin pérdida de generalidad, suponga que C es un cliqgue maximal en G, cuya cardi-

nalidad es k.

Caso base: Suponga que k = 2. Por propiedad del arbol agradable, cada arista de G

debe estar en la bolsa de algin nodo t de 7. Por lo tanto, el caso base se cumple.

Hipdtesis inductiva: Ahora suponga que todo clique Cy de cardinalidad menor o

igual a k— 1 se encuentra en la bolsa de al menos un nodo t de 7”.
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Paso inductivo: Ahora se demuestra que si existe el clique C de cardinalidad k en

G, éste también se encuentra en la bolsa de al menos un nodo t de 7.

Por la hipétesis inductiva, el clique Cp se encuentra en la bolsa de al menos un nodo
t de T’. Sea T’¢, el conjunto de nodos t de 7, cuyas bolsas contienen al clique Cq. Por

propiedad de 77, dicho conjunto es un arbol conectado.

Como C tiene cardinalidad k, se puede descomponer a C en un clique Co de tamafo
k —1 y un vértice v, de tal manera que cada vértice u € Co se conecta a v; i.e.,

C=CouUv.

De aqui en adelante, la demostracién es por contradiccidn. Se supone que el clique
C de cardinalidad k se encuentra en G, pero éste no se encuentra en 7’. Sea 7’y el
conjunto de nodos t cuyas bolsas contienen al vértice v. Note que 77, es conectado,
y por la suposicién anterior, este arbol y 7’¢, son disjuntos; i.e., estos dos arboles no

comparten ningln nodo.

Sea F’ el bosque generado al remover 7/¢, de 7”. Si dicho bosque tiene mas de un
arbol, entonces 7', debe pertenecer solamente a uno de ellos (digamos, 7’,+). De no
ser asi, como 7', es conectado, este arbol tendria un traslape con 7’¢,. Lo cual no es

posible por la suposicion inicial.

Como T’ es conectado, 7’¢, y T'v+ deben de estar conectados por alguna arista, y
ambos arboles son disjuntos. Por propiedades de la transformacién de arbol, cualquier
arista de G debe estar en la bolsa de algin nodo de 7’. Esto implica que cada una de
las aristas que conecta a v con Cy debe de estar en 7’. Esto también implica que cada
uno de los vértices de Co también debe de estar contenido en al menos una bolsa de
algun nodo de 77’,+. Lo anterior es una contradiccién, porgue esto quiere decir que

T’c, Y T'v+ no son disjuntos, violando la suposicion inicial. [

Lema 4.2 Si C es un clique maximal de G, el Algoritmo DP-CLIQUE lo identifica en

forma correcta.

Demostracion. La demostracién es por contradicciéon. Suponga que C es un clique

maximal en G y el Algoritmo DP-CLIQUE no lo identifica.
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Como C es un clique maximal en G, por el Lema 4.1, C debe estar contenido en la
bolsa de al menos un nodo t en 7”. Sea T7”¢ el conjunto de nodos t de 7’ cuyas bolsas
contienen a C. Note que 7’¢ es conectado. Sea t’ el nodo de 7’¢ mas cercano a la
raiz de 7’ y sea t el padre de t’. Note que t debe ser un nodo eliminador porque éste
ya no contiene a C. Como C es un clique maximal, no existe en la tabla ct’ un clique
C’ tal que C c C’. Como el vértice eliminado w en t debe estar en C, el Algoritmo

FIND-MAXIMAL-CLIQUE lo detecta. Lo cual es una contradiccion a la suposicién inicial m

Durante el recorrido postorder de 7”’¢, previo al llenado de t’., se detectan los cli-
ques maximales en la tabla cic con el Algoritmo FIND-CLIQUE-MAXIMAL que se utiliza

como subrutina en DP-CLIQUE. En consecuencia, se encuentra a C.

4.6. Analisis del algoritmo DP-CLIQUE

Lema 4.3 E/ algoritmo DP-CLIQUE identifica en forma correcta todos los cliques maxi-

males de distancia 1 de G, en O((t+1)-n-2™1) u.t.

Demostracion. Del resultado de Fomin et al. (2019), se sabe que el nimero de nodos
en 7’ es O(n). El llenado de las tablas se realiza siguiendo un recorrido postorder de
los nodos en 7’. Durante el recorrido, se obtienen los conjuntos clique maximales de
distancia 1 en la tabla de cada nodo eliminador t, cuyo nodo hijo t’ sea introductor o

union.

El tiempo de ejecucién del llenado de cada tabla ct, en el peor de los casos, es el

siguiente:

m Caso 1. Si t es un nodo introductor, la mitad de la tabla ct se llena copiando
el contenido de la tabla hija. La segunda parte de la tabla ct, se llena después
de realizar la operacion estrellita entre cada cliqgue de la tabla hija y el vértice
introducido. Cada operacién estrellita requiere O(T) pasos. Por lo tanto, llenar la

tabla introductora més grande requiere O(t-27*+1) u.t.

= Caso 2. Si t es un nodo eliminador, la tabla ct se llena copiando el contenido de
la mitad de la tabla hija. No se requiere ninguna operacion adicional. Por lo tanto,

llenar la tabla eliminadora més grande requiere O(27) u.t.
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m Caso 3. Sit es un nodo unidn, la tabla ct se llena copiando el contenido de la tabla
de cualquiera de sus hijos. Por lo tanto, llenar la tabla unién mas grande requiere
o(27™1) u.t.

» Caso 4. Si t es un nodo unién o introductor cuyo padre es eliminador, se ejecuta

FIND-MAXIMAL-CLIQUE, cuyo tiempo de ejecucién es O((T+ 1)-27+1) u.t.

Como existen O(n) tablas en 77, llenar todas las tablas requiere O ((T+ 1)-n-27+1)
u.t. Este también es el tiempo para enumerar todos los cliques maximales de distancia

1 enG. [ |

Se puede encontrar el clique maximo de distancia 1 por medio de una busqueda

secuencial sobre todos los cliques maximales de distancia 1 en tiempo lineal.
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Pseudocédigo 10: FIND-MAXIMAL-CLIQUE(cY, w, parametery, parameter,)

Entrada: Tabla ct’, donde t’ es el nodo hijo de t. El vértice eliminado w en la
tabla ct. Si t’ es eliminador, parameter, «— ct”, donde t” es el hijo de
t’ y parameter, — w’, donde w’ es el vértice eliminado en t’. En
caso contrario, parameter; «— NIL y parameter, «— NIL.
Salida: Enumeracién de cliques maximales en ct’.
1 X =|Xel;
2 fori=0to2X—1do

3 CREATE-LIST(L({));
4 if ct'(i) forma un clique then
5 flag(i) <« 1;
6 for k =1 to x— NumM-ONES(i) do
7 | LisT-INSERT(L(D), {);
8 end
9 else
10 | flag(i) « 0O;
11 end
12 end

13 Ordenar una copia de los indices i de acuerdo al nimero de unos en su
representacién binaria (i’ « 0);
14 for i/ =0to 2X—1 do

15 if flag(i) =1 then

16 if (L().head # NIL AVjeL(i)]|flag(j) =0) v (L(i).head = NIL) then
17 flag(i) « 2;

18 if w estd en el clique de c'(i) then

19 flag(i) < 3;

20 if t’ es un nodo eliminador y w’ su vértice eliminado then
21 if cliqgue en ct'(i) * w’ es un clique en ct” then

22 | flag(i) < 2;

23 end

24 end

25 end

26 end

27 end

28 end
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Capitulo 5. Conclusiones

El trabajo de esta tesis presenta una solucién al problema de enumeracioén de cli-
ques maximales de distancia 1 en un grafo k-outerplanar. Este problema para un grafo
general es N'P-Dificil, pero resulta polinomial para la clase de grafos estudiados, si k
es una constante. También este capitulo resume las actividades realizadas durante el
trabajo de investigacion y discute el trabajo a futuro que esta linea de investigacion

puede tomar.

En esta tesis se propone el algoritmo DP-CLIQUE que utiliza la técnica de programa-
cién dinamica, y se auxilia de los algoritmos Katsikarelis (2013), Fomin et al. (2019) y

FIND-MAXIMAL-CLIQUE.

Primero, con base en el algoritmo de Katsikarelis (2013), se realiza una descompo-
sicion de arbol del grafo de entrada G. La anchura de la descomposicién de arbol 7 es
menor o igual a 3k— 1, y se calcula en tiempo lineal. El algoritmo de descomposicién
de arbol para el grafo G depende de la k-outerplanaridad del grafo y del vértice de

mayor grado.

Posteriormente, con base en las observaciones de Fomin et al. (2019), el autor de
este trabajo propuso una serie de algoritmos que transforman una descomposicién de
arbol arbitraria 7 a una descomposicién de arbol agradable 77, en O(n - T) u.t. Los

numeros de nodos en 7 y en 7’ tienen el mismo orden.

Finalmente, el algoritmo DP-CLIQUE llena la tabla ct para cada nodo t en 77, siguien-
do un recorrido postorder. Cada tabla se llena de acuerdo a una serie de reglas, y éstas
dependen del tipo de nodo; i.e., hoja, introductor, eliminador, y unién. Se utiliza el al-
goritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE para identificar todos los cliques maximales de distancia
k = 1. Esta identificacién se lleva a cabo durante el recorrido postorder en el arbol 7.

El tiempo de ejecuci6n del algoritmo DP-CLIQUE es O ((T+ 1)-n-27+1) u.t,

Para demostrar que DP-CLIQUE es correcto, primero se demuestra que cualquier
cligue en G también se encuentra contenido en al menos una bolsa de 7’. Esta de-
mostracién se hace por induccién y contradiccién. Adicionalmente, se demuestra por
contradiccién que el algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE detecta todos los cliques maxima-

les que aparecen en las tablas de cada nodo de t’.
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Hasta donde el autor de este trabajo de investigacién tiene conocimiento, el al-
goritmo propuesto es el primero que se basa en descomposiciéon de arbol para resol-
ver el problema de enumeracién de cliques maximales de distancia 1 para grafos k-
outerplanares. Los algoritmos del estado del arte existentes utilizan técnicas de branch

and bound.

El algoritmo disefiado por el autor de este trabajo de investigacion tiene un tiempo
de ejecucidon que es equivalente al algoritmo diseflado por Eppstein et al. (2010). El
algoritmo propuesto utiliza la anchura de arbol T como el parametro que no depende
del tamano. Los algoritmos del estado del arte utilizan la degeneracién del grafo. Para
el grafo outerplanar, la anchura de arbol es dos y la degeneracién también es dos. Por
lo que ambos algoritmos son equivalentes para este tipo de grafos. Una desventaja de
nuestro algoritmo propuesto es que para un grafo k-outerplanar, la anchura de arbol
se incrementa linealmente conforme aumenta la k; mientras que la degeneracién del

grafo se mantiene constante para cualquier grafo plano.

Una desventaja de la técnica empleada en este trabajo de investigacidon es que
se supone la existencia de un algoritmo 6ptimo para obtener la descomposicién de
arbol del grafo de entrada. A pesar de que existen algoritmos para ciertos grafos, en

general, este es un problema AN P-Dificil.

Una posible mejora del algoritmo FIND-MAXIMAL-CLIQUE podria ser la siguiente. Como
la cardinalidad del clique maximo de un grafo plano es cuatro, en una tabla ct de
2T columnas, sélo seria necesario revisar Zizl (2;) columnas; i.e., no seria necesario
revisar mintérminos de mds de cuatro variables verificadas, porque ningun grafo plano

tiene cliques de tamafo cinco o mayores.

Una linea de investigacion futura es el de generalizar el algoritmo propuesto para
que pueda resolver el problema de enumerar todos los cligues maximales de distancia
k > 1. Algunos de los retos que hemos identificado son los siguientes. Se tendria que
modificar el operador estrellita de manera que verifique que el conjunto resultante
sea un clique de distancia k. Se conjetura que el algoritmo de Floyd-Warshall se po-
dria utilizar para realizar dicho calculo. En esta modificacién, la entrada al operador
estrellita modificado es un clique A de distancia k, y un vértice B. Con el algoritmo de

Floyd-Warshall, se podria verificar si el nuevo vértice B tiene una distancia a lo més
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k de todos los vértices de A. Otro reto que habria que resolver es que los cliques de
distancia k pueden ser grandes, incluso O(n), por lo que se tendria que disefiar un
mecanismo eficiente para evitar ir arrastrando las soluciones parciales en cada una de

las tablas.

Por otra parte, existen otras subclases de grafos planos en los cuales se puede
trabajar este problema; el reto consiste en encontrar su descomposicién de arbol con

una anchura de arbol 6ptima o una cota ajustada a ésta.
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