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RESUMEN de la tesis de LIZ IBETH GAXIOLA OLIVAS, presentada como re-
quisito parcial para la obtención del grado de MAESTRO EN CIENCIAS en CIENCIAS
DE LA COMPUTACIÓN. Ensenada, Baja California, Noviembre 2009.

ESTUDIO DE LA TÉCNICA DE ACOPLAMIENTO EN ALGORITMOS
AUTO-ESTABILIZANTES

Resumen aprobado por:

Dr. José Alberto Fernández Zepeda

Director de Tesis

La tolerancia a fallas es una característica deseable de los sistemas distribuidos donde
los sistemas auto-estabilizantes ofrecen soporte de manera intrínseca. Uno de los retos
de los algoritmos auto-estabilizantes es demostrar su convergencia, es decir probar que
el algoritmo llega a un comportamiento deseado. En esta tesis se propone realizar un
análisis de la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes con topologías asimétricas
utilizando la técnica de acoplamiento. Debido a que las investigaciones preliminares
sobre esta técnica sólo la utilizan en algoritmos con topologías muy restringidas. Dicha
técnica comprueba la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes combinando dos
medidas de convergencia de una cadena de Markov: el tiempo esperado de alcance y
el tiempo de absorción−ε. La importancia de esta tesis radica, en ampliar el uso de la
técnica de acoplamiento para analizar algoritmos auto-estabilizantes con topologías más
generales. De igual manera, la contribución de este trabajo es mostrar que ésta técnica
se puede aplicar para demostrar la convergencia de los algoritmos auto-estabilizantes
en un conjunto más amplio de confguraciones.

Palabras Clave: Auto-estabilización, convergencia, técnica de acoplamiento
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ABSTRACT of the thesis presented by LIZ IBETH GAXIOLA OLIVAS, in
partial ful�llment of the requirements of the degree of MASTER OF SCIENCE in
COMPUTER SCIENCE. Ensenada, Baja California, November 2009.

STUDY OF THE COUPLING TECHNIQUE FOR SELF-STABILIZING
ALGORITHMS

To be fault tolerant is a desirable feature of distributed systems and self-stabilizing
systems o�er intrinsical support. One of the challenges of self-stabilizing algorithms
is to prove convergence, i.e. to prove that an algorithm reaches a desired behavior.
This thesis proposes an analysis of the convergence of self-stabilizing algorithms with
asymmetric topologies by using the coupling technique, since preliminary investigations
on this technique show that it is only used on restricted topologies. This technique
proves the convergence of self-stabilizing by combining two measures of convergence
for a Markov chain: expected hitting time and ε−absorption time. The importance
of this thesis is to expand the use of the coupling technique to analyze self-stabilizing
algorithms with more general topologies. Similarly, our contribution is to show that
this technique can be used to prove convergence in self-stabilizing algorithms on a wider
set of con�gurations.

Keywords: Self-stabilization, convergence, coupling
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Capítulo I

Introducción

En la actualidad, gracias al incremento en el uso de redes de computadoras mucho del

procesamiento se hace de forma remota, así que es necesario garantizar de alguna man-

era que este procesamiento se haga de forma adecuada. Los sistemas de procesamiento

remoto deben ser muy con�ables, ya que si un componente del sistema falla, otro com-

ponente debe ser capaz de reemplazarlo. Se dice que un sistema falla cuando no cumple

con el objetivo para el cual fue creado.

Como es necesario tener sistemas de procesamiento remoto con�ables, se deben

utilizar mecanismos para lograr la con�abilidad e incorporar características que les per-

mitan ser tolerantes a fallas. Un sistema es tolerante a fallas si continúa proporcionando

los servicios especi�cados aún en presencia de fallas de hardware o errores de software.

El objetivo del diseño y construcción de sistemas tolerantes a fallas es garantizar que

el sistema continúe funcionando de manera correcta, incluso en la presencia de fallas.

Hay varios mecanismos que apoyan a los sistemas tolerantes a fallas como lo son:

la redundancia de información, redundancia de recursos, redundancia de tiempo, la de-

tección temprana de fallas, aislamiento de fallas severas y en particular en esta tesis se

profundiza en la auto-estabilización.

La auto-estabilización aparece como un mecanismo que ayuda a la tolerancia a
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fallas transitorias (mal funcionamiento temporal). Se dice que un sistema es auto-

estabilizante, si el sistema al detectar alguna falla, realiza acciones adecuadas para

corregir esa falla y logra la recuperación del sistema sin ayuda externa. El presente

trabajo de tesis se enfoca al estudio de cómo demostrar que un sistema es auto-

estabilizante. Más especí�camente, se profundiza en cómo demostrar la propiedad de

convergencia usando la técnica de acoplamiento.

Este capítulo introduce el concepto de auto-estabilización. En la Sección I.1 se

presenta la de�nición de auto-estabilización, así como conceptos básicos asociados. En

la Sección I.2 se presentan algunas de�niciones sobre la convergencia de los algoritmos

auto-estabilizantes. La Sección I.3 presenta el objetivo de este trabajo de investigación.

La Sección I.4 explica la panorámica de la tesis, es decir, las actividades de investigación

que se realizaron para elaborar esta tesis. En la Sección I.5 se muestra la importancia de

este trabajo de investigación. Finalmente, la Sección I.6 muestra un panorama general

de cómo está organizada la tesis.

I.1 Auto-estabilización

En 1974 Edsger W. Dijkstra introdujo el concepto de auto-estabilización como un

paradigma para el diseño de algoritmos distribuidos tolerantes a fallas. Dijkstra de-

�ne auto-estabilización como: a pesar del estado inicial de un sistema, éste garantiza

que sin intervención externa se encontrará en un estado legítimo después de un número

�nito de pasos (Dijkstra, 1974).

Dijkstra además observó que es dí�cil diseñar un sistema auto-estabilizante y esta
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di�cultad radica en que los nodos del sistema sólo contienen información local (es de-

cir, información de sí mismo y de sus vecinos) y de alguna manera se tiene que lograr

la estabilización solamente con esta información. Antes de de�nir de manera formal

auto-estabilización se describen algunos conceptos preliminares.

La topología de un sistema es el grafo dirigido formado por los componentes del sis-

tema, donde los nodos representan a los nodos y las aristas representan las líneas de co-

municación. Cada componente del sistema contiene un estado local

(conjunto de variables locales de cada nodo). El estado global del sistema se de�ne

como la unión de los estados locales de los componentes del sistema.

Schneider (1993) de�ne formalmente auto-estabilización como:

Para un sistema S y un predicado P (donde P es una especi�cación para una

ejecución correcta del sistema S), el sistema S es auto-estabilizante con respecto a P si

satisface dos propiedades:

1. Convergencia: Iniciando de un estado global arbitrario, se garantiza que S alcanza

un estado global que satisfaga P en un número �nito de transiciones de estado.

2. Cerradura: P es cerrado bajo la ejecución de S; esto es, una vez que P es verdadero

en S, no se puede convertir en falso.

En pocas palabras, la propiedad de convergencia dice que el sistema, a partir de

cualquier estado inicial, llegará a un estado legal o legítimo en un número �nito de

pasos. Un estado legal se de�ne como un estado libre de errores, en caso contrario, el

estado se llama ilegal o ilegítimo. La propiedad de cerradura dice que una vez que se

ha alcanzado el estado legal, el sistema no se cambiará a un estado ilegal en la ausencia
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de fallas.

Un sistema auto-estabilizante tiene dos propiedades útiles e interesantes:

1. No se necesita inicializar. Por la propiedad de convergencia, el sistema en algún

momento alcanza un estado legal, así que no es necesario que el sistema inicie en

un estado legítimo predeterminado.

2. Puede recuperarse de errores transitorios. Después de haber sufrido una falla, el

sistema puede iniciar una recuperación para corregir la falla.

El uso de sistemas auto-estabilizantes se ha ido ampliando por la gran ventaja que

ofrecen, ya que la habilidad para recuperarse de errores sin intervención externa es muy

deseable en los sistemas distribuidos.

Se han diseñado y utilizado una gran cantidad de algoritmos auto-estabilizantes para

muchas aplicaciones como lo son: protocolos de comunicación (Dolev et al., 1995; Dolev

y Kat, 2004; Cramer y Fuhrmann, 2005; Chen et al., 2005; Kersch et al., 2008), para

sistemas operativos (Dolev y Yagel, 2005b,a), para sincronizadores (Boulinier et al.,

2008, 2004; Xu et al., 2003), por mencionar algunos ejemplos.

I.2 Comprobación de Convergencia

Un punto fundamental asociado a los algoritmos auto-estabilizantes es el demostrar su

propiedad de convergencia. Debido a esta propiedad, el diseñador requiere ser muy

cuidadoso al crear un algoritmo auto-estabilizante. Se tienen que tomar en cuenta dos

factores al analizar los algoritmos auto-estabilizantes.
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� Demostrar la convergencia, es decir, comprobar que el algoritmo se estabiliza con

un número �nito de pasos.

� Calcular el tiempo de convergencia. Como no es necesario inicializar el algoritmo

en algún estado, la tarea de calcular el tiempo en que el algoritmo se estabiliza

requiere de técnicas so�sticadas.

Es por esto, que se han desarrollado técnicas y estrategias para probar la convergencia

de estos algoritmos, con la limitante que muchas de estas técnicas resultan ser complejas

y requieren de gran entendimiento del sistema. Otra limitante que existe es que muchas

de las técnicas que se han utilizado para demostrar la convergencia de los algoritmo

auto-estabilizantes sólo sirven para demostrar tal condición, dejando una incógnita en

el tiempo que se requiere para llegar a la convergencia.

Demostrar que un algoritmo es auto-estabilizante es un reto interesante y las in-

vestigaciones preliminares que se han hecho respecto a este tema muestran diferentes

enfoques. En su mayoría utilizan funciones para demostrar la propiedad de convergen-

cia y algunas de estas investigaciones están orientadas a topologías simétricas. Una

topología es la forma en que están dispuestos los enlaces de comunicación en el sistema

y se dice que es simétrica cuando colocándose en cualquier nodo del sistema, éste tiene

el mismo número de aristas que los demás nodos del sistema, es decir cada nodo "mira"

lo mismo que cualquier otro nodo. Algunos ejemplos de este tipo de topología son los

anillos, el hipercubo, grafos completos (aquéllos en los cuales entre cada par de nodos

existe una arista), por nombrar algunos.
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Debido a lo anterior, se puede ver que es deseable que las técnicas que normalmente

se usan en topologías simétricas también se puedan extender a topologías asimétricas,

por ejemplo una topología de árbol. La idea de utilizar estas técnicas es que sean

útiles para demostrar no solo la convergencia del algoritmo, sino que den una cota en

el tiempo de convergencia.

La técnica de acoplamiento (Coupling, como se usa en el campo de la Probabilidad

Aplicada (Aldous, 1983; Lindvall, 2002)), además de demostrar la propiedad de conver-

gencia de algoritmos auto-estabilizantes, ofrece una cota superior en el tiempo esperado

de convergencia. El método de acoplamiento se utiliza para analizar la tasa de conver-

gencia al equilibrio de una cadena de Markov en experimentos Monte Carlo (Sinclair,

1997). El tiempo de acoplamiento es el tiempo en que dos copias �eles de un proceso es-

tocástico colisionan (Fribourg et al., 2006). Esta técnica comprueba la convergencia de

algoritmos auto-estabilizantes combinando dos medidas de tasa de convergencia de una

cadena de Markov: el tiempo esperado de alcance (expected hitting time, en inglés), que

es el tiempo esperado en el cual se ha alcanzado el estado legal a partir del peor estado

inicial y el tiempo de absorción-ε

(ε- absorption time, en inglés) que es el tiempo necesario para alcanzar el estado legal

con una probabilidad de al menos 1− ε. Fribourg et al. (2006).

I.3 Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de investigación es el de ampliar el uso de la técnica

de acoplamiento en diversos algoritmos auto-estabilizantes, bajo topologías asimétricas.
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También se propone aplicar esta técnica a algunos algoritmos auto-estabilizantes

cuya propiedad de convergencia se haya demostrado por algún otro método.

I.4 Actividades Desarrolladas

Las actividades que se realizaron durante este trabajo de investigación son las

siguientes.

1. Se hizo una revisión exhaustiva sobre las técnicas que se utilizan para demostrar

la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes representando la información

encontrada por medio de una tabla informativa (ver página 23).

2. Se estudió el comportamiento del algoritmo de Herman (Herman, 1990) y se aplicó

a una topología asimétrica.

3. Se observó el comportamiento del algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado

(Dyer et al., 2002) y se hizo un cambio de topología de manera virtual para poder

correr este algoritmo como si estuviera en la topología para la que originalmente

fue diseñado.

4. Se analizó el protocolo de espacio mínimo (Dolev et al., 1995) y se utilizó la

técnica de acoplamiento para demostrar su convergencia y su tiempo esperado de

convergencia.

5. Se analizó el algoritmo de Israeli y Jalfon (1990), se hacen cambios en el algoritmo,

y se utiliza la técnica de acoplamiento para obtener un cota superior en el tiempo

esperado de convergencia.
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I.5 Contribuciones de esta Tesis

La principal contribución de esta tesis es la de ampliar el uso de la técnica de acoplamiento

para demostrar la convergencia y el tiempo de convergencia de algoritmos auto-estabilizantes

bajo topologías asimétricas. Para lograr esto, se de�nen algunas propiedades del com-

portamiento de algunos algoritmos auto-estabilizantes para que se pueda utilizar dicha

técnica en ellos; como ejemplo se analizó el algoritmo de elección de líder de Herman

(Herman, 1990) y el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado (Dyer et al., 2002),

y además, como otra contribución de este trabajo de investigación es que se modelan

éstos dos algoritmos auto-estabilizantes en una topología de árbol para aplicarles la

técnica de acoplamiento.

Adicionalmente, se utiliza la técnica de acoplamiento en el protocolo de espacio

mínimo de Dolev et al. (1995) obteniendo una cota más ajustada en el tiempo de con-

vergencia de este algoritmo que la que el autor señala.

Además se calcula la cota en el tiempo de convergencia del algoritmo de Israeli y

Jalfon (1990); este algoritmo se modi�có para aplicarle la técnica de acoplamiento.

I.6 Panorama General del Documento

En el Capítulo 2 se explican a detalle las técnicas que se utilizan para demostrar la

propiedad de convergencia de los algoritmos auto-estabilizantes.

El Capítulo 3 muestra los conceptos relacionados con la técnica de acoplamiento de

forma detallada.
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En el Capítulo 4 se hace el cambio de topología en dos sistemas para que se puedan

utilizar dos algoritmos auto-estabilizantes (el algoritmo de Herman (Herman, 1990) y

el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado (Dyer et al., 2002)) cuyas convergencias

ya habian sido demostradas con la técnica de acoplamiento.

El Capítulo 5 explica el protocolo de espacio mínimo (Dolev et al., 1995) y cómo se

demuestra y se obtiene la cota en el tiempo esperado de su convergerncia a través de

la técnica de acoplamiento.

El Capítulo 6 describe la demostración de convergencia del algoritmo de Israeli y

Jalfon (1990) en el cual se utiliza la técnica de acoplamiento y se proporciona una cota

superior en el tiempo esperado de convergencia.

El Capítulo 7 muestra las conclusiones que surgen en este trabajo de investigación,

expone las aportaciones que se derivan del mismo, y proporciona una idea sobre posible

trabajo futuro dentro de esta línea.



Capítulo II

Métodos de Comprobación de Convergencia

II.1 Introducción

Aquí se describen algunas de las técnicas básicas utilizadas para probar la convergencia

de los algoritmos auto-estabilizantes.

Los métodos que se mencionan en este capítulo son los que se han encontrado en

la mayor parte de la literatura donde se reportan algoritmos auto-estabilizantes y se

demuestra su convergencia al estado legal.

Entre los métodos que se mencionan se encuentran las funciones variantes, el cual

es un método clásico muy utilizado. Otros métodos están asociados a la teoría de

control; éstos se han utilizado en el paradigma de auto-estabilización por su similitud

con los circuitos de control. Otro de los métodos es el de escalones de convergencia,

el cual es poco popular ya que el número de predicados que utiliza el sistema di�culta

considerablemente su demostración. Posteriormente se describe el método de grafos de

dependencia, el cual ofrece un panorama muy amplio del sistema que se está analizando,

pero a su vez puede ser muy complejo de utilizar.
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II.2 Funciones Variantes

Las funciones variantes es una estrategia clásica. La idea de esta técnica es usar una

función que mapea el conjunto de todos los estados del sistema al conjunto de los

números reales. Después se demuestra que esta función decrece (o crece) monotónica-

mente cada vez que los nodos ejecutan un paso y �nalmente cuando la función alcanza

cierto umbral, el sistema se encuentra en una con�guración deseada.

Para demostrar la auto-estabilización, primero se demuestra que el sistema puede

hacer una transición siempre y cuando no esté estabilizado y se utiliza la función

variante que irá creciendo o decreciendo mientras no se haya llegado a la con�guración

deseada. Esto implica que el valor de la función es máximo o mínimo si el sistema está

estabilizado.

Aunque aparece por primera vez en (Dijkstra, 1986), no se identi�ca a las funciones

utilizadas con el nombre de funciones variantes; fue en (Kessels, 1988) donde se le re-

conoció como una técnica para comprobar la convergencia y se le asignó el nombre

de funciones variantes. En (Huang, 1993) se menciona que una función variante de-

pende de la con�guración del sistema y se de�ne en base al propio sistema. Cramer y

Fuhrmann en (Cramer y Fuhrmann, 2005) utilizan funciones variantes para demostrar

que el sistema se auto-estabiliza de manera local y global.

II.2.1 Ejemplo de Función Variante

A continuación se muestra un ejemplo de cómo funciona esta técnica. En (Huang,

1993), Huang presenta un algoritmo auto-estabilizante de elección de líder para anillos



12

uniformes. Se dice que un anillo de nodos es uniforme si todos los nodos son equivalentes

desde el punto de vista lógico y están programados idénticamente. El anillo tiene n

nodos, n es primo y además n ≥ 2. Cada nodo tiene un identi�cador que toma valores

del conjunto{0, 1, . . . , (n − 1)}. Sean a y b dos nodos, la función g(a, b) denota un

"espacio" entre a y b, la cuál se de�ne como:

g(a, b) =


n si a = b;

b− a mod n de otra manera

La función g(a, b) puede tomar valores del conjunto {1, 2, . . . , n}. Los identi�cadores

y espacios siempre siguen una dirección en sentido de las manecillas del reloj a través del

anillo. El protocolo ajusta a los identi�cadores para que eventualmente se alcance una

con�guración estable, esto es, los espacios de cualquier par de nodos sucesivos tienen

el mismo valor y todos los identi�cadores en tal con�guración son distintos, y uno de

ellos tiene el identi�cador 0, el cual se considera líder.

Este protocolo de elección de líder consiste de ciertas reglas para ajustar a los iden-

ti�cadores y a los espacios (para más detalle ver (Huang, 1993)). La Tabla I muestra

un ejemplo de ejecución de este protocolo. El ejemplo es para n = 5, la con�guración

inicial de los identi�cadores es a, donde los números en los paréntesis "()" son espacios

(el identi�cador subrayado enfatiza cuál nodo hará el movimiento), al aplicar ciertas

reglas a la con�guración a se obtiene la con�guración b y así sucesivamente hasta llegar

a la con�guración f , la cual es una con�guración estable.

En la Tabla I, en la con�guración f existe un nodo único con identi�cador 0 y ter-
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Tabla I. Ejemplo de ejecución de algoritmo de Huang

Con�guración
a 0(2)2(5)2(5)2(2)4(1), (G,B) = (59, 1)
b 0(2)2(1)3(4)2(2)4(1), (G,B) = (26, 1)
c 0(2)2(2)4(3)2(2)4(1), (G,B) = (22, 4)
d 0(2)2(3)0(2)2(2)4(1), (G,B) = (22, 2)
e 0(3)3(2)0(2)2(2)4(1), (G,B) = (22, 0)
f 1(2)3(2)0(2)2(2)4(2), (G,B) = (22, 0)

mina el protocolo. Este nodo único es el que se elige líder.

Sea F≡(G,B) una función variante de�nida sobre el sistema, la cual se compone de

G y B que son funciones acotadas. La comparación de los valores de F es por orden

lexicográ�co, es decir, se considera dos secuencias de caracteres a = [a1, a2, . . . , an]

y b = [b1, b2, . . . , bm] se dice que a < b si ambas secuencias tienen un pre�jo común

de tamaño i y el primer caracter diferente es ai+1 < bi+1 ejemplo: merced < mercurio,

porque e < u. Las funciones acotadas G y B están de�nidas como siguen. G representa

la sumatoria del cuadrado de cada uno de los espacios, i.e. G≡
∑
g2
l . B se de�ne

al cumplirse las condiciones entre los espacios especi�cadas en (Huang, 1993). Cada

vez que el sistema hace un movimiento, F decrece monotónicamente, por lo tanto el

protocolo termina y se estabiliza. En la Tabla I se puede ver cómo F va disminuyendo

monotónicamente, de (59, 1) → (26, 1) → (22, 4) → (22, 2) → (22, 0) → (22, 0). Como

se menciona anteriormente F está de�nido como F≡(G,B).

En la siguiente sección se explica otro método para la demostración de convergencia

de algoritmos auto-estabilizantes. Este método se basa en la teoría de control, ya que

los algoritmos auto-estabilizantes exhiben una analogía a la estabilización de circuitos

de control usado en varios dominios de la ingeniería (Theel y Gartner, 1998).
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II.3 Teoría de Control

La teoría de control más que ser un solo método, es un grupo de métodos utilizados en

la estabilización de control de circuitos ya que se puede ver una analogía entre auto-

estabilización y la teoría de control. Contrario al dominio de la auto-estabilización que

es un área relativamente nueva de investigación en las ciencias de la computación, la

teoría de control en el dominio de la ingeniería tiene más de 100 años investigándose y

ofrece bases bien fundamentadas con criterios poderosos para razonar sobre la estabili-

dad en el análisis y diseño de sistemas dinámicos y su control.

II.3.1 Modelado de un Sistema Auto-estabilizante a un Circuito

de Control

En (Theel y Gartner, 1998) se modela un sistema auto-estabilizante como un circuito

de control (es aquel que tiene una entrada, un controlador, una salida y existe una

retroalimentación de la entrada a la salida). La prueba de corrección en términos de

estabilidad se puede obtener fácilmente. Adicionalmente, una demostración por medio

de la teoría de control puede ser constructiva, es decir, indica cómo un circuito de con-

trol no estable se debe modi�car para convertirlo en uno estable.

En (Theel y Gartner, 1998) se ejempli�ca un sistema administrativo donde se tienen

clientes, intermediarios y proveedores de un producto. Los proveedores venden paquetes

de productos a los intermediarios y éstos a su vez, venden los productos a sus clientes.

El objetivo es regular el número de paquetes que se almacenan en los intermediarios,

de manera que en todo momento, todos los intermediarios tengan el mismo número
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de paquetes, aunque éstos disminuyan el número de sus paquetes de productos por las

ventas que realizan con los clientes.

Se modela el escenario de la aplicación en términos de un circuito de control dis-

creto y lineal. La demostración de estabilidad para el circuito de control se obtiene de

la siguiente manera:

1) Cuando el modelo es discretizado se obtienen las transformadas Z (modelo

matemático que se emplea entre otras aplicaciones en el procesamiento de señales digi-

tales, como son el análisis y proyectos de circuitos digitales) de todos los componentes

del circuito de control.

2) Se deriva la transformada Z del comportamiento de la salida y entrada del cir-

cuito de control, basada en las transformadas Z del paso 1.

3) Para concluir la demostración, simplemente se muestra que todas las singulari-

dades de la fórmula obtenida en el paso 2 caen dentro de un círculo de radio 1 alrededor

del origen en el plano complejo z.

II.3.2 Funciones de Transferencia

En (Theel y Gartner, 1999) la tarea de estabilización es diseñar y veri�car un algo-

ritmo auto-estabilizante con base en un autómata A, que dado un objetivo especí�co

w, garantiza que la carga local en A siempre estabiliza w una vez que los cambios den-

tro de las cargas locales ya no suceden. Formalmente esto se puede ver como las dos



16

propiedades de auto-estabilización: Cerradura y Convergencia.

Se de�nen las funciones de transferencia (cociente de la salida entre la entrada) del

comportamiento de las entradas-salidas de A y las transformadas Z de esos compor-

tamientos y funciones. Si todos los extremos de las transformadas Z de las funciones

de transferencia caen en un círculo de radio 1 alrededor del origen del plano z, entonces

el sistema entero se estabilizará para cualquier valor de w.

El ejemplo que se usa a continuación se obtiene de (Theel y Gartner, 1999). Se

considera el sistema simple en la Figura 1. Consiste de un autómata que lee su entrada

de un canal de comunicación in y escribe la salida a un canal out. El comportamiento

entrada/salida es bien de�nido y del siguiente tipo: el sistema encapsula una forma de

carga que se puede leer por el canal out dado como un número. Una vez que el sistema

recibe una señal positiva sobre la línea de entrada, empieza a producir cargas y por

lo tanto a incrementar la carga local. Por otra parte, si se recibe una señal negativa,

el sistema empieza a destruir cargas y por lo tanto a decrementar las cargas internas.

Al autómata lo puede in�uenciar el ambiente que ocasiona un cambio espóntaneo de

carga local, indicado por los rayos en la Figura 1 . Las fuentes de tales cambios pueden

ser fallas transitorias internas, mensajes corruptos vía canal in o una salida maliciosa

alterada u otro cambio externo de carga local.

La tarea de estabilización actual es diseñar y veri�car un algoritmo auto-estabilizante

alrededor de A el cual, dado un valor objetivo �jo w, garantiza que la carga local en

A siempre estabiliza a w una vez que los cambios espontáneos de la carga local de A

causados por el ambiente se detienen.
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Figura 1. Autómata

Se usa un sensor/actuador simple como un acercamiento para combatir el problema.

Al hacer esto, un sensor se agrega al canal de salida de A. Este componente se usa para

"observar" el valor local de la carga al escuchar la salida. El valor observado se pasa a

un actuador, el cual reside en el canal in de A. Se utiliza el sensor para in�uenciar la

carga local al pasar la información a A vía in.

Al comparar el valor objetivo de w y la información dada por el sensor, ahora el

actuador debe calcular una entrada para A, el cual eventualmente lleva a un estado

estable del conteo de la carga igual a w.

Ahora se usan resultados de la teoría de control para derivar en una implementación

del actuador. Para esto, se necesita alguna información del comportamiento salida-

entrada de A. Con respecto al tiempo, el comportamiento entrada-salida se puede

denotar como:

GA(t) =
out(t)

in(t)
=

1

1− z−1
(1)

A la fórmula 1 se le llama la transformada z del comportamiento entrada-salida de
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A. La tarea de estabilización se reduce a derivar una "buena" función de transferencia,

la cual produce que el sistema entero sea estable.

II.3.3 Segundo Método de Ljapunov

La idea básica de este método es identi�car más fácilmente un tipo de función variante.

Antes de aplicar el método de Ljapunov se deben investigar los estados de equilibrio

del sistema, es decir, aquellos estados de los cuales el sistema no sale en ausencia de

fallas una vez que se ha entrado a ellos.

Esta técnica se utiliza en (Theel, 2001) y generaliza el método, de tal manera que

se pueda adoptar aún en los casos en que el sistema no sea lineal. Se presenta como

ejemplo el algoritmo llamado Un juego de cartas visto en (Huang, 1993):

Suponga un conjunto �nito de jugadores sentados alrededor de una mesa.

Inicialmente, cada jugador mantiene un número �nito de cartas. El único

movimiento de cada jugador es pasar una carta a su vecino izquierdo, si el

vecino izquierdo tiene menos cartas que el jugador. El juego termina cuando

ningún movimiento es posible.

Se hace un modelado del sistema, en el cual el método de Ljapunov se puede implemen-

tar y se aplica este modelo al Juego de Cartas. Los predicados constan de una condición

y una acción, al cumplirse la condición, se ejecuta la acción y se hace un monitoreo

constante de estos comandos. Estos comandos se modelan a través de un regulador Ri

considerando que el predicado es parte de una función de cambio.
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Se dice que la demostración de la propiedad de convergencia de los algoritmos auto-

estabilizantes con Ljapunov se transforma a la identi�cación de una función de Ljapunov

(Theel, 2001). Si tal función se puede identi�car, entonces se garantiza en gran medida

que existe una estabilidad asintótica uniforme. Esto signi�ca que el sistema converge

desde cualquier punto en el espacio de estados al estado de equilibrio. La propiedad de

cerradura de los algoritmos auto-estabilizantes también se garantiza: una vez que se ha

alcanzado un estado de equilibrio no se sale de este estado cuando no existen fallas que

modi�can al sistema. Por lo tanto se demuestra la auto-estabilización.

En la siguiente sección se puede encontrar el método de escalones de convergencia

el cual se utiliza en (Dolev, 2000; Gouda y Multari, 1991), donde es posible demostrar

la convergencia a través de los predicados del sistema.

II.4 Escalones de Convergencia

Es posible probar la convergencia de un algoritmo auto-estabilizante al probar que con-

verge para satisfacer k > 1 condiciones A1, A2, . . . , Ak tal que, para cada 1 ≤ i ≤ k, Ai+1

es un re�namiento de Ai. El término atractor se usa comúnmente para tal condición

Ai. Esto es, se demuestra que para un cierto punto de la ejecución, cada con�guración

satisface a la condición A1. Cuando la condición A1 se satisface, se demuestra que la

condición A2 se alcanza y así sucesivamente. De forma general, se demuestra que Ai+1

se mantiene después de que Ai lo hizo. La meta es demostrar que el sistema alcanza

una con�guración de tal manera que la última condición Ak se mantiene, la cual es una

condición para una con�guración legal (Dolev, 2000).



20

En (Gouda y Multari, 1991) se de�ne el método para veri�car si un protocolo dado

es R-estabilizante por alguna condición R-cerrada. El método está sugerido por el Teo-

rema 1.

Teorema 1. Un protocolo es R-estabilizante si y solo si tiene una secuencia

(R1, . . . , Rn) de condiciones globales que satisfacen:

a) Límite: R1 = verdadero y Rn = R.

b) Cerradura: Cada Ri es cerrado.

c) Convergencia: Cada Ri converge a Ri+1 para i < n.

Demostración del Teorema 1 : Se demuestra en (Gouda y Multari, 1991) que se

cumple la condición a); como esta condición se cumple, se veri�ca que se cumple la

condición b); al hacer esta veri�cación, se prueba que se cumple la condición c); por lo

tanto, el sistema es estable ya que la condición c) es una condición para una con�gu-

ración legal .

�

II.4.1 Ejemplo de Escalones de Convergencia

El ejemplo que se muestra a continuación se utiliza en (Dolev, 2000) y es un protocolo de

elección de líder en una red general de comunicación. Un algoritmo auto-estabilizante

para esta tarea supone que cada nodo tiene un identi�cador único en el intervalo de

1 a n, donde n es una cota superior en el número de nodos en el sistema. Cada nodo

Pi tiene un candidato a líder; al principio, el candidato es el mismo Pi. El nodo Pi
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repetidamente comunica a sus vecinos el identi�cador x de su actual candidato. Siem-

pre que Pi recibe un identi�cador y de un candidato de un vecino, si x > y, Pi cambia

su candidato al nodo con identi�cador y.

La demostración de convergencia usa dos escalones de convergencia. El primer es-

calón de convergencia es una condición A1 sobre el sistema de con�guraciones, donde

se veri�ca que ningún identi�cador �otante existe (un identi�cador �otante se usa para

describir un identi�cador que aparece en la con�guración inicial, cuando ningún nodo

tiene este identi�cador). El segundo escalón de convergencia es una condición A2 para

una con�guración segura (una condición que veri�ca que cada nodo escoje al identi�-

cador mínimo de un nodo en el sistema como el identi�cador de un líder).

En la siguiente sección se puede encontrar el método de grafos de dependencia que

sirve para demostrar la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes basándose en un

grafo que surge de las relaciones entre las variables del sistema.

II.5 Grafos de Dependencia

Un grafo de dependencia es un grafo dirigido cuyos nodos corresponden a las

variables en los estados locales y cuyas aristas corresponden a las relaciones de de-

pendencia entre estas variables locales. Un sistema de iteración es un modelo de com-

putación paralela, en el cual un vector de estados se actualiza constantemente por un

conjunto de funciones no determinísticas. Se presenta en (Motteler y Sidhu, 1993) el

problema de los �lósofos comensales de Dijkstra como un ejemplo directo de un sistema

de iteración. Los grafos de dependencia de un sistema de iteración capturan la relación
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existente entre las variables del sistema (Arora et al., 1993).

El grafo de dependencia es un grafo dirigido cuyos nodos

corresponden a las variables en V (un vector de n variables) y cuyas aristas dirigi-

das corresponden a las dependencias en la relación; esto es, el grafo de dependencia

contiene un nodo por cada elemento de V y una arista dirigida (y, x) si la función de

actualización de la variable x depende de y. Al formar el grafo de dependencia se de-

termina cada componente fuertemente conectado de G, que es el subgrafo maximal en

donde existe un camino directo entre cada par de nodos.

Para demostrar la convergencia es su�ciente con demostrar que cada componente

fuertemente conectado de un sistema de iteración es convergente.

La Tabla II muestra una descripción resumida de estos métodos con algunas de sus

ventajas y desventajas.

En este capítulo, se describen brevemente las técnicas de comprobación de con-

vergencia de los algoritmos auto-estabilizantes. En el siguiente capítulo se describe

con detalle la técnica de acoplamiento y se utilizan algunos ejemplos para clari�car la

descripción.
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Tabla II. Descripción de técnicas de comprobación de convergencia

dependencia

Grafos de 

Balanceo de cargas

en canales de

comunicacion

Tecnica:
Tipos de

algoritmos:

Funciones de

transferencia

Esta limitada a 

comportamientos

lineales

Ofrece un panorama

muy amplio del

sistema

Las relaciones entre las 

variables locales pueden

ser muy complejas

Grafos 

arbitrarios

Ofrece una cota

en el tiempo de

convergencia

Anillos, grafos

completos

Un algoritmo puede

ser algoritmicamente

simple, pero es suma−

mente complicado para

demostrar lo esencial

del metodo

Funciones

variantes

Construir la funcion

es una tarea complicada.

No se sabe que pasa

cuando las funciones

se definen y la topologia

cambia

Anillos, grafos

completos

De ruteo en red

de sensores, eleccion

de lider y protocolos

de comunicacion

Poco utilizado ya que

se vuelve muy complejo

al incrementar el numero 

de predicados

Grafos

arbitrarios

Escalones de

convergencia

Para crear clusters

en redes Ad hoc,

eleccion de lider

Limitada a topologias

simetricas

Ventajas: Desventajas: Usada en:

Anillos

Anillos

Acoplamiento

Maximo comun

divisor, encontrar el

camino mas corto

en un grafo

numero de demos−

divide en un gran

de convergencia se

La demostracion

traciones pequenas

informacion sobre

como construir la 

funcion Ljapunov

Existe mas 

Una vez construida

la funcion, es facil

determinar la 

convergencia

Fundamentada en

la teoria de control

Segundo 

metodo de 

Ljapunov

Eleccion de

lider, exclusion

mutua

Eleccion de lider



Capítulo III

Acoplamiento

En este capítulo se discute con más detalle en qué consiste y cómo funciona la técnica

de acoplamiento para demostrar la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes.

III.1 De�niciones

El método de acoplamiento es una técnica poderosa que ofrece una cota superior en el

tiempo esperado en el que una cadena de Markov llega a su distribución estacionaria.

Tradicionalmente, la técnica de acoplamiento ha sido una herramienta estándar en la

teoría de la probabilidad (usada por ejemplo en (Aldous, 1983; Lindvall, 2002)) y re-

cientemente ha rendido frutos signi�cativos en ciencia de la computación teórica y se

utiliza en (Bubley y Dyer, 1997; Dyer y Frieze, 2001; Hayes, 2003).

El método de acoplamiento utiliza cadenas de Markov, donde las cadenas de Markov

sirven de herramienta para analizar el comportamiento de determinados tipos de proce-

sos estocásticos, esto es, procesos que evolucionan de forma no determinística a lo largo

del tiempo en torno a un conjunto de estados. Una cadena de Markov representa un

sistema que varía su estado a lo largo del tiempo siendo cada cambio una transición del

sistema. Dichos cambios no están predeterminados, aunque sí lo está la probabilidad

del próximo estado en función de los estados anteriores, probabilidad que es constante

a lo largo del tiempo.
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Formalmente, para de�nir una cadena de Markov �nita hace falta determinar los

siguientes elementos (Torrents et al., 2002):

a) Un conjunto de estados del sistema. Los cuales son una caracterización de la

situación en la que se halla el sistema en un momento dado. Dicha caracterización

puede ser tanto cuantitativa como cualitativa.

b) El concepto de transición. El cambiar de un estado a otro. El sistema que se

modela como la cadena de Markov, por tanto, es una variable que cambia con el tiempo,

a ese cambio se le llama transición.

c) Una ley de probabilidad condicional, que de�na la probabilidad del nuevo estado

en función de los estados anteriores.

Ahora bien, un conjunto de estados �nitos S = {s1, s2, . . . , sr} , se llama cadena de

Markov si existe una sucesión de variables aleatorias {Xt}t∈T (donde T es el tiempo)

de�nidas sobre el conjunto S, tales que la probabilidad de que la cadena de Markov se

encuentre en algún estado en el tiempo t+ 1, depende únicamente del estado en que se

encuentra en el tiempo t. El proceso inicia en uno de esos estados y se mueve sucesi-

vamente de un estado a otro. Si la cadena actualmente está en el estado si, entonces

en el siguiente paso se mueve al estado sj con una probabilidad denotada por pij y esta

probabilidad no depende en cuál estado estaba la cadena antes del estado actual.

Las probabilidades pij se llaman probabilidades de transición. La probabilidad de

que la cadena se mantenga en el mismo estado está dad por pii. Una distribución de

probabilidad inicial, de�nida sobre S, especi�ca el estado inicial. Normalmente esto

ocurre especi�cando un estado particular como el estado inicial.
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En la cadena de Markov la manera más fácil de expresar la ley de probabilidad

condicional de la cadena es mediante una matriz de probabilidades de transición P o

de forma más sencilla, matriz de la cadena. Dicha matriz es cuadrada con tantas �las

y columnas como estados tiene la cadena y los elementos de la matriz representan las

probabilidades de transición pij.

A continuación se muestra un ejemplo de una cadena de Markov para clari�car los

conceptos comentados anteriormente. Este ejemplo se tomó del libro de Kemeny y Snell

(1976).

La tierra de Oz nunca tiene dos días soleados. Si tiene un día soleado, tiene la misma

probabilidad que el siguiente día llueve o nieva. Si un día nieva o llueve, existe un 50%

de probabilidad que el siguiente día sea igual. Si cuando nieva o llueve el clima cambia,

existe un 50% de que el siguiente día sea soleado. Para estudiar el problema primero se

de�nen los estados y se encuentran las probabilidades de transición. Para simpli�car se

denota a L como un día con lluvia, S un día soleado y N como un día con nieve, se tiene:

PSS = 0 de un día soleado a un día soleado.

PSL = 1
2
de un día soleado a un día con lluvia.

PSN = 1
2
de un día soleado a un día con nieve.

PLL = 1
2
de un día con lluvia a un día con lluvia.

PLS = 1
4
de un día con lluvia a un día soleado.

PLN = 1
4
de un día con lluvia a un día con nieve.

PNN = 1
2
de un día con nieve a un día con nieve.

PNL = 1
4
de un día con nieve a un día con lluvia.
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PNS = 1
4
de un día con nieve a un día soleado.

Por conveniencia las transiciones de probabilidad se representan por medio de una

matriz de transición.

P =

L S N

L

S

N


.5 .25 .25

.5 0 .5

.25 .25 .5


(2)

Las entradas del primer renglón de la Matriz 2 del ejemplo representan las

probabilidades para varios tipos de clima que siguen después de un día de lluvia. Sim-

ilarmente las entradas en el segundo y tercer renglón representan las probabilidades

para varios tipos de clima siguientes a un día soleado y un día nevado, respectivamente.

Se observa que en la matriz los elementos deben ser positivos y además al sumar cada

�la, el resultado que se obtiene es 1; a esta matriz se le llama matriz estocástica.

Una cadena de Markov también puede representarse por medio de grafos dirigidos,

con pesos, de la forma (V,A,W ) donde los nodos (los elementos de V ) son los estados,

una arista a = (u, v) está en A si pij > 0, pudiendo darse el caso de auto-lazos, que es

cuando un arista empieza y termina en el mismo nodo, y a cada arista se asigna el peso

W que es pij.

El ejemplo del clima en la tierra de Oz es un ejemplo típico de una cadena de

Markov: (veáse la Figura 2).

Cuando se desea conocer la probabilidad de que el sistema se encuentre en un
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.5

.25 .25
.25

.5

.5

.25

.5
S

L

N

Figura 2. Grafo del clima de la tierra de Oz

estado determinado al llevar funcionando un tiempo inde�nidamente largo, se dice

que se desea conocer la probabilidad estacionaria. El estudio de las probabilidades

estacionarias puede entenderse como el estudio del comportamiento a largo plazo de las

cadenas de Markov. Dichas probabilidades se denotan como πij y la matriz de proba-

bilidades de estado estable como P ∗.

Puesto que las potencias de P de�nen las probabilidades en un número cualquiera

de transiciones, se puede aproximar al estudio de las probabilidades viendo qué ocurre

si se calculan las potencias elevadas de algunas matrices P . Se puede ver que el com-

portamiento se estabiliza cuando se pasa por cada uno de los estados con una frecuencia

regular, independientemente de las transiciones ocurridas.

Cuando se eleva a una potencia la cadena de Markov y las probabilidades de estado

estable son independientes del estado inicial se tiene una cadena regular y si además

ninguna de las probabilidades vale cero entonces se tiene una cadena ergódica (Torrents

et al., 2002). Cada cadena de Markov �nita tiene al menos un conjunto ergódico, se

dice que una cadena de Markov es �nita si el número de estados en la cadena es un

número �nito. Además dos conjuntos ergódicos distintos son disjuntos, esto debibo a

que cada uno está fuertemente conectado (Fribourg et al., 2006).
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Ahora bien, el tiempo de mezclado de una cadena de Markov es el tiempo en el cual

la cadena de Markov esta "cercana" a su distribución estacionaria. Más precisamente,

un resultado fundamental de las cadenas de Markov es que una cadena ergódica tiene

una distribución estacionaria única π, y a pesar de su estado inicial, el tiempo t de la

distribución π, en donde la cadena converge, tiende a in�nito. El tiempo de mezclado

se re�ere a varias formalizaciones de la idea: ¾cuán grande debe de ser t hasta que la

distribución de probabilidad del vector de estados sea aproximadamente π?.

Dentro del contexto de cadenas de Markov, un conjunto de con�guraciones legales

es necesariamente un conjunto ergódico. Una cadena de Markov AMC que representa a

un algoritmo A es convergente con respecto a un conjunto L de con�guraciones legales

si, iniciando de cualquier con�guración inicial, el sistema garantiza que alcanza una

con�guración de L con un número �nito de transiciones. Dado un conjunto L de

con�guraciones, A es auto-estabilizante con respecto a L si:

1. L es fuertemente conectado

2. L es cerrado y

3. AMC es convergente con respecto a L.

En el contexto probabilístico de las cadenas de Markov, la propiedad de convergen-

cia 3 se tiene que garantizar con probabilidad 1. Formalmente AMC es convergente con

respecto a L (con probabilidad 1 ) si ∀x y∈L P
t(x, y)→ 1 cuando t→∞.

Tomando en cuenta lo anterior, al simular un algoritmo auto-estabilizante como

una cadena de Markov y determinar el tiempo de mezclado de esa cadena, se puede
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determinar la convergencia del algoritmo simulado. Para determinar el tiempo de mez-

clado es necesario usar un método para probar la propiedad de auto-estabilización de

A con respecto a L. El método que auxilia en encontrar el tiempo de mezclado es el

de acoplamiento y usa dos medidas diferentes de convergencia: el tiempo esperado de

alcance y el tiempo de absorción-ε para determinar el tiempo de mezclado.

En la técnica de acoplamiento, el tiempo de convergencia se representa por el tiempo

esperado de alcance. Esto es, el tiempo esperado que requiere AMC para alcanzar L, a

partir del peor escenario inicial de A (llamada la peor con�guración en el resto de este

documento). Dada una cadena de Markov AMC y un conjunto L de con�guraciones

legales, el tiempo esperado de alcance de L es:

HL = maxx∈Ω E[HxL] (3)

donde E[.] denota esperanza y

HxL = min{t : Xt ∈ L|X0 = x} (4)

El tiempo esperado de alcance se ve como una analogía al concepto de diámetro

en un grafo, ya que el diámetro en un grafo es la distancia más larga de un vértice

para llegar a otro, es decir, aquel recorrido que contiene el mayor número de aristas

entre dos vértices. La técnica de acoplamiento además utiliza una medida diferente

de convergencia, llamada tiempo de absorción-ε, que proporciona el tiempo después

del cual se alcanza L con alta probabilidad. Dada una cadena de Markov AMC y un
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conjunto ergódico L, el tiempo de absorción-ε para L es:

ΘL(ε) = maxx∈Ω θxL(ε) (5)

donde

θxL(ε) = min{t : Pr(Xt ∈ L) ≥ 1− ε|X0 = x} (6)

Entonces θxL(ε) es el mínimo número de pasos en el cual AMC alcanza L con

probabilidad de al menos 1 − ε. Esta noción es similar a la noción del tiempo de

mezclado, que mide el número de pasos después de los cuales la cadena AMC esta ε-

cercana a su distribución estacionaria. Una cota superior del tiempo de mezclado se

calcula comúnmente encontrando el tiempo de acoplamiento.

Una vez introducidos algunos conceptos asociados a las cadenas de Markov y a

la técnica de acoplamiento, se da una explicación con más detalle de la técnica de

acoplamiento en la siguiente sección.

III.2 Acoplamiento

Se considera una cadena de Markov AMC que está caracterizada por una secuencia

de estados, que toman sus valores del espacio Ω de estados de la cadena. El método

de acoplamiento es un método probabilístico básico para medir el "tiempo de acuerdo"

entre componentes de un proceso estocástico.

Un acoplamiento es una cadena de Markov sobre Ω × Ω de�niendo un proceso

estocástico (Xt, Yt)
∞
t=1 con las propiedades:

1. Cada uno de los procesos(Xt) y (Yt) es una copia �el de AMC (dadas con�gura-
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ciones iniciales X0 = x y Y0 = y), es decir, cada uno de los procesos es la misma cadena

de Markov con diferentes con�guraciones iniciales.

2. Si Xt = Yt, entonces Xt+1 = Yt+1.

La propiedad 1 asegura que al ver cada proceso por separado, éstos simulan la

cadena original. Como el acoplamiento los actualiza simultaneamente y tienden a ac-

ercarse de acuerdo a alguna noción de distancia. Una vez que el par de con�guraciones

concuerdan, la propiedad 2 asegura que seguirán concordando desde ese momento en

adelante.

En otras palabras un acoplamiento consiste en de�nir dos procesos aleatorios que

están separados según un criterio de distancia y en cada iteración estos dos procesos se

van acercando de tal manera que llegan a un punto donde ya no existe distancia alguna

entre estos dos procesos. En la Figura 3 se representa un acoplamiento entre variables

que toman sus valores en R2 para ejempli�car la idea del método.

Y
0

X
0

t
Distancia

Figura 3. Acoplamiento
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Dado un acoplamiento (Xt, Yt), el tiempo esperado de acoplamiento es:

T = maxx∈Ω,y∈ΩE(Tx,y) (7)

donde

Tx,y = min{t : Xt = Yt|X0 = x, Y0 = y} (8)

El tiempo de acoplamiento se usa normalmente como una cota superior en el tiempo

de mezclado. Se demuestra que el tiempo de acoplamiento da una cota superior para

el tiempo de mezclado. El Teorema 3 se toma de (Fribourg et al., 2006).

Teorema 2. Dada una cadena de Markov AMC y un conjunto ergódico L, si existe

un acoplamiento de tiempo esperado �nito T , entonces:

1. A es auto-estabilizante con respecto a L.

2. El tiempo de mezclado HL es menor que o igual a T : HL ≤ T .

Demostración del Teorema 2.

1. Por reductio ad absurdum. Suponga que existen dos conjuntos ergódicos no vacíos

L1 y L2 con dos elementos X0 = x ∈ L1 y Y0 = y ∈ L2. Entonces, para toda t > 0,

Xt ∈ L1 y Yt ∈ L2 ya que L1 y L2 son cerrados. Por lo tanto para toda t > 0, Xt 6= Yt

ya que L1 y L2 son disjuntos. Por lo tanto Tx,y es in�nito. Asi que T , contradice la

suposición.

2. Se demuestra que HL ≤ T . Recuerde que: HxL = min{t : Xt ∈ L|X0 = x} y

Tx,y = min{t : Xt = Yt|X0 = x, Y0 = y}. Suponga ahora que y ∈ L. Entonces Yt ∈ L
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ya que L es cerrado. Por lo tanto: HxL ≤ Txy para toda x ∈ Ω, y ∈ L. Y al tomar las

esperanzas, entonces la máxima de los dos lados: HL ≤ T .

�

Dos criterios su�cientes de auto-estabilización. Por el Teorema 2, al encon-

trarse una cota superior en el tiempo de acoplamiento T se permite a la vez probar la

auto-estabilización y obtener una cota superior en el tiempo esperado de alcance. Al

seguir resultados clásicos sobre el tiempo esperado de alcance, se dan dos condiciones

su�cientes para acotar el tiempo de acoplamiento. En cada caso, esto provee adicional-

mente una cota superior no solo para el tiempo esperado de alcance, sino también para

el tiempo de absorción-ε. El Teorema 3 se toma de (Fribourg et al., 2006).

Teorema 3. Dada una cadena de Markov AMC y un conjunto ergódico L, suponga

que existe un acoplamiento (Xt,Yt) y una función δ sobre Ω × Ω la cual toma valores

en {0, 1, . . . , B} tal que:

δ (Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt y

existe β < 1 tal que, para toda (Xt, Yt) :

E [δ (Xt+1, Yt+1)] ≤ βδ (Xt, Yt) (9)

La ecuación 9 dice que se tiene que demostrar que la distancia entre los dos procesos

decrece monotónicamente.

Entonces L es el conjunto ergódico único y A es auto-estabilizante con respecto a

L. Además:
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1. El tiempo esperado de alcance satisface:

HL ≤
B

1− β
(10)

2. El tiempo de absorción-ε satisface:

ΘL(ε) ≤ ln(B/ε)

1− β
(11)

El teorema que se presenta a continuación se toma de Fribourg et al. (2006).

Teorema 4. Dada una cadena de Markov AMC y un conjunto ergódico L, suponga

que existe un acoplamiento (Xt, Yt) y una función δ en Ω × Ω que toma valores en

{0, 1, . . . , B} tal que:

δ (Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt y

existe α > 0 tal que, para toda (Xt, Yt) con Xt 6= Yt :

E [δ (Xt+1, Yt+1)] ≤ δ (Xt, Yt) (12)

∧Pr (δ (Xt+1, Yt+1) 6= δ (Xt, Yt)) ≥ α

La ecuación 12 dice que se tiene que demostrar que la distancia entre los dos pro-

cesos no crece y que existe una probabilidad no nula que cambie.

Entonces L es un conjunto ergódico único y A es auto-estabilizante con respecto a

L. Además:

1. El tiempo esperado de alcance satisface:

HL ≤ B2/α (13)
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.

2. El tiempo de absorción-ε satisface:

ΘL(ε) ≤
⌈
e
B²

α

⌉⌈
ln

(
1

ε

)⌉
(14)

Por lo tanto encontrando un acoplamiento (Xt, Yt) y una función δ tal que 9 o 12 se

mantenga para probar que A es auto-estabilizante y que proporciona una cota superior

en dos medidas diferentes de convergencia.

A continuación se muestra un ejemplo de cómo funciona el método de acoplamiento,

el cual se utiliza en Sinclair (1997).

III.2.1 Ejemplo de Acoplamiento

El espacio de estados (conjunto de con�guraciones) es Ω = {0, 1}n, el tamaño de to-

dos los vectores booleanos es n, se denota a un vector x ∈ {0, 1}n como (x1, . . . , xn).

La función de peso w es constante, entonces la distribución π es uniforme, es decir

π (x) = 2−n para toda x ∈ {0, 1}n. Las con�guraciones x y y son adyacentes si y solo si

di�eren en exactamente una posición. La cadena de Markov Metrópolis en este caso es

simplemente una caminata aleatoria por el vecino más cercano en los vértices del hiper-

cubo de dimensión n. Un hipercubo es una topología muy utilizada en computadoras

paralelas. Ver Figura 4, como ejemplo de un hipercubo de dimensión 4.

Para evitar complicaciones relacionadas con la periocidad, se agrega una probabili-

dad de permanencia de 1
2
para cada estado, esto es, en cada paso de la cadena de Markov,

con probabilidad 1
2
no se hace nada, o con probabilidad 1

2
se hace un movimiento.
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0000

0001

0101

0010
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1000

1001

1101 1111

1110

1010

0011 1011

1100

Figura 4. Ejemplo de hipercubo de dimensión 4.

En resumen, la cadena de Markov hace transiciones de cualquier estado x ∈ Ω como

sigue:

� Escoger una posición i ∈ {1, . . . , n} uniformemente al azar.

� Con probabilidad 1
2
, girar el i -ésimo bit de x (es decir reemplazar xi, por 1− xi).

� Con probabilidad 1
2
, no hacer nada.

Primero, se necesita escoger un acoplamiento conveniente, ¾cómo se puede de�nir una

distribución común a dos copias de este proceso para acoplarlos rápidamente?. Una

forma es hacer que ambos procesos escojan el mismo bit aleatorio en cada paso, para

que así los bits tiendan a acercarse.

Ahora se observa el acoplamiento de la siguiente manera. Si el par de procesos

(Xt, Yt) está en el estado (x, y) ∈ Ω× Ω se hace lo siguiente:

� Escoger una posición i ∈ {1, . . . , n} uniformemente al azar.
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� Escoger un valor b ∈ {0, 1} uniformemente al azar.

� Asignar xi = b y yi = b.

Por lo tanto, ambas copias del proceso escogen la misma posición i y el mismo nuevo

valor b para el bit asociado. Debe ser claro que éste es un acoplamiento: cada copia

vista en aislamiento evoluciona exactamente como la cadena original, por lo tanto la

Propiedad 1 del acoplamiento se satisface. El par de procesos nunca causan que los bits

que concuerdan desacuerden, por lo tanto la propiedad 2 del acoplamiento también se

satisface.

Sea δ el número de posiciones de bits en las cuales Xt y Yt di�eren. Por lo tanto

δ es un proceso que toma valores enteros en el intervalo [0, . . . , n] y δ = 0 si y solo si

Xt = Yt. La cantidad Tx,y es el tiempo requerido para que δ alcance el cero, dado que

X0 = x y Y0 = y.

¾Cómo cambia δ con el tiempo? La idea principal es que, tan pronto como una

posición del bit i ∈ {1, 2, . . . , n} se elige, los valores xi, yi concuerdan y esto persiste

todo el tiempo. Esto implica que δ es monotónicamente decreciente: más precisamente,

esto implica que, si δt = d, entonces:

δt+1 =


d− 1 con probabilidad d

n

d de otra manera

(15)

Por lo tanto, para valores iniciales cualesquiera x, y el tiempo Tx,y es estocástica-

mente dominada (Motwani y Raghavan, 1995) por la variable aleatoria
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Tn + Tn−1 + · · · + T1 , donde Td es el tiempo para que δ decrezca de d a d − 1. Pero

por la ecuación 15, Td es sólo el número de lanzamientos de una moneda no balanceada

con la probabilidad de cara de d
n
hasta que la primera cara aparezca. Por lo tanto

E (Td) = n
d
y entonces E (Txy) ≤

∑n
d=1E (Td) ∼ n (ln n+ γ) como n→∞, donde γ es

la constante de Euler (Motwani y Raghavan, 1995). Por la Desigualdad de Markov, se

tiene Pr [Txy > eE (Txy)] ≤ e−1 y por lo tanto τ ≤ maxx,yeE (Txy) ≤ en (ln n+O(1)).

El tiempo de mezclado de la cadena de Markov del hipercubo se acota por arriba

por:

τx(ε) ≤ en (ln n+O(1))
⌈
ln ε−1

⌉

III.3 Re�namiento de la Técnica de Acoplamiento

Como se menciona en (Randall, 2003), a menudo es dí�cil medir el cambio esperado en

la distancia entre dos con�guraciones arbitrarias. El método de camino de acoplamiento

introducido por Bubley y Dyer (1997) simpli�ca el acercamiento demostrando que solo el

par de con�guraciones que son "cercanas" se necesitan

considerar. El método de camino de acoplamiento implica de�nir un acoplamiento

(Xt, Yt) considerando un camino, o secuencia Xt = Z0, Z1, . . . , Zn = Yt entre Xt y Yt

donde Zi satisface ciertas condiciones.

III.3.1 Camino de Acoplamiento

El siguiente Lema se toma de (Dyer y Greenhill, 1998).

Lema 1. Sea δ una métrica de valor entero de�nida en Ω× Ω que toma valores en

{0, . . . , B}. Sea U un subconjunto de Ω × Ω. Para todo (Xt, Yt) ∈ Ω × Ω, existe un
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camino Xt = Z0, Z1, . . . , Zr = Yt entre Xt y Yt tal que (Zi, Zi+1) ∈ U para 0 ≤ i ≤ r y∑r−1
i=0 δ(Zi, Zi+1) = δ(Xt, Yt). Suponga que existe un acoplamiento (X, Y ) 7→ (X ′, Y ′)

de la cadena de Markov A sobre todos los pares (X, Y ) ∈ U y una constante β ≤ 1 tal

que, para todo (X, Y ) ∈ U :

E [δ (X ′, Y ′)] ≤ βδ(X, Y ) (16)

Entonces este acoplamiento se puede extender a un acoplamiento de A sobre todos

los pares (X, Y ) ∈ Ω× Ω que también satisface 16.

Se dice que dos con�guraciones X y Y son adyacentes si (X, Y ) ∈ U . La ventaja

del Lema 1 es que permite veri�car la desigualdad 16 solamente sobre el conjunto U de

pares adyacentes en lugar del espacio entero Ω × Ω. A continuación se muestran dos

ejemplos utilizados en (Fribourg et al., 2006) para aclarar la idea.

III.3.2 Ejemplo: Aplicación al Algoritmo de Herman

Se considera el algoritmo de Herman de exclusión mutua (Herman, 1990). La

topología es un grafo cíclico (anillo) de N nodos y un calendarizador síncrono (que

selecciona en cada iteración a todos los nodos). El conjunto de estados locales es

Q = {0, 1} y el número de nodos es impar. En cada iteración, el estado de cada nodo

x (i), 1 ≤ i ≤ N se cambia a x′ (i) de la siguiente forma:

� Si x (i) 6= x (i− 1) entonces x′(i) = ¬x(i).

� Si x (i) = x (i− 1) entonces:
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x′(i) =

 0 con probabilidad 1/2

1 con probabilidad 1/2

(Cuando i=1, (i− 1) es el nodo N. Como es usual, ¬0 es 1 y ¬1 es 0).

La siguiente demostración se toma de Fribourg et al. (2006). Para el algoritmo de

Herman y N impar, existe un subconjunto de Ω× Ω y una métrica δ sobre Ω× Ω que

toma valores en {0,...,N } y satisface la desigualdad 16 y un acoplamiento tal que:

� ∀(Xt, Yt) ∈ U E[δ(Xt+1, Yt+1)] ≤ δ(Xt, Yt) y

� ∀(Xt, Yt) ∈ Ω× Ω (con Xt 6= Yt) :

Pr(δ(Xt+1, Yt+1) 6= δ(Xt, Yt)) ≥ 1/2 (17)

Demostración de 17:

Subconjunto U y métrica δ. Se de�ne δ como la distancia Hamming: δ(Xt, Yt) es el

número de posiciones en las cuales Xt y Yt di�eren. El par (Xt, Yt) pertenece a U si y

solo si δ(Xt, Yt) = 1.

Acoplamiento. El acoplamiento se de�ne en orden para forzar a Xt y Yt a que

realicen la misma acción, cuando ambos tienen que ejecutar una acción aleatoria. En

otras palabras, para toda i (1 ≤ i ≤ N):

Si Xt(i) = Xt(i− 1) y Yt(i) = Yt(i− 1) entonces:

Xt+1(i) = Yt+1(i) =

 0 con probabilidad 1/2

1 con probabilidad 1/2
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Demostración de E[δ(Xt+1, Yt+1)] = δ(Xt, Yt) sobre U . Considere un par

(Xt, Yt) ∈ U y sea ` la posición de desacuerdo entre Xt y Yt. Para aclarar ideas

considere el siguiente vector:

 Xt

Yt

 =

 v1 v2 . . . v`−2 0 0 0 v`+2 . . . vN

v1 v2 . . . v`−2 0 1 0 v`+2 . . . vN


donde todas las vi están en {0,1}, los símbolos en negritas corresponden a las posiciones

` (los otros casos son similares). Después de un paso, el estado de todos los nodos en

la posición 1, . . . , N se actualiza y se obtiene:

 Xt+1

Yt+1

 =

 v′1 v′2 . . . v′`−2 v′`−1 ? ? v′`+2 . . . v′N

v′1 v′2 . . . v′`−2 v′`−1 0 1 v′`+2 . . . v′N


donde `?' signi�ca "0 con probabilidad 1/2 y 1 con probabilidad 1/2". Note que, para

1 ≤ i ≤ `−1 y `+2 ≤ i ≤ N, Xt+1(i) = Yt+1(i) = v′i gracias al acoplamiento. Entonces

Xt+1 y Yt+1 coinciden en todas partes, excepto quizás en las posiciones ` o ` + 1 y se

obtiene:

δ(Xt+1, Y+1) =



0 con probabilidad 1/4,

1 con probabilidad 1/2,

2 con probabilidad 1/4.

Por lo tanto E[δ(Xt+1, Yt+1)] = δ(Xt, Yt) para toda (Xt, Yt) ∈ U .

�

Demostración de Pr(δ(Xt+1, Yt+1) 6= δ(Xt, Yt)) ≥ 1/2. Se denota a q como el

número de tokens en desacuerdo (un token de desacuerdo es una posición i tal que
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Xt(i − 1) = Xt(i) 6= Yt(i − 1) = Yt(i)) y por p el número de zonas de posiciones

contiguas de desacuerdo. Se identi�can las tres fuentes de posibles evoluciones del

conjunto de posiciones de desacuerdos después de un paso:

1. Gracias al acoplamiento, cada token de desacuerdo

Xt(i − 1) = Xt(i) 6= Yt(i − 1) = Yt(i) evoluciona en una nueva posición de

acuerdo Xt+1(i) = Yt+1(i) con probabilidad 1.

2. Cada primera posición en una zona de desacuerdo, por ejemplo i, tal que

Xt(i − 1) = Yt(i − 1) y Xt(i) 6= Yt(i) puede evolucionar en una posición de

acuerdo con probabilidad 1/2. Se denota por r el número de tal i (0 ≤ r ≤ p).

3. Cada primera posición en una zona de acuerdo, por ejemplo i, tal que

Xt(i − 1) 6= Yt(i − 1) y Xt(i) = Yt(i) puede evolucionar en una posición de

desacuerdo con probabilidad 1/2. Se denota por s el número i (0 ≤ r ≤ p). En

la Figura 5 se muestra la evolución de una zona de desacuerdo.

2
1

2
1

2
1

2
1

X

Y

=
Acuerdo

Zona de

desacuerdo
= =

Acuerdo

Figura 5. Zona de desacuerdo

Se tiene: δ(Xt+1, Yt+1) = δ(Xt, Yt) − q − r + s. Por lo tanto el evento

δ(Xt+1, Yt+1) = δ(Xt, Yt) corresponde a todos los casos donde q + r = s. Si q < p
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tal que un evento puede ocurrir (probabilidad 0). De otra manera, su probabilidad es:

1

4p

p−q∑
r=0

(
p

r

)(
p

q + r

)
=

1

4p

p−q∑
r=0

(
p

r

)(
p

q + r

)
(18)

≤ 1

4p

(
2p

p− q

)
≤ 1

22p

(
2p

p

)
≤ 1

2

Por lo tanto Pr(δ(Xt+1, Yt+1) 6= δ(Xt, Yt)) ≥ 1
2
.

�

Ya que δ(Xt, Yt) toma valores en {0, . . . , N}, se establecen las cotas; el siguiente

corolario se toma de Fribourg et al. (2006).

Corolario 1. Para N impar, el algoritmo de Herman es auto-estabilizante con

respecto al conjunto de con�guraciones L con un solo token. Además:

1. El tiempo esperado de alcance satisface:

HL ≤ 2N2

2. El tiempo de absorción−ε satisface:

θL(ε) ≤ 2eN2

⌈
ln(

1

ε
)

⌉
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III.3.3 Ejemplo: Aplicación al Algoritmo del Dilema del Pri-

sionero Iterado

Se considera el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado (Dyer et al., 2002). La

topología es un grafo cíclico (anillo) de N vértices y un calendarizador central aleatorio,

es decir, se escoge un vértice al azar para que realice alguna acción. El conjunto de

estados es Q = {−,+}. En cada paso un vértice i, 1 ≤ i ≤ N , se escoge uniformemente

al azar, y los valores x(i) y x(i+1) se cambian a x′(i) y x′(i+1), respectivamente como

sigue:

� Si x(i) = x(i+ 1), entonces x′(i) = x′(i+ 1) = +,

� Si x(i) 6= x(i+ 1), entonces x′(i) = x′(i+ 1) = −.

(Cuando i = N, (i+ 1) es el nodo 1).

La siguiente demostración se toma de Fribourg et al. (2006). Para el algoritmo

del Dilema del Prisionero, existe un subconjunto U de Ω × Ω tomando valores en

{0, . . . , 11N} y un acoplamiento de�nido en U tal que, para todo (Xt, Yt) ∈ U :

E [δ (Xt+1, Yt+1)] ≤
(

1− 1

18N

)
δ (Xt, Yt) (19)

Demostración de 19:

Pares adyacentes. Un par (X, Y ) pertenece a U si y solo si X y Y coinciden en todas

las posiciones excepto en k posiciones contiguas, donde (1 ≤ k ≤ 5). Sea δ(X, Y ) = ak,

donde ak es una constante positiva que se determina después. Por convención, sea

a0 = 0. La función δ en U se extiende a todo el espacio Ω× Ω según lo que se explica
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más adelante. Considere (X, Y ) ∈ Ω × Ω tal que X y Y di�eren solamente en ` posi-

ciones contiguas.

Se tiene: ` = 5m + r para alguna m ≥ 0 y 0 ≤ r ≤ 4. La función δ se de�ne

como: δ(X, Y ) =
∑n

p=1mpa5 + arp . Suponga que X y Y no concuerdan en n zonas

separadas de posiciones contiguas Wp (1 ≤ p ≤ n). Sean mp y rp el cociente y el resto

de la longitud de Wp dividida por 5 (|Wp| = 5mp + rp con 0 ≤ rp ≤ 4). Se demuestra

después que, para valores apropiados de ak (1 ≤ k ≤ 5), la función δ es una métrica que

satisface las condiciones requeridas por la desigualdad 19.

Acoplamiento. El acoplamiento (X, Y ) 7→ (X ′, Y ′) se de�ne tal que, en cada paso,

la posición escogida uniformemente al azar coincide para X y Y .

Demostración de E [δ (X ′, Y ′)] ≤ βδ (X, Y ): Considere un vector (Xt, Yt) ∈ U con k

posiciones contiguas de desacuerdo. Sea i la primera posición de desacuerdo. El vector

es de la forma:

 Xt

Yt

 =

 γ1 · · · γi−2γi−1γi · · · γi+k−1γi+k · · · γN

γ1 · · · γi−2γi−1¬γi · · · γi+k−1γi+k · · · γN


donde γ` están en {−,+}. Suponga que la posición seleccionada j es tal que

1 ≤ j ≤ i − 2 o i + k ≤ j ≤ N . Entonces Xt(j) = Yt(j) y Xt(j + 1) = Yt(j + 1),

por lo que Xt+1(j) = Yt+1(j) y Xt+1(j + 1) = Yt+1(j + 1) y la zona de desacuerdo no se

modi�ca. Suponga ahora que la posición seleccionada j es igual a i − 1. Por lo tanto,
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después de un paso, se tiene:

 Xt+1

Yt+1

 =

 γ1 · · · γi−2γ
′
i−1γ

′
i · · · γi+k−1γi+k · · · γN

γ1 · · · γi−2¬γ′i−1¬γ′i · · · γi+k−1γi+k · · · γN


donde γ′i−1 = γ′i = + si γi−1 = γi y γ′i−1 = γ′i = − de otra manera. Esto signi�ca que

la zona de desacuerdo ha progresado en la posición a la izquierda. Un caso simétrico

existe para j = i + k − 1. Se dice que j es una "frontera externa". Un caso sim-

ple de análisis demuestra que, para valores apropiados de ak (1 ≤ k ≤ 5) existe β con

β ≤ 1 − 1
18N

tal que E [δ (X ′, Y ′)] ≤ βδ (X, Y ). Además, para estos valores de ak, el

valor máximo B de δ sobre Ω× Ω es tal que B ≤ 11N .

�

Por lo tanto por el Teorema 4 (ver página 35) se obtiene:

Para el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado A, se tiene:

1. A es auto-estabilizante con respecto al conjunto L ={(+)N}.

2. El tiempo esperado de alcance satisface: HL ≤ 198N².

3. El tiempo de absorción-ε satisface: ΘL(ε) ≤ 18Nln
(

11N
ε

)
.

En este capítulo se explica con detalle la técnica de acoplamiento y se utilizan

algunos ejemplos para clari�car las de�niciones que aquí se mencionan. En el siguiente

capítulo se hace un cambio de topología, en los dos algoritmos auto-estabilizantes (que

se mostraron aquí como ejemplos) que con la técnica de acoplamiento ya se demostró

su convergencia.



Capítulo IV

Transformación de Topología

En este capítulo se discute cómo se puede cambiar la topología simétrica de dos algorit-

mos auto-estabilizantes de Herman (1990); Dyer et al. (2002) con la �nalidad de utilizar

estos algoritmos en una topología asimétrica y ampliar el uso de éstos para resolver un

mayor número de problemas. Ambos problemas se describen brevemente en el Capítulo

III. Aquí por claridad, se da una descripción más profunda.

IV.1 Algoritmo de Herman

En (Herman, 1990) se describe un algoritmo aleatorio (un algoritmo aleatorio es aquel

que toma de decisiones basadas en números generados al azar) que hace circular de

manera justa un token, que denota a un líder, en un anillo con un número impar de

nodos idénticos; los nodos operan de manera síncrona (todos los nodos actúan a la vez)

y la comunicación se lleva a cabo en un sentido sobre el anillo. La función normal

del algoritmo es circular un token entre los nodos del anillo. Si el estado inicial del

anillo es anormal, es decir, el número de tokens di�ere de uno, entonces la ejecución del

algoritmo resulta en la convergencia a un estado normal con un token.

Sea n el número de nodos en el anillo. Se requiere que n sea impar para obtener

un estado de un token. Si n es par entonces el algoritmo llega a un estado sin tokens.

El estado local de cada nodo i lo de�ne una variable binaria xi. El estado del anillo



49

se puede representar por un vector de n bits. Suponga que x es tal vector; se agregan

subíndices a x para hacer referencia a un elemento individual del vector. En la Figura

6 se muestra un ejemplo de una con�guración inicial del sistema.

0

1

Donde:

Figura 6. Con�guración inicial de algoritmo de Herman

Se de�ne a un token como un par consecutivo (xi−1, xi) con valores iguales en el

anillo. La Figura 6 es una con�guración con tres tokens. El conjunto de estados

de cada nodo (o estado local) es Q = {0, 1}. En cada paso el estado de cada nodo

x(i) (1 ≤ i ≤ N) se cambia a x'(i) como sigue:

Si x(i) 6= x(i− 1) entonces x'(i) = ¬x(i).

Si x(i) = x(i− 1) entonces x'(i) = 0 con probabilidad ½ o 1 con probabilidad ½.

Esto quiere decir, en cada iteración cada nodo i lee el estado de su vecino anterior

i − 1 y compara el estado de éste con su propio estado; si los dos estados son iguales,

entonces i toma una decisión basada en la generación de un bit aleatorio y con igual

probabilidad el estado del nodo puede tomar valor de 1 o 0. Si los valores de los es-

tados son diferentes, entonces el estado del nodo i toma el valor contrario al que tiene

en ese instante. En la Figura 7 se muestra un ejemplo de una con�guración con un token.
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Donde:

1

0

Figura 7. Con�guración con un solo token

Como se explica anteriormente, este algoritmo se diseñó para ejecutarse sobre una

topología simétrica (anillo). A continuación se propone un mecanismo para usar este

algoritmo sobre una topología asimétrica, un ejemplo de ésta es un árbol.

Figura 8. Ejemplo de topología de árbol

Para utilizar el algoritmo de Herman en un árbol como el de la Figura 8, en esta

investigación se propone que la topología del árbol original simule a un anillo lógico

virtual donde el número de nodos es impar, ya que es una restricción del algoritmo.

Para hacer ésto, se hace una representación lógica de un anillo con los nodos del árbol

y las líneas de comunicación que existen entre éstos de la siguiente manera. Note que

el anillo lógico virtual debe tener un número impar de nodos; sin embargo, el número

de nodos en el árbol no tiene restricción, puede ser par o impar.
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Suponga un árbol enraizado T = (Vt, Et) (un árbol enraizado es aquel donde cada

nodo sabe quién es su nodo padre), donde Vt representa el número de nodos del árbol

de la topología original y Et representa las aristas (líneas de comunicación) del árbol

original. Suponga que C = (Vc, Ec) es el anillo lógico virtual que se obtiene a partir del

árbol de la topología original; Vc representa a los nodos en el anillo lógico virtual y es

un número impar y Ec representa a las aristas en el anillo lógico virtual. Para convertir

el número de nodos del árbol a un número de nodos impar se reemplaza a todo v ∈ Vt

por un nodo en Vc, es decir, se coloca un nodo (negro) en el anillo lógico virtual por

cada nodo en el árbol original, como lo muestra la Figura 9.

Figura 9. Nodos negros que representan nodos del árbol

Ademas, para cada e ∈ Et se agrega un nodo (blanco) en Vc, como lo muestra la

Figura 10. Con esta conversión se obtiene un número de nodos impar en el anillo lógico

virtual porque se incluyen |Vt| nodos más |Vt| − 1 aristas convertidas en nodos:

|Vc| = |Vt|+ |Vt| − 1 (20)

la Ecuación 20 deja como resultado |Vc| = 2|Vt| − 1.

Para simpli�car la notación, se representa cada nodo del árbol original como nodos
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Topologia virtual

Arbol original

Figura 10. Nodos blancos que representan aristas del árbol

de color negro en el anillo lógico virtual y cada arista del árbol como nodos blancos en

el anillo lógico virtual.

Como se menciona anteriormente en este trabajo de investigación se propone que

la topología del árbol original simule a un anillo lógico virtual. En donde al tener el

número de nodos en el anillo lógico virtual se colocan dos aristas entre cada par de

nodos y se hace una búsqueda en profundidad desde el nodo que representa a la raíz

en el anillo lógico virtual y se crean tres reglas para la asignación del sentido del ciclo,

que a continuación se mencionan.

1. Para un nodo negro interno i (aquel que tiene al menos un hijo).

El sucesor del nodo i, denotado por suc(i), es el descendiente más izquierdo que sea

negro. En la Figura 11 se muestra un ejemplo de la primera regla de orientación del ciclo.

2. Para un nodo negro hoja k diferente de la raíz (aquel nodo que no tiene hijos).

El sucesor de k, denotado por suc(k), es el nodo j tal que j es el primer nodo blanco
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h

suc(g)=i

g

suc(i)=k

en profundidad
Trayectoria de la busqueda

Nodos que representan
aristas del arbol

Nodo intermedio que representa
nodo del arbol

Figura 11. Ejemplo que ilustra el sucesor de un nodo negro interno

después de k siguiendo la trayectoria generada por la búsqueda en profundidad. En la

Figura 12 se muestra un ejemplo de esta regla.

El sucesor de
suc(k),

ancestro mas bajo
j

que representa a
un nodo blanco.

tal que sea su 

k,
es el nodo

h

g

suc(k)=j

k

suc(n)=m

n

Trayectoria de la busqueda
en profundidad

Figura 12. Ejemplo que ilustra al sucesor de un nodo hoja diferente de la raíz.

3. Para un nodo blanco i, sea j el siguiente nodo blanco en la trayectoria de una

búsqueda en profundidad. El sucesor de i, suc(i) es:

� Si j es un ancestro de i, entonces suc(i) = j.

� Si j no es un ancestro de i, entonces suc(i) = k, donde k es el siguiente nodo
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negro después de j al seguir la trayectoria de búsqueda en profundidad.

� Si el siguiente nodo de i es la raíz, entonces suc(i) = raı́z.

Un ejemplo de la regla 3 se observa en la Figura 13. Conforme a las reglas anteriores

se determina el sentido del anillo y se obtiene el anillo lógico virtual, donde el número

de aristas en el conjunto Ec es:

|Ec| = |Vc| = (2|Vt| − 1) (21)

raiz=suc(i)=j

i

Figura 13. Ejemplo que ilustra el sucesor de un nodo blanco.

Ahora se tiene un número de nodos impar en un anillo lógico virtual donde se puede

ejecutar el algoritmo de Herman en este anillo lógico virtual (ver Figura 14). Hay que

recordar que el algoritmo de Herman se ejecuta de manera síncrona, es decir, todos los

nodos a la vez realizan la comparación y cambio de su estado, pero al hacer el cambio

de topología y de�nir el sentido del anillo lógico virtual se observa que el algoritmo

tarda más en ejecutarse. Lo anterior debido a que cuando se hacen las lecturas en el

anillo lógico virtual algunos nodos blancos tardan más en leer a su sucesor, como lo

muestran las Figuras 12 y 13.
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Figura 14. Anillo lógico virtual

El cambio de topología tiene un costo adicional de 1 paso por cada lectura

realizada por el algoritmo de Herman, ya que los sucesores de algunos nodos blan-

cos se encuentran a 2 nodos de distancia de sus sucesores. La ventaja del cambio que

se hizo es que ya se puede ejecutar el algoritmo de Herman en un árbol con cualquier

número de nodos ya sea par o impar. Al ejecutarse el algoritmo de Herman en el anillo

lógico virtual existe otro costo adicional por el incremento de nodos virtuales, ya que el

trabajo que realizan los nodos blancos en realidad es trabajo simulado que realiza un

nodo en el árbol, para determinar cuál nodo negro realiza el trabajo de un nodo blanco

se toma en cuenta el grado mínimo entre un par de nodos negros, i.e. entre cada par de

nodos vecinos del árbol aquel nodo que tenga el menor grado realiza el trabajo del nodo

blanco. Cuando el grado del nodo, en un par de nodos negros, es igual se lanza una

moneda para determinar quien realiza el trabajo (ver Figura 15). Por lo tanto, el costo

adicional al ejecutar el algorito de Herman depende del máximo grado del conjunto de

los grados mínimos entre cada par de nodos.
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1/21/2

1/2

Figura 15. Trabajo de nodos negros

IV.2 Algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado

El Dilema del Prisionero Iterado es un problema de teoría de juegos (área de la matemática

aplicada que utiliza modelos para estudiar interacciones en estructuras formalizadas de

incentivos y llevar a cabo procesos de decisión). El problema del Dilema del Prisionero

Iterado se enuncia de la siguiente manera:

La policía arresta a dos sospechosos (Pedro y Juan). No hay pruebas su�cientes

para condenarlos y, tras haberlos separado, los visita a cada uno y les ofrece el mismo

trato. Si Pedro con�esa y Juan no, Juan será condenado a la pena total, cinco años, y

Pedro será liberado. Si Pedro calla y Juan con�esa, Pedro recibirá esa pena y será Juan

quien salga libre. Si ambos con�esan, ambos serán condenados a tres años. Si ambos lo

niegan, todo lo que podrán hacer será encerrarlos durante un año por un cargo menor.

En la Tabla III se resume el Dilema del Prisionero Iterado como:
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Tabla III. Dilema Prisionero Iterado

Pedro con�esa Pedro lo niega

Juan con�esa Ambos condenados a 3 años Pedro condenado a 5 años
Juan lo niega Juan condenado a 5 años Ambos condenados 1 año

El objetivo del problema es el de que todos los prisioneros colaboren entre sí, pero

cada prisionero de modo independiente trata de aumentar al máximo su propia ventaja

sin importarle el resultado del otro jugador. Las técnicas de análisis de la teoría de

juegos estándar, por ejemplo determinar el equilibrio de Nash, pueden llevar a cada

prisionero a decidir traicionar al otro, pero curiosamente ambos prisioneros obtendrían

un resultado mejor si colaborasen. Desafortunadamente (para los prisioneros), cada

prisionero está incentivado individualmente para defraudar al otro, incluso tras prom-

eterle colaborar. Éste es el punto clave del dilema.

En (Dyer et al., 2002) se estudian los juegos de cooperación y uno de estos juegos

es una versión restringida del algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado. Se tiene una

población de n ≥ 4 nodos situados en los vértices de un grafo conectado G = (V,E).

Cada nodo tiene un estado X(i) ∈ {−1, 1} donde el cooperar se denota como 1 y el no

cooperar como −1. En cada etapa se escoge un par {i, j} ∈ E uniformemente al azar

y se reemplaza el signo de los nodos X(i) y X(j) por el producto de los signos de X(i)

y X(j) . El proceso tiene una memoria de un solo paso porque cada nodo i recuerda

su estado actual X(i) pero no recuerda ningún estado que tenía antes. En la Figuras

16 y 17 se muestra un estado inicial del sistema y un estado absorbente del sistema

(un estado si de una cadena de Markov se dice absorbente si es imposible abandonar

el estado si) que se puede ver como un estado �nal, respectivamente.
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Donde:

−

+

Figura 16. Con�guración inicial en algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado

+

−

Donde:

Figura 17. Con�guración �nal en algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado

El estado X∗ con X∗(i) = 1 para toda v ∈ V es un estado absorbente y existe una

secuencia de movimientos que pueden transformar a X a X∗, para cada X ∈ {1,−1}V .

En (Fribourg et al., 2006) se presenta un algoritmo auto-estabilizante y se ofrece

una cota superior en el tiempo esperado de alcance. Se de�ne el sistema como un

conjunto de N nodos en un anillo y un calendarizador central aleatorio (es decir, se

escoge a un nodo a la vez para que lea la información de su vecino y tome acciones

con esa información). El conjunto de estados es Q = {−,+}. En cada paso, un nodo

i(1 ≤ i ≤ N) se escoge uniformemente al azar y los valores x(i) y x(i + 1) se cambian

a x′(i) y x′(i+ 1) , respectivamente, como sigue:

Si x(i) = x(i+ 1), entonces x′(i) = x′(i+ 1) = +

Si x(i) = ¬x(i+ 1), entonces x′(i) = x′(i+ 1) = −

El tiempo esperado de alcance que se obtiene en (Fribourg et al., 2006) es de
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Figura 18. Topología de árbol

HL ≤ 198N2.

Este problema también se ejecuta en una topología simétrica, pero pensando en

problemas con topología asimétrica por ejemplo un árbol, se considera realizar un cam-

bio en la topología para ampliar el uso de este algoritmo. En la Figura 18 se muestra

un ejemplo de una topología asimétrica.

Para utilizar el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado (Dyer et al., 2002) en

este trabajo de investigación se propone cambiar la topología de árbol a un anillo lógico

virtual. La única restricción que existe en este algoritmo es que el número de nodos

sea mayor a 4, ya que así se garantiza que se llega al estado convergente, el cual es el

estado absorbente.

Para convertir la topología del árbol original a un anillo lógico virtual se hace un

cambio de los nodos de la topología original y de las aristas que representan las líneas

de comunicación entre los nodos.

Suponga un árbol de entrada enraizado T = (Vt, Et), donde Vt es el número total

de nodos del árbol y Et las aristas que representan las líneas de comunicación entre
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los nodos. Sea C = (Vc, Ec) el anillo lógico virtual que se forma a partir del árbol de

entrada, donde Vc es el número total de nodos que se obtienen de la transformación de

la topología, y Ec es el número de aristas que conforman al anillo lógico virtual.

Al hacer el cambio de topología de un árbol a un anillo lógico virtual donde existe

una arista del árbol se coloca un par de aristas en el anillo lógico virtual y se le asigna

un sentido a las aristas, el sentido de la arista izquierda es hacia abajo y el sentido de

la arista derecha es hacia arriba, como lo muestra la Figura 19.

Figura 19. Sustitución de aristas en el árbol

A continuación se realiza un búsqueda en profundidad por medio de un tour de

Euler (recorrido del grafo pasando por las aristas solo una vez), como lo muestra la

Figura 20. Se "eliminan" los nodos del árbol y cada vez que se une una arista con otra,

es decir, cuando el �nal de una arista toca el inicio de otra arista se coloca un nodo y

así se obtiene un ciclo, como lo muestran las Figuras 21 y 22.

Ya se tiene un anillo lógico virtual a partir del árbol de entrada, en el cual se puede

implementar el algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado. Al cambiar la topología

de un árbol de entrada a un anillo lógico virtual se reemplaza cada nodo v por |d(v)|
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Figura 20. Tour de Euler

Figura 21. Unión de aristas

nodos, donde |d(v)| es el grado del nodo, por lo que el número total de nodos en el

anillo lógico virtual es Vc = 2(|Vt| − 1). El número de aristas es también el mismo,

Ec = 2(|Vt| − 1).

Como se puede observar en la Figura 22, el número de nodos y aristas se incrementa

prácticamente al doble con respecto a la topología original, por lo tanto hay un incre-

mento en el trabajo que realizan los nodos físicos de la topología original. Así que el

trabajo realizado por cada nodo físico v es realmente |d(v)|.

Nota: Este problema es un problema de tamaño más grande y el análisis de este

problema se puede ver como una cota superior para el análisis del original.
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Figura 22. Colocación de nodos en el anillo

Al igual que cuando se hizo el cambio de topología para implementar el algoritmo

de Herman existe un sobrecosto, al hacer el cambio de topología para implementar el

algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado también existe un sobrecosto por el cambio

de topología de un árbol a un anillo, este sobrecosto se debe al incremento en el número

de nodos y aristas.

Con esto se termina la discusión de cómo se puede cambiar la topología de un

algoritmo que está diseñado para correr en una con�guración cíclica para que pueda

implementarse en otras topologías. También se observó que un cambio de topología

depende de las restricciones del algoritmo para llegar a su estado estable.

Al cambiar la topología se crea un incremento en el número de nodos y/o de aristas

y es por eso que puede existir un incremento en el trabajo que realiza cada nodo en la

topología original y por lo tanto un sobrecosto constante en la ejecución del algoritmo.

En el siguiente capítulo se utiliza la técnica de acoplamiento en el Protocolo de Espacio

Mínimo de Dolev et al. (1995).



Capítulo V

Técnica de Acoplamiento en el Protocolo de

Espacio Mínimo

En este capítulo se utiliza la técnica de acoplamiento en el protocolo de espacio mínimo

propuesto en (Dolev et al., 1995). Este algoritmo se utiliza para la elección de un líder

en un sistema distribuido uniforme.

V.1 Descripción del Protocolo de Espacio Mínimo

En (Dolev et al., 1995) se discute el protocolo de espacio mínimo, el cual es un algoritmo

de elección de líder en un sistema de nodos uniformes.

Un sistema distribuido uniforme consiste de n nodos. Los nodos son anónimos (no

tienen identi�cadores) y son iguales con respecto a los demás nodos (no existe una car-

acterística que haga que se diferencien entre ellos). Cada procesador se comunica con

otros nodos usando un registro de solo escritura y un registro de multi-lectura, es decir

cada procesador puede modi�car solamente su registro y puede leer el registro de los

demás pero no puede modi�carlo.

Se puede ver a cada procesador como un CPU cuyo programa se compone de pasos

atómicos. Un paso atómico de un procesador consiste de un cálculo interno seguido por

una acción de terminación (acción que termina el paso atómico).
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El algoritmo propuesto en (Dolev et al., 1995) emplea el esquema del juego de

calendarizador-suerte (sl-game), para analizar protocolos aleatorios distribuidos, us-

ando información completa de dos jugadores de un juego. Este juego se denota como

una tripleta G = (PR, I, F ) donde PR es un protocolo, I es un conjunto de con-

�guraciones iniciales y F un conjunto de con�guraciones �nales. En el contexto de

auto-estabilización I es el conjunto de todas las posibles con�guraciones y F es el con-

junto de con�guraciones que son legales.

Los jugadores de G se llaman calendarizador o adversario (scheduler, en inglés) y

suerte (luck, en inglés), cuyas metas son opuestas. La meta del calendarizador es pre-

venir que PR alcance una con�guración en F ; mientras que la de suerte es ayudar a

que PR alcance esa con�guración.

Los estados de G son con�guraciones del sistema del protocolo PR (similarmente a

cualquier algoritmo auto-estabilizante); cada turno de G inicia en alguna con�guración

c y en él, el calendarizador escoge el siguiente procesador para realizar un paso atómico

(un lanzamiento de moneda se considera como una acción interna y no termina el paso

atómico que la contiene). Si durante este paso, el procesador seleccionado lanza una

moneda, entonces suerte puede intervenir y forzar el resultado del lanzamiento. Cuando

el paso atómico se completa, se alcanza una nueva con�guración c' del sistema, desde

la cual se inicia un nuevo turno. Cada ejecución de G corresponde naturalmente a una

ejecución del protocolo PR. La ejecución de G termina cuando el sistema alcanza una

con�guración en F .

En el protocolo para elección de líder (Dolev et al., 1995), cada procesador se comu-
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nica con los otros nodos usando un registro binario de solo escritura y de multi-lectura

llamado leader donde leaderi denota el registro leader del procesador Pi.

El sistema inicia en cualquier posible combinación de valores binarios de los

registros leader, el protocolo eventualmente �ja todos los registros leader en 0 excepto

uno. El único procesador cuyo valor de leader es 1 se denomina líder. En el protocolo,

cada procesador repetidamente lee todos los registros leader, de los otros nodos.

Con base en el resultado de las lecturas y en el valor de su registro leader, un proce-

sador puede actualizar su propio registro leader con el resultado del lanzamiento de una

moneda booleana. El pseudo código de este algoritmo se presenta en la siguiente sección.

El protocolo se estabiliza con a lo más 2O(n) número esperado de pasos de acuerdo al

esquema calendarizador-suerte (Dolev et al., 1995). Ésta es una cota bastante holgada

para este problema, su utilidad en realidad es para demostrar la convergencia y no para

encontrar el tiempo de convergencia.

V.2 Aplicando la Técnica de Acoplamiento en el Pro-

tocolo de Espacio Mínimo

El protocolo inicia en una con�guración arbitraria donde cada procesador tiene un reg-

istro leader y un vector con copias de los registros leader de los demás nodos. En

cada iteración un procesador i lee el registro leader de un procesador j, el procesador

i cambia en su vector interno el valor del registro leader de j y determina si él mismo
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es candidato a líder o no.

Pseudo-código del Protocolo de Espacio Mínimo

do forever

forj := 1 to n (j 6= i) do leaderi[j] := read(leaderj);

if (leaderi = 0 and{∀j 6= i, |leaderi[j] = 0}) or

(leaderi = 1 and{∃j 6= i, |leaderi[j] = 1}) then

write leaderi := random({0, 1});

end

Note cómo en caso de empate (si leaderi = 0 y todos los demás también son ceros,

o si leaderi = 1 y existe un 1 en algún otro procesador), el procesador i tiene la opción

de mantenerse en la pelea por el liderato (si su moneda sale 1) o salirse del concurso (si

su moneda sale 0).

Para garantizar que todos los nodos lean a todos los demás nodos, el procesador i lee

al procesador j, en la siguiente iteración el procesador i lee al procesador j+1 (mod n),

y así sucesivamente hasta completar un ciclo de lecturas de todos los nodos.

Se considera una con�guración legal cuando existe un líder y todos los demás nodos

saben quién es el líder. El principal cambio que se le hizo a este protocolo en este

trabajo de investigación para poder implementarle la técnica de acoplamiento, es que

en el protocolo de espacio mínimo original el calendarizador escogía a un procesador y

éste efectuaba una acción atómica ya sea leer o modi�car su propio registro, pero en

esta propuesta se escoge al azar un procesador para que realice dos acciones atómicas,



67

leer y modi�car su propio registro (si es el caso).

Al utilizar el método de acoplamiento para demostrar la convergencia y establecer

una cota en el tiempo de convergencia de este protocolo, se inicia con dos con�gura-

ciones arbitrarias X y Y y se de�ne δ que es una función de distancia entre estas dos

con�guraciones. En esta ocasión δ es la distancia Hamming, la cual cuenta el número

de elementos en donde las dos con�guraciones di�eren.

Como el protocolo de espacio mínimo tiene más de un conjunto ergódico (conjunto

global estable), se usa el Teorema 5 descrito en (Fribourg et al., 2006).

Teorema 5. Dada una cadena de Markov A y dos conjuntos cerrados disjuntos

L0 y L1 (L es L = L0 ] L1, donde cada Li es un conjunto ergódico cerrado disjunto y

] representa la unión de esos conjuntos), suponga que existe un acoplamiento (Xt, Yt)

y una función de distancia δ′ sobre el conjunto de todas las con�guraciones que toma

valores del conjunto {0, 1, . . . , B} tal que:

δ′(Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt, (22)

δ′ (Xt, Yt) = B ⇒ δ′ (Xt+1, Yt+1) = B, (23)

(δ′ (Xt, Yt) = B ∧ Yt ∈ L0)⇒ Xt ∈ L1, (24)

Existe un α > 0 tal que, para todo (Xt, Yt) con 0 < δ′ (Xt, Yt) < B:

E [δ′ (Xt+1, Yt+1)] ≤ δ′ (Xt, Yt)

∧Pr (δ′ (Xt+1, Yt+1) 6= δ′ (Xt, Yt)) ≥ α (25)
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Entonces el protocolo es auto-estabilizante con respecto a L. Además:

1. El tiempo esperado de alcance satisface: HL ≤B2/α.

2. El tiempo de absorción-ε satisface:

ΘL(ε) ≤
⌈
eB

2

α

⌉ ⌈
ln
(

1
ε

)⌉
.

Nota: El Teorema 5 se puede extender para cuando existen más de dos conjuntos

ergódicos.

A continuación, el autor de este trabajo de tesis demuestra que se cumplen las 4

condiciones del Teorema 5 en el protocolo de espacio mínimo de

Dolev et al. (1995) para así demostrar que el algoritmo converge y establecer una cota

superior en el tiempo de convergencia.

Primero, se propone la siguiente función de distancia δ′ la cual es:

δ′ =


δ Si ambos Xt y Yt no están en conjuntos ergódicos

δ ×
(
N2+1

2N

)
de otra manera

donde δ es la distancia de Hamming y N es el número de nodos en el grafo.

Note que la distancia δ′ puede tomar valores del conjunto (0, 1, 2, . . . , N2 + 1). El

valor de N2 +1 se obtiene cuando ambos Xt y Yt están en distintos conjuntos ergódicos.
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Demostración de 22.

δ′(Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt

Sean {x1,1 , . . . , x1,n , . . . , xn,1 , . . . xn,n } y {y1,1 , . . . , y1,n , . . . , yn,1 , . . . yn,n }

los vectores de Xt y Yt, si cada elemento del vector de Xt es igual a su correspon-

diente elemento de Yt entonces la distancia es cero.

En caso contrario si δ′ = 0, de acuerdo a la de�nición de distancia forzosamente

cada elemento de Xt y Yt deben ser iguales y por consiguiente Xt = Yt.

�

Demostración de 23.

δ′ (Xt, Yt) = B ⇒ δ′ (Xt+1, Yt+1) = B

Por la de�nición de la distancia δ′, la distancia es δ′ = B sólo cuando ambos Xt y

Yt están en conjuntos ergódicos diferentes. Como los conjuntos ergódicos son cerrados,

entonces δ′(Xt+1, Yt+1) = B.

�

Demostración de 24.

(δ′ (Xt, Yt) = B ∧ Yt ∈ L0)⇒ Xt ∈ L1,

El conjunto de valores que puede tomar la distancia Hamming δ es {0, . . . , N2}. Si
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la distancia δ′ es N2 + 1, por la de�nición de δ′, necesariamente Xt y Yt deben estar en

conjuntos ergódicos distintos, entonces si Yt ∈ L0 quiere decir que Xt ∈ L1.

�

Demostración de 25.

La demostración se hace por inducción sobre el parámetro n (número de nodos).

Caso base:

El caso base se considera cuando n = 2.

Para demostrar 25 con n = 2, los dos nodos tienen sus registros

leaderi(j) ∀j, 1 ≤ j ≤ 2 (para efectos de simpli�car esta demostración esos

registros se cambian por x1,1 x1,2 y x2,1 x2,2). Simultáneamente se supone la exis-

tencia de otro sistema Y cuyos registros son y1,1 y1,2 y y2,1 y2,2.

En el caso base, al iniciar el protocolo se encuentra en dos con�guraciones (X y Y )

al azar, con una distancia inicial δ(Xt, Yt) entre éstas. Al ejecutar el protocolo se escoge

un procesador al azar para que realice las operaciones atómicas de leer y modi�car su

registro, si es el caso, de la siguiente forma. Cuando se escoge el procesador 1 en X

para que ejecute los pasos atómicos, éste lee del registro x2,2 (que es el registro líder

del procesador 2) y actualiza el valor del registro x1,2 y de acuerdo a lo que tiene en

el registro x1,1 determina si lanza una moneda o no, para modi�car el registro x1,1,

lo mismo con Y . A su vez cuando se escoge el procesador 2 en X para que realice

operaciones atómicas, este lee del registro x1,1 (registro líder del procesador 1), actualiza

el registro x2,1 y modi�ca o no el registro x2,2 (lo cual depende de si lanza una moneda

o no y del resultado del lanzamiento), lo mismo para Y . Al ejecutar el protocolo, se
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genera una nueva distancia δ(Xt+1, Yt+1), la cual puede ser diferente o igual a la distancia

inicial δ(Xt, Yt). Esta nueva distancia depende de los cambios que se realizaron en las

4 variables que se actualizaron durante la ejecución del protocolo; que corresponden a

las dos variables de X y a las dos variables de Y , ya que el valor de la variable que

no se considera en la ejecución de las operaciones atómicas no ofrece ningún cambio en

la distancia. Cuando se realiza una acción aleatoria, el resultado siempre es el mismo

para ambas con�guraciones, es decir, al escoger un procesador en X para que realice

las operaciones atómicas, el mismo procesador se elige en Y . También el resultado de

lanzamiento de la moneda es el mismo para ambas con�guraciones. A continuación,

las variables que tienen debajo una �echa son las variables involucradas cuando el

procesador 1 ejecuta las operaciones atómicas.

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

Similarmente se muestran las variables involucradas cuando se escoge el procesador

2 para que realice operaciones atómicas.

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

A continuación se muestra un ejemplo de lo anterior y cómo se están cumpliendo

las condiciones de 25, en el caso base. Suponiendo la siguiente con�guraciones inicial

del sistema.

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt, Yt)

1 0 0 1 0 1 1 0 4
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Siguiendo la ejecución del protocolo y escogiendo al procesador 1 para que realice

las operaciones atómicas, se obtienen dos posibles resultados.

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt+1, Yt+1) Comentarios

1 0 0 1 0 1 1 0 4 Inicio

↑ ↑

1 1 0 1 0 0 1 0 x1,2← x2,2 (y1,2← y2,2 )

↑ ↑

? 1 0 1 ? 0 1 0 x1,1 , y1,1← Res. moneda

↑ ↑

0 1 0 1 0 0 1 0 3 Resultado 1

1 1 0 1 1 0 1 0 3 Resultado 2

Durante la ejecución del algoritmo el registro x2,1(y2,1) no cambia. Se escoge a un

procesador para que realice operaciones atómicas, en este ejemplo se escoge al proce-

sador 1 para que realice estas acciones. Los registros del vector interno del procesador 2

se mantienen �jos. El procesador 1 lee el registro x2,2 (y2,2), esto se puede ver represen-

tado con el primer renglón de �echas. Después de esto, el registro x1,2(y1,2) se modi�ca

con el valor leído del registro x2,2(y2,2), esto se visualiza en el segundo renglón que

contiene �echas. A continuación el procesador 1 determina si lanza un volado conforme

su propio valor x1,1(y1,1) y el valor del registro x1,2 (y1,2) actualizado, esto se puede ver

en el tercer renglón que contiene �echas. En este ejemplo sí se hace un lanzamiento de

moneda ya que el valor del registro x1,2 (y1,2) es un 1(0) y el valor del registro x1,1(y1,1)

también es un 1(0). Se generan dos posibles resultados, uno donde el volado da como

resultado un 0 y otro donde el resultado del volado es un 1, el registro x1,1(y1,1) toma
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el valor del resultado del lanzamiento de moneda. Note que la distancia entre ambas

con�guraciones disminuye de 4 a 3.

En forma similar si se hubiera escogido al procesador 2 para que realice las opera-

ciones atómicas se obtienen dos posibles resultados.

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt+1, Yt+1) Comentarios

1 0 0 1 0 1 1 0 4 Inicio

↑ ↑

1 0 1 1 0 1 0 0 x2,1← x1,1 (y2,1← y1,1 )

↑ ↑

1 0 1 ? 0 1 0 ? x2,2 , y2,2← Res. moneda

↑ ↑

1 0 1 0 0 1 0 0 3 Resultado 3

1 0 1 1 0 1 0 1 3 Resultado 4

Note que siguiendo la ejecución en la misma forma como el caso anterior, para el

presente caso la distancia también se reduce a 3.

Como se puede ver en el ejemplo, una con�guración inicial puede cambiar a cuatro

posibles con�guraciones en un paso.

El ejemplo anterior se repitió para las 256 posibles con�guraciones iniciales. Para

cada con�guración se calculó la distancia promedio en la siguiente con�guración, la

probabilidad de cambio y se hizo una clasi�cación que se muestra en la Tabla IV.
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Tabla IV. Resultados en el caso base

Distancia Probabilidad Número de
Distancia promedio de cambio con�guraciones
inicial siguiente de la iniciales

con�guración distancia

4 3.5 0.5 16
3 2.75 .625 64
2 1.91 .75 96
1 1 .625 64
0 0 0 16

Total .128 .625 256

En la primera columna de la Tabla IV se muestran las distancias iniciales de las

con�guraciones del protocolo. La segunda columna muestra cómo en promedio la dis-

tancia decrece en las con�guraciones siguientes (después que el protocolo ejecuta un

paso) y en el último renglón se observa que la distancia decrece en promedio 0.128. La

tercera columna de la tabla muestra la probabilidad de cambio de la distancia de las

con�guraciones siguientes (después que el protocolo se ejecuta un paso) y se puede ver

que en total la probabilidad de cambio es de 0.625 para el caso base, el cual es mayor

a 1
2
. La cuarta y última columna muestra el número de con�guraciones iniciales por

cada distancia. De los resultados anteriores se puede ver que las condiciones de 25 se

cumplen para el caso base .

En el Apéndice A se muestra una tabla con todos los posibles casos para n = 2

donde se cumplen las condiciones de 25 con α = 1
2
. A continuación se establece la

hipótesis inductiva.
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Hipótesis inductiva:

Las condiciones de 25 se satisfacen para cualquier número de nodos n ≤ k.

Paso inductivo:

Dado que la hipótesis inductiva se cumple ∀n ≤ k, se demuestra que también se

cumple para n = k + 1.

En el caso cuando n = k + 1 también se consideran 4 variables que son sujetas a

cambio, a continuación se muestra un ejemplo.

xi,i . . . xi,k+1 . . . . . . . . . xk+1,k+1 yi,i . . . yi,k+1 . . . . . . . . . yk+1,k+1

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

Los puntos suspensivos representan registros del sistema, pero para efectos de simpli-

�cación de la demostración se omiten. Estos registros no cambian durante la ejecución

del protocolo durante el instante de tiempo que se está ejempli�cando y por ende no

modi�can la distancia entre las con�guraciones.

En el caso general, se escoge un procesador al azar para que ejecute operaciones

atómicas (en este ejemplo el procesador i), el cual lee el registro de algún procesador

seleccionado al azar (en este caso el procesador k + 1) y modi�ca su registro interno

xi,k+1 (yi,k+1 ). Una vez modi�cado este registro, toma la decisión de lanzar o no una

moneda para modi�car su propio registro xi,i (yi,i ). A diferencia del caso base, en el

caso general, la decisión de lanzar o no la moneda también depende de los valores de

los demás registros del vector interno del procesador i y se supone que éstos pueden ser
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0 o 1 con igual probabilidad. Si xi,i = 0 (yi,i ) = 0 existe una probabilidad de
(

1
2

)n−2

de que todos los demás registros del vector interno sean 0 y por lo tanto el procesador

i tiene que lanzar una moneda. Ahora bien, si xi,i = 1 (yi,i = 1), existe una probabili-

dad de 1 −
(

1
2

)n−2
que exista al menos un 1 en los demás registros del vector interno,

ocasionando un lanzamiento de moneda. La distancia de la siguiente con�guración se

determina contando entre las variables involucradas los registros que cambiaron en esa

ocasión y como los registros representados por puntos suspensivos se mantienen igual,

éstos no afectan al determinar la nueva distancia.

Para el caso donde n = k + 1 se pueden tener algunos de los siguientes casos con

una cierta probabilidad, dependiendo de la con�guración inicial:

1. Ambas con�guraciones lanzan una moneda.

2. Ninguna de las con�guraciones lanza una moneda.

3. La con�guración X lanza una moneda, pero la con�guración Y no lanza una

moneda.

4. La con�guración Y lanza una moneda, pero la con�guración X no lanza una

moneda.

Conforme a lo anterior y el estudio de los posibles casos cuando n = k + 1 se de-

termina que se cumplen las condiciones de 25 se cumplen con α = 1
2
. El valor de α se

determina por medio de una fórmula que se obtuvo con el estudio del caso general.

A continuación se muestra un ejemplo en el que solo se expresa la distancia de los

registros que se conocen, ya que los registros que están representados por los puntos

suspensivos no cambian y por lo tanto no in�uyen en la distancia:
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La con�guración inicial del sistema es la siguiente (se supone que la distancia inicial

es R).

x1,1 . . . x1,k+1 . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . yk+1,k+1 δ(Xt,Yt)

1 1 0 0 0 0 R

Al ejecutar el protocolo, el calendarizador escoge a un procesador al azar para que

ejecute las operaciones atómicas, en este ejemplo se escoge al procesador 1 para que

realice estas acciones y el procesador del cual lee es el procesador k + 1. Por lo que

xi,k+1← xk+1,k+1 (yi,k+1← yk+1,k+1 ).

x1,1 . . . x1,k+1 . . . . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . . . . yk+1,k+1

1 0 0 0 0 0

↑ ↑ ↑ ↑

En la siguiente operación atómica el procesador que leyó tiene que decidir si lanza

la moneda o no y determinar el valor de su registro, en este caso x1,1(y1,1), quedando

las siguientes posibilidades:

1. La con�guración X lanza una moneda y la con�guración Y también lanza la

moneda.

Lo anterior se da porque en la con�guración X, en el vector del procesador 1, puede

existir al menos otro 1, además del que ya hay en x1,1. Esto pasa con una probabilidad

de 1 −
(

1
2

)n−2
. En la con�guración Y el registro del procesador 1 contiene un 0 y con

una probabilidad de
(

1
2

)n−2
este lanza un moneda, ya que pudiera ser que los demás
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registros tuvieran puros 0. La con�guración siguiente puede ser alguna de estas:

x1,1 . . . x1,k+1 . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . yk+1,k+1 δ(Xt+1,Yt+1)

0 0 0 0 0 0 R− 2

1 0 0 1 0 0 R− 2

↑ ↑

2. Ninguna de las dos con�guraciones lanza una moneda.

Esto sucede en la con�guración X porque el registro x1,1 = 1 y los demás nodos solo

contienen 0, esto pasa con una probabilidad
(

1
2

)n−2
. En la con�guración Y ésto ocurre

con una probabilidad de 1−
(

1
2

)n−2
, ya que ésta es la probabilidad de que exista al menos

un 1 en los demás registros del vector y porque el registro y1,1 = 0. La con�guración

en el siguiente paso puede ser como sigue:

x1,1 . . . x1,k+1 . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . yk+1,k+1 δ(Xt+1,Yt+1)

1 0 0 0 0 0 R− 1

↑ ↑

3. La con�guración X lanza una moneda y la con�guración Y no lanza moneda.

Que la con�guración X lance una moneda puede ocurrir con una probabilidad de

1 −
(

1
2

)n−2
, por lo explicado en el punto 1, que Y no lance una moneda ocurre con

una probabilidad de 1 −
(

1
2

)n−2
, por lo explicado en el punto 2. Las con�guraciones
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generadas que se producen cuando esto ocurre son las siguientes:

x1,1 . . . x1,k+1 . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . yk+1,k+1 δ(Xt+1,Yt+1)

0 0 0 0 0 0 R− 2

1 0 0 0 0 0 R− 1

↑ ↑

4. La con�guración X no lanza moneda y la con�guración Y lanza una moneda.

Con una probabilidad de
(

1
2

)n−2
, X no lanza la moneda por lo que se explica en el

punto 2. Con una probabilidad de
(

1
2

)n−2
, Y lanza una moneda por lo explicado en el

punto 1. Las con�guraciones generadas cuando esto ocurre son las siguientes:

x1,1 . . . x1,k+1 . . . xk+1,k+1 y1,1 . . . y1,k+1 . . . yk+1,k+1 δ(Xt+1,Yt+1)

1 0 0 0 0 0 R− 1

1 0 0 1 0 0 R− 2

↑ ↑

Como se ve en este ejemplo, la distancia en las siguientes con�guraciones en prome-

dio disminuye o se mantiene, cumpliendo la primera condición de 25 y la probabilidad

de cambio de esta distancia es mayor a un medio, cumpliendo la segunda condición de

25.

Por lo tanto, el protocolo es auto-estabilizante con respecto a L (cuando existe un

líder). Además, por las cotas dadas por la técnica de acoplamiento se tiene que:
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1. El tiempo esperado de alcance satisface:

HL ≤2
(
N2 + 1

)2
(26)

2. El tiempo de absorción-ε satisface:

ΘL(ε) ≤
⌈
2e
(
N2 + 1

)2
⌉⌈

ln

(
1

ε

)⌉
(27)

A continuación se muestra la Figura 23 donde se puede observar el tiempo de con-

vergencia del peor caso de Dolev et al. (1995) el cual se determina con la técnica de

calendarizador-suerte y se obtiene 2O(N). El autor de este trabajo de investigación con

la técnica de acoplamiento obtiene una cota para el tiempo esperado de convergencia

de la peor con�guración de 2 (N2 + 1)
2.

En el presente capítulo se utiliza el método de acoplamiento para demostrar la

convergencia del protocolo de espacio mínimo de Dolev et al. (1995) y se ofrece una

cota superior en el tiempo de convergencia de este algoritmo. En el siguiente capítulo

se utiliza la técnica de acoplamiento en el algoritmo de Israeli y Jalfon (1990).
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Capítulo VI

Técnica de Acoplamiento en el Algoritmo de

Israeli-Jalfon

En este capítulo se usa la técnica de acoplamiento en el algoritmo de Israeli-Jalfon de

exclusión mutua (Israeli y Jalfon, 1990) para que corra en una topología asimétrica.

Este algoritmo se utiliza para el paso y eliminación de tokens en un sistema distribuido

que está representado por un grafo arbitrario.

VI.1 Descripción del Algoritmo de Exclusión Mutua

de Israeli-Jalfon

En (Israeli y Jalfon, 1990) se presenta un método modular para construir un protocolo

uniforme auto-estabilizante de exclusión mutua. Un algoritmo de exclusión mutua se

utiliza para regular el acceso a recursos que no se deben compartir simultáneamente.

En (Israeli y Jalfon, 1990) el concepto de uniformidad di�ere de otros documentos; en

ese documento se dice que un protocolo es uniforme porque en él todos los nodos usan

el mismo programa, a diferencia de otros trabajos en donde especi�can que un sistema

es uniforme si todos los nodos tienen las mismas características.

El protocolo de Israeli-Jalfon es simple, un nodo que mantiene un token se dice que

está privilegiado y puede entonces entrar a su sección crítica, es decir, puede utilizar
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el recurso por el cual está compitiendo. Una vez que el nodo ha terminado de utilizar

su sección crítica, pasa el token a uno de sus vecinos. Siempre que dos tokens se jun-

ten en un solo nodo, uno de los tokens se elimina. La auto-estabilización de un token

basado en un protocolo de exclusión mutua puede dividirse en dos subtareas llamadas:

auto-estabilización local, en el cual el vecindario de cada nodo estabiliza a una con�g-

uración legal, y auto-estabilización global, la cual asegura que eventualmente existirá

exactamente un token en todo el sistema.

Israeli y Jalfon (1990) utilizan dos esquemas para construir protocolos

auto-estabilizantes uniformes de exclusión mutua para cualquier grafo:

� Esquema de manejo de token. Es un protocolo de auto-estabilización local el cual

habilita toda la actividad del token. Permite el paso del token y previene situa-

ciones de "puntos muertos" (cuando se detecta que ningún token está presente en

el sistema). Este esquema constituye el nivel más bajo de los protocolos y asegura

la auto-estabilización local.

� Esquema de recorrido del grafo. Este esquema determina en cada nodo que tiene

un token a cuál de sus vecino le enviará el token. Este esquema sirve para obtener

la auto-estabilización global y para asegurar un comportamiento justo del proto-

colo una vez que se ha alcanzado la auto-estabilización global.

Este método modular para construir protocolos auto-estabilizantes uniformes de ex-

clusión mutua tiene varias ventajas. Ambos niveles de protocolos se pueden reemplazar
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por esquemas mejores, una vez que se encuentren. La prueba de corrección y la com-

plejidad se pueden analizar por separado para ambos niveles.

Un esquema de recorrido del grafo se usa para que cada nodo que tiene un token

escoja a qué vecino enviar el token. Esto asegura a que si el sistema inicia en una con-

�guración con más de un token, entonces eventualmente todos los tokens excepto uno

se eliminan por colisión con otros tokens (auto-estabilización global). Una vez que se

mantenga un token en el sistema, el esquema asegura que todos los nodos se privilegian

un número in�nito de veces (comportamiento justo). Es bien conocido que una cami-

nata aleatoria es un esquema de recorrido del grafo. Para probar la auto-estabilización

global es su�ciente con demostrar que dos tokens que realizan una caminata aleatoria,

en cualquier grafo �nito, se encontrarán con alta probabilidad. La demostración se hace

en (Israeli y Jalfon, 1990) considerando el siguiente juego de un solo jugador.

El juego se lleva a cabo en un grafo �nito G = (V,E), donde V son los nodos que

representan a cada nodo y E son las aristas que representan las líneas de comunicación

entre éstos. Un ejemplo del juego es cuando dos tokens residen inicialmente en dos

distintos nodos de G. En cada vuelta, uno de los tokens (seleccionado por el jugador)

se mueve desde su ubicación actual a un nodo vecino seleccionado uniformemente al

azar. El juego termina cuando los dos tokens colisionan.
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1 1 0 0 1 0 1 0

Figura 24. Modelado del sistema como un vector

VI.2 Aplicando la Técnica de Acoplamiento en el Es-

quema de Recorrido del Grafo de Israeli-Jalfon

El esquema de recorrido del grafo de Israeli-Jalfon inicia al mover uno de los tokens a

través de alguno de los vecinos del nodo donde se encuentra en ese instante; se repite

este paso sucesivamente hasta que los token colisionan en el mismo nodo y uno de ellos

se elimina. Para aplicar la técnica de acoplamiento, el autor de este trabajo de tesis

hace un cambio a este esquema; el cambio radica en que, en lugar de escoger un token

para que se mueva a través de uno de los vecinos, se escoge un nodo para que envíe

el token (si lo tiene) a uno de sus vecinos; si el nodo no tiene un token, éste no hace nada.

En el presente trabajo de investigación la demostración de convergencia del Esquema

del Recorrido del Grafo de Israeli-Jalfon se hace de la siguiente manera.

Este protocolo se puede modelar como un vector de N registros, los cuales represen-

tan a los nodos del sistema y las aristas se representan con conexiones entre registros,

un token se representa como un 1 en el registro y la no existencia de token se mod-

ela como un 0 en el registro. En la Figura 24 se tiene un ejemplo de 8 nodos con 4 tokens.

Al utilizar la técnica de acoplamiento se tienen dos vectores (X y Y ) que representan
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al mismo protocolo y una δ que es una función de distancia entre estos dos vectores,

en este caso se usa la distancia Hamming que cuenta el número de registros en los

cuales los vectores di�eren. Se inicia en un estado donde los vectores tienen el mismo

número de tokens y éstos pueden estar en el mismo o en diferente nodo. Se escoge el

mismo registro en los dos vectores y se escoge también al mismo vecino de ese registro

para enviarle el token; si en el vecino existe un token, se elimina uno de los tokens. A

continuación un ejemplo sencillo.

Se tiene un sistema con 4 nodos con los siguientes estados iniciales.

Xt 1 0 1 0

Yt 1 1 0 0
δ(Xt, Yt) = 2

Después de una iteración se escoge al segundo registro para que envie el token al

tercer registro y queda de la siguiente manera.

Xt+1 1 0 1 0

Yt+1 1 0 1 0
δ(Xt+1, Yt+1) = 0

En la siguiente iteración se escoge al tercer registro para que envie el token al primer

registro y queda de la siguiente manera.

Xt+2 1 0 0 0

Yt+2 1 0 0 0
δ(Xt+2, Yt+2) = 0

Como se puede ver en cada iteración del sistema, la distancia δ se mantiene o dis-

minuye, así mismo el sistema en cada vector converge a un solo token y queda en el
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mismo nodo que el otro vector.

Para demostrar este esquema con el método de acoplamiento es necesario demostrar

el Teorema 6 que se toma de (Fribourg et al., 2006) que dice:

Teorema 6. Dada una cadena de Markov A y un conjunto ergódico L, suponga

que existe un acoplamiento (Xt, Yt) y una función δ en el conjunto de con�guraciones

que toma valores en {0, 1, . . . , B} tal que:

δ(Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt y (28)

existe una β < 1 tal que, para todo (Xt, Yt):

E[δ (Xt+1, Yt+1)] ≤ βδ (Xt, Yt) (29)

Entonces L es el único conjunto ergódico y A es auto-estabilizante con respecto a

L. Además:

1. El tiempo esperado de alcance (hitting time, en inglés) satisface: HL ≤ B
1−β .

2. El tiempo de absorción-ε (ε−absorptiontime, en inglés) satisface: ΘL(ε) ≤ ln(B/ε)
1−β .

El Teorema 6 quiere decir que una vez que los sistemas X y Y se han acoplado, la

distancia entre ellos es 0; y que en promedio la distancia de la siguiente con�guración

se mantiene o decrece con respecto a la distancia entre las con�guraciones en el tiempo
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presente, con una cierta medida de reducción.

Demostración de 28.

δ(Xt, Yt) = 0 si y solo si Xt = Yt

Sean {x1, x2, . . . , xn}y {y1, y2, . . . , yn} los vectores de Xt y Yt, si cada elemento del

vector de Xt es igual a su correspondiente elemento de Yt entonces la distancia es cero.

En caso contrario si δ = 0 forzosamente cada elemento de Xt y Yt deben ser iguales

y por consiguiente Xt = Yt.

�

Demostración de 29.

Demostrar que se cumple la condición 29 en el esquema de recorrido del grafo. La

demostración se hace tomando el mismo nodo fuente y el mismo nodo destino en los

dos vectores.

La Tabla V muestra los posibles estados de los nodos fuente (Fx y Fy) y destino (Dx

y Dy) en los dos vectores (X y Y ) con su respectiva distancia inicial (δ(Xt, Yt)), y las

probabilidades de que tal estado ocurra (P ); ya que no es un grafo completo, las prob-

abilidades de que cierto estado ocurra no es una probabilidad uniforme y depende del

número de tokens en cada vector (`1 y `2 tokens del vector X y el vector Y , respectiva-

mente), en cada iteración el número de tokens puede cambiar en una con�guración pero

en la otra con�guración no cambia, es por eso, que se utiliza diferentes variables para

denotar el número de tokens en cada con�guración; las últimas dos columnas muestran
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la distancia en la siguiente iteración (δ(Xt+1,Yt+1)) y el incremento en la distancia (4δ).

La Tabla V es para el caso general donde el número de tokens es el mismo en los

dos vectores pero están distribuidos de diversa manera a través de los nodos para este

caso se obtiene una β.

Para obtener β primero se despeja de la condición 29 y se obtiene la desigualdad 30.

β ≥ E[δ(Xt+1, Yt+1)]

δ(Xt, Yt)
(30)

Sustituyendo el valor de E[δ(Xt+1, Yt+1)] en la desigualdad 30 se obtiene la desigual-

dad 31:

β ≥ δ(Xt, Yt) + E[4δ]
δ(Xt, Yt)

(31)

Simpli�cando se tiene la desigualdad 32:

β ≥ 1 +
E[4δ]
δ(Xt, Yt)

(32)

Para el caso general se tiene:

E [∆δ] = −
(
1− `1

n

) (
1− `1

n−1

)
(`2) (`2 − 1)

n(n− 1)
−
(
1− `1

n

)
(`1) (`2) (`2 − 1)

n (n− 1)2 (33)

−
(`1)

(
1− `1−1

n−1

)
(`2) (`2 − 1)

n2(n− 1)
−

(`1) (`1 − 1)
(
1− `2

n

) (
1− `2

n−1

)
n(n− 1)

−
(`1) (`1 − 1)

(
1− `2

n

)
(`2)

n(n− 1)2
−

(`1) (`1 − 1) (`2)
(
1− `2−1

n−1

)
n2(n− 1)

−
2 (`1)

(
1− `1

n

)
(`2)

(
1− `2−1

n−1

)
n(n− 1)

−
2 (`2)

(
1− `2

n

)
(`1)

(
1− `1−1

n−1

)
n(n− 1)



90

el cual depende del número de tokens y del número de nodos.

Tabla V. Posibles estados iniciales de nodos fuente y destino

Xt Yt δ(Xt, Yt) P δ (Xt+1, Yt+1) 4δ
Fx Dx Fy Dy

0 0 0 0 0
(
1− `1

n

) (
1− `1

n−1

) (
1− `2

n

) (
1− `2

n−1

)
0 0

0 0 0 1 1
(
1− `1

n

) (
1− `1

n−1

) (
1− `2

n

) (
`2
n−1

)
1 0

0 0 1 0 1
(
1− `1

n

) (
1− `1

n−1

) (
`2
n

) (
1− `2−1

n−1

)
1 0

0 0 1 1 2
(
1− `1

n

) (
1− `1

n−1

) (
`2
n

) (
`2−1
n−1

)
1 −1

0 1 0 0 1
(
1− `1

n

) (
`1
n−1

) (
1− `2

n

) (
1− `2

n−1

)
1 0

0 1 0 1 0
(
1− `1

n

) (
`1
n−1

) (
1− `2

n

) (
`2
n−1

)
0 0

0 1 1 0 2
(
1− `1

n

) (
`1
n−1

) (
`2
n

) (
1− `2−1

n−1

)
0 −2

0 1 1 1 1
(
1− `1

n

) (
`1
n−1

) (
`2
n

) (
`2−1
n−1

)
0 −1

1 0 0 0 1
(
`1
n

) (
1− `1−1

n−1

) (
1− `2

n

) (
1− `2

n−1

)
1 0

1 0 0 1 2
(
`1
n

) (
1− `1−1

n−1

) (
1− `2

n

) (
`2
n−1

)
0 −2

1 0 1 0 0
(
`1
n

) (
1− `1−1

n−1

) (
`2
n

) (
1− `2−1

n−1

)
0 0

1 0 1 1 1
(
`1
n

) (
1− `1−1

n−1

) (
`2
n

) (
`2−1
n−1

)
0 −1

1 1 0 0 2
(
`1
n

) (
`1−1
n−1

) (
1− `2

n

) (
1− `2

n−1

)
1 −1

1 1 0 1 1
(
`1
n

) (
`1−1
n−1

) (
1− `2

n

) (
`2
n−1

)
0 −1

1 1 1 0 1
(
`1
n

) (
`1−1
n−1

) (
`2
n

) (
1− `2−1

n−1

)
0 −1

1 1 1 1 0
(
`1
n

) (
`1−1
n−1

) (
`2
n

) (
`2−1
n−1

)
0 0

En la técnica de acoplamiento el análisis se hace desde el peor caso; en este esquema

el peor caso es cuando existe un token en cada vector, pero en nodos diferentes, lo cual

genera una distancia 2. Para el peor caso se tiene la Tabla VI con los posibles estados

iniciales que pueden existir en los nodos fuente y destino, que se escogen del conjunto

total de nodos.

En el peor caso, al despejar β de la condición 29 se sustituye δ(Xt, Yt) = 2 y se

obtiene la desigualdad 34:

β ≥ 1 +
E[4δ]

2
(34)
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Tabla VI. Posibles estados iniciales del peor caso.

Xt Yt δ(Xt, Yt) P δ(Xt+1, Yt+1) 4δ
Fx Dx Fy Dy

0 0 0 0 0
(
1− 1

n

) (
1− 1

n−1

) (
1− 1

n

) (
1− 1

n−1

)
0 0

0 0 0 1 1
(
1− 1

n

) (
1− 1

n−1

) (
1− 1

n

) (
1

n−1

)
1 0

0 0 1 0 1
(
1− 1

n

) (
1− 1

n−1

) (
1
n

)
(1) 1 0

0 1 0 0 1
(
1− 1

n

) (
1

n−1

) (
1− 1

n

)
(1) 1 0

0 1 1 0 2
(
1− 1

n

) (
1

n−1

) (
1
n

)
(1) 0 −2

1 0 0 0 1
(

1
n

)
(1) (1)

(
1− 1

n−1

)
1 0

1 0 0 1 2
(

1
n

)
(1) (1)

(
1

n−1

)
0 −2

Sustituyendo la ecuación 34 por E[4δ] = −2
[(

1− 1
n

) (
1

n−1

) (
1
n

)
+
(

1
n

) (
1

n−1

)]
del

peor caso, se obtiene la siguiente β que se especí�ca en la desigualdad 35:

β ≥ 1−
[(

1

n− 1

)(
1

n

)[
1 +

(
1− 1

n

)]]
(35)

que depende del número de nodos que tenga el sistema. Y como se tiene:

E[δ(Xt+1, Yt+1)] = δ(Xt, Yt) + E[4δ] (36)

entonces al sustituir δ(Xt, Yt) = 2 y E[4δ] = −2
[(

1− 1
n

) (
1

n−1

) (
1
n

)
+
(

1
n

) (
1

n−1

)]
en la

ecuación 36 se obtiene la ecuación 37:

E[δ(Xt+1, Yt+1)] = 2− 2

[(
1− 1

n

)(
1

n− 1

)(
1

n

)
+

(
1

n

)(
1

n− 1

)]
(37)

Sustituyendo E[δ (Xt+1, Yt+1)] de la ecuación 37 y βδ (Xt, Yt) de la ecuación 35 en
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la condición 29 se obtiene la desigualdad 38:

2 − 2

[(
1− 1

n

)(
1

n− 1

)(
1

n

)
+

(
1

n

)(
1

n− 1

)]
(38)

≤ 2

[
1−

[(
1

n− 1

)(
1

n

)[
1 +

(
1− 1

n

)]]]

Como se puede apreciar en la desigualdad 37 la condición 29 se cumple, por lo tanto

el sistema converge. Además:

1. El tiempo esperado de alcance para el esquema del recorrido del grafo satisface:

HL ≤ 2

[( 1
n−1)( 1

n)[1+(1− 1
n)]]

(39)

2. El tiempo de absorción-ε para el esquema del recorrido del grafo satisface:

ΘL(ε) ≤ ln(2/ε)[(
1

n−1

) (
1
n

) [
1 +

(
1− 1

n

)]] (40)

En este capítulo se utiliza el método de acoplamiento en el Esquema de Recorrido

del Grafo de (Israeli y Jalfon, 1990) y se obtiene una cota superior en el tiempo de

convergencia del mismo. En el siguiente capítulo se mencionan las conclusiones que se

obtienen de este trabajo de investigación.



Capítulo VII

Conclusiones y Trabajo a Futuro

VII.1 Conclusiones

El objetivo general de esta tesis es ampliar el uso de la técnica de acoplamiento para de-

mostrar el tiempo de convergencia de los algoritmos auto-estabilizantes bajo topologías

asimétricas. Entre las contribuciones de este trabajo, se observaron

diferentes propiedades del comportamiento de algunos algoritmos auto-estabilizantes

para utilizar en ellos la técnica de acoplamiento.

En el contexto de acoplamiento, la convergencia de los algoritmos auto-estabilizantes

se demuestra modelando el sistema como una cadena de Markov ergódica. Para ello, se

de�ne una función de distancia entre las dos copias �eles (X y Y ) de la misma cadena

de Markov que representa al sistema. Esta función decrece conforme X y Y se acercan

entre si hasta lograr acoplarse. Una vez que las copias �eles se acoplan, se comportan

de la misma manera durante las siguientes iteraciones del sistema. También se cumple

la propiedad de cerradura de los algoritmos auto-estabilizantes, i.e. una vez que cier-

tos elementos de X y Y son estables, siguen siéndolo inde�nidamente. Esto también

se puede ver como una cadena que representa la estabilidad total del sistema, ésta es

monótona creciente, cada vez que el sistema alcanza cierta estabilidad, la cadena de

estabilidad se incrementa, i.e. sea x una cadena que representa la estabilidad total de

un sistema y se denota a xi como el número de nodos que están estables dentro del

sistema, en cada iteración se tiene que xi ≤ xi+1.



94

Otra contribución de este trabajo de investigación es que se modelan dos algoritmos

auto-estabilizantes en una topología de árbol para aplicarles la técnica de acoplamiento.

Los algoritmos fueron el algoritmo de Herman de elección de líder (Herman, 1990) y el

algoritmo del Dilema del Prisionero Iterado (Dyer et al., 2002). Se observa que: para

hacer un cambio de topología de un árbol a un anillo virtual, es necesario conocer las re-

stricciones del algoritmo que se ejecutará en la topología virtual, como se muestra en el

Capítulo IV. También se muestra que todo cambio de topología tiene asociado un costo

adicional en el tiempo por ese cambio de topología y hay que valorar si es conveniente

el cambio de topología para utilizar dicho algoritmo versus otro algoritmo con el mismo

propósito (si existe). Sin embargo, para los algoritmos vistos el sobrecosto es constante.

Adicionalmente, se utiliza la técnica de acoplamiento en el protocolo de espacio

mínimo de Dolev et al. (1995) obteniendo una cota más ajustada en el tiempo de con-

vergencia de este algoritmo. El tiempo esperado de convergencia para el protocolo de

espacio mínimo es HL ≤2 (N2 + 1)
2 que es mucho menor a la cota que se proporciona

en (Dolev et al., 1995), como se muestra en el Capítulo V. Un punto importante al usar

la técnica de acoplamiento es de�nir la función distancia más conveniente.

Además en el Capítulo VI se calcula la cota en el tiempo de convergencia del esquema

del recorrido del grafo de Israeli y Jalfon (1990). Este recorrido se modi�có, de tal

manera que los nodos eligen a quién enviar el token, y se obtuvo una cota en el tiempo

de convergencia. La cota que se proporciona en el tiempo de convergencia en el esquema

del recorrido del grafo es HL ≤ 2

[( 1
n−1)( 1

n)[1+(1− 1
n)]]

. Esta cota es más ajustada a la cota

exponencial que proporcionan Israeli y Jalfon (1990) para el caso general.
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VII.2 Trabajo a Futuro

Aún falta mucho trabajo en relación al uso de la técnica de acoplamiento; algunos

puntos que se prestan a investigación adicional y que se encontraron a raíz de este

trabajo de investigación son:

1. El algoritmo de Israeli y Jalfon (1990) tiene dos esquemas, el esquema de recorrido

del grafo y el esquema del manejo del token; como en esta tesis se utilizó la técnica

de acoplamiento en el esquema del recorrido del grafo, un punto interesante sería

el utilizar el método de acoplamiento en el esquema de manejo del token para

determinar la cota en el tiempo de este esquema, y obtener una cota total en el

tiempo del algoritmo.

2. Extender el uso de la técnica de acoplamiento en algoritmos auto-estabilizantes

con diferentes propósitos, ya que en la mayor parte de la literatura la técnica de

acoplamiento se utiliza en algoritmos auto-estabilizantes de elección de líder.

3. Determinar si la técnica de acoplamiento puede ser el método general que de-

muestre la convergencia de algoritmos auto-estabilizantes.
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Tabla de Configuraciones

δ(Xt+1,Yt+1) Eδ(Xt+1,Yt+1) α
x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 3 1
1 0 0 0 1 1 1 1 3
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 4 0
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 3 3 1
1 0 1 0 1 1 0 1 3
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 4 0
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 3 1
1 0 0 0 1 1 1 1 3
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 4 0
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 3 3 1
1 0 1 0 1 1 0 1 3
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 4 0
0 1 0 1 1 0 1 0 4

Total 3.5 0.5

P1
P1
P2
P2

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2

Apéndice A

A continuación se muestra el Apéndice A, el cual contiene las configuraciones iniciales
de los sistemas X y Y que representan a la misma cadena de Markov, además se muestra
la distancia inicial e inmediatamente después de eso se pueden observar las posibles
salidas para cada configuración inicial, la distancia de la siguiente configuración, la
distancia promedio de la siguiente configuración y la probabilidad de cambio de las
distancias inicial y de la siguiente configuración.

Distancia 4 Procesador Salidas
X Y que lee X Y
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x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt+1,Yt+1) Eδ(Xt+1,Yt+1) α
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2.5 0.8

1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2.5 0.5
1 0 0 0 1 1 0 1 2
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 2.5 0.5
1 0 0 0 1 1 1 1 3
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 2.5 0.8
1 0 0 0 0 1 1 1 4
0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2.5 0.8
0 1 0 1 1 1 1 1 2
0 0 0 1 1 1 1 0 4
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 3 3.5 0.5
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 3.5 0.5
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 3 2.5 0.8
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 0 0 1 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 2.5 0.8
1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 2.5 0.5
1 0 1 0 1 1 1 1 2
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 1 3P2

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1

Distancia 3 Procesador Salidas
X Y que lee X Y
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0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 3 2.5 0.5
1 0 1 0 1 1 0 1 3
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 3 2.5 0.8
1 0 1 0 0 1 0 1 4
0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 2.5 0.8
0 1 1 1 1 1 0 1 2
0 0 0 1 1 1 1 0 4
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 3 3.5 0.5
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 3.5 0.5
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 3 2.5 0.8
0 1 1 1 1 0 0 0 4
0 0 0 1 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2.5 0.8
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2.5 0.5
1 0 0 0 1 1 0 1 2
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 2.5 0.5
1 0 0 0 1 1 1 1 3
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2.5 0.8
0 1 0 1 1 1 1 1 2
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 3 3.5 0.5
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 3.5 0.5

P2

P1
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P2

P1
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
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0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 2.5 0.8
1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 2.5 0.5
1 0 1 0 1 1 1 1 2
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 3 2.5 0.5
1 0 1 0 1 1 0 1 3
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 2.5 0.8
0 1 1 1 1 1 0 1 2
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 3 3.5 0.5
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 3.5 0.5
0 1 0 1 1 1 1 0 3

1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 4 2.5 0.8
1 0 0 0 1 1 1 1 3
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1 2

1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 2.5 0.8
1 1 0 1 1 0 1 0 3
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 2

1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 4 2.5 0.8
1 0 1 0 1 1 0 1 3
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1 2

1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 4 2.5 0.8
1 1 1 1 1 0 0 0 3
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 2

Total 2.75 0.6

P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1



105

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt+1,Yt+1) Eδ(Xt+1,Yt+1) α
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 2 1

1 0 0 0 0 1 1 1 4
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0.5
1 0 0 0 0 1 0 1 3
0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0
1 0 0 0 1 1 0 1 2
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0.5
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 3 3 1
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 2 2 0.5
0 1 0 1 1 0 0 0 3
0 0 0 1 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 3 2 1
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 2 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 4

P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P2

P1
P2

P1
P1
P2

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1

Salidas
X Y que lee X Y

Distancia 2 Procesador
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0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2 0.5
0 1 0 1 1 1 1 1 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 2 0.5
1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 2 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 3
0 0 0 1 1 1 1 0 4

0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 2 0
1 0 1 0 1 1 1 1 2
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 2 0.5
1 0 1 0 0 1 1 1 3
0 0 0 0 0 1 0 1 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 2 0.5
0 1 1 1 1 1 0 1 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 3 3 1
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 2 2 0.5
0 1 1 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 1 0 1 1

P2

P1
P1
P2
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P2

P1
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
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0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 4
0 0 0 1 1 1 1 1 3

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 3 2 1
1 0 0 0 0 1 1 1 4
0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0.5
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 2 0
1 0 0 0 1 1 0 1 2
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2 0.5
0 1 0 1 1 1 1 1 2
0 1 0 1 1 1 1 0 3
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 2 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 3 3 1
0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 3 2 1
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 1 0 1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 2 0
1 0 1 0 1 1 1 1 2
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 2 0.5

P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P2
P2

P1
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
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1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 2 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 3
0 1 0 1 1 0 1 0 4

0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 2 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 0 4
0 1 0 1 1 0 1 1 3

0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 2 0.5
0 1 1 1 1 1 0 1 2
0 1 0 1 1 1 1 0 3
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 3 3 1
0 1 0 1 1 1 1 0 3

1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 4 2 1
1 0 0 0 1 1 1 1 3
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 3 2 0.5
1 0 0 0 1 1 0 1 2
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1 2

1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 3 2 0.5
1 1 0 1 1 0 0 0 2
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 2

1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 2 1
1 1 0 1 1 0 1 0 3
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1

P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P2
P2

P1
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P2
P2

P1



109

1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 3 2 0.5
1 0 1 0 1 1 1 1 2
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 1 1 2

1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 3 2 0.5
1 1 1 1 1 0 1 0 2
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 2

1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 4 2 1
1 0 0 0 1 1 1 1 3
1 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 4 2
1 1 0 1 1 0 1 0 3 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 0 1

1.91 0.8

x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 x1,1 x1,2 x2,1 x2,2 y1,1 y1,2 y2,1 y2,2 δ(Xt+1,Yt+1) Eδ(Xt+1,Yt+1) α
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 1.5 0.8

1 0 0 0 0 1 0 1 3
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0.5 0.5
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.5 0.5
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1.5 0.8
1 0 0 0 1 0 0 0 0

P1
P1

P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1

X Y que lee X Y

P1
P2
P2

Total

Distancia 1 Procesador Salidas

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2
P2

P1
P1
P2

P1
P2
P2

P1
P2

P1

P1



110

0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0.5 0.5
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0.5 0.5
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1.5 0.8
0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 1.5 0.8
1 0 1 0 0 1 1 1 3
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0.5 0.5
1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1.5 0.8
1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 2
0 0 0 1 1 0 1 0 3

0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0.5 0.5
0 0 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1.5 0.8
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0 3
0 0 0 1 1 0 1 1 2

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 2 1.5 0.8
1 0 0 0 0 1 0 1 3
0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0.5 0.5
1 0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1.5 0.8
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 2

P2
P2

P1
P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P2
P2

P1
P2
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0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0.5 0.5
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1.5 0.8
0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0 3
0 1 0 1 1 1 1 1 2

0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 2 1.5 0.8
1 0 1 0 0 1 1 1 3
0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1.5 0.8
1 0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 2
0 1 0 1 1 1 1 0 3

0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1.5 0.8
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 0 3
0 1 0 1 1 1 1 1 2

1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 3 1.5 0.8
1 0 0 0 1 1 0 1 2
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1 1

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0.5 0.5
1 0 1 0 1 0 1 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0.5 0.5
1 0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0.5 0.5
1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0.5 0.5
1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 3 1.5 0.8
1 0 1 0 1 1 1 1 2
1 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1 1

P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P2

P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1
P2
P2

P1
P1

P1
P2

P1
P1
P2
P2

P2



112

1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0.5 0.5
1 0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0.5 0.5
1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 3 1.5 0.8
1 0 0 0 1 1 0 1 2
1 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0.5 0.5
1 1 1 0 1 1 1 0 0

1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0.5 0.5
1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 3 1.5 0.8
1 0 1 0 1 1 1 1 2
1 1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1 1

Total 1 0.6

P1
P2
P2

Decrece Cambio
Total de totales 0.128 0.625

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P2

P1
P1
P2
P2

P1

P1
P2

P1
P1
P2




