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Resumen de la tesis que presenta Ramsés Eduardo Bautista anzélez como requisito
parcial para la obtencién del grado de Maestro en Ciencias en Optica.

Interaccion de luz con metamateriales hiperbodlicos

Resumen aprobado por:

Dr. Ricardo Téllez Limén Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez

Codirector de tesis Codirector de tesis

Los avances recientes en las técnicas de fabricacién a escalas nanométricas han
motivado y posibilitado el desarrollo del campo de los metamateriales 6pticos. Los
metamateriales son materiales artificiales que tienen propiedades que pueden ser
inusuales y dificiles de encontrar en la naturaleza. Un ejemplo de esto son los llama-
dos materiales 6pticos hiperbdlicos, que reciben este nombre porque, a frecuencias
fijas, en el espacio de las componentes del vector de onda K, las posibles soluciones a
la ecuacidon de Helmholtz estdn representadas por superficies hiperbdlicas. Se trata de
materiales anisétropos uniaxiales en los que los signos de la permitividad eléctrica a lo
largo del eje 6ptico y en direcciones perpendiculares a ésta son opuestos. En este tra-
bajo se discuten las propiedades dpticas basicas de estos materiales y se presenta un
estudio de la respuesta éptica de metamateriales hiperbdlicos constituidos por capas
delgadas alternadas de materiales con comportamiento dieléctrico y metdlico. Para
modelar las propiedades épticas de estos materiales se emplea una teoria de medio
efectivo que nos permite disefiar metamateriales con diferentes propiedades dpticas
y se contrastan estos resultados aproximados con los de un método riguroso conocido
como el método de la matriz de transferencia. De esta manera, es posible establecer
la regién de validez de la aproximacion del medio effectivo. Utilizando el método de la
matriz de transferencia estudiamos también los modos soportados por sistemas mul-
ticapas, incluso para nimeros de onda que van mas alld del limite de validez de la
aproximacién del medio efectivo. Dado que el método de la matriz de transferencia
supone que las capas son planas y paralelas, y que la iluminaciéon consiste de ondas
planas, fue necesario utilizar un método numérico alternativo para extender el estudio
a otras situaciones. Se utliz6 un paquete de cOmputo comercial para estudiar la in-
teraccién de campo cercano entre una fuente dipolar y metamateriales con diferentes
propiedades dpticas efectivas. De acuerdo a lo esperado con base en sus propiedades
Opticas efectivas, se encontré que en los metamateriales hiperbdlicos la luz se propa-
ga en ciertas direcciones preferenciales. Por otro lado, como ya ha sido discutido en
la literatura, nuestros resultados muestran que estos metamateriales son capaces de
transmitir informacidén correspondiente a frecuencias espaciales altas. No es entonces
sorprendente que resulten atractivos en la busqueda de esquemas para mejorar la
resolucion de sistemas 6pticos.

Palabras clave: interacciéon luz-materia, metamaterial, multicapas



Abstract of the thesis presented by Ramsés Eduardo Bautista Gonzalez as a partial
requirement to obtain the Master of Science degree in Optics.

Interaction of light with hyperbolic metamaterials

Abstract approved by:

Dr. Ricardo Téllez Limén Dr. Eugenio Rafael Méndez Méndez

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

Recent advances in the fabrication techniques at nanometric scales have motivated
and allowed the development of the field of optical metamaterials. Metamaterials are
artificial materials that have properties that can be unusual and difficult to find in natu-
re. An example of this are the so-called hyperbolic optical materials, which receive this
name because, at fixed frequencies, in the space of the components of the wave vec-
tor k, the possible solutions to the Helmholtz equation are represented by hyperbolic
surfaces. They are uniaxial anisotropic materials in which the signs of electrical per-
mittivity along the optical axis and in directions perpendicular to it are opposite. In this
thesis, we discuss the basic optical properties of these materials and present a study
of the optical response of hyperbolic metamaterials made up of alternating dielectric
and metallic thin layers. To model the optical properties of these materials, we use an
effective medium theory that allows us to design metamaterials with different optical
properties, and contrast these approximate results with those obtained with a rigorous
method known as the transfer matrix method. In this way, it is possible to establish
the region of validity of the effective medium approach. Based on the transfer matrix
method, we also study the modes supported by multilayer systems, even for wave-
numbers that go beyond the validity of the effective medium approximation. Since the
transfer matrix method assumes that the layers are plane and parallel, and that the
illumination consists of plane waves, it was necessary to use an alternative numerical
method to extend the study to other situations. We used a commercial computatio-
nal software package to study the near-field interaction between a dipole source and
metamaterials with different effective optical properties. As expected on the basis of
their effective optical properties, we found that, in the hyperbolic metamaterials, light
propagates in certain preferential directions. On the other hand, as has already been
discussed in the literature, our results show that these metamaterials are capable of
transmitting information corresponding to high spatial frequencies. Not surprisingly,
this has made them attractive in the search for schemes to improve the resolution of
optical systems.

Keywords: light-matter interaction, metamaterial, multilayer



Dedicatoria

A mi familia por apoyarme incondicional-
mente en todo momento y no dejarme caer.
A mis amigos por darme animos y risas en
los momentos adecuados. A Nymeria por le-
vantarme del escritorio para pasear cuando

mas lo necesitaba.



Agradecimientos

Al Centro de Investigacion Cientifica y de Educacion Superior de Ensenada por abrir-

me las puertas y ser mi segundo hogar, realmente me senti en casa.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyYT) por brindarme el apoyo

econdémico para realizar mis estudios de maestria. No. de becario: 988692.
Este trabajo ha sido parcialmente financiado mediante el proyecto del fondo sec-
torial de investigacion para la educacién Ciencia Basica SEP-CONACYT (A1-S-21527).
A mis amigos, los que estan lejos y los que estan cerca, por apoyarme continua-

mente y hacer ameno este periodo de mi vida.

A mis asesores, el Dr. Ricardo y el Dr. Eugenio, por siempre resolver mis dudas y

estar pendientes de mis avances.
A los miembros de mi comité de tesis, Dra. Karina Garay Palmett, Dr. Victor Manuel
Coello Cardenas y Dr. Enrique Gémez Trevifio por su accesibilidad y sus oportunos

consejos.

A mis padres y hermanos por el apoyo de toda la vida, sin ellos esto no seria posible.



Vi

Tabla de contenido

Pagina
REIM NN N . [ i
[RESUMEN BN INGIES ..ttt ettt ettt ettt e ettt e et ettt e et e e e e e et eeaeenees [ iii
Dedicatoria ...oouuiei e eV
e e R e | v
(RSN CR N | vii
[Capitulo 1. Introduccion
[T.1. Objetivos] . . . .. . . e 3
[Capitulo 2. Propiedades opticas de materiales|
[2.1. Ondas electromagnéticas en materiales| . . . ... .............. 5
2.2. Modelodelorentz] ......... ... . . . .. . . . .. 7
2.3, Modelode Drudel . . ...... ... ... 9
2.4. Modelo Drude-Lorentz] . . . . ... ... ... . . ... .. 9
[2.5. Medios anisOtropos| . . . . . . . . i 11
ICapitulo 3. Metamateriales Opticos Hiperbdlicos|
.1. Teori | medio efectivol . . .. ... ... .. 17
13.1.1. Campo eléctricoenladireccionz .................... 18
[3.1.2. Campo eléctrico perpendicularalejez. . ............... 21
[3.1.3. Diseno de metamateriales hiperbdlicos| . ... ............ 21
[3.2. _Metodo de la matriz de transferencial . . ... ................. 26
[3.3. _Evaluacion de la validez de |a Teoria del Medio Efectivol . . . .. ... .. 29
[3.4. Relacion de dispersion de los sistemas estudiados| . .. .......... 33

|Capitulo 4. Calculos numericos sobre la propagacion de altas fre- |
lcuencias espaciales en metamateriales hiperbolicos|

4.1. lluminacion con una fuentedipolar] .. ... ... ..... ... ... . ... 39
4.2. lluminacion con dos fuentes dipolares| . ... ................. 42

[Capitulo 5. Resumen y conclusiones|
[Literaturacitada ... .....................00o0vveieiiiieieiiiieieieiiiiiiieieeienee.. |48
[Anexo A: Teoria del medio efectivo .................................................150




Lista de figuras

vii

Figura Pagina

L. ElI mapa u— €. Clasificacion de materiales con base en los signos de las

| partes reales de su permitividad eléctrica y su permeabilidad magnética.| .

2. Permitividad de la plata en funcion de la longitud de onda en el vacio

| (Ag), calculada con dos modelos de tipo Drude-Lorentz. La linea intermi-

‘ tente son resultados experimentales obtenidos por Palik (1998), en azul |
encontramos el ajuste propuesto por Barchiesi y Grosges (2014) y en rojo

el ajuste propuesto por Rakic et al. (1998). A. Parte real de la permitividad.

[3. Solucion de isofrecuencias en el espacio k. A. La solucion para ondas con

polarizacién transversal eléctrica (parte izquierda de la Ec. (31)) es una
esfera. Para ondas con polarizacion transversal magnetica y un medio con

anisotropia extrema tenemos dos soluciones de la parte derecha de la Ec.
(31). B.Siex =€, > 0 y €, < 0 tenemos un hiperboloide que representa

a los materiales hiperbdlicos del tipo | o dieléctricos. C. Si ex =&, < 0 y

£, > 0 tenemos tambien un hiperboloide no segmentado, que representa

a los materiales hiperbolicos del tipo Il 0 metalicos.| ... ............ 13
[4. Relacion entre kx y k, con kg = cte para un medio hiperbdlico tipo | (linea
‘ continua verde) y para un medio hierbolico tipo Il (linea segmentada azul).
‘ Las velocidades de grupo son perpendicularesalas curvas)] . ......... 14
[5. Esquema de un sistema multicapas en el que se alternan peridodicamente |
| peliculas delgadas dieléctricas y metalicas.|. . . .. ................ 17
[6. Diagrama esquematico de un capacitor de placas paralelas de superficie
A gue delimitan a un medio de espesor d vy constanste dieléctrica €. Al
aplicarse un voltaje V se produce un campo eléctrico E en el material|. . . 18
[7.  Diagrama esguematico de un arreglo de capacitores en serie con el cam-
po eléctrico E en la direccién z. A es el area de los capacitores perpendicu-
lar al campo eléctrico, di y d> es el ancho de cada uno de los capacitores
[ ydeslasumadeambos. ... ... ... ... .. e 19
[8. Diagrama esquergnético de un arreglo de capacitores en paralelo con el
campo eléctrico E en la direcciéon x. L es el largo de los capacitores para-
lelo al campo eléectrico, d1 y d> es el ancho de cada uno de los capacitores
y d es la suma de ambos. A1 y A, son las areas perpendiculares al campo
eléctrico de los capacitores y €1, £ sus permitividades eléctricas respec-
[ BIVaS. . . . e 20
[9.  Mapa que muestra el comportamiento de un metamaterial basado en un
‘ sistema multicapas de Ag/SiO2 en funcion de la fraccion de llenado del
‘ metalylalongituddeonda.. .. ... ........ ... . . .. ... ... .... 23
[10. A. Permitividad efectiva. B. indice efectivo para un sistema multicapas de |
| Ag/SIO2 con P =0.1]. . . . . i e 25
[11. A. Permitividad efectiva. B. indice efectivo para un sistema multicapas de |
| Ag/SI02 con P =0.5]. . . . . . e 26




viii

Lista de figuras (continuacion)

Figura Pagina

[12. A. Permitividad efectiva B. Indice efectivo para un sistema multicapas de |

| Ag/SIO2 conp=0.9]. ... ... . . . .. 27

[13. Diagrama que ilustra un sistema de N medios con invariancia en y. Los
medios de los extremos se consideran semi infinitos. El campo eléctrico
en el j-esimo medio es W;, mientras que A; y B; son las amplitudes de las
ondas que viajan hacia arriba y hacia abajo respectivamente, con permi-
tividad electrica gl . . ... ..o 27

[L4. Comparacion de los parametros elipsometricos obtenidos con la Teoria del
| Medio Efectivo y el método de la matriz de transferencia para un sistema

‘ multicapas con un periodo espacial de 10 nm y 24 capas. En A tenemos |
un MMH tipo 1T, en B tenemos un metal efectivo, en C tenemos un ENZ, |

en D tenemos un MMH tipo | y en E un dieléctrico efectivo.|. . . . .. ... .. 32

[15. Mapa de clasificacion del metamaterial efectivo para un sistema multica-
pas de Ag/SiO2 en funcion de la fraccion de llenado del metal y la longitud
de onda. A. MMH tipo Il. B. Metal efectivo. C. ENZ en el eje optico. D. MMH
tipo I. E. Dieléctrico efectivo.] . . ... ... ... . . . . .. .. 33

[16. Mapa de —In|t11| para una pelicula de Ag de un espesor de 25 nm. Se
observa la presencia de dos modos que, estan asociados a los modos
simeétrico y antisimétrico de los plasmones polaritones de superficie. La
linea blanca punteada representa la linea de luzdelaire.f. ... ........ 34

[17. Relacion de dispersion para un sistema multicapas de 2 periodos (4 ca- |
pas), con periodos espaciales de 10 nm, 50 nm y 100 nm, y fracciones de |

Menado p=0.3, 0.5y 0.7 . . . . . . .. i e 35
[18. Relacion de dispersion para un sistema multicapas de 6, 12 y 24 capas, [
con periodo espacialde 50 nmy p=0.5. .. ... ... ... . o L. 36

[19. Mapa de reflectancias en funcion de la longitud de onda y del angulo de |
incidencia para un sistema de multicapas de 4 capas alternando Ag con

Si0», con fraccion de llenado p = 0.3 y un periodo espacial de 10 nm en
A, 50 nm en By 100 nm en C. Se consider¢ iluminacion desde un vidrio

[ _conindicederefraccibnde n=1.5J. ... ... ... ... .. 37

[20. Relacion de dispersion para un sistema multicapa de Ag/SiO, con 12 pe-
riodos, periodo espacial de 10 nm y fraccion de llenado de 0.5. En blanco
se encuentra la lineadeluzparaelaire|....................... 40




Lista de figuras (continuacion)

Figura Pagina

[21. Propagacion de la luz emitida por una fuente dipolar monocromatica (A =
| 633 nm) a través de una pelicula de metamaterial de 120 nm de espesor
para diferentes fracciones de llenado. Del lado izquierdo se muestran los
mapas de intensidad del campo cercano en el plano xz y del derecho las
distribuciones de intensidad a la salida de la pelicula, 4 nm por debajo de
la pelicula. A corresponde a una pelicula de 120 nm de SiO;, B a un Medio

ENZ, C a un MMH tipo Il, y D a una pelicula delgada de 120 nm de Ag.| . . . 41

[22. Propagacion de la luz emitida por dos fuente dipolares monocromaticas

(A =633 nm) separadas 100 nm entre si a travées de una pelicula de me-

‘ tamaterial de 1 Nnm ae espesor para iIferentes fracciones de llenado. ‘
Del Tado |qu|erao se muestran los mapas de intensidad del Campo cer-

cano en el plano xz y del derecho las distribuciones de intensidad a la
salida de la pelicula, 4 nm por debajo de la pelicula. A corresponde a una
pelicula de 120 nm de SiO,, B a un Medio ENZ, C a un MMH tipo Il, y D a
una pelicula delgadade 120 nmde Ag.| .. ... .. ... ... ... ....... 44

[23. Intensidad en el campo lejano de las situaciones consideradas en las Fi- |

[ guras (22DB Yy CJ. . . . o 45




Capitulo 1. Introduccion

La interaccién luz-materia ha sido el objeto de diversos estudios cientificos a lo
largo de la historia de la humanidad. Por ejemplo, desde la antiguedad se han bus-
cado materiales que permitan manipular la luz, como los vidrios. Este conocimiento
fue evolucionando hasta que se disefiaron las primeros lentes para concentrar la luz.
También se desarrollaron técnicas para dar color a los vidrios con base en lo que ahora
sabemos son efectos plasmdnicos, con los que se fabricaron vitrales para las catedra-
les medievales. Con el paso del tiempo este conocimiento fue evolucionando con la
elaboracién de lentes cada vez mas complejas que dieron pie a los telescopios y mi-
croscopios compuestos, con los que se ha logrado tener un mayor entendimiento del
micro y macro universo. En los Ultimos afos a través la combinacién de diversas disci-
plinas de las ciencias fisicas e ingenierias se han desarrollado materiales que permiten
manipular la luz de maneras novedosas, incluso a escalas mas pequenas que la longi-
tud de onda, lo que ofrece oportunidades en la manipulaciéon de luz a esas escalas, y
abre la posibilidad de buscar aplicaciones interesantes en la formacién de imagenes y

nanolitografia, entre otras (Drachev et al. (2013)).

Dentro del universo de los materiales que han sido estudiados por la comunidad
cientifica, estan los denominados metamateriales épticos. La historia de los metama-
teriales estd motivada por el trabajo de V. G. Veselago (Veselago (1967)), quien noté
gue si la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética de un material son ne-
gativos, a frecuencias 6pticas, su respuesta 6ptica esta caracterizada por un indice de
refraccién negativo. Este trabajo tedrico dio pie a las denominadas lentes perfectas.
A partir de esta idea y considerando los avances tecnoldgicos de la época, en 1999 |.
Pendry propuso una manera de fabricar medios que no cumplieran la regla de la mano
derecha del electromagnetismo, es decir, medios con refraccién negativa (Pendry et al.
(1999)). Un afo después, David Smith empleé por primera vez el término metamate-
rial para referirse a un medio compuesto con permitividad eléctrica y permeabilidad
magnética negativas, el cual estaba constituido por un arreglo periédico de anillos con
resonancias de tipo dipolar magnética (Smith et al. (2000)). La relevancia del tema y
el amplio rango de respuesta electromagnética que se puede alcanzar usando medios
micro y nanoestructurados pronto sobrepasé el concepto de un indice negativo, hasta

gue el término metamaterial fue atribuido, de manera general, a un medio artificial



con propiedades predisefadas, que por lo general no pueden obtenerse de forma na-
tural. De manera particular, se denomina metamateriales épticos a aquellos que estan
disefados para interactuar con campos electromagnéticos en el rango de las frecuen-
cias dpticas, pero suele referirse también a ondas que van desde el ultravioleta hasta

el infrarrojo, e incluso los THz (Singh y Marwaha (2015)).

Un tipo interesante de metamateriales 6pticos, los cuales son el objeto de estudio
de esta tesis, son los denominados metamateriales hiperbdlicos (MMHs). Estos me-
tamateriales reciben su nombre debido a la forma de la superficie de isofrecuencias
de su relacion de dispersion, lo cual es una consecuencia de que las componentes
principales del tensor de permitividad tienen signos contrarios, es decir, una aniso-
tropia extrema. Por tal motivo estos metamateriales tienen la peculiaridad de exhibir
una respuesta conductora (metalica) o dieléctrica, dependiendo de la orientacién del
campo eléctrico de la luz incidente. Asi, estos materiales permiten la propagacién
de ondas con numeros de onda mayores que los de la luz en el vacio. Debido a su
capacidad de combinar las propiedades transparentes de los dieléctricos y reflecti-
vas de los metales, estos metamateriales han sido empleados como una plataforma
multifuncional para comunicaciones 6pticas (Shambat et al. (2011)), imagenologia (Ja-
cob et al. (2006)), computacién cuantica (Eisaman et al. (2011)) y emisores térmicos
(Biehs et al. (2012)), entre otras.

La anisotropia extrema requerida para este tipo de materiales se puede lograr
con sistemas multicapa que alternan materiales dieléctricos y metalicos (Ferrari et al.
(2015)). Si el espesor de las capas es mucho menor que la longitud de onda, la estruc-
tura multicapa se puede modelar como un medio homogéneo con una permitividad
dieléctrica efectiva. La teoria del medio efectivo puede entonces ser usada para el

disefio de los metamateriales hiperbdlicos.

A pesar de la gran cantidad de estudios que es posible encontrar en la literatura,
hay poco estudios sistematicos sobre la validez de la teoria del medio efectivo para
este tipo de sistemas y tampoco hay mucha informacién sobre las consecuencias de
la relacién de dispersion hiperbdlica que obedece la luz en estos materiales en situa-
ciones practicas. En esta tesis se abordan estos dos aspectos de la interaccion de luz
con sistemas multicapa metal-dieléctrico en el limite en el que las capas son mucho

mas delgadas que la longitud de onda.



De manera rigurosa, para el caso de iluminacién con ondas planas, la interaccién
de luz con medios estratificados se puede tratar con el método de la matriz de trans-
ferencia. Este método permite calcular la respuesta éptica del medio y los modos del
sistema (Téllez-Limén y Salas-Montiel (2021)). Con este método es posible determinar

la validez de la teoria del medio efectivo para sistemas multicapa.

1.1. Objetivos

Motivados por la relevancia y potencial de impacto de estos materiales en el disefio

de dispositivos 6pticos, el objetivo de este trabajo de tesis es:

Estudiar numéricamente las propiedades dpticas de metamateriales hiperbdlicos
conformados por sistemas multicapas sub-longitud de onda en los que se alternan
peliculas conductoras y no conductoras, y demostrar que la frecuencia espacial de las
ondas electromagnéticas que se propagan en estos metamateriales es mayor que en

un medio isétropo.

Los objetivos especificos son:

m Estudiar diferentes modelos dispersivos para la permitividad de materiales con-

ductores (modelos de Drude y Drude-Lorentz).

= Desarrollar un modelo numérico para calcular la relacién de dispersién de siste-

mas multicapas y determinar los modos soportados por ellos.

» Estudiar las propiedades y caracteristicas épticas de los metamateriales hiperbd-

licos considerando su relacién de dispersion.

» Comparar los resultados del modelo numérico para sistemas multicapas con la

teoria del medio efectivo.

» Disefiar metamateriales hiperbélicos con propiedades épticas sintonizables en la

region visible del espectro electromagnético.

» Estudiar la interaccién de luz radiada por fuentes dipolares cercanas a la superfi-
cie de un metamaterial hiperbdlico multicapa, asi como las propiedades del ma-
terial para transmitir informacién correspondiente a las altas frecuencias espacia-

les.



En la tesis se describe el trabajo realizado para alcanzar los objetivos planteados y

estd organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo se presenta una revisidon de algunos modelos sencillos para des-
cribir la respuesta éptica de medios isétropos, considerando por separado los casos
ideales de medios dieléctricos y conductores. Los dieléctricos se tratan con el modelo
de Lorentz, en términos de electrones ligados a un nucleo, mientras que para los me-
tales se utiliza el modelo de Drude, basado en los electrones libres. Estos modelos se
pueden combinar para modelar de forma mas realista la respuesta éptica de un me-
tal. Finalmente, se discute la respuesta 6ptica de medios anisétropos, para después

considerar una anisotropia extrema como la de los metamateriales hiperbdlicos.

En el Capitulo se aborda el problema del disefio de los metamateriales con ba-
se en la nocidén de que, cuando las estructuras son mucho menores que la longitud
de onda, el sistema responde como un medio homogéneo; es decir, como un medio
efectivo. El desarrollo formal de la teoria del medio efectivo se puede entocontrar en
el Anexo A, ubicado al final de la tesis. En el Capitulo (3), también se discuten dis-
tintos tratamientos tedricos para describir la interaccién con ondas electromagnéticas
con estos metamateriales. Se muestran algunos resultados para un sistema multica-
pas de Ag/SiO,, producto de estos distintos tratamientos y se evallan sus ventajas y

desventajas.

Para complementar el estudio, en el Capitulo (4) se presentan simulaciones elec-
tromagnéticas rigurosas de la interaccion de una fuente puntual con un metamaterial
hiperbdlico constituido por un sistema multicapas de Ag/SiO,. Se observa la propa-
gacion del campo electromagnético en forma de cono para las fracciones de llenado
gue corresponden a MMHs y la transmisién de informacidn correspondiente a altas

frecuencias espaciales al propagarse la luz a través del metamaterial.

Finalmente en el Capitulo (5), se resumen los puntos sobresalientes de la tesis y se

presentan las principales conclusiones del trabajo.



Capitulo 2. Propiedades opticas de materiales

En este capitulo se presenta una revisién de algunos modelos para describir la
respuesta d6ptica de materiales. Comenzaremos con la respuesta Optica de medios
isétropos y su clasificacién con base en los valores de su permitividad eléctrica y per-
meabilidad magnética. Continuaremos con le estudio de la respuesta éptica de los
medios anisétropos y veremos que, al imponer una anisotropia extrema, obtendremos
la relacién de dispersién que caracteriza y le da nombre a los medios hiperbélicos. Pos-
teriormente se sefalaran algunas de las consecuencias que tiene este tipo de relacién

de dispersion en la propagacion de ondas electromagnéticas.

2.1. Ondas electromagnéticas en materiales

Las ecuaciones de Maxwell en medios materiales constituyen el punto de partida
para estudiar la respuesta éptica de los materiales. En forma diferencial, se pueden

escribir de la forma:

v-D = Pextr (1)
V-B=0, (2)
. 0B
Vx E=——, (3)
ot
Lo oD
Vx H=Jext+ St (4)

Estas ecuaciones ligan las variaciones espacio-temporales de cuatro campos ma-
croscépicos D, B, E 'y H, que son el vector de desplazamiento dieléctrico, la induccién
magnética, el campo eléctrico y el campo magnético, respectivamente. Las fuentes
estan determinadas por la densidad de carga externa p.,: Y la densidad de corriente

externa fext. Estos cuatro campos satisfacen, ademas, las relaciones constitutivas

D=¢gyE+P, (5)

. 1. .

H=—B—M, (6)
Mo



doénde &y y Up son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vacio.
P es la polarizacién del material que representa el momento dipolar dieléctrico por
unidad de volumen y M es la magnetizacién. La densidad de corriente, J, se relaciona

con el campo eléctrico, E, a través de J = 0, donde o es la conductividad del medio.

En el marco de la 6ptica lineal, la polarizacién y la magnetizacién del medio son
directamente proporcionales a los campos eléctrico y magnético, respectivamente.

Para medios isétropos podemos escribir las relaciones constitutivas de la forma

D = eo€E, (7)

-

B = uouA, (8)

dondee=1+xy u =1+, representan la permitividad y la permeabilidad relativa del
medio y X Y Xy Sus susceptibilidades eléctrica y magnética, respectivamente. Debido
a la isotropia del material, la respuesta es independiente de la direccién, por lo que la
permitividad y la permeabilidad son cantidades escalares que representan la respuesta

del medio ante estimulos eléctricos y magnéticos.

En general, £(k, w) y u(k, w) son funciones complejas que dependen de la frecuen-
cia angular w y del vector de onda K, pero son independientes de este Gltimo cuando
la respuesta es local. Segun el signo de la parte real de e(w) y u(w), podemos clasifi-
car los materiales como se muestra en la Figura (I). Cuando ambas partes reales son
positivas tenemos un dieléctrico. Cuando la parte real de la permitividad es negativa y
la parte real de la permeabilidad es positiva tenemos un plasma o un metal. Los casos
de permeabilidad negativa no habian sido considerados hasta hace poco, porgue no
hay materiales naturales con este tipo de propiedades. Sin embargo, con el desarrollo
de los metamateriales, el estudio de estos casos ha cobrado fuerza. En el caso de per-
mitividad positiva y permeabilidad negativa tenemos un plasma magnético. Y cuando
ambas cantidades son negativas tenemos un material con indice de refraccién negati-
vo. Esto se determina a partir de la ecuacién n = /€l1, donde n representa el indice de
refraccién complejo. Si consideramos materiales no magnéticos a frecuencias épticas,
como es el caso de esta tesis, u =1y la respuesta estara determinada exclusivamente

por g(w).



| Re(w)
Materiales Epsilon Negativo Materiales Doble Positivo
(Re(e) < 0,Re(u) > 0) (Re(e) > 0,Re(u) > 0)
Plasmas Dieléctricos
Re(¢e)
Materiales Doble Negativo Materiales Mu Negativo
(Re(¢) < 0,Re(n) <0) (Re(e) > 0,Re(n) <0)
No encontrados Plasmas magnéticos
en la naturaleza

Figura 1. El mapa u — €. Clasificacién de materiales con base en los signos de las partes reales de su
permitividad eléctrica y su permeabilidad magnética.

2.2. Modelo de Lorentz

La respuesta 6ptica de los dieléctricos puede estimarse a partir del modelo de Lo-
rentz, el cual considera que los electrones estan ligados al nldcleo por una fuerza resti-
tutiva. Si consideramos un electréon oscilando bajo la influencia de un campo eléctrico
externo, su ecuacién de movimiento esta dada por

2r . L. ar -
m—— =F(F)+ Fy(V) + FE(E) = —KF— my— —€E, (9)

dt? dt

donde 7, m y e representan la posicidn, la masa y la carga eléctrica del electrén, res-
pectivamente, y ¥ es una constante de amortiguamiento. F,(F) corresponde la fuerza
debida a la ligadura del electrén con el nudcleo, I'-"Y(F) es la fuerza del amortiguamiento
y Fe(E) es la fuerza ejercida por el campo eléctrico sobre el electrén. Si consideramos
un campo eléctrico arménico de la forma E = Eqe~ !t y definimos el momento dipolar

dieléctrico como p = —ef, la Ec. (9)) anterior se puede escibir como

d?p dp

m—— + my— + Kp = e2Epe~wt, 10
a2 Ydt p 0 (10)



Suponiendo una solucién para esta ecuacién diferencial de la forma p = foe~«t, al

sustituir en ella y dividir entre m obtenemos

.. ke,
— WPy — iywPo + —Po = —Eo, (11)
m m

donde % = w(z) es la frecuencia de resonancia del oscilador. Asi la amplitud del momen-

to dipolar esta dada por
e 1 .
Po=— > > - Eo. (12)
m wg— w? —iyw

El momento dipolar por unidad de volumen se puede escribir de la forma
P=Np, (13)
donde N es la densidad de osciladores y hemos supuesto que la polarizabilidad es la

misma para todos los electrones. Tenemos entonces que

. Ne? 1 .
P= ————E (14)
m wf—w?—iyw

Recordando que P = goxE y definiendo una constante w; (con unidades de frecuen-

cia), a través de la expresién wf = fﬁ’q—eef) podemos escribir la susceptibilidad como
wi
X(w)=— (15)

wh—w? —iyw

Utilizando la Ec. y recordando que D = ggeE, encontramos que

w2
fw=l+ 5——F——. (16)
wH—w? —iyw

La Ec. (16) representa el resultado del modelo de Lorentz para la permitividad eléc-

trica de un material.



2.3. Modelo de Drude

El modelo de Drude describe a los metales como medios en los que los electrones se
pueden mover libremente. También es conocido como el modelo del gas de electrones
libres con dispersién. El modelo es parecido al modelo de Lorentz pero sin la fuerza de
restauracién. Con esta consideracion la ecuacién de movimiento del electrén es

d?r dar

m— =—my— — eE. 17
a2 Yt (17)

Siguiendo los mismo pasos de la seccién anterior encontramos que

. Nee? 1 .
P= ——E, (18)
m —w?—iyw

donde N, es la densidad de electrones libres.

Recordando que P = goxE y definiendo wg = ’zgﬁ: donde wp es la frecuencia de
plasma, obtenemos
w2
X(w)= —5+—, (19)
—w*—iyw
de donde finalmente se encuentra que
w2
fW)y=1-—5—+—. (20)
W+ iyw

La Ec. (20) representa la permitividad eléctrica para un metal en el modelo de
Drude.

2.4. Modelo Drude-Lorentz

El modelo de Drude es adecuado para modelar algunos metales nobles, como el
oro y la plata, en el infrarrojo. Sin embargo, en el visible la respuesta se ve modificada
por las llamadas transiciones interbanda. Se pueden construir modelos més realistas
combinando el modelo de Drude con el modelo de Lorentz. El primero describe la tran-
siciones electrénicas intrabanda y el segundo las transiciones electrénicas interbanda

(véase Rakic¢ (1995)). En general, el modelo Drude-Lorentz es vélido para algunos me-
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—DL-Barchiesi
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Figura 2. Permitividad de la plata en funcién de la longitud de onda en el vacio (Ag), calculada con
dos modelos de tipo Drude-Lorentz. La linea intermitente son resultados experimentales obtenidos por
Palik (1998), en azul encontramos el ajuste propuesto por Barchiesi y Grosges (2014) y en rojo el ajuste
propuesto por Raki¢ et al. (1998). A. Parte real de la permitividad. B.

tales nobles, como la plata, a longitudes de onda mayores de su frecuencia de plasma
y regién interbanda.. Es de esperarse que, en general, sea posible encontrar un mejor
ajuste para la permitividad combinando los modelos de Drude y Lorentz con varios

osciladores. Es decir, usando expresiones del tipo

2 2
w Agjw~ .
p J™L,j

w(w+iyp) G w?- wflj + iy jw

epL(W) = €0 — (21)

Siguiendo a Barchiesi y Grosges (2014), el coeficiente w, es llamado frecuencia
angular de plasma y la frecuencia w,; esta asociada con las transiciones intrabanda,
A¢; esta relacionado con la fuerza del oscilador y € es la permitividad relativa para
frecuencias altas. Ademas, se introducen fuerzas de friccidn con coeficientes de amor-
tiguamiento yp y v, asociados a los modelos de Drude y Lorentz, respectivamente.
En la Figura se presentan datos experimentales de Palik (1998) para las parte real
e imaginaria de la permitividad de la plata en funciéon de la longitud de onda y se
compara con los que se obtienen con dos modelos de Drude-Lorentz; el de Barchiesi
y Grosges (2014), que tiene un oscilador, y el de Raki¢ et al. (1998), que tiene cinco.
Para los resultados que se presentan en esta tesis, se tomaron los valores del ajuste

de Barchiesi y Grosges (2015) para la plata.



11

2.5. Medios anisoétropos

Para determinar la relacién de dispersién en un medio anisétropo partimos nueva-

mente de las ecuaciones de Maxwell. En ausencia de fuentes externas se tiene que

. 0B
VXxE=——, (22)
ot
_ ab
VxB=—, (23)
ot
junto con las relaciones constitutivas
D = eo€E, (24)
B = ponA (25)

La permitividad z y la permeabilidad ;:1 son ahora tensores, pues al tratarse de me-
dios anisétropos la respuesta del medio depende de la direccién de oscilacién de los
campos eléctricos y magnéticos. Puesto que en esta tesis no se consideraran materia-
les magnéticos, el tensor de permeabilidad magnética ;:1 se reduce al tensor unitario.

Por otro lado, escogiendo un marco de referencia orientado a lo largo de los ejes prin-

cipales del medio, podemos escribir el tensor de permitividad de la forma

&xx 0 O
e=|0 g, O (26)
0 0 &

Considerando ondas electromagnéticas planas, es decir, campos de la forma E =
Egeiwt=kN y f{ = Hoe~{wt—kN donde K es el vector de onda, y sustituyendo estas

expresiones en las Ecs. (22) y (23)) obtenemos que
k x E = wuoH,

X FI = —OJE()EE.

=4

Sustituyendo ahora la Ec. (27) en la Ec. (28) obtenemos que
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K x (K x E) + w?lye0eE = 0, (29)

la cual se puede escribir matricialmente como

kggxx_k)zl_kg kxky kxkz EX
kxky k(z)syy - kf( — kg kykz E,| =0, (30)
kxkz kykz kcz)gzz_kf(_k}% Ez
donde kg = % es la magnitud del vector de onda en el vacioy c = %IJO es la velocidad

de la luz en el vacio. Si pensamos en un medio uniaxial, con su eje éptico orientado en
la direccion Z, tenemos que exx =&y, = €1 y ki = 1/I<>2( + k}%. La solucién no trivial de la

Ec. (30) nos lleva a la relacién de dispersion

k2 k2
2 2 2 1 z 2| =
(kl+kz—$lk0)(;+a—ko)—0, (31)

donde ki = k2 + k2,
x " Ny

Hay dos posibles soluciones para esta relaciéon de dispersién. Para ondas polariza-
das en el plano xy, se tiene que ki + I<§ — slkg = 0. La superficie que describe esta
ecuaciéon en el dominio de las frecuencias espaciales (k-espacio) corresponde a una
esfera (Figura (3)a)). En el otro caso, para ondas polarizadas a lo largo del eje éptico
(eje z), se tiene que g + g = k(z), que corresponde normalmente a un elipsoide. Sin
embargo, para este segundo caso, si el material presenta una anisotropia extrema,
es decir, si las partes reales de €, y €5, tienen signos opuestos, las superficies que
obtenemos en el k-espacio son hiperboloides. Esto es lo que da origen al nombre de

materiales o medios hiperbdlicos.

Cuando €; > 0y &;, < 0 se obtiene un hiperboloide segmentado y al medio hiper-
bédlico se le denomina dieléctrico o tipo | (Figura (3)B). Por otro, ladosie; <0y e&,, >0
se obtiene un hiperboloide de un solo segmento y el medio es denominado metdlico o
tipo Il (Figura (3)C). Esta denominacién se debe al comportamiento predominante del
material (signo de la parte real de la permitividad positiva o negativa) en la direccion
perpendicular al eje dptico. Los medios hiperbdlicos metalicos tienen la propiedad de

ser altamente reflejantes para las ondas con un nimero de onda por debajo de un
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k,
k, !

ky

Figura 3. Solucién de isofrecuencias en el espacio k. A. La solucién para ondas con polarizacién trans-
versal eléctrica (parte izquierda de la Ec. (31)) es una esfera. Para ondas con polarizacién transversal
magnética y un medio con anisotropia extrema tenemos dos soluciones de la parte derecha de la Ec.
(31). B. Siex =€y > 0 y £, < 0 tenemos un hiperboloide que representa a los materiales hiperbdlicos del
tipo | o dieléctricos. C. Si ex = €y < 0 y £, > 0 tenemos también un hiperboloide no segmentado, que
representa a los materiales hiperbélicos del tipo Il o metdlicos.

mMinimo kmin. El nUmero de onda kmnin estd determinado por la interseccién del hiper-
boloide con el plano k; = 0. Las ondas con nimeros de onda que estan por arriba de

esta kmin no sufren de esta alta reflectividad (Ferrari et al. (2015)).

.. k2 k2
Las curvas definidas por la ecuacion ~ + T kg, representan cortes en el plano
v4

k, = 0 de las superficies de isofrecuencias mostradas en la Figura Fig. (3). Dependiendo
de cudl entre €5, y €xx Sea positivo o negativo, podemos identificar dos hipérbolas,
como se muestra en la Fig. (4). La forma hiperbdlica de esta curva implica que para

valores grandes de |kx/|, la curva tiende a una linea recta definida por

La velocidad de grupo vg = ‘Z,—f es perpendicular a estos contornos. Esto mues-

tra que para k’s grandes hay una direccidon preferente de propagacién (Wood et al.
(2006)). Recordando que las direcciones x e y son equivalentes, en estos medios la
radiacion electromagnética y la energia se propagan preferentemente en un cono que

forma un angulo respecto del eje dptico que esta dado por

£
6 = arctan

Ezz

Otra de las consecuencias interesantes de la anisitropia extrema, es que los vecto-

res de onda grandes (longitudes de onda cortas) mantienen su caracter propagativo;



Figura 4. Relacién entre kx y k; con kg = cte para un medio hiperbdlico tipo I (linea continua verde) y
para un medio hierbdlico tipo Il (linea segmentada azul). Las velocidades de grupo son perpendiculares
a las curvas.

es decir, que no son evanescentes como sucede en medios isétropos. Es interesante
comparar el comportamiento de la luz en metamateriales hiperbélicos con medios an-
isétropos convencionales, en los que &xx Y &2 tienen el mismo signo. En este Ultimo
caso, para que la onda asociada a los vectores de onda kx y k; sea propagativa, el
vector de onda debe encontrarse sobre la superficie de un elipsoide en el espacio k. Si
una de los componentes del vector de onda es mayor que el semieje correspondiente
del elipsoide, para que se cumpla la relacién de dispersion, el otro debe ser imagina-
rio, por lo que la onda asociada a ellos seria evanescente o no propagante. Por otro
lado, cuando exx Y €z- tienen signos opuestos los componentes del vector de onda kx
y k, pueden ser muy grandes y, aun asi, tener soluciones reales sobre la superficie
del hiperboloide, como puede verse en la Figura (3). Es decir que es posible tener

propagacion de ondas con niumeros de onda que pueden ser muy grandes.

Otra caracteristica peculiar de los medios hiperbdlicos es que es posible lograr una
refraccion negativa en la interface con un medio dieléctrico como se explica a conti-
nuacién. Consideremos un onda electromagnética con polarizacién transversal mag-
nética incidiendo de un material is6tropo a un material hiperbdlico del tipo I. En la
interface hay dos soluciones que satisfacen la continuidad de la componente tangen-

cial de k, que es kyx. Ademas, de acuerdo al principio de causalidad, la energia debe
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fluir hacia afuera de la interface, por lo que que S, = €,-5 > 0, siendo S el vector de
Poynting. Para medios hiperbdlicos el vector de Poynting promediado en el tiempo es
(Liu et al. (2008))

-

- 1. €-k 2
<S>=_ExH*=_—"—"H;. (34)
2 ZQ)SQEXXEZZ
Entonces, para exx > 0 se satisface que
k, H?
=_2_0 5 (35)

L=
EXX 2&)60
mientras que para la componente tangencial tenemos

_ ke Mo

Ezz 20)50 '

(36)

X

Como €,, < 0y ky es continuo, el signo de Sy cambia en la interface, lo que muestra

gue en este caso se puede tener refraccion negativa (Liu et al. (2008)).
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Capitulo 3. Metamateriales Opticos Hiperbdlicos

Los metamateriales épticos son materiales artificiales con propiedades épticas dis-
tintas a las de los materiales encontrados en la naturaleza. Estas propiedades inusua-
les tienen su origen en la estructura del material a escalas menores que la longitud de
onda. En tal situacién, se puede esperar que el material responda épticamente como

un medio homogéneo efectivo.

Los medios hiperbdlicos encontrados en la naturaleza son escasos y solamente
mantienen este comportamiento en una banda estrecha de frecuencias que no siem-
pre cae en el rango de las frecuencias Opticas (Alekseyev et al. (2012)). Por ello, re-
cientemente, la comunidad cientifica ha explorado diferentes maneras de generar ar-

tificialmente la anisotropia extrema que presentan los medios hiperbdlicos.

Una forma de obtener las propiedades deseadas (permitividad positiva y negativa
en diferentes direcciones) es combinando materiales dieléctricos y metdlicos. En la
literatura se han explorado principalmente dos tipos de disefos: aquellos basados en
sistemas multicapas de peliculas sub-longitud de onda alternando entre metal y die-
léctrico y aquellos basados en arreglos de nanoalambres metalicos incrustados en una
matriz dieléctrica. En esta tesis nos concentraremos en los primeros por la facilidad
en su fabricacidon. El esquema general que consideraremos se muestra en la Figura
(5), que consiste en un sistema multicapas, que se puede considerar como un cristal

fotdnico unidimensional.

En este capitulo, se aborda primero la teoria del medio efectivo para sistemas mul-
ticapa. Esto nos permitira disefiar metamateriales hiperbdlicos cuyas propiedades 6p-
ticas dependen de los materiales constituyentes y las fracciones de llenado. Los mo-
delos de la constante dieléctrica del metal presentados en el Capitulo 2 seran Utiles

para estos propdsitos.

Posteriormente, describiremos un método electromagnético riguroso para tratar la
interaccidon de ondas planas con estructuras multicapa como la mostrada en la Figura
(5). Se trata del método conocido como el método de la matriz de transferencia. Con
base en este método exploraremos las condiciones bajo las cuales la teoria del medio

efectivo es adecuada para describir la respuesta dptica del sistema a estudiar.



17

y
X

Figura 5. Esquema de un sistema multicapas en el que se alternan periédicamente peliculas delgadas
dieléctricas y metdlicas.

Ademas, el método de la matriz de transferencia nos permitira obtener otras propie-
dades del medio que no estan al alcance de la teoria del medio efectivo. En particular,

podremos predecir los modos soportados por estos sistemas.

3.1. Teoria del medio efectivo

Cuando las estructuras que componen el metamaterial son mucho mas pequenas
que la longitud de onda, se puede considerar que a un tiempo fijo toda la estructura
se encuentra bajo la influencia de un campo eléctrico que es espacialmente constan-
te. El problema de calcular la polarizaciéon del material y su respuesta dieléctrica es,

entonces, un problema de electroestatica.

Para el caso mostrado en la Figura (5), la respuesta efectiva fue calculada por Rytov
(1956) y posteriormente por Wood et al. (2006), quienes presentaron un formalismo
mas moderno basado en la matriz de transferencia. En esta seccién, se presenta una
derivacién, que si bien no es formal, tiene la ventaja de ser sencilla y reproduce los
resultados que se obtienen con el método formal, el cual se describe detalladamente

en el Apéndice A.
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@ £ d

Figura 6. Diagrama esquematico de un capacitor de placas paralelas de superficie A que delimitan a un
medio de espesor d y constante dieléctrica €. Al aplicarse un voltaje V se produce un campo eléctrico E
en el material.

Iniciamos considerando un capacitor con placas paralelas de area A y un material
con constante dieléctrica €, de espesor d, como se muestra en la Figura (6)). Al aplicarse
un voltaje se produce una acumulacién de cargas en las placas y un campo eléctrico
gue polariza al material. La capacitancia C esta dada por la expresién

A

C=£d (37)

Es bien conocido que si tenemos n capacitores en serie, la capacitancia resultante
esta dada por la expresién

— =4+ =4+ =, (38)

mientras que, si los capacitores estan en paralelo, la capacitancia resultante esta dada
por
Ct=C1+Co+---+Cp. (39)

Con base en estos resultados regresamos al sistema multicapas de la Figura (5)),
considerando por separado los casos en los que el campo eléctrico estd en la direccién

z y en una direccion perpendicular a este eje.

3.1.1. Campo eléctrico en la direccion z

Como se ilustra en la Figura (7)), este problema es analogo a un sistema de capa-

citores en serie en el que se alternan las capacitancias C; = Eldil y Cy = 52%- De la

figura vemos que d = d; + d; y definimos el factor de llenado como p = %. Si tenemos
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Figura 7. Diagrama esquemético de un arreglo de capacitores en serie con el campo eléctrico E en la
direccidén z. A es el drea de los capacitores perpendicular al campo eléctrico, di1 y d2 es el ancho de cada
uno de los capacitores y d es la suma de ambos.

N pares de placas, el espesor total serd D = Nd y para la capacitancia total del sistema

podemos escribir

1 d d> d d> \D 1—-p\D
Loy(f, ) (L, @)D (2, 1o6)0 0
Cr E1A  &A 1A &A)d €1 & JA
Reescribiendo la ecuacion anterior, tenemos que
p 1—p)_1A A
Cr=|—+ — = Eeff—. (41)
T (51 £ D "¥p

Asi la constante dieléctrica efectiva de todo el sistema estd dada por la expresion

e 1—p)‘1A
Eeff =| — + —. 42
eff (51 & D (42)
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Ar=dl €1 d
y d
A>=d>l €2 d>
>
E
X
L

Figura 8. Diagrama esquematico de un arreglo de capacitores en paralelo con el campo eléctrico E en la
direccién x. L es el largo de los capacitores paralelo al campo eléctrico, d1 y d> es el ancho de cada uno
de los capacitores y d es la suma de ambos. A1 y A, son las areas perpendiculares al campo eléctrico de
los capacitores y €1, €2 sus permitividades eléctricas respectivas.
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3.1.2. Campo eléctrico perpendicular al eje z

Consideramos ahora la situacién mostrada en la Figura (8)), en la que el campo
se aplica a lo largo de las placas. En este caso escribimos las capacitancias como
Ci = 51‘% y Cr = 52%, donde A; = d1ly A> = d»l, siendo [ una longitud en la direccién
perpendicular a la Figura (direccion fuera del plano). Para la capacitancia total del

sistema tenemos que

dil d>l Ndl
Cr=N £1T+62T)=(81P+62(1—P))T- (43)

Denotando por At = Ndl el area que presenta todo el sistema al campo eléctrico

(es decir, perpendicular a éste), podemos escribir que

Ar

At
Cr= (51P+62(1—P))T =EeffT, (44)

con lo que concluimos que la constante dieléctrica efectiva de todo este sistema esta
dada por
Eeff = €1P + £2(1 —p). (45)

3.1.3. Diseno de metamateriales hiperbdlicos

A partir de los resultados de las subsecciones anteriores y del Apéndice A, tenemos
entonces que para el sistema de interés, que consiste de un sistema multicapas alter-
nando peliculas metalicas y dieléctricas de sublongitud de onda (véase la Figura (5)),

la funcién dieléctrica efectiva esta dada por

Exx = Eyy = PEm + (1 — p)&q, (46)

1— -1
Ezz = (_p + p) ’ (47)

donde p es la fraccién de llenado de la componente metalica. Es decir, es la fraccién
volumétrica del metal en un periodo de la estructura. En estas expresiones ¢, es la
permitividad del metal y €4 es la permitividad del dieléctrico, ambas son cantidades

complejas que dependen de la frecuencia angular w.
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La fraccién de llenado determinara qué tipo de comportamiento dominante presen-
ta el metamaterial hiperbdélico. Intuitivamente, uno podria suponer que, cuando p es
pequeno dominara el comportamiento dieléctrico, o el metdlico cuando sea grande.
Sin embargo, como se demostrara a continuacién, esto no siempre es asi. Aunque
no aparece de manera explicita en las ecuaciones anteriores, el periodo espacial del
sistema multicapas debe ser menor que la longitud de onda para que sea valida la
teoria del medio efectivo. Con estas consideraciones podemos entonces sintonizar la
respuesta del metamaterial al variar la frecuencia (vale la pena recordar que la perm-

tividad del material es funcién de la frecuencia) o la fraccion de llenado.

Dependiendo de los signos de las partes reales de exx Y €7, podemos tener 4 casos
gue nos ayudardn a clasificar el medio efectivo del que se trate. Estos casos son: i)
Si exx < 0y &;; > 0 tenemos un metamaterial hiperbdélico (MMH) Tipo Il o metalico,
ii) Si Exx > 0y £,; < 0 tenemos un MMH Tipo | o dieléctrico, iii) si exx <0y &€, <0
tenemos un metal efectivo y iv) si exx > 0 y €,; > 0 tenemos un dieléctrico efectivo.
En la Figura (9)), se presenta un mapa que muestra el tipo de metamaterial efectivo
que se obtiene con un sistema multicapas de plata (Ag) con diéxido de silicio (SiO3)
en funcién de la fraccién de llenado del metal y la longitud de onda. Para realizar este
mapa se utilizaron las expresiones del medio efectivo para calcular los valores de la
parte real de &xx Y &7, variando la fraccién de llenado de la plata entre 0.1y 1y la
longitud de onda entre 300 nm y 1500 nm. Dependiendo de los signos de &xx Y €z~
(positivo o negativo) se asignaron los colores a cada regién. Para calcular la respuesta
Optica de la plata, usamos el modelo de Drude-Lorentz con los paréametros propuestos

por Barchiesi y Grosges (2014).

Los metamateriales hiperbélicos Tipo Il son aquellos que se comportan como meta-
les en la direccién de su eje principal (direccién z) y como dieléctrico en los otros ejes
principales (plano xy). Como podemos ver en la Figura (9)), este comportamiento es el
gue predomina en la regidon del espectro considerada y con los materiales utilizados.
Por otro lado, los metamateriales hiperbdlicos Tipo | se comportan como dieléctricos
en la direccién de su eje principal (direccién z) y como metal en los otros ejes principa-
les (plano xy). En el mapa de la Figura (9)), observamos que este comportamiento sélo
ocurre a longitudes de onda cortas. También podemos encontrar regiones del mapa

gue corresponden a metales y dieléctricos efectivos, lo cual ocurre cuando se tienen
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Figura 9. Mapa que muestra el comportamiento de un metamaterial basado en un sistema multicapas
de Ag/SiO2 en funcién de la fraccién de llenado del metal y la longitud de onda.

altas y bajas fracciones de llenado, respectivamente, y principalmente para longitu-
des de onda corta (menores a los 600 nm). Considerando nuevamente el mapa de la
Figura (Q), vemos que las fronteras representadas por los cambios de color son fronte-
ras en los que se dan cambios de signo en alguna de las permitividades efectivas en
las direcciones principales del sistema multicapas. Estos resultados muestran que con
este disefo sencillo, es posible obtener un metamaterial con respuesta dptica sintoni-
zable con la fraccién de llenado y la longitud de onda, con lo que es posible obtener
los dos tipos de metamateriales hiperbdlicos, ademas de comportamientos puramente

metadlicos o dieléctricos.

Como complemento de la informacion presentada por la Figura (9), en las Figuras
(10)-(12) se presentan las permitividades efectivas para la direcciones principales para
tres diferentes fracciones de llenado: 0.1, 0.5 y 0.9. La Figura (L0)A corresponde a una
fracciéon de llenado de 0.1 en el rango de 450 nm a 1500 nm, mientras que en B
se grafican los indices efectivos para las direcciones principales. En rojo se denota la
parte real y en azul la parte imaginaria, mientras que las lineas continuas son para
la direccién x y las lineas punteadas para la direccién z. La convencién anterior se
mantiene en las Figuras y (12).

En la Figura (I0)a) vemos que la parte real de £4xx es descendente y que presen-
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ta un cambio de signo alrededor de los 700 nm. Vemos que a esta longitud de onda
exx = 0, por lo se tendria un material con épsilon cercano a cero (Epsilon near zero,
ENZ, en inglés) en la direccion x. Esto ocurre en la frontera entre el comportamiento
de dieléctrico efectivo a MMH Tipo Il, que en general depende de la longitud de onda
y de la fraccién de llenado. Por otro lado, la parte imaginaria de &xx comienza con un
valor cercano a cero e incrementa con la longitud de onda de manera continua. Tam-
bién se observa que las partes real e imaginaria de €,, permanecen practicamente
constantes, y que la parte real es positiva y la parte imaginaria es muy pequefa. En
lo que respecta al indice de refraccion, en la Figura (L0)B vemos que la parte real de
nx empieza por arriba de uno y decae a un valor cercano a 0 alrededor de los 700
nm para después mantenerse casi constante, mientras que su parte imaginaria tiene
un comportamiento opuesto, pues comienza con un valor cercano a cero y después
se vuelve ascendente. Vemos que las partes real e imaginarias de ny se intersectan
alrededor de la longitud de onda a la que el material se comporta como ENZ. Esta
situacion es interesante porgue en la direcciéon x, la velocidad de fase es mayor que la
de la luz en el vacio y la absorciéon es menor que en longitudes de onda mas largas. En
la direccién z las partes real e imaginaria de n, son casi constantes, con un compor-
tamiento tipico de dieléctrico con baja absorcién. Es decir, para p = 0.1, tenemos que
en la direccién x el material se comporta como un dieléctrico para longitudes de onda
cortas y como un metal para longitudes de onda larga, mientras que en la direccién z

siempre se comporta como dieléctrico.

En la Figura (II)A vemos que para la fraccion de llenado p = 0.5 la parte real de exx
es negativa y descendente siempre, mientras que la parte imaginaria comienza cerca
del cero y aumenta con la longitud de onda. Por otro lado, la parte imaginaria de €,
es cercana a cero en todo el intervalo, mientras que su parte real decrece lentamente,
siendo siempre positiva. En la Figura (LI)B vemos que la parte real de ny es siempre
menor que 1, lo cual indica que la velocidad de fase de las ondas electromagnéticas es
mayor que en el vacio, pero contrarrestada por una alta absorcidon debido a una parte
imaginaria de ny grande, que crece alin mas con la longitud de onda. En la direccién
z se observa que a longitudes de onda corta la parte imaginaria de n, es grande pero
decae a longitudes de onda largas a un valor cercano a 0, mientras que la parte real
de n; siempre es mayor que 2 y constante para longitudes de onda largas. En general

tenemos un dieléctrico en la direcciéon x y un metal en la direccién z para todas las
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Figura 10. A. Permitividad efectiva. B. indice efectivo para un sistema multicapas de Ag/SiO2 con p =
0.1.

longitudes de onda.

En la Figura (I2)A vemos que para la fraccién de llenado p = 0.9 tenemos un com-
portamiento interesante para €,,. La parte real de £,, es negativa para longitudes de
onda corta y se vuelve positiva para longitudes de onda largas. Sin embargo, a dife-
rencia de lo que ocurre con la fraccion de llenado de 0.1 donde se tiene una variacion
continua, en este caso tenemos una indeterminacién cuando se da el cambio de signo
y que la parte imaginaria también se indetermina en el mismo punto, alrededor de los
700 nm en longitud de onda. Es importante notar que la longitud de onda a la que
ocurre este fendmeno, coincide con el cambio de comportamiento de metal efectivo a
MMH Tipo Il, por lo que de acuerdo con el mapa de la Figura (9)); la longitud de onda a

la que se presenta este fendmeno disminuira con la fraccion de llenado.

La parte real de £xx es negativa y decrece con la longitud de onda mientras que su
parte imaginaria se mantiene constante y cercana a cero. En la Figura (12)B podemos
ver gue, como consecuencia de esta indeterminacion, la parte real del indice efectivo
nx se vuelve muy grande, mientras que la parte imaginaria de ny es muy grande y
de hecho se indetermina. Por otro lado, la parte real de n, es menor a 1 para todas
las longitudes de onda consideradas, pero la parte imaginaria de n, es grande. En

resumen, para esta fracciéon de llenado y longitudes de onda cortas en la direccién
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Figura 11. A. Permitividad efectiva. B. indice efectivo para un sistema multicapas de Ag/SiO2 con p =
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z, el material se comporta como metal y para longitudes de onda largas como un
dieléctrico, mientras que en la direccién x siempre se comportard como metal. En
ambos casos, debido a que la parte imaginaria del indice es muy grande, las pérdidas

por absorcién son grandes.

3.2. Método de la matriz de transferencia

El método de la matriz de transferencia es una herramienta que nos permite es-
tudiar la interaccién de ondas electromagnéticas planas con medios multicapa. Al
resolver este sistema de ecuaciones, se puede obtener la relacién de dispersién de
los modos soportados por el sistema, asi como sus coeficientes de reflexiéon y trans-
misién. Con esta herramienta, podremos también verificar la validez de la teoria del

medio efectivo.

Empecemos considerando la propagaciéon de ondas electromagnéticas armdnicas
en un sistema que consiste de N-2 peliculas planas paralelas, delimitadas por dos
medios semi-infinitos. Es decir, un sistema multicapa formado por N medios, como se
ilustra en la Figura (13).

Suponiendo iluminacién con ondas planas, el campo electromagnético total en cada
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Figura 13. Diagrama que ilustra un sistema de N medios con invariancia en y. Los medios de los ex-
tremos se consideran semi infinitos. EI campo eléctrico en el j-ésimo medio es W}, mientras que A; y B;
son las amplitudes de las ondas que viajan hacia arriba y hacia abajo respectivamente, con permitividad

eléctrica ;.
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capa se puede representar como una superposicion de ondas planas que viajan hacia
arriba y hacia abajo, como se ilustra en la Figura (13). En el j-ésimo medio podemos

escribir el campo electromagnético como
wj =Aje—icx,zeiBjxe—iwt + Bjeioqzeiﬁjxe—iwt, (48)

donde A; y Bj son las amplitudes de las ondas que viajan hacia abajo y hacia arriba
en el medio j, respectivamente, mientras que a; y B; son las componentes del vec-
tor de onda, en las direcciones z y x, respectivamente, que satisfacen la relaciéon de

dispersién

aj = \j (8)2 e,-(w)—sz, (49)

c

en el medio j, con Re(a;) > 0 e Im(a;) > 0.

Considerando la continuidad de las componentes tangenciales de los campos a

través de las fronteras se tiene que

W 1= Wi Ly (50)
1 oW; 1 oW1
- Zj= |er (51)
Vj 0z Vj+1 0Z

donde v; = 1 para polarizacién transversal eléctrica (s) y v; = ¢ para polarizacién

transversal magnética (p).

Empleando la forma del campo dada por la Ec. (48) en las Ecs. (50) y (51) encon-
tramos un sistema de dos ecuaciones que relacionan las amplitudes de las ondas en

los medios j y j+ 1. En forma matricial, podemos escribir:

Aj Aj
j+1 | _ T,} i (52)

Bj+1

donde

1 (1 + Yj)e_i(kj_kj+1) (1 — 'Yj)ei(kj+kj+1)
|: j:l 2 (]_ — ‘Yj)e—i(kj+kj+1) (1 + yj)ei(kj—kj+1)
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AjVjt1

con kj = ajzj, Kjy1 = Q412 y ¥; = aay”

Podemos extender el resultado al sistema multicapas de N interfaces, simplemente
multiplicando recurrentemente por la matriz [T;] de cada capa, dando como resultado

una expresién que relaciona las amplitudes en los medios 1 y N

Ay| N= A1 tin tiz| |A1
=11[7] = . (54)
Bn j=1 B1 to1 t2| |B1

Para encontrar la relacion de dispersién de los modos soportados por el sistema,
buscamos una solucién finita para una situacién en la que no se ilumina el sistema. Es
decir, ponemos B; = Ay = 0 y buscamos una solucién considerando que A; y By son
distintos de cero. Esto nos lleva a que la condicion t11 = 0 (Téllez-Limon y Salas-Montiel

(2021)), representa la condicién para los modos.

Por otro lado, si en la ecuacién matricial (54) imponemos B; = 1y Ay = 0, pode-
mos identificar a los coeficientes de reflexién y transmisién como r = A; y t = By,

respectivamente. Tenemos entonces:

0 t t1> r
_ |t , (55)
t tr1 to 1
de donde encontramos que
t12
r=——y, (56)
t11
t11t22 —ti2toa
t= . (57)

t11

Cabe destacar que los coeficientes de reflexién y transmisién dependen de la polari-

zacién, informacidén que esta contenida en los elementos de la matriz de transferencia.

3.3. Evaluacion de la validez de la Teoria del Medio Efectivo

Como ya se ha mencionado, la Teoria del Medio Efectivo es una aproximacién valida
cuando la longitud de onda es suficientemente larga respecto al periodo del sistema

multicapa. Por otro lado, el método de la matriz de transferencia es un método rigu-



30

roso para tratar el problema de la interaccién de luz con un sistema multicapas y nos
permite evaluar la validez de la Teoria del Medio Efectivo. Para esto, estudiaremos las
propiedades de reflexion de sistemas con un niumero grande de capas, de manera que

pueda considerarse semi-infinito.

Una técnica utilizada para medir las propiedades épticas de materiales es la elipso-
metria, que analiza los cambios de polarizacién de la luz reflejada por el material. Los

parametros elipsométricos ¥ y A estdn definidos a través de la expresién
ro/rs = (tan W)e', (58)

dénde r, y rs son los coeficientes de reflexién para polarizacion transversal magnéti-
ca (polarizacién p) y transversal eléctrica (polarizacién s), respectivamente. La idea,
entonces, es comparar los parametros elipsométricos obtenidos con el método de la

matriz de transferencia y con la teoria del medio efectivo.

De acuerdo a la Teoria del Medio Efectivo las componentes del tensor de permiti-
vidad del material se pueden calcular con las ecuaciones y (47). Los indices de
refraccién estdn entonces dados por las expresiones ny = /€xx Y N; = /€. Para cal-
cular los coeficientes de reflexidon es necesario usar las ecuaciones de Fresnel para

medios anisétropos (Lekner (1991) y Saarinen y Sipe (2008)).

Consideramos entonces la reflexion de un medio uniaxial semi-infinito caracteri-
zado por los indices ny = ny, y ng, iluminado desde un medio isétropo con indice de

refraccién ng. Para un dngulo de incidencia 6y, se tiene que (Lekner (1991))

2
no coseo—nx\/l—(g—" sin 90)
rS: = ’ (59)

2
Nng cos Og + nx\/l—(g—: sin 90)

2
Ny coseo—no\/l—(g—g sin 60)

2
nxcoseo+no\/1—(’;—jsin90)

Con base en estas expresiones, podemos calcular los parametros elipsométricos

obtenidos con la teoria del medio efectivo y compararlos con lo que se obtienen con
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el método de la matriz de transferencia. Se analizaron distintas situaciones en las que
el sistema se comportaba como MMH tipo I, MMH tipo Il, dieléctrico efectivo, metal

efectivo y ENZ.

En la Figura se presentan resultados de esta comparacién para un sistema
multicapas con periodo espacial de 10 nm. En lineas continuas tenemos el parametro
Y y en lineas punteadas tenemos el parametro A, azul para la teoria del medio efectivo
y rojo para el método de la matriz de transferencia. Con referencia a la Fig. (15)), en A
tenemos un MMH tipo Il (A = 633 nm, p = 0.5), en B tenemos un metal efectivo (A =
633 nm, p =0.9), en C tenemos un medio ENZ en el eje 6ptico (A =633 nm, p=0.1),
en D tenemos un MMH tipo | (A = 350 nm, p = 0.5) y en E tenemos un dieléctrico
efectivo (A =370 nm, p = 0.3). Vemos que en todas estas situaciones la aproximacién
del medio efectivo funciona bien. Como en los calculos con las expresiones para el
medio efectivo se supone gue el medio es semi-infinito, fue necesario constatar que
al usar un medio multicapas finito no se transmite la luz al otro lado. Para A, By D se
usaron 24 capas, mientras que para C y E fue necesario emplear 48 capas, ademas
de que se agregd una parte imaginaria al indice de refraccién del SiO> con valor de
0.2i. El medio ENZ (punto C) se denominé asi porgue, aungue no estd ubicado sobre el
contorno que indica el cambio de signo, esta en la vecindad de éste y la parte real de
su permitividad es cercana a cero, como puede confirmarse en la Figura (10)). Podria
decirse algo similar sobre el caso considerado como metal efectivo del inciso B, pero
ahi el cambio de signo es muy abrupto y no se tiene una situaciéon en la que podamos
considerar que &;, es cercano a cero (véase (12)), por lo que se optd por referirse a

este medio simplemente como metal efectivo.

En conclusion, los resultados muestran que la teoria del medio efectivo para un
arreglo multicapas es vélida para periodos espaciales mucho mas pequenos que A, por
lo que nos permitira predecir el comportamiento del metamaterial hiperbdlico segin
los materiales que lo conforman, la fraccién de llenado y la longitud de onda de la
luz incidente. Sin embargo, es importante no perder de vista el hecho de que es una
aproximacién y por lo tanto su validez depende de diversos factores como el periodo
espacial y longitud de onda con la que se ilumina. La precisién de la aproximacion
aumenta conforme el periodo espacial disminuye. En el intervalo espacial explorado y

con los materiales utilizados, se observan buenos resultados para periodos espaciales
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Figura 14. Comparacion de los pardmetros elipsométricos obtenidos con la Teoria del Medio Efectivo y
el método de la matriz de transferencia para un sistema multicapas con un periodo espacial de 10 nm
y 24 capas. En A tenemos un MMH tipo Il, en B tenemos un metal efectivo, en C tenemos un ENZ, en D
tenemos un MMH tipo | y en E un dieléctrico efectivo.
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Figura 15. Mapa de clasificacién del metamaterial efectivo para un sistema multicapas de Ag/SiO2 en
funcién de la fraccién de llenado del metal y la longitud de onda. A. MMH tipo II. B. Metal efectivo. C. ENZ
en el eje 6ptico. D. MMH tipo I. E. Dieléctrico efectivo.

menores a 100 nm para un nimero de periodos espaciales mayores a 6, es decir, 12

peliculas delgadas.

3.4. Relacidon de dispersion de los sistemas estudiados

En esta seccidén se profundizara en el entendimiento de los sistemas multicapas a
través de la relacién de dispersién, la cual relaciona la constante de propagacién con
la frecuencia para los modos del sistema. Cabe recordar que un modo se considera
como una distribucién del campo electromagnético soportado por el sistema que no

cambia al propagarse.

Para iniciar la discusidn, en la Figura se muestra un mapa de color de —I(n|t11]
en funcién de la constante de propagacién y la longitud de onda, para una pelicula de
Ag de 25 nm de espesor rodeada por aire. La linea blanca punteada representa la linea
de luz del aire. Los calculos se realizaron con el método de la matriz de transferencia en
el rango frecuencias de [200-600] THz, que corresponden aproximadamente al rango
de longitudes de onda [500-1500] nm. Nétese que wq es una frecuencia arbitatria, pero
en este caso y en los siguientes tomara el valor de la frecuencia de plasma de la plata.

Las regiones en color verde (valores maximos) representan valores de ti; cercanos
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Figura 16. Mapa de —In|t11]| para una pelicula de Ag de un espesor de 25 nm. Se observa la presencia
de dos modos que, estan asociados a los modos simétrico y antisimétrico de los plasmones polaritones
de superficie. La linea blanca punteada representa la linea de luz del aire.

a cero y permiten visualizar las curvas de la relacion de dispersién. Los mapas estan
graficados en escala logaritmica para facilitar la visualizacién de los resultados. En este
caso, observamos la presencia de dos modos plasmédnicos. Uno de ellos muy cercano
a la curva de los PPS del medio semi-infinito (curva con linea discontinua) y el otro que
se observa a frecuencias mas bajas. El primero corresponde a un modo simétrico y
el otro a un antisimétrico Téllez-Limén y Salas-Montiel (2021). La separacién de estos
modos depende del espesor de la pelicula; entre mas delgada es la pelicula mayor es

la separacién de los modos (Maier et al. (2007)).

En la Figura se presentan resultados para un sistema de cuatro capas (dos
periodos) variando el periodo espacial (renglones) y la fraccién de llenado (columnas).
La curva blanca punteada en cada grafica representa la linea de la luz para el aire.
Tomando como referencia la figura del centro, es decir, de un periodo espacial de 50
nm y p = 0.5, podemos observar que la separacién entre modos es inversamente
proporcional tanto a la fraccién de llenado como al periodo espacial. Es decir, que el
ancho de la pelicula de metal, controlado a través de la fraccién de llenado y el periodo,
determina la separacidon entre los modos del sistema. Por otro lado, al disminuir las

dimensiones del periodo espacial se ensancha el modo, estos modos tienden a las
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Figura 17. Relacién de dispersién para un sistema multicapas de 2 periodos (4 capas), con periodos
espaciales de 10 nm, 50 nm y 100 nm, y fracciones de llenado p=0.3, 0.5y 0.7.

lineas de luz para el aire conforme aumenta la fraccién de llenado. Por otro lado, al
aumentar la fraccion de llenado se observa que la curvas de la relacién de dispersion
se acercan también a la linea de luz para el aire. Para excitar los modos se puede
emplear la configuracién de Kretschmann, la cual consiste en colocar un prisma con

un indice de refraccion alto en contacto con la pelicula delgada (Maier et al. (2007)).

En la Figura se muestran resultados para un sistema multicapas con un periodo
espacial de 50 nm y una fracciéon de llenado de p = 0.5, pero variando el nimero
de capas que lo conforman. Vemos que al aumentar el nimero de capas aumenta el
numero de modos. Para el caso de 24 capas (12 periodos) se obtiene un cuasi-continuo

de estados en un ancho de banda finito.

En la Figura se muestran mapas de reflectancia considerando sistemas mul-
ticapas con un sustrato, en funcién de la longitud de onda y el angulo de incidencia,
similares a los que veriamos en un experimento de reflexién total atenuada (ATR por
sus siglas en inglés). La luz incide desde el vidrio con un indice de refraccion n = 1.5,
y se considerd un sistema de multicapas de 4 capas alternando Ag con SiO», con frac-
cién de llenado p = 0.3 y un periodo espacial de 10 nm en A, 50 nm en By 100 nm

en C. En A se observa que para angulos menores al angulo critico del sistema vidrio-
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Figura 19. Mapa de reflectancias en funcién de la longitud de onda y del angulo de incidencia para un
sistema de multicapas de 4 capas alternando Ag con SiO2, con fraccién de llenado p = 0.3 y un periodo
espacial de 10 nm en A, 50 nm en By 100 nm en C. Se consideré iluminacién desde un vidrio con indice
de refracciéon de n =1.5.

aire, (41.2°) el sistema puede ser poco reflectivo, pero a partir del dngulo critico la
reflectividad es mayor. Se puede ver que poco después del angulo critico hay una zo-
na difuminada a longitudes de onda largas. La disminucion de la reflectividad en esta
zona puede asociarse a la excitacién de un modo. En B vemos una curva que, de igual
forma, puede asociarse con un modo. Esta curva, para longitudes de onda largas, se
acerca al angulo critico, mientras que para longitudes de onda cortas se aleja de este
angulo, se ensancha y se atenua. De igual forma, alrededor del dngulo critico hay un
pico de reflectancia. Para C se encontré una curva parecida a la anterior, pero mas
estrecha. En este caso no se alcanza a visualizar el pico de reflectancia en el angu-
lo critico, posiblemente debido al grosor total del sistema multicapas que es mayor
gue el de los casos A y B. Nétese que estos resultados se pueden visualizar como lo
gue veriamos en un experimento de ATR para una pelicula delgada metdlica sobre un

sustrato semi-infinito de vidrio.

Si la relaciéon de dispersién del modo esta sobre la linea de luz del aire, entonces son
modos no accesibles, ya que carecen de significado fisico. Si la relacién de dispersion
del modo esta por debajo de la linea de luz del aire, es un modo propagandose por el
metamaterial. Una vez que se conocen los coeficientes A; y B; la distribucion espacial
de los modos se puede calcular a partir de la expresion |W;(x, 2)|? = |Ajl? + |Bj|> +
2Re[A,-Bj*e—2"°’f(z—Zf)]. La pendiente de la curva de la relaciéon de dispersién Z—f esta
relacionada con la velocidad de propagacién en el modo. Sin embargo, es necesario
mencionar que en este caso, las curvas de dispersidn que estamos presentando estan

en funcién de la longitud de onda, no de la frecuencia.
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Capitulo 4. Calculos numeéricos sobre la propagacion de
altas frecuencias espaciales en metamateria-

les hiperbolicos

El método de la matriz de transferencia es adecuado para abordar problemas en
los que el sistema se ilumina con ondas planas y puede extenderse a haces direccio-
nales representados como una superposicion de ondas planas. Sin embargo, conlleva
ciertas complicaciones al lidiar con campos mdas complejos que tienen componentes
evanescentes. Para esto es mas conveniente recurrir a otros métodos de calculo elec-
tromagnético. En nuestro caso, se decidié continuar con el estudio de la interaccidén de

la luz con metamateriales hiperbdlicos usando el software comercial CST Suite Studio

®.

CST Suite Studio ®), es un software de analisis electromagnético en 3D basado en
el método de integracién finita. Este software permite resolver numéricamente proble-
mas de interaccion de ondas electromagnéticas con medios materiales, discretizando
las ecuaciones de Maxwell en su forma integral y aplicandolas recursivamente sobre
un conjunto de celdas unitarias que definen el volumen del medio (Weiland (1977)). La
técnica de integracion finita puede ser vista como una variacién del método de diferen-
cias finitas en el dominio temporal (FDTD por sus siglas en inglés) y permite resolver
problemas electromagnéticos en medios dispersivos, anisétropos e incluso no-lineales
(Clemens y Weiland (2001)).

En este capitulo se presentan resultados obtenidos al colocar fuentes dipolares cer-
ca a la superficie de un metamaterial hiperbdlico. Una fuente dipolar es lo més cercano
gue podemos tener a la idealizacidon de una fuente puntual. El calculo esta motivado
por la propiedad que tienen los materiales hiperbdlicos para propagar luz con nUmeros
de onda grandes, que en medios como el aire estarian asociados con ondas evanes-
centes o no propagantes. Esto implica que con estos materiales es posible obtener
resolucién mas alld del limite de Rayleigh de los sistemas épticos convencionales. Se
decidié trabajar con fuentes puntuales por la diversidad de nimeros de onda k que
se tienen en su descomposicién en ondas planas. De esta manera es posible excitar
todos los modos soportados por el sistema multicapas, ademas de que se asegura la

presencia de componentes que en el vacio serian evanescentes. En CST se pueden
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simular las fuentes dipolares mediante una antena lineal muy pequena, formada por
un alambre en cuyos extremos se colocan dos terminales de conductor perfecto. Al
circular una corriente por el alambre se emiten ondas en todas direcciones, excep-
to en la direcciéon de la corriente en el dipolo. Los experimentos numéricos de este
capitulo fueron disefiados para determinar si se transmite la informacién de las altas

frecuencias al propagarse la luz por el metamaterial hiperbdlico.

4.1. Illuminacidén con una fuente dipolar

Consideramos un metamaterial hiperbdlico rodeado de aire, que consiste de un sis-
tema de 24 peliculas delgadas alternando entre Ag y SiO». La suma del espesor de
una pelicula de Ag con una pelicula de SiO, es de 10 nm, dando como resultado un
metamaterial con un espesor total de 120 nm. Cada par de capas de elementos dis-
tintos constituye un periodo espacial del sistema. Para los cdlculos se consideré un
sistema infinito invariante en el plano xy. Numéricamente, esto se logré consideran-
do una ventana de cédmputo de 1.5um x 1.5um, limitada por peliculas absorbentes
perfectamente empatadas (PML, por sus siglas en inglés) en el dominio temporal. El
dipolo empleado como fuente puntual se orienté a lo largo del eje y y se colocé a una
distancia de 10 nm por encima de la superficie del metamaterial hiperbdlico, siguiendo
la geometria de la Figura (5)). La distancia entre el metamaterial y la fuente puntual
actla como una especie de filtro que limita el intervalo de ondas evanescentes que
se pueden acoplar al material. Por otro lado, aunque hay una distancia 6ptima donde
habria un reforzamiento de la interaccién, en esta simulacién se busca acoplar el ma-
yos numero de vectores de onda al metamaterial para acceder a un mayor nidmero de
modos, mas que explorar efectos de la interaccion. Nétese que la minima distancia a
la que se puede colocar la fuente puntual esta determinada por el tamafo de la antena

dipolar.

En la Figura (20) se muestra la relacidon de dispersién para el sistema multicapa
antes descrito, con una fraccion de llenado de 0.5. Como en casos anteriores, la region
verde representa la relacién de dispersion del sistema, mientras que la lineas punteada

blanca es la linea de luz para el aire.

En la Figura (21), a la izquierda, se presentan mapas de intensidad resultantes de
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Figura 20. Relacién de dispersién para un sistema multicapa de Ag/SiO2 con 12 periodos, periodo espa-
cial de 10 nm y fraccién de llenado de 0.5. En blanco se encuentra la linea de luz para el aire.

la interaccion de la radiacidn emitida por el dipolo con el metamaterial hiperbdlico,
considerando diferentes fracciones de llenado. Para facilitar la visualizacién, la regién
ocupada por el metamaterial se denota por las dos lineas negras horizontales y parale-
las. El sistema se ilumind con una fuente dipolar con longitud de onda de 633 nm. A la
derecha se muestran los perfiles de intensidad de la luz transmitida por el metamate-
rial, medidos a lo largo del eje x, 4 nm por abajo de la Ultima interfaz (z=—4 nm). Con
base en la Figura (9)), podemos determinar el tipo de metamaterial que se tiene para
cada fraccién de llenado. En A tenemos una fraccién de llenado p = 0, es decir que el
sistema consta de una pelicula de 120 nm de SiO; en aire. La radiacién se propaga a
través de la pelicula y a la salida, su distribucién espacial de intensidad tiene un ancho
de 230 nm, medido a la mitad del ancho del valor maximo (FWHM, por sus siglas en
inglés). En B tenemos un sistema multicapas con una fraccién de llenado de p = 0.1,
0 sea con un 10% de metal. De la Figura (IO)A, vemos que a la longitud de onda
considerada el medio efectivo se comporta como un material ENZ con baja absorcion.
Vemos que, en comparacion con el dieléctrico, la divergencia de la luz que pasa a tra-
vés de la pelicula de este metamaterial es menor. El FWHM del perfil de intensidad a la
salida es de 30 nm y notamos que los efectos de absorcién no son apreciables. Estas
cualidades pueden ser explotadas para el disefio de sistemas novedosos de formacién

de imagenes, como se demuestra en la referencia Jacob et al. (2006). En C tenemos un
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Figura 21. Propagacién de la luz emitida por una fuente dipolar monocromatica (A = 633 nm) a través
de una pelicula de metamaterial de 120 nm de espesor para diferentes fracciones de llenado. Del lado
izquierdo se muestran los mapas de intensidad del campo cercano en el plano xz y del derecho las
distribuciones de intensidad a la salida de la pelicula, 4 nm por debajo de la pelicula. A corresponde a
una pelicula de 120 nm de SiO2, B a un Medio ENZ, C a un MMH tipo I, y D a una pelicula delgada de 120
nm de Ag.
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sistema multicapas con fraccién de llenado p = 0.5 que se comporta como metamate-
rial hiperbdlico tipo Il. En este caso se observa la propagacién preferente en forma de
cono del campo electromagnético; recordemos, del Capitulo (2)), que el medio dngulo
que forma el cono esta descrito por la ecuacién 6 = arctan (\/—7%) Otro punto intere-
sante es que los brazos que forman este cono tienen un FWHM de 30 nm. Un perfil tan
estrecho es una indicacién de que se esta propagando informacién con una frecuencia
espacial alta, lo cual es consecuencia de la propagaciéon de ondas con niumero de onda
grandes en el material. Asimismo, se observa cierta estructura del campo dentro del
metamaterial, que es resultado de reflexiones multiples y del acoplamiento a modos
internos del sistema multicapa (ver Figura (20))). En D tenemos un sistema multicapa
con fraccién de llenado p = 0.9 que se comporta como un metal efectivo. Para esta
fraccidon de llenado, la luz ya no se propaga como en el MMH tipo Il, aunque el ancho
de la curva de intensidad que se obtiene a la salida del metamaterial es menor que en
el caso del dieléctrico. Por otro lado, se observa que la intensidad disminuye debido
a las pérdidas en el material. Finalmente en E tenemos una fraccién de llenado de
p = 1.0, es decir, es una pelicula metalica de 120 nm de Ag. El FWHM para este caso
es parecido al del inciso A, siendo de 260 nm. Nuevamente se observa una reduccién
en la intensidad de la luz a la salida de la pelicula, debido a la alta reflectividad y las

pérdidas en el material.

4.2. Illuminacidn con dos fuentes dipolares

En las Figuras (21)B y C se puede notar la alta direccionalidad del campo electro-
magnético dentro de los metamateriales ENZ e hiperbdlico. Es entonces interesan-
te explorar su capacidad para transmitir informacién que permita discernir entre dos
fuentes puntuales muy cercanas; es decir, fuentes separadas por una distancia inferior
a media longitud de onda. Por tal motivo se decidid realizar simulaciones utilizando un
par de fuentes. Consideramos entonces dos fuentes dipolares emitiendo luz con una
longitud de onda de 633 nm separadas entre si por una distancia de 100 nm y colo-
cadas en un plano que esta 10 nm por arriba de la superficie del metamaterial. Los
resultados se muestran en la Figura (22). Del lado izquierdo se muestran los mapas
de intensidad en el plano xz y al lado derecho se muestran los perfiles de intensi-
dad normalizados del campo electromagnético transmitido por el metamaterial, en el

plano que estd 4 nm por debajo de la Ultima interfaz (en z = —4 nm). Como en el



43

caso de iluminacién con una fuente, en A tenemos una pelicula delgada de 120 nm
de SiO,. Podemos ver que la propagaciéon de la luz a través de la pelicula dieléctrica
ha eliminado la posibilidad de distinguir la presencia de las dos fuentes. En B tene-
mos un material tipo ENZ, y vemos que la informacidn necesaria para distinguir las
fuentes se ha propagado al otro lado de la pelicula. Es decir, con base en la medicio-
nes de campo cercano del otro lado del material, seria posible distinguir entre las dos
fuentes puntuales. En C tenemos un MMH tipo Il que, como ya vimos, producia una
alta direccionalidad en la propagacién. Vemos que, en este caso, también es posible
distinguir ambas fuentes; los conos producidos por cada fuente dipolar, aunque se
cruzan, no perjudican su propagacioén ni el ancho lateral de los perfiles de intensidad.
Nuevamente se observan reflexiones dentro del MMH y parece haber més detalles en
el acoplamiento a modos internos y la interferencia entre ellos. Sin embargo, esto no
parece perjudicar la capacidad de transmisidon de la informacion de alta frecuencia a
través de la pelicula. Finalmente, en D tenemos una pelicula de 120 nm de Ag. Vemos
gue en este caso no es posible tener informacién sobre las fuentes a la salida de la

pelicula.

También es ilustrativo mostrar el comportamiento que se obtiene en el campo le-
jano de la pelicula, por lo que se calcularon los perfiles de intensidad del campo elec-
tromagnético una distancia de 1900 nm (aproximadamente tres longitudes de onda)
de la Ultima superficie del MMH. Los resultados se muestran en la Figura (23). En A
tenemos un material tipo ENZ, mientras que en B tenemos el MMH tipo Il. Se observa
gue en el campo lejano no se puede decir que tenemos dos fuentes por una medicion
directa. A la salida del metamaterial, en el campo cercano, se tienen dos proyecciones
de las fuentes originales, pero al radiar en un medio homogéneo seguirdn estando a
una distancia menor que el limite de difraccién y no se podran resolver ambas fuentes.
Es claro que debe ser posible utilizar estas propiedades de los MMH’s para aumentar
la resolucién de sistemas épticos. Un esquema practico para lograr esto se describe

en Liu et al. (2008), mediante el uso de hiperlentes cilindricas.
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Figura 22. Propagacion de la luz emitida por dos fuente dipolares monocrométicas (A = 633 nm) sepa-
radas 100 nm entre si a través de una pelicula de metamaterial de 120 nm de espesor para diferentes
fracciones de llenado. Del lado izquierdo se muestran los mapas de intensidad del campo cercano en el
plano xz y del derecho las distribuciones de intensidad a la salida de la pelicula, 4 nm por debajo de la
pelicula. A corresponde a una pelicula de 120 nm de SiO3, B a un Medio ENZ, C a un MMH tipo Il, y D a
una pelicula delgada de 120 nm de Ag.
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Capitulo 5. Resumen y conclusiones

Los metamateriales hiperbdlicos reciben este nombre debido a la ecuacién que de-
fine su relacién de dispersién. Esta forma de la relacién de dispersion es consecuencia
de la diferencia de signos de las componentes que definen al tensor de permitividad
eléctrica del material. Los metamateriales hiperbélicos pueden pueden dividirse en
dos categorias; tipo | o dieléctrico y tipo Il o metalico, dependiendo de cual sea el
signo de la componente dominante del tensor de permitividad. La principal diferencia
entre ambos tipos de MMH's es que la propagacién del campo electromagnético, en la
direccidn de su eje principal, es la de un medio efectivo dieléctrico y un medio efectivo
metalico, respectivamente. El MMH tipo Il es reflectivo para longitudes de onda largas

y presenta mayor absorcién que el MMH tipo I.

Una forma sencilla de generar artificialmente un metamaterial hiperbdlico es me-
diante un sistema multicapas que alterne peliculas delgadas metalicas y dieléctricas.
Para estudiar las propiedades de estos metamateriales hiperbdlicos y su interaccién
con ondas electromagnéticas de diferentes frecuencias, se requiere tener un buen
modelo de la permitividad de los metales a emplear, para lo cual se puede emplear el

modelo de Drude-Lorentz.

A través de la teoria del medio efectivo y del método de la matriz de transferencia,
es posible estudiar las propiedades épticas de los metamateriales hiperbdlicos forma-
dos por sistemas multicapa. La teoria del medio efectivo permite homogeneizar la res-
puesta del sistema multicapas en funcion de la constante dieléctrica de los medios que
lo conforman y la fraccién de llenado. De esta manera, hemos calculado las permitivi-
dades efectivas en las direcciones de los ejes principales para diferentes longitudes de
onda y fracciones de llenado. Como cualquier aproximacion, la teoria del medio efecti-
vo tiene una region de validez que en este caso depende principalmente de la relacién
entre las dimensiones de las estructuras que componen el material con la longitud de
onda, asi como de los numeros de onda empleados para explorar el sistema. Por ello,
es necesario complementar el estudio de estos metamateriales mediante el método
de la matriz de transferencia, pues este método permite hallar soluciones rigurosas
para la relacién de dispersidn y la respuesta 6ptica de los sistemas multicapas. Con
este método es posible encontrar los modos soportados por el sistema, incluyendo las

resonancias plasménicas. Se observé que la relacién de dispersién y los modos del sis-
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tema dependen del factor de llenado, el periodo espacial y el nimero de periodos que
conforman al metamaterial hiperbdlico. Los principales resultados encontrados a este
respecto son los siguientes. El periodo espacial determina la separacidon entre modos;
entre mas grande sea el periodo espacial, mas juntos estardn los modos. La fraccion
de llenado determina la pendiente de los modos en el espacio k— w Yy, por lo tanto, la
velocidad de propagacion del modo. El numero de periodos determina el niumero de
modos que soporta el sistema; a mayor nimero de capas hay un mayor nimero de
modos y estos modos tienden a agruparse hasta formar un continuo, como en la Fig.

(38)(c).

Al comparar los resultados obtenidos con el método riguroso y la teoria del medio
efectivo para los parametros elipsométricos, pudimos constatar que para que la teoria
del medio efectivo funcione es necesario que el periodo sea pequefio comparado con
la longitud de onda y que el niumero de periodos debe ser suficientemente grande
para que el metamaterial pueda ser considerado un medio semi-infinito. Hemos visto
que un periodo de 10 nm es adecuado para todo el intervalo espectral explorado, pero
se obtienen buenos resultados para periodos de hasta 100 nm. Se observé que la TME

funcionan bien para modelar MMH tipo | y Il y medios ENZ.

Al iluminar el metamaterial hiperbdlico tipo Il con una fuente puntual cercana a su
superficie pudimos verificar que la luz se propaga en el material en direcciones pre-
ferentes que forman un cono. Como era de esperarse, el angulo de apertura del cono
depende de la longitud de onda incidente y de la fraccién de llenado. Los resultados
también muestran que las ondas con nUmeros de onda grandes se pueden propagar
en el material, por lo gue es posible obtener informacién de las altas frecuencias en el

campo cercano.

Los metamateriales hiperbdlicos tienen un amplio espectro de aplicaciones poten-
ciales por explorar. El presente trabajo de tesis sirve como una introduccién al estudio
y disefio de metamateriales hiperbdlicos, al presentar un analisis accesible y amplio
sobre las propiedades de estos metamateriales. Aungque los resultados se centraron
en un sistema multicapa que combina plata con diéxido de silicio, representa un caso
tipico que puede generalizarse facilmente a otros sistemas multicapas con peliculas

de metal y dieléctrico intercaladas.
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Anexo A: Teoria del medio efectivo

Estamos interesados en encontrar las propiedades macroscépicas de un medio que
consiste en capas alternantes de materiales homogéneos. Suponemos que son capas
planas alternantes de dos sustancias con permitividades y permeabilidades complejas
€1, U7 (grosor de la capa a) y €2, U, (grosor de la capa b). Queremos hallar el campo
promedio de sobre el periodo d = a + b. Este campo promedio sélo tiene sentido bajo
la condicion de que para cualquier direccién arbitraria de propagacion, su cambio en

una distancia de orden d es suficientemente pequeno. Esto se puede escribir como

kd|n| < 1, (61)

dénde k = w/c=2n/A y n es el indice de refraccién efectivo del medio, diferente para

diferentes diecciones de propagacién y para diferentes polarizaciones.

De la simetria del problema es claro que es suficiente considerar 3 casos de propa-
gacion de ondas: propagacién en la direccién paralela a las capas para ambas polari-

zaciones y la propagacién en la direccién perpendicurlar a estas.

Consideraremos el eje z de un sistema de coordenadas rectangular perpendicular
a las capas. Las intensidades de los campos serdn representadas con E y H, mientras

gue el promedio sobre una distancia d por una linea sobre ellos.
Propagacion a lo largo del eje x con polarizacién transversal eléctrica

En este caso tenemos las siguientes ecuaciones para los componentes E, = E, Hx y
H:

oE
— = ikuHy, (62)
0z
oE )
— = —IikuH,, (63)
oxX
oH H
X % = ikeE, (64)
0z X

donde € y u son funciones periédicas de z, tomando alternativamente valores de €1,

M1 Y €2, My. Como se busca una solucion periddica en z con periodo d, de la forma:

E = U(z)e knx, (65)
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Hy = V(z2)e~knx, (66)

H, = W(z)e knx, (67)

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores tenemos

du
— = kuWw, (68)
dz
nU = uWw, (69)
dv
— + iknW = ikeU. (70)
dz

Las soluciones exactas para z en el primer medio, con a; = k,/n% —n?y ni = &1,

son

U=Acos(a12)+ Bsin(a1z), (71)
V=—_a—1(A sin(a1z)—Bcos(a12)), (72)
tkpy
W= ui(Acos(alz)+ Bsin(a1z)). (73)
1

Por otro lado, las soluciones exactas para z en el segundo medio, con a; =k n% —n?

y n3 = €244, son

U=Ccos(a2z)+ Dsin(a32), (74)
V=—i(Csin(azz)—Dcos(orzz)), (75)
ik
W= 'ui(Ccos(orzz)+Dsin(azz)). (76)
2

Para estas soluciones se deben de imponer 4 condiciones de continuidad y periodi-
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cidad de E y Hy, es decir, Uy V con respecto a z:

U(+0)=U(-0),U(a—0)=U(—=b+0),V(+0)=V(-0),V(a—0)=(—b + 0). (77)

Por una simple sustitucion podemos hallar para A, B, C y D las siguientes cuatro

ecuaciones homogeneas.

C=A, (78)
Ccos(azb)—Dsin(azb) =Acos(ai1a) + Bsin(aia), (79)
D = xB, (80)
Csin(azb)+ Dcos(azb) =—x(Asin(aia)—Bcos(a1a)), (81)
donde,
iy (82)
H102

Igualando a cero el sistema de ecuaciones anterior obtenemos la siguiente relacién

de dispersion, determinando n en funcién de k:

(1 + x?)sin(a1a)sin (az2b) + 2x(1 — cos (a1a) cos (azb)) = 0. (83)

Es posible reducir esta ecuacién a la siguente combinacién de ecuaciones (véase
Rytov (1956))

tan(%22) | =x
)

tan(3)
tan(%3* 1
X

Podemos calcular los valores promedios sobre un periodo d de U, V y W. Si en
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adicién usamos los valores de las razones A : B : C : D obtenemos las siguientes

expresiones para las razones de U y V respecto a W

- - 1 1
vV H -
W _ __X kzull uzl ) (86)
2 Kl
donde,
U(a—0)—U(+0) kpy 1 xtan(aia/2) + tan(azxb/2) (87)

- V(a—0)—V(+0) - a1 tan(axb/2) xtan(azb/2) + tan(ai1a/2)’

De acuerdo a la Ec. (84), P es cero o infinito. En el primer caso la estructura del
campo es que E y H; estén distribuidos en cada capa simétricamente sobre su centro,
es decir, que son funciones pares. Sin embargo, su componente longitudinal Hyx es
impar, de tal forma que su campo promedio es una onda transversal (Hx = 0) con

intensidades E y H,.

Para el segundo caso la solucién es completamente lo contrario, Hy es par mientras
que E y H, son impares con respecto al centro de las capas. Por lo tanto, el campo
promedio sélo tiene la componente Hy. Es facil ver que ese caso no es compatible con
la condicién de cambio lentamente variable sobre una distancia d ya que ondas con

A > d/2 se extinguiran en la direccién x en una distancia de orden d/2m.

Regresando al primer caso, para que las intensidades promedios de los campos

E, = Uek™ y H, = We~k"x pueden satisfacer las ecuaciones de Maxwell

dE,

] oH .
= —iku®H,, = —ike®Ey, (88)
9X

es necesario definir la permitividad y permeabilidad efectiva €€ y u€ a través de las

E, ue U
n:1/£e e,—: —_— = . 89
H H, g w (89)

ecuaciones
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Usando las razones promedio obtenidas con anterioridad podemos llegar a

o2 — o2
€8 = nzg—lz, (90)
ulaz_IJZal
pq a2 — ppa?
e=2 1 (91)
donde n es la raiz de la ecuacidon
a> a>b a1 ai1a
—tan(—) =——tan(—). (92)
H2 2 H1 2

Propagacion a lo largo del eje x con polarizaciéon transversal magnética

El campo en esta situacion tiene las componentes Ex, E; y Hy = H, con ecuaciones:

oH
— = —ikeEy, (93)
0z
oH
— = —ikeE,, (94)
oX
9Ey  OE
X Z — _ikuH, (95)
0z X

y las condiciones de continuidad y periodicidad en las fronteras estdn impuestas sobre
H y Ex. Evidentemente podemos obtener las soluciones intercambiando los campos
con el caso estudiado anteriormente. Aqui tenemos también dos posibles comporta-
mientos de los campos. Una de ellas no satisface la Ec. (61). La otra nos lleva a un

campo promedio que forma una onda transversal con intensidades E, =E, y Hy = H.

Este campo promedio satisface las ecuaciones de Maxwell

oHy .
—_— = [kEeEz,
9X

oE;

= ikueH,, (96)
X

donde €€ y u® estan dados por las férmulas

2 2
105 — &0
Ee: —2 1, (97)

2 _ 52
as —a?
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2 2
as—ao
Ut = nz%. (98)
€105 — €202
Los valores que puede tomar n estan determinados por:
a? azb o1 aia
—tan(—) = ——tan(—). (99)
& 2 &1

Ambas ecuaciones trascendentales en el caso general no permiten expresar n de
una forma mas explicita. Por lo tanto, la condicién de la Ec. (61) tampoco se puede
expresar de una forma mas explicita. Es importante enfatizar que esta condicién no

implica que los cambios en los campos a través de las capas son pequefos.

Podemos derivar férmulas para situaciones con ondas suficientemente largas, pa-

ra las cuales |aial y |a2b] <€ 1. Si reemplazamos las tangentes por sus argumentos

tenemos
n=/euc, e =¢ uc=[, (100)
donde
ae1 + be
il (101)
a+b
= a b
1 1 -+
—=—=h B (102)
0 u a+b

Para una evaluacién mas precisa tomamos en cuenta los términos cubicos en la
expansion de las tangentes y se encuentra que los términos correctores son del or-
den de k2d2. Por ejemplo, las expresiones para € y u€ en el caso de la polarizacién

transversal eléctrica con las correcciones mencionadas quedan como

k?a’b? [l £1—¢
=14 o (n2_n2)2 72 (103)
12d? pyp, 1 3
. ka2 g2
“ezu 1+szuzuz(ni—n§)(ul—uz) . (104)
12

Podemos obtener la expresion para la polarizacidn transversal magnética intercam-
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biando € y u.
Propagacion a través del eje z

En esta situacion los campos Ex = E y H, = H satisfacen las ecuaciones

dE ,

— = —ikuH, (105)
dz

dH ,

— = —(keE. (106)
dz

Cuyas soluciones tienen la forma de
E =U(z)e *n?, (107)

H=V(z)e *n?, (108)

donde U y V son funciones perddicas de z con periodo d. Si integraramos el sistema
de ecuaciones y comparamos con las soluciones mencionadas obtendriamos para el

primer medio

U =en?(Ae!®? + Be~ion?), (109)
o1 . . .
V:__etknz(Aetorlz_Be—torlz)’ (110)
Ky
U = e'kn?(Ce'®? 4 pe~'®2?), (111)
oy . . ,
V= __elan (Celazz _ De—l(XzZ), (112)
ki

donde a1 = kn; = /(1/51[.11 y ap = kny = /(1/52[.12.

Imponiendo en U y V las condiciones de continuidad y periodicidad, que tienen la
misma forma que en los casos anteriores, obtenemos cuatro ecuaciones homogeneas

para las constantes de integracién.

C+D=A+D, (113)
e~tknb (Ce=iazb 1 peiaab) = gikna (peima 4 ge=iona), (114)

C—D=x(A—B), (115)
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e—iknb (Ce—iorzb _ Deiazb) — Xeikna (Aeiorla _ Be—iala) , (116)

o &
X = 142 _ 1“2. (117)
a2y &4

Igualando a cero el determinante del sistema anterior obtenemos la relacién de

donde

dispersién

2

cos (knd) = cos(aya)cos(azb) — sin(aya)sin(a2b). (118)

En contraste a los casos considerados anteriormente, cuando la propagacién ocurre
en la direccién perpendicular a las capas la condicién de la Ec. se cumple sélo
cuando las ondas son tan grandes que |aia| y |azb| < 1. Si mantenemos los términos
de orden no mayor que el primer orden de k al calcular los valores promedios sobre

un periodo, obtenemos la razén U respecto a V

U E 7 ikab U, &> — U-€
—_— === g[1+ sz _512 1:|' (119)
vV H £ 4d VEU

Si queremos que las ecuaciones de Maxwell

9x ikueH (120)
—_— == ,

3z HHy

oHy .

— Y o _ike®E,, (121)
0z

se cumplan para los campos promedios Ex = E y Hy = H debemos determinar ¢ y u¢

de las condiciones

n =4/ &°ueE, (122)
E e U
SN L (123)
Hy I 4

De donde v
e =n—, (124)
U
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€ v (125)
=N—-.
H v
Sustituyendo podemos obtener
tkab &2 — Uy€
se=5[1— ht2— he 1], (126)
4d VELU
ikab u,&2 — Uy€
ue=p[1+ “12_f121]. (127)
4d VEU

Longitudes de onda largas

Sea kd tan pequeio gue los términos de correccién puedan ser despreciados de las
Ecs. (103), (104)), (126), (127), las condiciones correspondientes toman la forma de

&g asy + bsy

= =P (128)
€162 Q&+ bey
. au, + b
HH _ M1 H> _ (129)
MiMy  auy + by,

kab

—— =R. (130)

d

Para ondas propagandose paralelamente a las capas con polarizacién transversal
eléctrica tenemos

R? £1— &

Q(n?—n3)

- = <1, 131

12 £ ‘ ( )

M1 — M
i

Q(n?—n2) <1 (132)

2
12

Para ondas propagandose paralelamente a las capas con polarizacién transversal

magnética tenemos
2

E1— &>
5 P(n—n3)——| < 1, (133)
R2 2 2 Ul_uz
E P(nl—nz) - <L 1. (134)




59

Mientras que para propagacion perpendicular a las capas tenemos

R &>y — U-E
i il ST (135)
4 VEU

Considerando estas condiciones podemos obtener

3E
— = _ikjiH,, (136)
oX
oH
® = _ikeE,, (137)
oX
aH
— Y _ ik:E,, (138)
0X
dE,
——% — ikjaH,, 139
9 MMy ( )
3Ey
X _ikiHy, 140
Py MMy ( )
oH
— Y — _IKEE,. (141)
0z

Estas ecuaciones pertenecen a un sistema de ecuaciones de Maxwell para un medio
cuyas permitividades y permeabilidades estan descritas por un Unico tensor degene-

rado con ejes principales coincidentes y con valores principales

o . a1 + ber
R SR (142)
e1&(a+ b
ge g f152@¥ ) (143)
3 asy; + bey
auy + by
ue=ps= =2, (144)
. Mipx(a+b)
pe=fi=—t (145)
apy + by

Por lo tanto, en el rango 6ptico, el medio a consideracién tiene las propiedades de

un cristal uniaxial con ejes 6pticos perpendiculares a las capas.
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