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Resumen de la tesis que presenta Jeasson Fabian Gonzalez Sierra como requisito parcial para la obtencién
del grado de Doctor en Ciencias en Oceanografia Fisica.

Atrapamiento y estabilidad de vértices en montaias y valles submarinos

Resumen aprobado por:

Dr. Luis Zavala Sansén

Director de tesis

Se presentan soluciones analiticas de vértices barotrépicos en un modelo cuasi-geostréfico sobre una
topografia axisimétrica en el plano f. Las soluciones estdn basadas en modos azimutales independientes
y son determinadas por la forma de la topografia. Los modos 0 (monopolos circulares) y 1 (dipolos
asimétricos) son analizados para diferentes perfiles de montafas y valles submarinos. Estos modos con-
stituyen flujos interiores que se conectan con un flujo exterior cuyas lineas de corriente encierran al
vortice, de forma que las estructuras permanecen atrapadas sobre la topografia. Los monopolos son
estacionarios en general, mientras que las soluciones dipolares rotan con rapidez angular constante. Para
ser solucidn, el tamafio horizontal de los dipolos no debe ser menor que el de la topografia y ademas
deben cumplir con una condicién de atrapamiento que depende de los pardmetros topograficos y las
caracteristicas del flujo. El atrapamiento de los vértices es estudiado mediante simulaciones numéricas
inicializadas con el campo de vorticidad tedrico. El modelo reproduce razonablemente bien las soluciones
analiticas cuando los efectos topograficos son lo suficientemente fuertes para evitar la auto-propagacién
del dipolo. En contraste, los modos dipolares intensos pueden escapar de la influencia de la topografia.
Por otra parte, se examina la inestabilidad lineal de flujos circulares en la dindmica de aguas someras.
El problema de eigenvalores generalizado asociado con perturbaciones azimutales es derivado para to-
pografias axisimétricas arbitrarias, tanto para montafias como valles submarinos. Se modificaron los
teoremas de Rayleigh y Fjgrtoft para incluir los efectos del fondo variable, obteniendo criterios necesarios
para la inestabilidad barotrépica cuando el gradiente de vorticidad potencial es cero en alguna parte
del dominio. La inestabilidad centrifuga también es discutida derivando el teorema de circulacién de
Rayleigh con topografia. Posteriormente, se analizé la estabilidad lineal de los monopolos circulares en
las soluciones cuasi-geostroéficas. La inestabilidad de los monopolos depende tanto de la configuracion
vortice/topografia, como del tamafio del vértice relativo al ancho de la topografia. Se encontré que
las configuraciones anticiclén/montafia y ciclén/valle son inestables. En contraste, las configuraciones
ciclén/montafia y anticiclén/valle son estables. Estos resultados fueron validados con dos métodos
numéricos. Primero, el problema de eigenvalores generalizado es solucionado para obtener el niimero
de onda de las perturbaciones con mayor razén de crecimiento. Segundo, la evolucién de los vértices
es simulada numéricamente para detectar el desarrollo de las perturbaciones. Los resultados numéricos
muestran que para vdrtices inestables sobre topografias estrechas la mayor razén de crecimiento cor-
responde al modo 1, formando en el largo plazo estructuras dipolares asimétricas. Sobre topografias
amplias, las perturbaciones que crecen mas rapido son principalmente las de los modos 1 y 2, dependi-
endo de las caracteristicas de la topografia.

Palabras clave: Cuasi-geostréfico, topografia, vortices, estabilidad



Abstract of the thesis presented by Jeasson Fabian Gonzalez Sierra as a partial requirement to obtain
the Doctor of Science degree in Physical Oceanography.

Entrapment and stability of vortices over submarine mountains and valleys

Abstract approved by:

Dr. Luis Zavala Sansén

Thesis Director

Analytical solutions of barotropic, quasi-geostrophic vortices over an axisymmetric bottom topography on
the f-plane are presented. The solutions are based on independent azimuthal modes adapted to the shape
of the topography. Modes 0 (circular monopoles) and 1 (asymmetric dipoles) are evaluated for different
topographic profiles that represent either submarine mountains or valleys. These modes correspond to
interior fields which are matched with an exterior flow with streamlines enclosing the vortices, so the
structures remain trapped over the topographic feature. In general, the monopoles are steady, whereas
the dipolar structures rotate with constant angular velocity. The dipolar solution exists when its horizontal
size is less than that of the topography and when it satisfies an entrapment condition depending on the
topographic parameters and the flow features. The main features of trapped vortices are discussed
through numerical simulations initialised with theoretical vorticity fields. The model results reproduce
reasonably well the analytical solutions when the topographic effects are strong enough to inhibit the
dipole self-propagation. In contrast, very intense dipolar modes may escape from the influence of the
topography. On the other hand, the linear instability of circular flows is examined for the shallow water
model. The generalised eigenvalue problem associated with azimuthal disturbances is derived for arbitrary
axisymmetric topographies, either submarine mountains or valleys. Amended Rayleigh and Fjgrtoft
theorems by topography effects are given for barotropic instability, obtaining the necessary criteria for
instability when the potential vorticity gradient is zero somewhere in the domain. The onset of centrifugal
instability is also discussed by deriving the Rayleigh circulation theorem with topography. Then, the linear
instability is analysed for circular monopoles in the quasi-geostrophic dynamics. The flow instability
mainly depends on the vortex/topography configuration, as well as on the vortex size in comparison
with the width of the topography. It is found that anticyclones/mountains and cyclones/valleys may
be unstable. In contrast, the cyclone/mountain and anticyclone/valley configurations are stable. These
statements are validated with two numerical methods. First, the generalised eigenvalue problem is solved
to obtain the wave number of the fastest-growing perturbations. Second, the evolution of the vortices
is numerically simulated to detect the development of perturbations. The numerical results show that
for unstable vortices over narrow topographies the fastest growth rate corresponds to mode 1, thus
forming asymmetric dipolar structures in the long term. Over wide topographies, the fastest-growing
perturbations are mainly modes 1 and 2, depending on the topographic features.

Keywords: Quasi-geostrophic, topography, vortices, stability
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Capitulo 1. Introduccidn

El estudio fisico de los movimientos en los océanos y la atmdsfera de un planeta constituye la dindmica
de flujos geofisicos. La rotacién del planeta y el tamano relativo de dichos flujos, son caracteristicas
determinantes en la evolucidn de estos sistemas fisicos. Tanto la rotacién como la pequefia razén de
aspecto entre las escalas verticales y horizontales permiten en una descripcién local, para un océano
homogéneo (i.e. densidad constante), considerar a estos flujos como bidimensionales, ya que el balance
geostrdfico (entendido como el equilibrio entre los efectos de la rotacidn y el gradiente de presién) hace
al campo de velocidad independiente de la coordenada paralela al eje vertical. Por lo tanto, a primer
orden los flujos geofisicos pueden modelarse como si evolucionaran en forma de columnas (Vallis, 2017).
Por otro lado, el tamafio del flujo indica el grado de influencia que la curvatura del planeta puede
tener sobre su dindmica. Los flujos geofisicos de extensién reducida (decenas a cientos de kilémetros)
pueden modelarse sobre el llamado plano f, donde se desprecian los efectos dindmicos asociados a los
cambios de latitud. Los flujos cuya extensién es lo suficientemente grande como para verse afectada
por los cambios de latitud son descritos en un sistema conocido como plano 3 (Vallis, 2017). Otras
caracteristicas que tienen un rol importante en la dindmica de los flujos geofisicos son la estratificacién
-en parte originada por el calentamiento solar-, los forzamientos externos -que en el caso del océano
se originan principalmente por el efecto del viento- y la topografia -dada la diversa batimetria de la

superficie terrestre y del fondo marino-.

Encontrar soluciones analiticas de las ecuaciones de gobierno que incluyan el conjunto completo de
caracteristicas dindmicas es dificil de lograr dada su alta complejidad. Por esta razén, los modelos
tedricos seleccionan tnicamente los efectos que son de interés, perdiendo de vista la influencia de aquellas
propiedades que fueron despreciadas. En el caso de los modelos cldsicos de la circulacién general del
océano, por ejemplo, el fondo marino se supone plano (Pedlosky, 1986; Rhines, 1986). No obstante, los
efectos topograficos son, con frecuencia, bastante relevantes (Roden, 1987). Estudios independientes
a escalas sindpticas o de mesoescala han resaltado el rol fundamental que tiene la topografia en la
capacidad de alterar la trayectoria de las corrientes, generar remolinos, desviar campos de flujo, crear
regiones de atrapamiento y afectar, en general, la circulacién ocednica. Adicionalmente, la topografia
da paso a la rectificacién de mareas, generacién de trenes de onda, aumento de la capa de mezcla y

generacién de ondas topogréficas, (Roden, 1987).

Establecida la importancia de la topografia en los flujos geofisicos, en lo que sigue ahondaremos en los

detalles de algunos estudios observacionales, experimentales y numéricos que motivaron esta tesis.



1.1 Antecedentes

En el Atldntico Sur, parte de las fuentes de calor, sal y energia en la termoclina surgen del transporte de
agua generado por remolinos de mesoescala desprendidos en la retroflexién de la corriente de Agulhas
desde el Océano indico (Olson and Evans, 1986; Olson, 1991). Los anilisis de observaciones satelitales
han permitido registrar trayectorias al Oeste de algunos remolinos con longitudes de hasta 5000 km y
tiempos de vida entre 3 y 4 anos. Este registro ha mostrado algunos efectos sobre los remolinos durante
su paso por la Cordillera Walvis en el este, la Cordillera del Atlantico Medio o la Elevacién Rio Grande
en el oeste. Los resultados indican desviaciones en las trayectorias y desaceleraciones de los remolinos

después de la interaccidn con estos rasgos topograficos (Byrne et al., 1995).

En el caso de los remolinos de mesoescala, como los de la corriente de Agulhas, su coherencia y capacidad
para viajar libremente resalta tanto la no linealidad (que implica débil dispersién en su trayectoria)
como la estabilidad de estas estructuras vorticales. Como ya se ha mencionado, durante sus largas
trayectorias estos remolinos suelen pasar por diversos obstaculos topograficos (cordilleras, valles y montes
submarinos). Las observaciones concluyen que en el caso de topografias con escalas horizontales amplias
y amplitudes pequefas los efectos topograficos desvian las trayectorias de propagacidén pero conservan
la coherencia de las estructuras. Por otra parte, las topografias estrechas y altas causan desde el
atrapamiento o destruccién del remolino hasta la reflexién de su trayectoria de propagacién (Kamenkovich

et al., 1996).

Otros remolinos que tienen un rol importante en la distribucién de propiedades fisicas y bioldgicas en el
océano y que son influenciados por efectos topogréficos, son aquellos que surgen desde el Mediterrdneo
con una estructura coherente. Estos remolinos, también llamados “meddies”, entran a la Cuenca Ibérica,
donde alrededor del 70% de ellos interactdan con las montafias submarinas de la Herradura (Horseshoe) y
el restante entra a la Cuenca de las Canarias (Richardson et al., 2000). Al ser afectados por la corriente
de Azores, parte de estos vértices interactdan con la cadena de montafias del Gran Meteoro (Great
Meteor). Las observaciones de estos remolinos en el Atlantico Norte sugieren que la interaccién con las
cordilleras submarinas puede ser perturbativa (desviando o atrapando la trayectoria de los "meddies”) e

incluso fatales (destruyendo su coherencia) (Dewar, 2002).

El atrapamiento de remolinos también ha sido observado en el Pacifico Norte mediante trayectorias de
boyas de deriva superficiales, las cuales han registrado el comportamiento de ciclones desprendidos de la
corriente de Kuroshio en su interaccién con la cadena de montafias submarinas Emperador (Emperator)

(Cheney et al., 1980).



Los remolinos en la atmdsfera, que transportan calor y humedad durante su movimiento, también se ven
afectados por la topografia continental, la cual es representada por montaiias, cordilleras o los obstdculos
que representan las grandes ciudades. Una situacién de atrapamiento comparable a las mencionadas para
el océano es la de los ciclones tropicales que se forman en la costa Oeste de México y sobre el Golfo de
México. En algunos casos en el Océano Pacifico, las observaciones han sugerido que la deriva al noroeste
de estos ciclones es afectada por la Sierra Madre Occidental (cadena montafiosa en México orientada en
direccidn noroeste-sureste), induciendo un movimiento hacia el interior del continente (Zavala Sansén,

2004).

Ademas de la evidencia observacional, se han realizado experimentos de laboratorio en condiciones
controladas con el propdsito de entender los procesos involucrados en la evolucién de los flujos geofisicos.
Para fluidos homogéneos en sistemas en rotacién, por ejemplo, Taylor (1917) realiz6 experimentos que
permitieron descubrir que en estas circunstancias los flujos resultaban independientes de la coordenada
paralela al eje de rotacién. En experimentos similares Taylor (1923) mostré que en presencia de obstaculos
un flujo uniforme prefiere rodearlos que pasar por encima de ellos, dejando sobre el obstdculo una columna
de fluido atrapada (ahora conocida como columna de Taylor). En sistemas estratificados las columnas de
Taylor atin permanecen sobre los obstaculos, intensificadas en el fondo y con una estructura dependiente
de la vertical que disminuye hacia la superficie (Hogg, 1973; Johnson, 1977). Asi, los efectos topograficos

sobre un fluido homogéneo resultan amplificados respecto al caso estratificado.

Experimentos con topografias aisladas, es decir, con variaciones localizadas en el fondo y decayendo a cero
en el infinito, se han realizado para entender los efectos de una Unica caracteristica topografica. Carnevale
et al. (1991) llevaron a cabo experimentos sobre el movimiento de vértices ciclénicos en presencia de
valles y montafias relativamente amplios respecto al tamafio del remolino. Sus resultados indicaron que
los vértices siguen trayectorias espirales, cerrandose hacia el centro para el caso de montaiias y abriéndose
hacia los bordes en el caso de los valles. Por otra parte, Zavala Sansén et al. (2012) mostraron que un
vértice ciclénico que es generado en la vecindad de una montafa aislada, es capturado y forzado a girar
alrededor de ésta hasta llegar a un estado final correspondiente a un par de vdrtices de signo opuesto

rotando sobre la cima de la topografia.

Experimentos numéricos en un fluido homogéneo fueron realizados por Verron and Provost (1985) para
resaltar las diferencias entre el plano f y el plano 3 presentes en la interaccién de un flujo uniforme con una
topografia aislada. Las simulaciones mostraron que durante la interaccién con una montafia submarina
el fluido que se desplaza hacia la cima pierde profundidad, y por conservacién de vorticidad potencial,

pierde vorticidad absoluta, mientras que el desplazado hacia la falda la incrementa. Asi, la evolucion



dependerd de como interacttan las zonas de vorticidad opuesta con el flujo uniforme. Después de que
los flujos transitorios han desaparecido, el estado final en el plano f es independiente de la direccidn del
flujo medio y se caracteriza por la intensidad del efecto topografico. El estado final corresponde a un
anticiclén atrapado sobre la montana cuando la topografia es débil, y a un anticiclén sobre la montafia
con un ciclén en su falda, rotando anticiclénicamente, cuando el efecto topografico es fuerte. En el plano
5, el estado final depende de la direccidn del flujo uniforme. Un flujo hacia el Este genera un estado final
con un anticiclén sobre la montafia y ondas de Rossby extendiéndose corriente abajo de la topografia,
mientras que un flujo base al Oeste genera Ginicamente un anticiclén atrapado sobre la montafia (Roden,

1987).

Finalmente, Solodoch et al. (2020) identificaron numéricamente la formacién de estructuras vorticales
anticiclénicas atrapadas sobre valles aislados. Este es un resultado coherente con la presencia de remolinos
anticiclénicos en cuencas ocednicas, como el remolino en la cuenca de Lofoten en la parte Norte del Mar
de Noruega (lvanov and Korablev, 1995), el remolino Mann en medio del Atlantico Norte (Mann, 1967)

6 el anticiclén Rockall al Noroeste de Escocia e Irlanda (Corre et al., 2019).

Otros estudios relevantes, pero mdas especificos, seran presentados a lo largo de este documento para

contextualizar mas profundamente los propdsitos de investigacién expuestos en cada capitulo.

El rol significativo de la topografia en la dindmica de remolinos ha sido observado de diversas maneras,
tal como se apunté en la seccidn anterior. El atrapamiento y la posible coherencia de una estructura
vortical por la presencia de una montafa o valle submarino son fenémenos latentes en las observaciones
y modelos numéricos de la naturaleza. Sin embargo, soluciones exactas de las ecuaciones de gobierno
que describan dichas caracteristicas son en general escasas. En este estudio se ha propuesto avanzar en
el conocimiento de dichas soluciones analiticas en el marco del modelo cuasi-geostréfico, y a partir de

éstas establecer propiedades asociadas al sistema vértice-topografia.

1.2 Hipétesis

e H1. Existen flujos estacionarios sobre una topografia aislada. El frecuente efecto de atrapamiento
que montanas o valles submarinos puede tener sobre remolinos en un sistema en rotacién, como
ha sido encontrado en estudios observacionales, de laboratorio y numéricos, sugiere la posibilidad

de encontrar analiticamente dichas estructuras.

e H2. La estabilidad de remolinos circulares sobre una topografia aislada depende del tipo de cambio



batimétrico, protuberancias (montafias) o depresiones (valles), y del tipo de vorticidad dominante

en el vdrtice, ciclénico o anticicldnico.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Estudiar el efecto de una topografia aislada (en forma de montafia o valle submarino) sobre estructuras

vorticales en un sistema en rotacion.

1.3.2 Objetivos especificos

Encontrar soluciones analiticas de remolinos cuasi-geostréficos sobre topografias aisladas.

Definir condiciones de atrapamiento de ciclones y anticiclones sobre montafias y valles.

Establecer analiticamente criterios de estabilidad para las soluciones obtenidas.

Resolver numéricamente el problema de estabilidad lineal de los remolinos atrapados por la to-

pografia.

1.4 Resumen general de la tesis

El documento de tesis estd organizado de la siguiente manera. El capitulo 2 presenta algunos aspectos
tedricos y numéricos fundamentales para el entendimiento de este estudio. Se empieza presentando
el modelo cuasi-geostréfico y sus principales restricciones fisicas. Luego, se describe un método para
trabajar el problema de la inestabilidad barotrépica. Finalmente, se introducen las bases de los modelos
numeéricos con el que se simulan las ecuaciones cuasi-geostroficas y se resuelve el problema generalizado

de eigenvalores para el estudio de estabilidad.

En el capitulo 3 se deducen soluciones analiticas de las ecuaciones cuasi-geostréficas, las cuales son una
familia de vortices monopolares y dipolares sobre valles y montafias con simetria axial. Un criterio de
atrapamiento es establecido para dichos flujos vorticales y es contrastado con los resultados obtenidos

por simulaciones numéricas.



En el capitulo 4 se realiza un estudio analitico y numérico de estabilidad lineal para los vértices monopo-
lares obtenidos en el capitulo 3. Primero se derivan criterios de inestabilidad barotrépica y centrifuga para
la dindmica de aguas someras, equivalentes a los teoremas de punto de inflexién y circulacién de Rayleigh,
respectivamente. Después, dichos criterios tedricos son aplicados a los remolinos cuasi-geostréficos, y
contrastados con los resultados obtenidos mediante la solucién numérica del problema de eigenvalores

generalizado asociado.

Finalmente, las principales conclusiones son resumidas en el capitulo 5.



Capitulo 2. Preliminares tedéricos y numéricos

En este capitulo se introducen los modelos analiticos y numéricos utilizados a lo largo de esta tesis, con

el propdsito de hacer el documento comprensible para el lector.

2.1 Preliminares tedricos

2.1.1 Modelo cuasi-geostréfico

El estudio de los flujos geofisicos atmosféricos y ocednicos se basa principalmente en su descripcidn
dindmica sobre la superficie de un planeta aproximadamente esférico de radio R,, y en rotacién uniforme
con rapidez angular €2. La dindmica de estos flujos se puede representar mediante las ecuaciones de New-
ton para una descripcién Euleriana, usando un sistema coordenado esférico en el que la superficie libre en
reposo es geopotencial. Sobre dicha superficie la gravedad efectiva (gravedad planetaria mas aceleracién
centrifuga) es puramente perpendicular, es decir, anti-paralela a la coordenada vertical definida como
z =1 — R, con r la coordenada radial. Bajo la consideracién de que el fluido se mueve en escalas de
tiempo “lentas” respecto al periodo de rotacién del planeta (en términos adimensionales, el nimero de
Rossby -definido mas adelante- es muy pequefio), y de que la razén de aspecto del fluido (entendida
como el cociente de la escala vertical entre la escala horizontal) también es pequefia, se puede suponer
que el balance hidrostatico en la vertical se mantiene, y que los términos asociados con la velocidad

vertical son despreciables. Como consecuencia, el flujo horizontal tiende a ser independiente de z.

Los efectos de la esfericidad del planeta sobre los flujos geofisicos dependen fuertemente de sus escalas
espaciales sobre la superficie. Aparte de los términos geométricos, el efecto mas relevante es el asociado
con los cambios de latitud que conllevan un cambio en la aceleracién de Coriolis. Dicha aceleracién
depende del pardametro de Coriolis f = 2Qsin6, con # la latitud. Cuando las escalas no son globales
sino restringidas a una superficie aproximadamente plana, los flujos se pueden describir en un sistema
coordenado local (z,y,z) que representan las direcciones este, norte y vertical, respectivamente, con
origen en un punto de interés sobre la superficie esférica a una latitud de referencia 6y. Los planos
cartesianos z-y (tangentes al planeta) en la descripcién local reciben el nombre de plano f cuando las
escalas del flujo son moderadas (del orden de decenas o algunos pocos cientos de kilémetros) lo cual
permite aproximar al pardmetro de Coriolis como constante, tal que f = fy = 2{2sinfy. Para latitudes

medias y movimientos con escalas algo mayores (del orden de varios cientos de kilémetros) se denominan



plano 3, en el cual se consideran las variaciones espaciales a segundo orden tal que f = fy + Sy donde

B =2Qcosby/R,.

H, n(z,y)

Figure 1. Vista lateral de una capa de fluido homogénea sobre una topografia arbitraria en un sistema en rotacién.

Las ecuaciones de momentum para flujos geofisicos en un fluido homogéneo, inviscido y sin forzamientos
son dadas como sigue:
Du

1
M fxu=—-Vp— gk 1
Dt+ X U pr gk, (1)

donde u(z,y,t) = ui + vj representa el campo de velocidad horizontal, D/Dt = 0/0t +u -V es la
derivada material, f = (fo + Sy)k el vector del pardmetro de Coriolis, g es la gravedad, p la densidad del
fluidoy V =i0/0z +jO/0y +k0/0z con i, j, k los vectores unitarios. Del balance hidrostético la presién
se puede expresar como p(x,y, z,t) = pg(n(z,y,t) — z), siendo 7 la altura de la superficie libre medida
desde el fondo en un nivel de referencia z = 0, ver Figura E} Las ecuaciones de momento horizontales
se pueden representar como

Du

Zf —— 2
T Txu=—gVn, (2)

(la ecuacidn en la vertical es idénticamente nula). La altura 1 se puede escribir como n = Hy + An con
Hy la profundidad promedio de la capa de fluido y An las variaciones asociadas a la superficie libre. En
términos de la altura de la columna, h, y el perfil de la topografia, b, se obtiene para n la expresién

alternativa n = h. + b.

Ademas de las leyes de Newton, el flujo debe satisfacer la conservacién de masa en tres dimensiones
V- (u,v,w) =0, con w < u, v la velocidad vertical, la cual establece que cualquier flujo neto no nulo

a través de una parcela de fluido implica un cambio en el volumen de ésta si el fluido en cuestidon es



incompresible. Utilizando la independencia en la vertical de las componentes horizontales de la velocidad,
la ecuacién de continuidad se puede integrar en z y evaluar w en el fondo y en la superficie libre usando
condiciones cinematicas (Vallis, 2017). Como resultado, dicho principio de conservacién queda expresado

como
Dh,

Dt

(3)

El siguiente escalamiento a las ecuaciones de momentum y al principio de conservacién de masa
permitird derivar el modelo tedrico utilizado en esta tesis, conocido como modelo cuasi-geostréfico

(QG), e identificar las restricciones que implica su uso:

u="Uu, ; (7,y) = L(%a,Ya) ; t=1L/Ul,,
~ =R L2
f=fo(l+ RoBya)k = fofa ; An= fOUL = ROL2 Hon, 5 m=Ho(l+ ROLQ Na) (4)

donde Ro = U/ foL es el nimero de Rossby, B = BL?/U es el pardmetro betay Lp = /gHo/f es el

radio de deformacidn, y con el subindice a denotando las cantidades adimensionales. Usando en

y se obtiene

Daua gHO ~
fo a — = 1 = —Vallg,
Ro Di. +f, xu foLU < + ROL2 na) Van (5)
D, L* b )
Ve u, = Ro—1n,— —ba |, 6
1+R0L2 na—H—Ob Dt, ( L%n Hy (6)

con by la amplitud méxima de b(z,y). Al tomar el rotacional sobre las ecuaciones de momentum se
obtiene la ecuacién para el vector vorticidad w, = V X u, = (0,0,w,), con cuya componente vertical
se deriva la conservacién material de vorticidad potencial. En efecto, tomando en cuenta que el vector
velocidad es bidimensional, la derivada material de w, se obtiene con las derivadas cruzadas de las

ecuaciones de momentum horizontales, de donde resulta:

Dt (Rowa + fa) (Rowa + fa)va ~ug = 0. (7)

Si se reemplaza (f]) en (7)), se encuentra que

D, Row, + fa
Dt, \ 1+ Rofr L, ;’Tg)ba

~0. (8)

La cantidad conservada corresponde a la forma adimensional de la vorticidad potencial en el modelo de

aguas someras (Vallis, 2017; Pedlosky, 1986).
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Una forma simplificada de es posible considerando RoLL—;ﬁa — bo b < 1, es decir, Ro <ly
D

[% < 1. Entonces, una expansién en series de Taylor permite reescribir la conservacién de vorticidad

potencial como

L? bo

2 2
(Rowg + fa) ( ROL2 N + o —bs+ O (ROL 2511) >] =0, 9)
Lp

Dt

Desarrollando el producto dentro del corchete cuadrado en @ se obtiene

L? bo
a a 1 a)lla a)0a
Dr. {Row + fo — Ro ( + RoBy Mo+ HO( + RoBy )b
L? bo
2 o~
—Ro Iz —Wall, + iR Rowaba} =0. (10)

Omitiendo los términos de orden (Ro?, Roby/Hy), se tiene que

1.2
N bo }
Rowa—|—1+R0 o — N, + b =0. 11

Dta

La nueva cantidad materialmente conservada es la vorticidad potencial correspondiente al modelo cuasi-

geostréfico. Dividiendo entre Ro, la expresidén para este principio es

a

L? 1 bo
Dt —b } =0. (12)

Wa + BYa — —7
[“ a L%”a Ro H,

La derivacién de permite resumir las principales caracteristicas y restricciones del modelo cuasi-

geostroéfico, como se lista a continuacidn:

El ndmero de Rossby se considera pequefio, es decir, las escalas temporales del flujo se consideran

grandes respecto a las escalas de tiempo asociadas a la rotacién planetaria.

e Las variaciones en el fondo debido a la topografia son pequefias en comparacién con la profundidad

media del fluido.

e El cuadrado de la razén de aspecto entre la escala de longitud del flujo y el radio de deformacidn

es como maximo de O(1).

e La forma explicita de la ecuacién ([20) en términos de la funcién corriente implica el uso del balance

geostréfico.

En esta tesis las variaciones asociadas a la superficie libre no son consideradas, lo cual equivale a un
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radio de deformacién Lp infinito. Ademas, los flujos en cuestién se suponen con escalas horizontales
moderadas en el plano f, es decir, lo suficientemente pequefias para no ser afectados dindmicamente
por los cambios de latitud, 5 — 0. Por tal motivo el desarrollo de los subsecuentes capitulos se basarad

en el siguiente principio de conservacién

Da[ 1 bo

0 g+ — 2 hy | =0, 13
Dta | Ro Hy } (13)

el cual puede expresarse explicitamente, en términos de la funcién corriente ,, de la forma

9 (oo
87% (vawa +

1 bo

1 b
oo e ha) +J (wwvawa + h ) 0, (14)

ROFO “

donde u, = =0y, y Vq = Oz, tal que w, =V xu, = V24, y J(, ) es el operador Jacobiano.

Note de ((14) que los flujos estacionarios satisfacen que

1 b

2 0

\V4 _ = 0. 1
4 (wa7 awa RO HO ha) ( 5)

2.1.2 Estabilidad hidrodinamica

La capacidad de un flujo para mantenerse aiin en presencia de perturbaciones externas depende de
la estabilidad del sistema fisico. El problema de la estabilidad hidrodindmica, en general, consiste en
determinar si la perturbacién a la que es sometido el flujo decae en el tiempo o crece al punto de eliminar
la estructura original (flujo base), alimentédndose de su energia. Si la perturbacién se atenda (intensifica),
se dice que el flujo base es estable (inestable) ante dicha perturbacién (Drazin and Reid, 2004; Kundu
et al., 2014). Es importante notar que la perturbacién es clasificada segin su estructura espacial o la
direccidon en la que se presenta. Por ejemplo, un flujo base circular puede ser sujeto de inestabilidades
azimutales o radiales, de modo tal que puede ser inestable para una clase pero estable para otra. Cuando
el problema considera perturbaciones de amplitud infinitesimal, el andlisis se denomina lineal, mientras
que si ésta es finita, el problema se denomina no lineal. En general, los flujos que se consideran admisibles
para un anilisis de estabilidad, los flujos base, son aquellos que corresponden a estados estacionarios de

una cierta dindmica.

Esta tesis presenta un andlisis de estabilidad lineal para flujos base correspondientes a algunos estados

estacionarios de la dindmica del modelo cuasi-geostréfico. Dos tipos de inestabilidad son consideradas:
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aquellas de tipo barotrépico, que corresponden a perturbaciones de naturaleza bidimensional e indepen-
dientes de efectos baroclinicos; y las de tipo centrifugo, que son de naturaleza tridimensional y asociadas

con la conservacién de momentum angular.

Los ejemplos cldsicos de inestabilidad barotrépica investigan la estabilidad de flujos base, paralelos y
circulares, en situaciones sin topografia (fondo plano). El estudio de flujos paralelos revela que las carac-
teristicas del perfil de velocidad determinan la estabilidad del sistema. El caso de una contracorriente, en
el que la velocidad es discontinua donde el flujo cambia de signo, desarrolla su inestabilidad (denominada
de tipo Kelvin-Helmholtz) a lo largo de |a linea de discontinuidad. En contraste, el caso del flujo paralelo
asociado a un jet puntual (correspondiente a un campo de velocidad con un maximo donde se define
el jet y decreciendo linealmente a cero alrededor de éste) al no desarrollar la perturbacién se considera

estable (Vallis, 2017).

En forma analitica la perturbacién se introduce como un término aditivo al flujo base, siguiendo el método
de modos normales. El método expresa la perturbacién como una funcién exponencial compleja, cuyo
argumento depende linealmente del tiempo y de al menos alguna de las variables espaciales de las que
no depende el flujo base, y con una amplitud que depende espacialmente de las coordenadas del flujo
estacionario. Asi, por ejemplo, para un sistema descrito en coordenadas cartesianas en el que el flujo base
es descrito por la funcién corriente ¥ = ¥(y), el método de modos normales expresa la perturbacién

como

W (,y,1) = D(y)e! 0, (16)

con k el nimero de onda en la direccidon z y ¢ = o, + i0; la frecuencia compleja. La amplitud de
la perturbacién es infinitesimal, 1~b < W. Note que si o es puramente real (o; = 0) la perturbacién
evoluciona como una onda, estado que se conoce como estabilidad marginal (Kundu et al., 2014). Sin
embargo, cuando la parte imaginaria o; es positiva la perturbacién crece con el tiempo, mientras que si
es negativa decae. En este sentido o; es la razén de crecimiento (o decrecimiento) de la perturbacién.

En el primer caso, el flujo se considera inestable, mientras que en el segundo, estable.

Del estudio de inestabilidades barotrépicas dos importantes resultados surgen, el Teorema de Rayleigh
y el Teorema de Fjgrtoft. Dichos teoremas establecen criterios necesarios de inestabilidad, es decir,
condiciones para la existencia de una componente imaginaria positiva de la frecuencia o. Para ilustrar el
método de modos normales en el andlisis de estabilidad lineal, a continuacién se derivaran estos teoremas
para el caso de un flujo zonal bajo la accién del efecto 3, sobre un fondo plano y despreciando los efectos

de la superficie libre (Vallis, 2017). Bajo estas condiciones, la expresién dimensional de toma la
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forma

D (w+py) =0 (17)

Los flujos zonales con dependencia meridional, U, = Uy (y)i, son soluciones estacionarias de ([17)). La

perturbacién de la velocidad, considerando el método de modos normales (16| para la funcién corriente,

es dada por u/(z,y,t) = — yvzj(y)e"(k“”_"t). Asi, el flujo perturbado queda expresado como

w(z,y,t) = Uply) — Oyh(y)e'F=0. (18)

Sustituyendo (18 en ((17) y linealizando se obtiene

9 g2 9 w2y (- 9y
atv Y+ Ubaxv v+ (B 8yyUb)8$w =0, (19)
que al reescribir, resulta
127 /3 ayyUb

conocida como la ecuacién de Rayleigh (Vallis, 2017).

La condicién necesaria de inestabilidad se obtiene multiplicando por el complejo conjugado de & e

integrando sobre el dominio del flujo, de donde se encuentra

Y2 - ~ v2 or/k ¥2 B =0y Up -~
aw2+k2¢2)dy—/ B = 8,,Up 7r¢2dy—ia' k:/ LW 12 dy = 0.
[ (e + w2 (3 o) g Py ok [ S
(21)
La igualdad a cero requiere que la parte real (la suma de las dos primeras integrales) e imaginaria (el
tercer término) sean nulas. Por lo tanto, de éste (ltimo se tiene que

P B =0yl =0
o; —=——|1|*dy = 0. 22
= 2

Para que o; sea diferente de cero (y por lo tanto el flujo pueda ser inestable) es necesario que la integral
sea cero y por lo tanto que la cantidad 3 — dy, U cambie de signo en alguna parte del dominio, lo cual

establece el Teorema del punto de inflexion de Rayleigh.

La parte real de (21) permite concluir que cuando se cumple la condicién (22)) es necesario que se

satisfaga que

Y2 U
/ 8- %Ub)wwr dy > 0. (23)

Y1

con Uy la velocidad evaluada en el punto del dominio donde 3 — 0,,U, satisface el Teorema del punto
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de inflexién de Rayleigh. Para satisfacer se requiere que la cantidad (8 — OyyUs)(Up — Uy) sea

positiva en alguna parte del dominio, lo cual constituye el Teorema de Fjgrtoft.

2.2 Preliminares numéricos

En esta seccidon se presentan las caracteristicas de dos modelos numéricos utilizados en esta tesis. El
primero de ellos nos permitird simular la evolucién de la nueva familia de vértices estacionarios que se
presenta en el capitulo 3. El segundo, se usarad para resolver eficientemente el problema de eigenvalores,

introducido en el capitulo 4, asociado al analisis de estabilidad lineal de los vértices mencionados.
2.2.1 Modelo numérico

La evolucién de las diversas estructuras vorticales que serdn presentadas en esta tesis seran simuladas
numéricamente utilizando un modelo basado en diferencias finitas. El esquema soluciona las ecuaciones
de gobierno para un fluido incompresible y bidimensional bajo la aproximacién de aguas someras, in-
cluyendo efectos topogréficos. El esquema numérico fue inicialmente desarrollado por Orlandi (1990)
para flujos puramente bidimiensionales, modificado por van Geffen (1998) para sistemas en rotacién y
extendido por Zavala Sansén and van Heijst (2002) para incluir efectos topograficos [ver también Zavala

Sansén (2000)].

Para la aproximacién cuasi-geostréfica se tienen variaciones topograficas mucho menores que la profun-
didad media, b < Hj (ver seccién . En términos de la funcién corriente 1, la vorticidad relativa y

potencial son

b
w:VQw ; q—w+f0 (24)
Hy'

El esquema numérico resuelve la ecuacién de vorticidad en la formulacién w-:
—v% + (1, q) = (25)

donde v = =0,y y v = 0,7. La metodologia usada por el modelo es la siguiente: Primero, se define
la distribucién de vorticidad inicial w y el campo de profundidad A, en un dominio discretizado con una
malla rectangular. Al invertir el Laplaciano en ([24)) se obtiene el campo de funcién corriente asociado al
campo inicial de vorticidad. Luego, usando se obtiene la nueva ¥ y por lo tanto un nuevo campo

de vorticidad, con el cual el proceso se reinicia para el siguiente paso de tiempo.
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En el esquema numérico los términos no lineales son calculados usando una discretizaciéon de Arakawa,
mientras que para avanzar en el tiempo se utiliza un esquema de Runge-Kutta de tercer orden. Debido
a que en esta tesis los efectos viscosos no son fundamentales, las condiciones de frontera, tanto en las

paredes laterales como en el fondo, son de libre deslizamiento.

2.2.2 Métodos espectrales

El andlisis de estabilidad lineal estd asociado a la solucién de un problema de eigenvalores, el cual suele
ser dificil de resolver analiticamente en la mayoria de los casos. Es asi que los métodos numéricos
se convierten en una herramienta de gran utilidad para el estudio de problemas de estabilidad. La
convergencia de la solucién numérica del problema de eigenvalores resulta ser muy sensible al tamafio de
la discretizacién implementada, implicando un alto costo computacional. Ante dicho comportamiento,
los esquemas espectrales resultan mas eficientes en comparaciéon con aquellos basados en diferencias
finitas. En lo que sigue se presentaran algunas caracteristicas importantes de los esquemas espectrales

de acuerdo a los textos de Trefethen (2000) y Yuhong (1998).

En las dltimas décadas las aproximaciones espectrales han probado su eficiencia en la resolucién de
problemas al poseer una convergencia exponencial, en contraste a la convergencia algebraica que tienen
los métodos basados en diferencias finitas. Las aproximaciones espectrales se basan en el hecho que la
solucién exacta a un problema puede ser aproximada por polinomios ortogonales proyectados en una malla
discretizada. Existen tres métodos principales para realizar estas aproximaciones: el método Galerkin,
el método Tau y el método de colocacién. El dltimo de ellos, basado en polinomios de Chebyshev
para la distribucién de los puntos de malla, sera el utilizado en esta tesis dada su facil implementacion
respecto a los otros métodos. Un aspecto que resulta importante es el sistema coordenado en el que
la discretizacion es realizada, cuya eleccién depende de la simetria que presenta el problema de interés.
El presente estudio de estabilidad corresponde a flujos circulares y topografias axisimétricas. Asi, el
método espectral de colocacion se implementard exclusivamente sobre la direccién radial. Nétese que
este problema unidimensional simplifica la complejidad del método, que en general usa polinomios de

Chebyshev para la variable radial, r, y series de Fourier para la variable angular, 6.

Los métodos espectrales basan su discretizacidn en la interpolacién con polinomios ortogonales, los cuales
dependen de las caracteristicas de la funcién que se discretiza. Si la funcidn, por ejemplo, es periddica,
la interpolacién con funciones trigonométricas en una malla regular es adecuada. Por el contrario,

cuando la funcién no es periddica la mencionada interpolacién ya no es dtil, y transformar la funcién
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a su version periddica resulta en el fenémeno de Gibbs. Esta anomalia surge por las discontinuidades
del comportamiento a trozos de la nueva funcién periddica, contaminando globalmente la descripcién
espectral. Por lo anterior, el método espectral usa polinomios algebraicos en la discretizacién de funciones
no periddicas. En lo que sigue se mostrard que la convergencia de la interpolacién es mas eficiente si las

raices del polinomio no estan uniformemente distribuidas.

Considere un polinomio de grado N en el intervalo [—1, 1] definido como

N
z—xk H Z—xk (26)

||,’:]2

con {xy} las raices del polinomio dentro del intervalo [—1,1]. Reescribiendo, se obtiene que
L& d(x — xp)
In|P(z)| = Zln\z — x| = Né(z) con ¢(z) = / ZT In|z — z|dx. (27)
P

Para un valor de N lo suficientemente grande el término en corchetes cuadrados en la integral puede

expresarse como una funcién suave, p(z), correspondiente a la densidad de raices del polinomio, tal que

1
o(z) = / o(z)In|z — z|dx. (28)

-1

Note que la divisiéon por N en el integrando garantiza que la funcién densidad se considere normalizada

(i.e. f_ll o(z)dx = 1). Para el caso de una densidad ¢ constante, por ejemplo o(z) = 1/2, se tiene que

1
o(z) = ;/ ln]z—a:|da;:—%[(z—x)ln(z—a:)—(z—:c)]l_l,

-1

1 -1
S D ) Y DAy R (29)
donde ¢(+1) = —1+1n2y ¢(0) = —1. Por tanto, la convergencia del polinomio en los extremos y el
interior del intervalo [—1, 1] es dada por
2Ne=N' para x = +1,
p(2) ~ N = (30)
e N para x = 0.

De aqui se concluye que los valores que toma p(z) en el contorno y el interior del intervalo difieren entre si
por un factor de 2/V. La divergencia presente en los extremos, que contamina la interpolacién polinomial
debido a la uniformidad de las raices, es un fenémeno conocido como fenémeno de Runge. Con el

propdsito de confirmar la naturaleza del fendmeno de Runge se analizara la convergencia considerando
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una densidad de raices no uniforme, por ejemplo

de donde se obtiene a partir de que

o(z) = L[t In(e — ) dxr =In w (32)

_; 1 1 — 2 2

En el intervalo [—1,1] la parte real de la funcién ¢(z) toma el valor constante —In2. Luego, la

convergencia en este caso es expresada por
p(z) = e N2 = o=N, (33)

Este resultado permite concluir que una interpolacién polinomial converge regularmente en todo el
intervalo cuando las raices del polinomio estan distribuidas de forma no uniforme. Esta propiedad explica
porqué los métodos espectrales de colocacién usan mallas no uniformes en el proceso de discretizacion.
Particularmente, la colocacién de nodos con una densidad de la forma (31]) tienen en medio del intervalo
un espaciamiento promedio, A = 1/p(z = 0) = O(N~!), y en los extremos del intervalo uno dado
por A = 1/p(x £1) < O(N~1'). Las mallas con nodos distribuidos segtin las raices del polinomio de

Chebyshev, Ty (z) = cos(N cos™! z), definidas por
x, = cos(kw/N) para k=0,1,...,N, (34)

satisfacen las caracteristicas de (31). Note que

To(z) = 1,
Ti(z) = =,
Toii(x) = 22T,(x) — Th—1(xz) (n>1).

Dada la colocacién x; de los puntos sobre la malla, la interpolacién de una funcién f(z) puede expresarse

siguiendo el método de Lagrange como

N
fl@)=>"fiPi(x) (35)
=0
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con Pj(x) el polinomio interpolante dado por

N N

1

Pj(z) = o H(ﬂf — ) con a; = H(:E] — xk) (36)

7 k=0 k=0

k#j k#j
Luego, se puede verificar que
In Pj( Zlnaﬁ—xk —1Ina;,
k#]‘

ZPiw) = (37)

Z < P, (38)

de donde se puede concluir que d—P (z;) corresponde al operador derivada, D, de primer orden y de

N +1x N +1 filas y columnas:

N
a; 1
D, =— parai#j ; D= 39
0 e, PR ji kZ:O%_m (39)
k#j
Para los puntos Chebyshev la forma explicita del operador diferencial D toma la forma
po o 2N+l 2N+
00 = 6 3 NN = 6
Djj = ——2 5 para j=1,.,N—-1
2(1 —a3)
(=1 i+j
Dy = a D™ i ij=1,. N 1. (40)

Cj ZT; —wj
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donde
2 i=06N
C; = (41)
1 4 de lo contrario.
El operador diferencial D se conoce como de primer tipo debido a que se obtiene de puntos de Chebyshev
de primer tipo o de tipo Gauss-Lobatto, que es como se conoce a la colocaciéon de nodos de la forma

xj = cos(jm/N). La principal caracteristica de esta colocacién es que z; € [—1,1]. Alternativamente,

se pueden definir puntos Chebyshev y; de segundo tipo sobre el intervalo semi abierto (—1, 1], donde

y; = cos <N]il> para j=0,1,...,N. (42)

La diferencia entre los dominios de x; y y; resulta fundamental, ya que para un problema descrito en
coordenadas polares los puntos de Chebyshev de segundo tipo permiten evitar la condicién de polo en
r = 0. Usualmente, dicha propiedad se requiere para evitar la singularidad de la coordenada, la cual
disminuye la precisién y eficiencia computacional del método numérico. La condicién de polo suele
determinarse por aproximaciones asintéticas, pero en ocasiones puede traer errores y nuevas dificultades.
Entonces, la ventaja de la colocacién Chebyshev de segundo tipo es que permite ignorar la condicién de

polo.

La interpolacién para una colocacién de segundo tipo introduce el nuevo polinomio interpolante, Pj(x),
el cual se relaciona con Pj(x), mediante
~ _ 1+y; .

Pi(w) = T2 Py (@) (43)

La relacién entre las derivadas espectrales de ambos tipos de colocacién es dada por

Dij =

| =

Py(y) = 12Dy~

_ 44
x T4y 7 14y (#4)

U

donde Pj(y;) = d;j. Nétese desde (34) y (42)) que esta comparacidn es posible si al usar N puntos para
la colocacién de segundo tipo, se asignan N 4+ 1 puntos en la de primer tipo. Definidas las derivadas
espectrales de primer orden, las derivadas de orden superior pueden obtenerse mediante el producto

matricial de las mismas.

Como se indicd anteriormente, la discretizacidn en nuestro caso de interés se aplicara en el eje radial,
dada la simetria que presentan los flujos de interés en el problema de estabilidad. Los resultados de la

teoria espectral, para una malla cartesiana sobre el intervalo (—1,1] se usan equivalentemente para el
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caso radial en el intervalo (0, 1], una vez que se aplica la siguiente transformacién

~ . T
Rj _ Tma:vyj2+ max’ (45)
la cual mapea el dominio espectral cartesiano y; € (—1, 1] a uno radial Rj € (0, 1], donde 7,44 representa

el valor maximo en 7.

En el capitulo 4 las derivadas espectrales hasta de segundo orden, presentadas en esta seccién, seran
utilizadas para resolver a lo largo del eje radial el problema de eigenvalores asociado al andlisis de

estabilidad lineal.
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Capitulo 3. Solucién de voértices cuasi-geostréficos sobre
una topografia aislada

El movimiento de flujos a gran escala en planetas en rotacién estd principalmente confinado a una
superficie bidimensional (2D) perpendicular a la gravedad. Por ejemplo, los océanos son frecuentemente
modelados como un flujo 2D sobre un plano tangente a la superficie de la Tierra y las atmdsferas
planetarias son consideradas como flujos sobre una superficie esférica (Vallis, 2017, p 66). Aunque
muchos flujos geofisicos son altamente turbulentos y muestran patrones complicados, frecuentemente
presentan estructuras coherentes que pueden ser representadas mediante soluciones analiticas de modelos
dindmicos 2D. Ejemplos clasicos son las soluciones no lineales de las ecuaciones de Euler 2D para vértices
monopolares (Rankine, Kirchoff), dipolares (Lamb, Chaplygin) y elipticos (Kida). Una revisién completa
de algunas de estas estructuras fue reportada por Meleshko and van Heijst (1994). En el contexto
cuasi-geostréfico (QG), Stern (1975) [ver también Flierl et al. (1983)] derivé los llamados ‘modones’,
los cuales resultan ser una clase particular de los dipolos de Chaplygin (Meleshko and van Heijst, 1994).
Recientemente, Viddez (2019a,b) proporcioné soluciones en modos azimutales para vértices multipolares

en las ecuaciones de Euler 2D y QG baroclinicos.

En este capitulo se discute una nueva familia de soluciones analiticas no lineales de vértices atrapados
sobre una topografia variable. En un marco de referencia en rotacién los efectos inviscidos de la topografia
promueven la formacién de vértices debido a la conservacién de vorticidad potencial (Huppert and Bryan,
1976). Sobre una montafia submarina, por ejemplo, se genera vorticidad anticiclénica sobe la cima debido
a efectos de compresidon, mientras que las columnas de fluido al moverse cuesta abajo son estiradas,
generando vorticidad ciclénica (Verron and Le Provost, 1985). La dindmica de estos flujos suele ser
incorporada en modelos de aguas someras (Grimshaw et al., 1994). Cuando las variaciones topogriéficas
son pequeias con respecto a la profundidad media del fluido, el modelo se reduce a las ecuaciones QG
(Carnevale et al., 1995). Una revisién sobre la dindmica 2D con topografia se puede consultar en Zavala

Sansén and van Heijst (2014).

El movimiento de un fluido en el sistema en rotacién puede permanecer atrapado durante largos periodos,
manteniendo estructuras bien definidas. Este llamativo fenédmeno permitié a Hide (1961) sugerir que
la Gran Mancha Roja de Japiter podria ser la manifestacién de un vértice columnar sobre un “rasgo
topografico” de la superficie subyacente a la atmdsfera (una hipdtesis que prontamente fue descartada).
Mas recientemente, Zavala Sansén et al. (2012) realizaron experimentos de laboratorio en un tanque en

rotacién, en el cual generaron vértices cicldnicos cerca de una montana sumergida. Los resultados mas
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relevantes fueron la formacién de un par ciclén-anticiclén rotando alrededor de la montaiia. Los autores
notaron que tal estructura era similar a las ondas topograficas de modo-1 alrededor de una topografia

axisimétrica reportada en un estudio analitico previo(Zavala Sansén, 2010).

Las soluciones mas relevantes en este estudio corresponden a vortices dipolares sobre una topografia
aislada en un flujo QG. Las estructuras son similares al vértice de Chaplygin, el cual puede ser simétrico y
moviéndose a lo largo de una linea recta, o asimétrico y derivando sobre una trayectoria circular (Meleshko
and van Heijst, 1994). Los dipolos pueden ser asimétricos debido a efectos de friccién en el fondo, como
muestran recientes estudios experimentales, numéricos y tedricos (Zavala Sansén et al., 2001; Makarov,
2012). En contraste, la asimetria en el caso que estudiamos aqui es debida a la forma del fondo variable,
y los dipolos permanecen atrapados a la topografia mientras rotan lentamente alrededor de ésta. Para
obtener las soluciones se sigue una aproximacién similar a la de Viddez (2019a): usando coordenadas
polares, la funcidn corriente es separable y la dependencia azimutal se expresa como un conjunto infinito
de modos independientes. La diferencia crucial en nuestra aproximacidn es la consideracién de un término
adicional asociado con la presencia de una montafa o un valle axisimétrico en el fondo. Los dipolos
encontrados son soluciones estacionarias y no lineales de la dindmica QG en un marco de referencia que
rota con el vértice. Los movimientos rotatorios del dipolo dependen enteramente de las caracteristicas

de la topografia.

El capitulo estd organizado como sigue: En la seccién [3.I] se presentan las soluciones interiores para
vortices multipolares; luego, se introduce el flujo exterior para los modos m = 0y 1. Se derivan férmulas
explicitas para la rapidez angular de modos dipolares y para la condicién de atrapamiento sobre la
topografia. La seccién evalla la estructura de soluciones monopolares y dipolares para un conjunto
especifico de topografias. Adicionalmente, se llevan a cabo simulaciones numéricas para evaluar los

resultados analiticos. En la seccién los resultados son resumidos y discutidos.

3.1 Soluciones QG con topografia axisimétrica

Considere un fluido inviscido, incompresible y barotrépico en un régimen QG en el plano f, sobre una
montafia o un valle axisimétrico (ver Figura[2). Usando un sistema coordenado polar (r,6), la ecuacién

de vorticidad potencial es [ver (Vallis, 2017, pp. 207-211)]

OV I, V2 + h(r)] =0, (46)
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donde w = V%9 es la vorticidad relativa con ¢ una funcién corriente, h(r) = fob(r)/Hy es la vorticidad
ambiente con b(r) la topografia centrada en r = 0, fj el parametro de Coriolis y Hy la profundidad
promedio de la capa de fluido. El operador Jacobiano es J(a,b) = (9,a0pb — 0pad,b)/r y el Laplaciano
V2a = Oppa + Opa/r + (1/1%)gga, donde 9, dp indican derivadas parciales. Las componentes radial y
azimutal de la velocidad son definidas como u = —dpt/r and v = 0,1, respectivamente. La vorticidad
potencial se define como

g=V2+h=wth. (47)

De acuerdo a ([46)), ¢ se conserva materialmente.

Figure 2. Vista lateral de una capa de fluido homogénea sobre una montafia o valle submarino axialmente simétrico b(r),
en un plano-f con la profundidad promedio Hy.

3.1.1 Modos azimutales sobre la topografia

Se buscan soluciones a la ecuacién de vorticidad (46)) basadas en la descomposicién en modos azimutales
usada por Viiddez (2019a) (de aqui en adelante referido como V19), quien estudié el caso puramente
2D, con h(r) = 0. En la presencia de topografia, h(r) # 0, se propone una funcién corriente con dos

términos
wm(rv 0) = me(Tv 6) + (25(7”), (48)
donde

(1, 0) = Re [y Jn(cor)e™ (49)

son las soluciones estacionarias de V19 para los modos azimutales m (= 0,1,...) en ausencia de to-
pografia, tal que J(¢y ., VQme) = 0. Las amplitudes complejas @m definen la intensidad y orientacién

del vértice, J,, es la funcién de Bessel de primer tipo de orden m y ¢g es un factor de escalamiento para
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la coordenada radial con unidades de 1/longitud. Los efectos de la topografia estan incluidos en ¢(r), el
cual se considera puramente radial debido a la simetria de la montaiia o valle submarino. Para obtener

una expresién explicita de ¢(r), se reemplaza (48)) en la ecuacién de vorticidad (46), lo cual produce

dr? = rdr

9 d [d? 1d
- (a + L w o) =0 )

donde se ha usado que VQwvm = —cngm. Por lo tanto, para satisfacer esta expresion para cualquier

modo m es suficiente que la funcién ¢(r) obedezca la ecuacién de segundo orden

P 1ds
¢e 1w h=h 51
dr2+rdr+co¢+ 0 (51)

donde hg es una constante. En términos de la coordenada adimensional s = cor, (51)) se trasnforma en:

d*¢  1dp  ho—h(s) _

La funcién H(s) contiene la informacién sobre la topografia, y su magnitud es de orden ho/c(% (con las
mismas unidades que la funcién corriente). Es conveniente escoger hy = h(0) tal que H sea cero en el

origen. También, note que H = 0 en la ausencia de topografia.

La solucién general de (52) es la suma de la solucién homogénea y la solucién particular. La forma
homogénea de es una ecuacién de Bessel, cuya solucién general es una combinacién lineal de la
funcién de orden cero de primer y segundo tipo, Jo(s) y Yo(s), respectivamente. Se requiere que las
soluciones sean finitas en s = 0, tal que la solucién homogénea tinicamente involucra a Jy(s). Ademas,
una solucién particular de puede ser obtenida via el método de variacién de parametros. Asi, la

solucién general es

)Jo(s)
s'), Yo(s')]

/ B H(s/)YO(SI) /
ds' — Jo(s)/o W[Jo(s’),Yo(s’)]dS’ (53)

s
o) = BOR() +¥(s) [ s
donde W = JyY] — Yy J{) es el Wronskiano. El primer término representa la solucién homogénea, la
cual tiene una estructura axisimétrica de amplitud hg/C% modulada por la constante C, adimensional y
arbitraria. Por conveniencia, se considera que esta constante es diferente para cada modo m y se denotara
como C,,,. Los dltimos dos términos son una solucién particular, los cuales pueden ser reescritos aplicando
la identidad Wronskiana para las funciones de Bessel, W [Jy(s), Yo(s)] = 2/ms (Watson, 1986, p. 76).

Asi,
o(s) = %CmJo(s) + gYO(s) /08 H(s")Jy(s")s'ds’ — gJO(s) /OS H(s")Yy(s")s'ds'. (54)

0
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Usando en , se obtienen soluciones estacionarias al modelo QG con una topografia axisimétrica
sobre el plano completo. Sin embargo, para conseguir una estructura vortical fisicamente significativa
con vorticidad acotada, se requiere restringir las soluciones dentro de la regién interior que contiene a
la topografia y determinar un flujo potencial adecuado en el dominio exterior. Lo anterior debido a que
la naturaleza armoénica de las funciones de Bessel no permiten garantizar que en el infinito el fluido se

encuentre en reposo.
3.1.2  Flujo interior

Las soluciones interiores (denotadas con subindice I') dentro de una regién circular con radio s; (definido

abajo) son:

Yrm(s,0) = Re Tbme@)eimQ] + 290 g0(s) + T¥a(s) / CH(S)Jo()s'ds’
G 2 0

2 Jols) /OSH(S/WS/)S/dS/, s < s (59)

El campo de velocidad (expresado en términos de los vectores unitarios €, y €y) y la vorticidad relativa

son calculados directamente:

m 79 T i ~ - i h
w = _TRe |:’L’[/}m<]m(8)€zm9i| e, + |:R€ |:¢m<];n(3)elm9:| - %ijl(S)_
Co S €o
WY;(S) / H(S,)Jo(SI)S/dS/ + 71':];(8)/ H(S/)YO(S/)SldS/] éb, s S s, (56)
0 0
%28’0) = —Re {@me(s)eimg} - h—ngJO(s) - 7TYo(s)/ H(s")Jy(s')s'ds’
ch g 2 0
+2 o) / H(s)Yo(s)s'ds' + H(s), s<s. (57)
0
Note de y que la vorticidad es
win(s,0) = g [~ (s,0) + H(s)]. (58)

Sustituyendo H (s) de (52)) se encuentra que la vorticidad potencial es proporcional a la funcién corriente:

q(s,0) = wm(s,0) + h(s) = —cg¢m(s, 0) + ho. (59)
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Mas tarde se graficaran los diagramas de dispersidén ¢ vs. 1) para verificar que las soluciones analiticas
obedecen una relacién lineal. Se considera que dicha relacién se sostiene como consecuencia de haber

propuesto como aditiva la influencia no lineal de los efectos topograficos, ver ecuacién (48)).

Siguiendo a V19, la distancia radial s; que confina al vértice puede ser escogida como una de los n (> 1)
ceros de la funcién m-Bessel, jp, . Una eleccién adecuada es s; = j1,1 = 3.8317 (el primer cero de .J}),

ya que alli la componente radial de la velocidad se vuelve cero [véase (50))].

Los modos m = 0 y m = 1 representan vértices monopolares y dipolares, respectivamente, modificados
por la topografia, los cuales corresponden a los casos relevantes a estudiar de aqui en adelante. En el
caso 2D, los monopolos pueden ser ciclénicos (1, < 0) ¢ anticiclénicos (1)q > 0), con v, real. Para los

dipolos, las partes real e imaginaria de ¢, indican la amplitud y orientacién del vértice.

3.1.3 Solucién completa para el modo m =0

Para completar las soluciones, es necesario agregar un flujo exterior tal que la distribucién de vorticidad
interior permanezca confinada sobre la topografia. Para el modo monopolar m = 0, se establece la
funcidn corriente exterior como la suma de un perfil irrotacional (logaritmico) y una vorticidad constante,

es decir, un término cuadrético. La solucién exterior axisimétrica (denotada con subindice F) es
Vio(s) = ap + a1 In s + azs® s> s, (60)

donde los coeficientes son escogidos para satisfacer la continuidad de la funcién corriente, la velocidad

azimutal y la vorticidad. Las condiciones de acoplamiento en el contorno s; son:

Yrolss = Yrols,
¢/IO|51 = wSE0|Sz (61)
1 1
[ﬂ)}/o + 87/}}0} = [1/’;/30 + S@Z’;Eo}

S] S1

(donde las primas indican derivadas en s). Usando y en (b61]), se obtienen los coeficientes ag,

a1y as en términos de las constantes foo y fo1 definidas en el Anexo A. Por tanto, los campos exteriores
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para el modo 0 son

Vro(s) = foo+ [—fowz + %(foo - H(Sl))SlQ] In <;>
= B (2 ) (62)
82 _ 32
umn() = um(e) = |~fn 4 (o~ HOs) T (63)
co s s
ClgwEo(r) =wpo(s) = —[foo— H(s)]. (64)

Para verificar la consistencia dimensional, note que las unidades de foo, fo1 y H(s;) son las de la funcién
corriente (longitud?/tiempo). La vorticidad exterior wgg igual a 4ay es constante, de acuerdo con la

rotacién anadida. La solucién completa para el modo m =0 es

S s<s
sots) = 170 = (69)

YEo(s) s 2> 8,

la cual es estacionaria en un sistema coordenado que rota con rapidez angular 2as, relativa al plano f

-esta rotacidn secundaria es interpretada por la vorticidad constante en la regién exterior-.

De hecho, (|65]) es una familia de vértices circulares expresada en diferentes sistemas coordenados rotando
de acuerdo al valor de ay [el cual depende de las constantes H(s;) y foo, véase (64)]. En particular, la

solucién exacta no estacionaria en el plano f es

VY1o(s) — ag — azs? s < s
Yo(s) = (66)
ailns s > s,
en donde la vorticidad exterior es cero.
3.1.4 Solucién completa para el modo m =1
Por conveniencia, de aqui en adelante se definird la amplitud del dipolo como 1711 = —|1Z1]i, tal que el

modo V19 es || J1(s)sin(f). Este caso corresponde a un dipolo inicialmente orientado en la direccién
horizontal y con el campo de velocidad sobre el eje de simetria apuntando a la izquierda en el plano del

movimiento.

Antes de discutir la solucién exterior, primero se considera que el modo dipolar completo rota esta-
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cionariamente sobre la topografia. Por consiguiente, se buscan soluciones en un marco de referencia en
rotacion, tal que ¢ = ¥ (s,6 + Qt), donde la rotacién es en sentido horario (anti-horario) para Q > 0
(2 < 0). Por el momento, 2 es desconocido. La ecuacién de vorticidad se transforma como (Flierl
et al., 1983)

J |(s,0) + %32, V2i(s,0) + h(s)| =0, (67)
0

manteniendo en mente que ahora # corresponde a la coordenada azimutal rotada. Asi, las soluciones

para el modo 1 son de la forma

>9 _%2 g
pn(s 0y = 4 10 e T (es)
VYE1(s,0) s> s,

donde ¥ (s,0) es el campo exterior. Luego, la vorticidad es expresada como

wri(s,0) —2Q s< s
wi(s,0) = (69)

—2Q s> 5.

Ahora, se puede construir la soluciéon exterior con las propiedades deseadas. El campo exterior es

propuesto como la suma de una componente potencial no-axisimétrica y un flujo simétrico similar a

(60):
Uy 312 . 9
wEl(s,Q):c— s=— sinf + dy + diIn s + das s> s, (70)
0

donde Uy es una constante adicional por determinar, y los coeficientes dy, di y do son escogidos para
asegurar que las variables del flujo sean continuas en s;. Un procedimiento equivalente fue propuesto
primero por Chaplygin (1903) para derivar soluciones estacionarias de dipolos 2D asimétricos viajando
a lo largo de trayectorias circulares con rapidez Uy (Meleshko and van Heijst, 1994). En el presente
caso, el modo dipolar completo puede rotar, pero no puede trasladarse ya que permanece atrapado a la

topografia. Desde , las condiciones de acoplamiento son

Q
Yrils — 73% = Vgl
1 26(2) 1
Q
Os¥pls, — 0731 = Os¥p1ls; (71)
0
1 20 1 1
Ossp1 + g@@ﬁn + 3997/111} 2 = [335@0}31 + gasd)El + ?099?/1}31

Sy 0 Sy

La forma del flujo exterior (70]) asegura que la condicién para la derivada en 6 de la funcién corriente
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se satisface idénticamente. El sistema de ecuaciones ([71]) es solucionado para obtener los coeficientes
del campo exterior, como se muestra en el Anexo B. En particular, se encuentra que el coeficiente ds es
predeterminado por la rotacién , tal que do = —Q/(2¢2), lo cual se puede probar inmediatamente de
y . Una consecuencia adicional es que la constante C'; encontrada en la solucién interior debe
tener un valor especifico dado por (en el Anexo B) para satisfacer la continuidad de la vorticidad.
Los otros coeficientes, do y di, dependen de las constantes fi9 y fi1, las cuales contienen integrales
de H(s) y por consiguiente son de orden ho/c3. Ademds, Uy es proporcional a la amplitud \17}1| como

indica ((145]). Los campos exteriores son

1~ 312 . s Q ,
Vpi(s,0) = 5W1|J1(5l) s——|sinf+ fio— fusiln | — | — -5s° (72)
S Sy 2¢;
1 1~ s7 .
%uEl(r, 0) =upi(s,0) = —§|@Z}1\J1(sl) 1-— 2 cosf| e, +
1~ Sl2 . Si Q ~

[2]w1|J{(sl) <1 + s2> sin 6 — fn; — Cgs] €y, (73)
1 2Q
—wp1(r,0) =wpi(s,0) = ——. (74)
i) 0]

Las soluciones dipolares implican una restriccion especial para la topografia, ya que el campo exterior

evaluado en la ecuacién de vorticidad (67]) produce:

5[5 (o= Y amans] - o s

€o

Por lo tanto, las soluciones dipolares exteriores son vélidas para topografias aisladas que se aplanan en

la regidn exterior:

dh(s)
ds

=0 5> 5. (76)

En otras palabras, la topografia debe decaer rapidamente dentro del interior del vértice. Note que esta

restriccién no aplica para el modo axisimétrico m = 0.

3.1.5 Rapidez angular de modos dipolares

La rapidez angular del dipolo sobre el plano f es —¢). Para obtener 2, se parte de que la circulacién

total de la regién interior debe ser cero. La circulacién es calculada como la integral de area de la
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vorticidad potencial interior:
2 S]
r, = / / win(s,0) — 20 + h(s)] c5 2sdsdb. (77)
0o Jo
La primera integral es calculada como la integral de linea de la velocidad tangencial:
2 Sy
/ / wr1(s,0)cy?sdsdf = 7{831#[1(31, 0)s;df = —2ms; f11. (78)
0 0 s
donde la constante f1; es definida por (144)). Solucionando las otras integrales, la circulacién es
s1
Ty = —2nsf11 — msicy 220 + 2mey / h(s)sds. (79)
0

Ajustando I';y = 0 y después de algunos calculos directos, se encuentra que

2 1 Sy
0= {_ Jucy | — h(s)sds] (80)
S| ST Jo

Se debe subrayar que €) depende de la forma y propiedades de la topografia.

3.1.6 Atrapamiento de dipolos

Ahora se examinaradn las condiciones que determinan el atrapamiento del modo dipolar a la topografia.
Este atrapamiento es equivalente al problema de un cilindro de radio 7}, rotando con una circulacién I' en
un flujo potencial exterior con campo de velocidad lejano Uy (Batchelor, 1967). La velocidad azimutal
en el cilindro es v(r;,6) = 2Upsin® — I'/(27r;), de modo que los puntos de estancamiento sobre el
cilindro pueden existir cuando sinf = I'/(4nUpr;). La ausencia de puntos de estancamiento requiere
que |I'/(47Ugyr;)| > 1 para cualquier 6, es decir, la velocidad de rotacién del cilindro es siempre mayor

que 2Uy (Spurk and Aksel, 2008).

Para el presente caso, en el cual se ha introducido una rotacién adicional al sistema de referencia, la

velocidad tangencial en el contorno del remolino dada por el campo exterior es

0 20y . dy Qs
= — = — _—— . ]_
v(sy,0) 8S¢E1(Sl,9) o sin 6 + 5 2 (81)
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La ausencia de puntos de estancamiento implica que

—dy/s; + Qsl/c%
2Up/co

Sustituyendo d; = — f115; [véase (146])] y usando (§80)), esta condicidn puede ser reescrita como

Y=

—1 s1
0
h d 1. 83
QUOSZ/O (s)sds| > (83)

Los pardmetros fisicos del modo dipolar deben de satisfacer ([83) para garantizar la captura del vértice

sobre la topografia. La restriccién depende de la razdn entre la integral del término topografico y
la intensidad del vértice (proporcional a Up). Asi, el dipolo permanece atrapado mientras el efecto
topografico sea lo suficientemente fuerte (dentro de las restricciones propias del modelo cuasi-geostréfico)

para impedir su propagacién.

3.2 Vértices atrapados sobre montanas y valles

Para analizar la estructura de las soluciones se escoge la profundidad media, Hy = 1 y el pardmetro de
Coriolis fo = 1 con unidades arbitrarias. La escala de longitud radial es ajustada a ¢cg = 1. Las soluciones
son validas para cualquier topografia arbitraria b(r) siempre y cuando sea axisimétrica y aislada (es decir
que tiende a cero para radios grandes, como se muestra en la Figura . De aqui en adelante se consideran
topografias de la forma

b(s) = +bge (/57 (84)

donde +bg (-b) es la altura (profundidad) de la montafia (valle), s; es su ancho adimensional, y « es
un ndmero real positivo que define la forma de la topografia. Para a = 2 la topografia es Gaussiana;
para a > 2 la topografia es plana cerca del origen y cae abruptamente a cero para s > s;. La amplitud

topogréfica by/H varia en el rango de £0.3 (lo mismo que hg = fobo/Hp).

3.2.1 Modo monopolar m =0

Las soluciones para m = 0 son estructuras monopolares circulares centradas sobre una montaia o valle
submarino. El sentido de rotacién depende del signo de la amplitud real de 1), del modo V19 y de los
términos topograficos proporcionales a ho/cg, incluyendo la constante adimensional Cy. Para facilitar

el analisis, las soluciones son evaluadas para topografias Gaussianas (o = 2) con el mismo tamafio
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horizontal que los vértices, tal que s; = s; = 3.8317.

La Figura|3| presenta los perfiles de vorticidad en la direccidn radial de vértices con ﬂ:izo sobre montanas
con (a) amplitudes diferentes +by y un valor fijo de Cyp = 0, y (b) diferentes valores de la constante
+Co y un valor fijo de by = 0.2. Los perfiles de ciclones y anticiclones para un by dado se intersectan
en el primer cero de Jy, s = 2.4048, localizado en la regidn interior. La Figura muestra que los
perfiles tienen el mismo valor en s = 0, pero se desfasan hacia arriba para s > 0. Asi, la vorticidad no
es simétrica con respecto al signo de Q,AZJO (compare las curvas en azul y rojo), excepto para el caso con
fondo plano by = 0. Los radios por donde las curvas cruzan el cero son mds pequefios para anticiclones
que para ciclones. Mas alld de esa distancia, los valores de vorticidad son mas altos cuando @0 >0
en comparacion con el caso con QZO < 0 correspondiente. En la regidon exterior, s > s;, la vorticidad
alcanza un valor constante que corresponde al negativo de dos veces la rapidez de rotacién del sistema
de referencia en el cual los modos son estacionarios.

(a) Mountain, hoCp/cd = 0 (b) Mountain, by/Hy = 0.2

0.8 ‘ 0.8 ‘
—b,/H,=0 —e—1b,/H,=0.2 @ <0 —e— 1y = +0.3 : hyCy/c2 = —0.166
0.6 [[= = =bo/H, =0.07 sssereras b,/H, = 0.3 Yo >0|4 06 | == =9y =+0.3 : hyCy/c2 = +0.166 | -
| —o— 1y =—0.3 : hyCy/c2 = —0.166
04 | == =y =-0.3 : hyCy/cz = +0.166 | 1
\
|
0.2;__ ’a’—T__-’
2 = I - < D
= = - o
~ ~ o= =5 v S T m == L_*_*’
3 3 . T
q ’ b
'
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7
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|
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0 1 2 3 4
s s

Figure 3. Perfiles de vorticidad para el modo m = 0 sobre montafias Gaussianas (bp > 0), usando amplitudes positivas
(azul) y negativas (rojo) 1, = £0.3. También se muestra el caso de fondo plano, by = 0. (a) Co =0y bo/Ho = 0,0.07,0.2
y 0.3. (b) Co = +2y bp/Ho = 0.2. La linea vertical punteada indica el radio del contorno interior-exterior s;.

La Figura presenta el efecto de Cy # 0 para izzo. Para Cy > 0, el perfil de vorticidad del anticicldn
es amplificado tanto en el nicleo como en el exterior (relativo al caso Cy = 0 en el panel a), mientras
que el ciclén es debilitado (lineas punteadas). Lo opuesto ocurre para Cy < 0 (curvas continuas): el
anticiclén (cicldn) es debilitado (amplificado). Sobre un valle (by < 0), los perfiles de vorticidad son
equivalentes a los de la Figura [3| cuando se usa —1//;0 y el mismo Cjy. Asi, ciclones son intensificados

sobre los valles.

Para reforzar la solidez de las soluciones propuestas, se grafican los diagramas de dispersién (g vs ¢) para
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verificar la relacién funcional entre la vorticidad potencial y la funcién corriente. La Figura |4] muestra las
curvas ¢-1 bien definidas para todas las soluciones presentadas en la Figura 3} en cada caso, la relacién
lineal corresponde a la regidn interior (s < s;) como lo predice la expresién (59), mientras que la seccién

horizontal representa a la regién exterior (s > s;).

3.2.2 Modo dipolar m =1

Ahora se examinara la estructura de vortices dipolares estacionarios sobre una topografia. La Figura
muestra las distribuciones de vorticidad representativa sobre una montafia (paneles a,b) y un valle
(¢,d), usando la misma amplitud topografica y la misma intensidad del vértice. Las soluciones difieren
segln la forma y el ancho de la topografia: en los paneles (a, c) la topografia decae abruptamente antes
de s;, mientras que en los paneles (b, d) la topografia es Gaussiana y estrecha. En todos los casos, los
vortices son dipolos asimétricos con diferentes caracteristicas. Sobre la montaiia, la parte dominante del
dipolo en el origen puede ser ciclénica cuando la topografia es abrupta (panel a) o anticiclénica para las
montafias estrechas (panel b). En ambos casos, la vorticidad exterior —2() es negativa, lo cual indica
que el sistema ha sido rotado en el sentido de las manecillas del reloj (2 > 0) para obtener soluciones
estacionarias. Sobre el valle, los dipolos tienen propiedades opuestas (paneles ¢, d) tal que las estructuras
rotan en contra de las manecillas del reloj. La Figura[f] presenta los diagramas de dispersién de ejemplos

mencionados, en los cuales se verifica la relacién lineal ¢ — v en la regién interior.

(a) Mountain, hoCy/c = 0 (b) Mountain, by/Hy = 0.2

Figure 4. Diagramas de dispersion g-v para los casos del modo m = 0 mostrados en la Figura En el panel (a), los valores
en la region interior son indistinguibles para cada valor de bo. En el panel (b), todas las regiones interiores se superponen.
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(a) Abrupt mountain (b) Narrow mountain

0.2

2 - 0.2
-4 0 4 -4 0 4
(¢) Abrupt valley (d) Narrow valley
8 . : : 0.2
4 L
0f 0
4
02 -8 : : : 0.2
-4 0 4 -4 0 4

Figure 5. Distribuciones de vorticidad relativa de modos dipolares sobre diferentes topografias. (a,b) Montafias con altura
bo = 0.2. (c,d) Valles con profundidad by = —0.2. Para topografias abruptas (estrechas): s; = 0.8s;, a = 12, C1 = —1.59
(s: = 0.4s;, @ = 2, C; = 0.63). En todos los casos la intensidad del vértice es |¢b,| = 0.3. La circunferencia en negro
corresponde al contorno interior-exterior del vértice en s;. El radio del circulo en magenta es la escala de longitud de la
topografia s:.

(a) Mountains (b) Valleys
04t ] 02 r \
0.2 J ol
o o
0 -0.2
02 | 1 04 |
-0.4 0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -0.8 -0.4 0 0.4
¥ ¥

Figure 6. Diagramas de dispersién ¢-¢» para modos m = 1 correspondientes a los ejemplos mostrados en la Figura |5l (a)
Montafias. (b) Valles. Los puntos negros (magenta) corresponden a topografias abruptas (estrechas).
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Para apreciar mejor la estructura de las soluciones, la Figura [7| presenta la funcién corriente y el campo
de velocidad correspondiente a los dipolos mostrados en la Figura [5 El campo vectorial exterior indica
la rotacién vista desde el marco de referencia fijo con el dipolo. Se agregan tres contornos de ) con
los valores [0.9,1,1.1]t5;(s;), lo cual es (til para verificar si las lineas de corriente encierran el interior
del vértice o si intersectan el contorno circular en s; (circulo magenta). En el primer caso, los vértices
satisfacen la condicién , por lo que se espera que permanezcan atrapados a la topografia. Por el
contrario, cuando los pardmetros del flujo no cumplen la condicién (83), entonces los vértices pueden
escapar y las soluciones ya no son validas. En los ejemplos con topografias abruptas, paneles (a,c),
las lineas de corriente que encierran el vértice son semicirculares, siendo ligeramente elongadas en la
direccion vertical. En contraste, las lineas de corriente en los ejemplos sobre topografias estrechas
mostradas en los paneles (b, d) intersectan el contorno del vértice por lo que estas estructuras pueden
escapar. La condicién de atrapamiento se analizard mediante simulaciones numéricas.

(b) Narrow mountain

(a)

Abrupt mountain

Figure 7. Distribucién de la funcién corriente y el campo de velocidad de los modos dipolares mostrados en la Figura
Los circulos en negro y magenta se interpretan igual que en la Figura 5] Las lineas delgadas en negro indican contornos de
) con valores [0.9,1, 1.1]¢) gy (s1).
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3.2.3 Simulaciones numéricas

En esta subseccidon se presentan experimentos numéricos inicializados con los campos de vorticidad
tedricos. El anilisis se enfoca principalmente en los modos dipolares m = 1 sobre el plano f. El objetivo
es demostrar que los dipolos rotan sobre la topografia, en sentido horario sobre montanas y anti-horario
sobre valles. Ademds, se evalia la rapidez angular y se explora el comportamiento de las soluciones para

diferentes parametros del vértice y de la topografia.

3.2.3.1 Cédigo numérico y parametros del flujo

La ecuacién de vorticidad cuasi-geostréfica (46)) es solucionada con un cédigo en diferencias finitas
andlogo a los usados en varios trabajos previos que estudian flujos sobre topografias de fondo variable

(Zavala Sansén and van Heijst, 2014).

Inicialmente, la distribucién de vorticidad tedrica es prescrita sobre una malla cuadrada de longitud L,
con coordenadas cartesianas {z,y| — L < x < L,—L <y < L} y resolucién espacial de 257 x 257
puntos. La funcién corriente inicial es obtenida invirtiendo el operador Laplaciano. Luego, la evolucién
de la vorticidad en el tiempo se soluciona con un esquema de Runge-Kutta de tercer orden. Dado el
periodo de rotacién en el plano f, T' = 47/ fo, el paso de tiempo es escogido como dt = 1'/100 para
conseguir una resolucién temporal lo suficientemente buena durante cada “dia” 7T'. La duracién tipica

de las simulaciones es de 207". Una vez que la nueva vorticidad relativa ha sido obtenida, el proceso se

repite para los tiempos subsecuentes.

En todos los ejemplos que se mostraran se han ajustado los pardmetros basicos como en la seccién previa:
fo=1, Hy=1, y el radio del vértice s; = 3.8317. La escala de longitud es L = 16, tal que las paredes
se encuentren lo suficientemente lejos (alrededor de ~ 4.2s;) para minimizar el efecto imagen debido a
la condicién de libre deslizamiento en las fronteras. La condicidn inicial es el campo de vorticidad sobre

el plano f, el cual es obtenido restando la vorticidad exterior —2€2 a las soluciones estacionarias :

wri(s,0) 5 < 5
wi(s,0,t=0) = (85)

0 5> 5.
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3.2.3.2 Atrapamiento de vdrtices

Los casos mostrados en esta subseccién satisfacen la condicidn , de modo que los vértices permanecen
atrapados sobre la topografia. El vértice sobre la montaiia abrupta mostrado en la Figura (ver también
las Figuras|§|a y) es un ejemplo representativo de un dipolo estacionario rotando sobre la topografia
en el plano f. La condicién de atrapamiento es v = 1.88 > 1. La Figura [ presenta la distribucién
de vorticidad calculada cada dos dias, ilustrando la rotacién horaria de la estructura completa. El
periodo esperado de rotacién es 5.47. Dado que la configuracién inicial se recupera alrededor del
dia 6, la secuencia muestra que el dipolo rota con una rapidez ligeramente mas lenta que la predicha

tedricamente.

Los experimentos se repitieron para un dipolo sobre un valle (es decir, usando by = —0.2, como se
muestra en la Figura ) La evolucién de la distribucion de vorticidad en el plano f es mostrada en la
Figura El Debido a que el resto de parametros son los mismos (incluyendo la condicién de atrapamiento
~v = 1.88), la rapidez angular del vértice también es la misma, pero ahora la rotacién sobre la topografia

es antihoraria.

t = 0 days t = 2 days
t = 4 days t = 6 days

0.2

0 ‘i

-0.2

Figure 8. Secuencia de la distribucién de vorticidad en el plano f calculada numéricamente para el dipolo asimétrico
mostrado en la Figura . La topografia es una montafia abrupta (bp = 0.2, sy = 0.8s;, « = 12). La rotacién del dipolo
es horaria. La rapidez angular predicha es —2 = —0.0934 con un periodo de 5.4 dias.
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Figure 9. Secuencia de la distribucién de vorticidad como en la Figura [8| pero ahora para el modo dipolar mostrado en la
Figura . La topografia es un valle abrupto (bp = —0.2, s; = 0.8s;, @ = 12). La rotacién del dipolo es antihoraria.
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Figure 10. Secuencia de la distribucién de vorticidad para un modo dipolar con |1A/)1| = 0.1. La topografia es una montafia
Gaussiana estrecha (bo = 0.2, s; = 0.4s;, a = 2, C1 = 0.63). La rotacién del dipolo es en sentido horario. La rapidez
angular predicha tedricamente es —2 = —0.0381 con un periodo de 13.1 dias.

0.2
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Un tercer ejemplo es presentado en la Figura [10, el cual muestra una secuencia similar de campos
de vorticidad pero ahora para un dipolo de menor intensidad sobre una montana Gaussiana estrecha
(circulo interior). La condicién de atrapamiento es v = 1.52. El vdrtice rota estacionariamente en
sentido horario y, como se esperaba, la rapidez angular es mas lenta que en los casos previos. Aunque el
vértice permanece atrapado, es evidente que la estructura se distorsiona ligeramente. Después de varios
dias, la configuracién principal permanece aunque la estructura contintia erosiondndose. Aparentemente,
la pendiente de la montana afecta la estructura de la solucién analitica, probablemente debido a la
generacién de ondas topograficas (en contraste con la montafia de la Figura |8 que es casi plana en la

cima). Este punto se discutird con mas detalle en la seccién de discusiones.

3.2.3.3 Escape del vértice

Cuando las soluciones analiticas no satisfacen la condicién de atrapamiento ([83)), los vértices pueden
escapar de la topografia. Este comportamiento se muestra en la secuencia de la Figura para un
vértice intenso sobre una montafia con una altura pequefia (bp = 0.1). La intensidad del remolino es lo
suficientemente amplia para superar los efectos de la topografia, de modo tal que el dipolo deriva hacia
afuera de la regidn interior en los primeros instantes. El dipolo que surge es asimétrico y la trayectoria

es desviada hacia el lado ciclénico. Evidentemente, la solucién analitica no se sostiene en el tiempo.

3.3 Conclusiones

En este capitulo se mostré el cdlculo de nuevas soluciones analiticas y estacionarias para el problema no
lineal e inviscido de un flujo cuasi-geostréfico en el plano f sobre una topografia aislada con simetria
axial. Las soluciones consisten de una parte interior, sobre la topografia, acoplada con una solucién
apropiada en la region exterior, donde la topografia se vuelve plana. La funcién corriente interior es
la suma de modos azimutales, recientemente derivados por Viddez (2019a) para un flujo 2D, y una
funcién axisimétrica ¢(s) representando los efectos de la topografia. Las estructuras vorticales son
modos monopolares circulares (m = 0) y dipolares (m = 1). Las correspondientes soluciones V19
son recuperadas cuando el fondo es plano, ¢(s) — 0. La familia de soluciones se caracteriza por la
competencia entre la intensidad del vértice y la influencia de los pardametros topograficos contenidos en
®(s). El nimero de posibles soluciones para m = 0 aumenta sensiblemente porque ¢(s) estd compuesta
por una estructura circular con amplitud arbitraria (ho/c3)Co mds términos adicionales que involucran

la forma de la topografia.
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Figure 11. Secuencia de la distribucién de vorticidad calculada numéricamente para un dipolo asimétrico (@1| = 0.6)
sobre una montafia de poca altura y estrecha (bp = 0.1, s = 0.4s;, o = 2). La condicién de atrapamiento (83 no es
satisfecha: v = 0.127.

Para ilustrar las soluciones, se usé una montafia o valle submarino con perfil radial proporcional a
exp(—s®), donde « es un nimero real arbitrario mayor que 1. Las topografias pueden ser Gaussianas
(a = 2) o decaer abruptamente (e > 2). Las soluciones también dependen de la altura by y el ancho
s¢ de la montana o valle. Para soluciones dipolares, la topografia debe decaer rapidamente en el interior

del vértice.

Las soluciones son estacionarias en un marco de referencia que rota con rapidez angular constante que
depende de la topografia. Los modos monopolares son un caso especial ya que la suma de flujos circulares
y cualquier otra funcién axisimétrica es también solucién. Como consecuencia, la funcién corriente puede
ser expresada en cualquier sistema cuya rotacién sea determinada por un término cuadratico impuesto

en el campo exterior [digase de la forma azs?, ver ]

Las soluciones para el modo 1, por otro lado, consisten de vértices dipolares asimétricos cuya estructura
puede ser ajustada variando los pardmetros del flujo. El método para encontrar el campo exterior (lejos
de la topografia) se basa en el procedimiento usado originalmente por Chaplygin (1903), quien derivé
soluciones estacionarias de dipolos asimétricos viajando a lo largo de trayectorias circulares. Meleshko

and van Heijst (1994) mostraron la equivalencia de este problema con el de un cilindro en rotacién
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inmerso en un flujo potencial. Una diferencia esencial con los resultados presentados en este capitulo es
que los dipolos permanecen atrapados sobre la topografia mientras rotan como un todo alrededor del
origen. La condicién apropiada para que existan lineas de corriente cerradas que atrapen al remolino (es
decir, que no haya puntos de estancamiento) es la expresidn . La topografia predetermina la rotacién
de los vértices. En general, los dipolos rotan en sentido horario sobre montafias y en sentido anti-horario
sobre valles. El sentido de la rotacién esta relacionado con la direccién “oeste” local impuesta por la
topografia: es decir a lo largo de contornos de profundidad con aguas poco profundas a la derecha (para

un pardmetro de Coriolis fy > 0). La rapidez angular —£2 depende de las parametros topograficos, como

se muestra en (80).

Las soluciones analiticas fueros probadas de dos maneras. Primero, verificando en los diagramas de
dispersidn la relacién lineal entre la vorticidad potencial y la funcidn corriente predicha por . Segundo,
a través de simulaciones numéricas, que solucionan el modelo cuasi-geostréfico en el plano-f, inicializadas
con campos de vorticidad analiticos. Se presentaron ejemplos de dipolos que permanecen atrapados,
como es predicho, mientras rotan estacionariamente sobre montafias o valles (ver Figuras , @] y también
un caso en el cual un dipolo escapa de la influencia de la topografia (Figura . En el dltimo ejemplo,
los parametros del flujo no satisfacen el criterio , ya que el mecanismo de autopropagacién del dipolo

resulta ser lo bastante fuerte como para superar los efectos topograficos.

Una inspeccién de los campos de vorticidad calculados numéricamente revela que los vértices atrapados
se deforman ligeramente. Como consecuencia, se presenta un pequefio retraso en la rotacién esperada
tedricamente. Tales efectos fueron casi despreciables sobre topografias abruptas y se hacen mas evidentes
para pendientes de poca inclinacién (ver Figura . Las simulaciones indican que los flujos en el
ultimo caso son suceptibles a perturbaciones que pueden generar ondas de Rossby topograficas, las
cuales son oscilaciones naturales en la dindmica QG con topografia (Rhines, 1969; Zavala Sansén et al.,
2010). Las ondas topograficas son altamente dispersivas y, como resultado, la erosién de dipolos sobre
pendientes suaves se puede producir en la medida que los vértices radian este tipo de oscilaciones. Un
proceso equivalente es la bien conocida desintegracién de vértices monopolares trasladandose sobre el
plano /3 debido a la radiacién de ondas de Rossby planetarias [ Carnevale et al. (1991)]. El origen de
perturbaciones débiles en nuestras simulaciones pueden estar asociadas con errores numéricos inevitables
o con el campo exterior resultante, el cual es ligeramente modificado por las fronteras del dominio
cuadrado. Se requieren investigaciones adicionales, numéricas y analiticas para elucidar las condiciones
que dan paso a la erosidn de vértices, ya sea debido a la radiacién de ondas o a la inestabilidad inherente

de las soluciones analiticas.
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Finalmente, se resalta el hecho de que la generacidn de vértices atrapados sobre topografias aisladas es
un fenédmeno observado en experimentos de laboratorio. La formacién de vértices dipolares asimétricos
sobre un obstaculo submarino fue descrito cualitativamente en los experimentos en un tanque en rotacién
realizados por Carnevale et al. (1991). La estructura dipolar es formada por un vértice ciclénico que
deriva sobre un fondo cénico a lo largo de una trayectoria casi circular y un parche anticiclénico generado
topograficamente sobre el pico. Mediante experimentos similares, pero usando un tanque mucho mds
grande y medidas de velocimetria, Zavala Sansén et al. (2012) reportaron la formacién de dipolos
asimétricos no lineales atrapados sobre una montana Gaussiana que rotan en sentido horario. La asimetria
del dipolo y la rapidez angular subinercial encontrada en las soluciones presentadas en este trabajo se
asemejan a los casos experimentales. Por ejemplo, los periodos de rotacién de estructuras dipolares sobre
la montafia en dos experimentos de Zavala Sansén et al. (2012) fueron ~ 10.6 y 4 “dias”, donde un dia
en la plataforma en rotacién era de 30 s. La rapidez angular fue = —0.05fy y —0.125 fy, respectivamente
[con fo = 0.42 s~!; ver sus Figuras 6b y 8]. La rapidez angular de nuestras soluciones analiticas es
del mismo orden: en valor absoluto, se obtuvo € entre ~ 1072f; y 10~!f,. Sin embargo, algunas
discrepancias son esperadas porque los dipolos experimentales tienen una forma mds irregular debido a
que surgen de la compleja interaccidn vértice-topografia. Asi, los vortices observados en experimentos
o en la naturaleza no retinen las mismas caracteristicas de las soluciones tedricas, tales como la perfecta

forma circular de los dipolos o la circulacién neta cero sobre la montana.

Considerando la naturaleza no lineal de los flujos experimentales y de las soluciones tedricas, una hipdtesis
plausible es que fuertes perturbaciones en el flujo sobre una montana pueden generar estructuras dipolares
sobre la cima rotando en sentido horario. Andlogamente, la rotacidn de dipolos generados sobre valles
podria ser anti-horaria. A partir de estas consideraciones se puede suponer que los nuevos vortices
formados sobre la topografia aislada tendran una estructura que es capturada por las presentes soluciones.

Esta linea de investigacién ha sido abordada por Zavala Sansén and Gonzalez (2021).
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Capitulo 4. Estabilidad lineal de vértices monopolares sobre
una topografia aislada

El océano es un sistema fisico complejo debido a la interaccién de movimientos de diferentes escalas de
longitud y tiempo. No obstante, estructuras coherentes de larga vida en el océano son distinguibles en
datos observacionales. En particular, vértices de meso-escala con escalas horizontales tipicas del orden de
100 km pueden persistir durante muchas semanas o incluso meses. El tiempo de vida de tales estructuras
es afectado por mecanismos externos de forzamiento, interacciones con otras caracteristicas oceanicas,
y sus propiedades de estabilidad intrinsecas. Un ejemplo es reportado por Dewar (2002), quien discutié
la evolucién de meddies (i.e. vodrtices subsuperficiales con origen en el Mediterrdneo) los cuales son
afectados por la forma del suelo marino. Algunos trabajos observacionales sobre meddies sugieren que
las interacciones con la topografia del fondo pueden ser destructivas y dar paso a la desintegracién del
vértice (Richardson and Tychensky, 1998; Shapiro et al., 1995). La obstruccién y eventual destruccién
de remolinos en presencia de obstaculos topograficos en un sistema en rotacién ha sido estudiado en
experimentos de laboratorio (Zavala Sansén, 2002; Zavala Sansén et al., 2012) y simulaciones numéricas

(van Geffen and Davies, 2000; Zavala Sansén and Gonzalez, 2021).

Los modelos analiticos de vértices coherentes son ltiles para entender sus propiedades de estabilidad
y su dindmica general, las cuales pueden ser comparadas posteriormente con remolinos en condiciones
realistas. En este trabajo estamos interesados en soluciones vorticales no lineales en un sistema en
rotacion , los cuales son frecuentemente usados para modelar estructuras persistentes en los océanos
y la atmdsfera (van Heijst and Clercx, 2009). La no linealidad es un ingrediente clave que evita la
erosidn del vértice en forma de ondas de Rossby planetarias o topogréficas, las cuales son generadas en
la presencia de variaciones espaciales de la vorticidad planetaria (efecto /3) y de la topografia de fondo,

respectivamente.

Existen varios ejemplos de soluciones analiticas de remolinos con aplicaciones ocednicas. En el contexto
cuasi-geostréfico (QG), un tipo de estructuras dipolares es el llamado “modon” (Stern, 1975). Soluciones
de remolinos frontales ocednicos en un modelo de gravedad reducida, conocidas como “rodones”, fueron
derivadas por Cushman-Roisin et al. (1985). Soluciones en modos azimutales de vértices multipolares QG
barotrépicos y baroclinicos fueron obtenidos por Viddez (2019a,b). En el capitulo anterior se obtuvieron
soluciones no lineales de monopolos y dipolos sobre una topografia aislada (ver también Gonzalez and
Zavala Sansén (2021)). En este capitulo se considerard dicha familia de soluciones para estudiar la

estabilidad de vértices monopolares atrapados sobre montanas y valles.
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La estabilidad de vértices monopolares en un sistema en rotacién sin topografia ha sido estudiado
desde diferentes puntos de vista. Gent and McWilliams (1986) investigaron la inestabilidad lineal de
vortices circulares con circulaciéon neta cero en el plano f ante perturbaciones en modos normales
azimutales. Los autores encontraron que las perturbaciones de mayor razén de crecimiento pueden ser
internas (con estructura vertical) o externa (barotrépica) dependiendo de la inclinacién de los perfiles
radiales de la funcién corriente. Un modelo linealizado de dindmica de contornos, usado por Flierl
(1988), extendié el andlisis para vértices circulares baroclinicos. Experimentos en tanques en rotacién
y simulaciones numéricas en 3D han mostrado que vértices ciclénicos y anticicldnicos pueden estar
sujetos a inestabilidades barotrépicas (2D) y centrifugas (3D) (Kloosterziel and van Heijst, 1991; Orlandi
and Carnevale, 1999). Un criterio necesario para la inestabilidad lineal barotrépica es obtenido del
Teorema de punto de inflexién de Rayleigh adaptado a flujos con rotacién (Gent and McWilliams,
1986). Los autores encontraron que vortices aislados (flujos circulares con circulacién neta nula) pueden
ser barotrépicamente inestables y, para perfiles de vorticidad lo suficientemente abruptos o inclinados,
desarrollan perturbaciones con nimero de onda azimutal dos, produciendo estructuras tripolares. En
experimentos con tanques en rotacidn, los vértices cicldnicos inestables tienden a formar ese tipo de
tripolos (van Heijst and Kloosterziel, 1989). También es posible que se desarrollen vértices multipolares
para nimeros de onda mayores (Carnevale and Kloosterziel, 1994; Trieling et al., 2010; Cruz Goméz et al.,
2013). Los anticiclones, en contraste, son sensibles a inestabilidades centrifugas y usualmente se rompen
en un par de dipolos (Kloosterziel and van Heijst, 1991). Los efectos combinados de inestabilidades
barotrdpicas y baroclinicas fueron discutidos por Orlandi and Carnevale (1999). Por otro lado, vértices
no aislados (con perfil de vorticidad mondtono) son barotrépicamente estables (Kloosterziel and van

Heijst, 1992).

Las variaciones de la topografia en el fondo pueden afectar de diversas maneras a los vértices con profun-
didad finita. Estudios numéricos y experimentales han revelado diferentes procesos fisicos involucrados
en la interaccién vértice-topografia. Estos incluyen la radiacién de ondas topograficas y las trayectorias
que vortices monopolares y dipolares siguen alrededor de topografias locales, tales como montafas y
valles submarinos (Carnevale et al., 1991; Zavala Sansén, 2002). Eventos como la erosién y divisién de
vortices debido a la presencia de montafias o cordilleras muy abruptas suelen ser frecuentes (Herbette
et al., 2002, 2005; Sutyrin et al., 2011). En algunos casos, las estructuras vorticales pueden ser atrapadas
sobre la topografia (Zavala Sansén et al., 2012; Zavala Sansén and Gonzalez, 2021), y una cuestidn que
surge de manera natural concierne a la estabilidad de tales configuraciones. Carton and Legras (1994)
estudiaron la estabilidad de vértices circulares aislados sobre un fondo parabdlico axisimétrico y encon-

traron que si el nicleo del remolino es ciclénico, se generan tripolos compactos y estables. En contraste,
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los tripolos obtenidos a partir de vértices con nicleos anticiclonicos son inestables y producen dos dipolos
moviéndose en direccién opuesta. Nycander and Lacasce (2004) usaron principios variacionales para en-
contrar regimenes estables para vértices monopolares barotrépicos sobre topografias aisladas cuando los
perfiles de vorticidad potencial son mondtonos. En ese caso, los autores encontraron un gran conjunto
de vértices cicldnicos y anticicldnicos estables sobre una montafa circularmente simétrica. Zhao et al.
(2019) estudiaron la estabilidad de un vértice de Rankine barotrépico sobre una topografia cilindrica
y encontraron que los anticiclones son desestabilizados por montaiias y estabilizados por depresiones.
Dichos resultados se basaron en la consideracion de que la vorticidad potencial es una funcién constante
a trozos. Los saltos en la vorticidad potencial surgen tanto por la topografia cilindrica como por el perfil

a trozos de la vorticidad relativa.

Este trabajo estudia la estabilidad lineal de vértices monopolares sobre una topografia aislada. En
la primera parte (subseccién , se plantea el problema de un flujo circular perturbado por modos
normales azimutales y se deriva un problema de eigenvalores generalizado para la correspondiente razén
de crecimiento. El andlisis es llevado a cabo para flujos bajo la aproximacién del modelo de aguas someras
(SW) y extendido a la dindmica QG. Luego, se derivan algunos teoremas clasicos para inestabilidades
barotrépicas y centrifugas tomando en cuenta efectos topograficos en la dindmica SW. En la segunda
parte (subseccién , se estudia numéricamente la estabilidad de vértices circulares sobre una topografia
axisimétrica en el limite QG. El flujo base se obtiene de las soluciones QG obtenidas en el capitulo
anterior, correspondientes a ciclones y anticiclones sobre montafias y valles cuya vorticidad potencial es
no uniforme. Una caracteristica relevante de las soluciones es que la topografia del fondo es arbitraria,
sujeta tnicamente a la restriccién de que sea axisimétrica y aislada (la topografia de fondo se vuelve plana
a grandes distancias). Los resultados tedricos son contrastados con la solucién espectral del problema
de eigenvalores generalizado correspondiente al caso QG. Adicionalmente, se realiza para la dindmica
QG simulaciones numéricas inicializadas con diferentes configuraciones vértice-topografia. Finalmente,

las conclusiones son discutidas en [4.3]

4.1 Estabilidad de vértices monopolares sobre una topografia axisimétrica

4.1.1 Analisis lineal para flujos SW y QG

Esta seccidon examina el problema de estabilidad lineal asociado con el modelo SW sobre el plano f

incuyendo efectos topograficos. Usando coordenadas polares (r,6) y considerando la topografia ax-
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isimétrica, una capa de fluido bajo la aproximacién de tapa rigida satisface la ecuacién de vorticidad

0qs

s ot

+J(Ygq5) =0, (86)

donde v, representa la funcién de transporte, gs = h; !(ws + fo) es la vorticidad potencial (PV) con
ws =V - (hy'V1p,) la vorticidad relativa y fo el pardmetro de Coriolis, J(a,b) = (0,adpb — dyad,b)/r
es el operador Jacobiano, y hs(r) = Ho — b(r) es el espesor de la capa de fluido, donde b(r) es el perfil
topogréfico axisimétrico con amplitud bg y escala horizontal r;, y Hy es la profundidad constante de la
capa de fluido lejos de la topografia (Figure . Se consideran topografias aisladas, db/dr — 0 para
r > 14, las cuales pueden ser montafias (byp > 0) o valles (by < 0). Las componentes radial y azimutal

de la velocidad son definidas como us = —h; 191, /r y vs = h 101,

mountain

valley

Figure 12. Vista de lado de una capa de fluido con profundidad media Hy sobre una topografia de fondo b(r) definida
como una montafia o valle submarino de amplitud b y ancho 7 sobre un plano-f.

En el andlisis de estabilidad lineal se introducen pequefias perturbaciones bidimensionales /. (r, 6, t) sobre

un flujo base W4(r), el cual representa una solucién estacionaria axisimétrica de ([86)):

V(r,0,t) = W(r)+i(r,0,1). (87)

El flujo base puede ser un vértice ciclénico o anticiclénico girando sobre la topografia, la cual puede ser

una montafia o un valle. Note que la vorticidad potencial puede ser escrita como

qs(r,0,t) = Qs(r) + ¢.(r,0,1), (88)

donde Qs = h Y[V (h VW) + fo] es la PV basey ¢ = h !V - (h;1V4.) su perturbacién. Insertando
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— en la ecuacién de vorticidad y linealizando:

oq,

s ot

La perturbacién es de la forma

W(r,0,t) = @(r)e'=on),

G0 = Lo, (90)

donde L[ ] es un operador diferencial definido por L5 = r=10,(rh;10,) —r=2h;1k?, k es el ndmero de
onda azimutal, ¢(r) es una amplitud compleja, y 0 = 0, +i0; es un nimero complejo cuya parte real es
la frecuencia de la perturbacidn, y la parte imaginaria representa su razén de crecimiento. La condiciéon

de inestabilidad es que la razén de crecimiento o; sea positiva.

Aplicando a se obtiene el siguiente problema de eigenvalores generalizado

k [BT\IIS

(7[,5¢(’l“> = I hs Ls— 87’Qs:| ¢(T)7 (91)

La representacién matricial de esta ecuacién es dada por

o Aijé(r) = Bijo(r), (92)

donde A;; y B;; son matrices reales no hermiticas, o es el eigenvalor, y ¢ la eigenfuncién. Las soluciones
de (91)) para diferentes nimeros de onda k proporcionan eigenvalores y, consecuentemente, la razén de
crecimiento de la perturbacién. Sin embargo, en general es dificil obtener soluciones analiticas, de suerte

que el problema se debe resolver numéricamente, como se hard en la subseccién |4.2]

Ahora considérese la dindmica QG obtenida cuando el grosor medio de la capa de fluido es mucho mas
grande que la amplitud de la topografia, Hy > by (Vallis, 2017). En este caso, la ecuacién de vorticidad
es

9 o2

oV () =0, (93)
donde ahora 1) = v,/ Hy es la funcién corriente y ¢ = w+ h(r) es la PV cuasi-geostrdfica, con w = V2
la vorticidad relativa y h(r) = foHy 'b(r) la vorticidad ambiente (Zavala Sansén and van Heijst, 2014).

Las componentes radial y azimutal de la velocidad son ahora definidas como v = —r~19g0p y v = 9,4,

respectivamente.
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El flujo perturbado es de la forma
U(r,0,t) = W(r) +4'(r,0,1), (94)

donde W (= W,/Hy) es el flujo basico y ¢’ una pequefia perturbacién. Aplicando el mismo andlisis lineal

usado para las ecuaciones SW, se obtiene el siguiente problema de eigenvalores generalizado

oL = % (0,9L — 0,(V*V + h)| ¢, (95)

donde el operador lineal es £ = 0, + 710, — r—2k?. Nétese la comparacién entre esta expresién para

la dindmica QG con la versién para SW .
4.1.2 Inestabilidad barotrépica

La inestabilidad barotrépica se refiere a perturbaciones crecientes que surgen de flujos con corte. Un
criterio necesario para esta inestabiidad es proporcionado por el Teorema del punto de inflexién de
Rayleigh para flujos circulares 2D o paralelos (Gent and McWilliams, 1986). Un criterio mas restrictivo
(todavia necesario) es dado por el Teorema de Fjgrtoft. Esta subseccién presenta una nueva versién de

estos teoremas para vértices circulares sobre topografia en la dindmica SW.

4.1.2.1 Teorema del punto de inflexion de Rayleigh con topografia

El problema de eigenvalores generalizado (91)) en el modelo SW proporciona una versién equivalente al
teorema del punto de inflexién de Rayleigh involucrando efectos topogréficos. Primero, (91)) es reescrita

como

d (r dgb) R d, Qs — (96)

i ®—

dr \ hg dr rhy r=lhgld, U, — o /k
donde d, = d%. Note que supone que ' h;'d, U, — o/k # 0 para evitar soluciones triviales de ¢
(porque d,Qs # 0 en general). Multiplicando esta ecuacién por el complejo conjugado ¢*, integrando
cada término, y aplicando las condiciones de contorno nulas en r =0y r = r,,, — oo (el valor maximo
en la direccién radial) obtenidas del andlisis asintético para r pequefios y grandes (Gent and McWilliams,

1986), se produce

fmop rm g2 m (r= s — 0% Jk)d,Q
dr2d+/ 2d+/ "20 ) %dr = 0. 97
| i [ o+ [ P e e A (97)
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La parte imaginaria de (97)) es

ﬁ m ers > |¢|2d7“ — 0 (98)

kJo |rthitd, Uy — o/k|

Si o; # 0, entonces el flujo basico podria ser inestable. En este caso, para satisfacer el gradiente

de vorticidad potencial del flujo base debe ser cero en algin r =r,,

d

dr

V- (hy1V0,) + fo
h

—0, (99)

r=r;

el cual es un criterio necesario de inestabilidad para el modelo de aguas someras. En el limite QG, el
resultado es equivalente pero ahora usando la vorticidad potencial cuasi-geostréfica:

d [V2W + h(r)]

r

~ 0. (100)

r=r,

Note que para el caso de fondo plano, h(r) = 0, la condicién (100) demanda que el gradiente de
vorticidad relativa del flujo base ¥(r) sea nulo en alguna distancia radial, como fue reportado por Gent

and McWilliams (1986).

4.1.2.2 Teorema de Fjgrtoft con topografia

Ahora se va a discutir un criterio equivalente al Teorema de Fjgrtoft con topografia en el modelo SW.

Primero, note que la parte real de (97)) nos permite encontrar

" d.Qs (r~th;td, Vs — o, /k
/ Qs (s 02/ )|¢>|2dr <0. (101)
0 [r=1hs'd, W, — o /K|
Segundo, si g; # 0y la condicién es satisfecha, entonces
m d?" S
(r'htd, U ey, — 00 /k) / @ s|¢[*dr = 0. (102)
o |rthitd U, —o/k|

Restando la ecuacién ((102)) de ((101f) se obtiene

/Tm d,Qs (rthy Wy — rh N,y |y, )
0

2
d 1
e he 0, — o/ |¢|?dr < 0, (103)
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la cual, para ser satisfecha, requiere que el numerador del integrando sea negativo para algin r:

a
dr

V- (h V) + fo
h

1 d¥, 1 d¥,
rhg dr ryhs(r,) dr

) <0. (104)

Esta expresion indica que flujos circulares sobre una topografia pueden ser inestables si el signo de la
velocidad relativa al punto de inflexién es opuesta al signo de la derivada de la vorticidad potencial en

alguna parte.

En la aproximacién QG, el criterio de inestabilidad ({104)) es reescrito como

) <0. (105)

Cuando no hay topografia, h(r) = 0, la condicién ([105)) es reducida al teorema reportado por Gent and
McWilliams (1986) para flujos circulares. Note que el Teorema de Fjgrtoft ((105]) requiere que el punto

r = r,, donde el Teorema de Rayleigh se satisface, exista.
4.1.3 Inestabilidad centrifuga

Los movimientos verticales en remolinos 3D son capaces de desencadenar inestabilidades centrifugas
(Orlandi and Carnevale, 1999). El Teorema de Circulacién de Rayleigh proporciona un criterio para
identificar este tipo de inestabilidad (Kloosterziel and van Heijst, 1991). El criterio se basa en consid-
eraciones energéticas para un flujo axisimétrico con una velocidad azimutal arbitraria v(r) en ausencia
de viscosidad, estratificacién, rotacién, y sobre un fondo plano. Una extension del teorema incluyendo
el efecto de la rotacién fue presentado en Kloosterziel (1990) y Kloosterziel and van Heijst (1991),
basados en la conservaciéon de momentum angular de elementos de fluido sujetos a desplazamientos in-
finitesimales. Siguiendo un procedimiento similar, en esta seccidn se presenta una extensién del Teorema
de Circulacién incluyendo efectos topograficos. Note que la inestabilidad centrifuga es inherentemente
tridimensional, en contraste con la inestabilidad barotrépica que es puramente bidimensional, tal como

se examind anteriormente.

Considere las ecuaciones de momentum de un flujo circularmente simétrico en coordenadas cilindricas
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(r,0,z) en el plano f:

Du v2 10P
el v _ Y 1
Dt fOU r P 8?”7 ( 06)
Do pus ™ — g (107)
Dt 0 ro

10P

0 = —(——— — 108
paz g? ( )

donde (u, v) son las componentes radial y azimutal de la velocidad, P(r, z) es la presién, g es la gravedad
y D/Dt = 0/0t + ud/0r + wd/0z es la derivada material, con w la velocidad vertical. La presién es
independiente de € ya que el flujo mantiene su forma circular. Se considera que el flujo se mantiene en

balance hidrostatico en la direccion vertical.

Ahora considere la presencia de la topografia axisimétrica b(r) mostrada en la Figura . Integrando

(108) desde un nivel arbitrario z, la presién es
P = pglhs(r) + b(r)] — pgz. (109)

El primer término p(r) = pghs(r) es la presién asociada con la elevacién de la superficie (la cual
es despreciada Unicamente en la ecuacién de continuidad bajo la aproximacién de tapa rigida). Las

ecuaciones de momentum horizontal son reescritas como:

CANRY SIS L. JRPL... (110)
T T

<w + for2> =0, (111)

donde ((111]) representa la conservacién de momentum angular absoluto.

Como flujo basico se tiene a un vértice circular monopolar con velocidad azimutal v(r). Siguiendo a
Kloosterziel and van Heijst (1991), se considera un elemento de fluido que es desplazado desde r = 79
a r’ =ry+ or sin cambiar el campo de presién p(r) (en este sentido el desplazamiento es considerado

como virtual). La nueva velocidad azimutal es v/(r). Usando la ley conservacién ([111)) se encuentra
reIN T 1 2 1 2
v (r')r + §f07“ = v(ro)ro + §f07“o- (112)

La aceleracién radial debida al desplazamiento virtual es obtenida desde (110]) como la variacién de la
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aceleracién entre ambos estados (perturbado y basico) evaluada en 7’

D36r Dvw  Du
- - (== _ == ) 11
Dt? ( Dt~ Dt ) ' (113)

Usando ([110)) y después de algunas manipulaciones:

D2(5 /(02 12 db
Dt; = [U (:,> + for'(r') — v(:,) - foU(T,)} — 90
. 1 10N ) 1 12 2 N 1 /2 ? 5db
= | (o gt = (o et | S

Aqui, ddb/dr = db/dr|. — db/dr|,, es la variacién del gradiente de la topografia conforme la particula

es desplazada. Sustituyendo el primer término con ((112)):

D26 1 1, 5)\? 1, ,\° db
5E = = [(v(ro)ro + 2f0r0> - <v(r’)r'+ ifor’ ) —géa. (115)

Una expansién en Taylor alrededor de ry simplifica esta expresién a orden dr:

D21 d |1 O\ d
o —57“% [3 (v(r)r + — for ) + gdrb(r)] . (116)
=70

Si el elemento de fluido es desplazado hacia afuera (0r > 0), entonces la aceleracién (116 en esa

direccién es positiva cuando

d |1 1, ,\> d
ar !7"8’ <U(7")7“ + §f07“ > +9drb(r)] <0. (117)
r=rg
O, tomando la derivada,
2 (o) + L oro ) ((r0) + fo) + 9-b(ro) < 0 (118)
o viTro 9 oTo w(To 0 gd?”2 To .

con la vorticidad w(r) = d,[rv(r)]/r. La misma condicién aplica para un desplazamiento hacia el interior

0r < 0y una aceleracién negativa. Asi, ({118]) es un criterio suficiente para la inestabilidad centrifuga.
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Escalando ([118]), se obtiene el siguiente criterio adimensional:

1 Lp\* d?b,
- (evg +14) (ewq + 2) + 2A (;) oz <0, (119)

donde (), representa variables adimensionales, ¢ = 2U/Lfy es el nimero de Rossby basado en la
longitud horizontal L, la escala de la velocidad U, y la rapidez angular del sistema fo/2, Lp = v/gHo/ fo
es el radio de deformacién basado en la escala de la profundidad media y A = by/Hy es la amplitud
topogréfica normalizada. Note que el primer término en (|119)) corresponde al teorema de circulacion
reportado por Kloosterziel and van Heijst (1991) para un fondo plano, by = 0. La nueva condicién
extiende el Teorema de Circulacién de Rayleigh involucrando efectos topograficos. El criterio aplica para
flujos SW y también en el limite QG, en el cual by es restringido a ser mucho mas pequefio que la

profundidad promedio Hj.

El criterio de estabilidad indica que la forma de la topografia y el tamaiio del vértice son esenciales.
La forma establece el signo de d?b/dr?; por ejemplo, una topografia sin punto de inflexién en su falda,
como es el caso de una topografia semiesférica, tiene una segunda derivada con Ginicamente un signo,
negativo para una montafia ¢ positivo para un valle. Por lo tanto, la montafia (valle) semiesférica tiende
a desestabilizar (estabilizar) el vértice estable (inestable) sobre un fondo plano. Una forma topografica
mas realista tiene al menos un punto de inflexiéon, como en un perfil Gaussiano, de modo que las
inestabilidades pueden desarrollarse dependiendo de la distancia radial en la cual el flujo es perturbado.
Por otro lado, para un vértice “pequefio” en la dindmica SW (A ~ O(1) y L < Lp pero atn dentro
de la mesoescala), la contribucién topografica es mas relevante en la inestabilidad centrifuga que para
“grandes” vértices L > Lp. En la dindmica QG, L ~ Lp y A < 1, de manera que los términos

topogréficos son menos importantes.

4.2 Andlisis de estabilidad de vortices QG sobre topografia

En esta seccidn se discute el criterio de estabilidad para una clase especial de vértices monopolares QG
sobre una topografia axisimétrica derivada por Gonzalez and Zavala Sansén (2021). Estas soluciones
no lineales de representan vortices ciclénicos y anticiclénicos sobre montaias y valles en el plano
f. La existencia de dichas soluciones apoya la hipétesis de que movimientos vorticales intensos pueden
existir sobre la topografia durante tiempos muy largos, como frecuentemente ocurre en los océanos (ver

la primera parte de este capitulo y las referencias alli). A pesar de las fuertes simplificaciones (flujos
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circulares sobre una topografia axisimétrica), la relevancia de las soluciones analiticas es que ellas le
permiten a uno probar los teoremas de inestabilidad barotrépica previamente discutidos. Ademds, las
soluciones exactas son condiciones iniciales adecuadas para ser simuladas numéricamente, como se hara

mas adelante.

4.2.1 Vértices sobre una topografia aislada: El flujo basico

Las soluciones analiticas reportadas por Gonzalez and Zavala Sansén (2021) son estructuras estacionarias
basadas en modos azimutales adaptadas a la forma de montafias o valles. Los flujos discutidos aqui
corresponden a vértices monopolares con modo azimutal m = 0, y amplitud de la funcién corriente @
cuyo signo corresponde a anticiclones (@AD > 0) y a ciclones (171 < 0). El perfil topogréfico se considera
Gaussiano, b(r) = boe~""/77 donde by es la altura de la montafia o la profundidad del valle y ¢ es el

ancho de la topografia (ver Figura [12).

Las soluciones son una familia de funciones a trozos dependientes de los pardmetros topograficos. Al
escalar la coordenada radial como s = ¢yr, con ¢g un factor con unidades de 1/longitud, se obtiene la
siguiente forma adimensional de la funcién corriente W,(s), la velocidad azimutal v,(s) = dsV¥,, y la

vorticidad relativa w,(s) = s~ 1ds(sv,) (donde ds es la derivada radial adimensional)

Wo(s) = v_ Wr(s;&,80) — ao(&y, 86) — az(Ey, s6)s® 5 < sy (120)
¥ a1(&;, s¢)Ins s> s
oa(s) = L/\ _ dsUr(s;&s, st) — 2a2(&,8¢)s s < s (121)
L P (EAYE s>

_ —WUr(s;&y, s6) + §H (s 8¢) — 4dag(&y,s6) s < 5 (122)

w
wa(s) = —=

21

0 0 s> s
El niicleo del vértice esta centrado en la topografia en una regién interior circular de radio s;, escogido
como el primer cero de la funcién de Bessel de orden 1 (s; = 3.8317). La regidn exterior s > s; consiste
de un flujo potencial. Los coeficientes ag, a1 y ao son usados para garantizar la continuidad de las

variables del flujo (ver Anexo C). Las funciones axisimétricas W (s; &, s¢) y H(s;s¢) (definidas abajo),
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asi como las constantes ag 1,2, dependen de los siguientes parametros adimensionales

>
o

A
& = o S¢ = coTy. (123)

C

ot
<)

El primero es la razén entre la vorticidad ambiente en el origen, hg = h(0) = fobo/Ho, y la escala de
vorticidad, C%ZZ. Note que &, es equivalente a la razén entre la amplitud topografica relativa A = by/H)
y el nimero de Rossby basado en el parametro de Coriolis, Ro = C%?Z/fo [y por tanto € = 2Ro en el
Teorema de Circulacidn ] El segundo pardmetro, s;, es la escala horizontal adimensional de la
topografia. De aqui en adelante nos referiremos a topografias estrechas cuando s; < s;, es decir, la
escala horizontal de la montafia o valle es mas “pequefia” que la escala del vértice. Similarmente, una

topografia “amplia” significa s; > s;.

La expresidn explicita para la funcién topografica H es

H(s;sy)=1— e (s*/58), (124)

mientras que la funcién corriente ¥, y d;Wr en la regién interior son

W (53 €pv50) = ols)+ (125)
& (53000) [ 50 n(s)sas = Sants) [ HE 0% )
ds‘P](S;ft,St) EU[(S;ft,St) = —J1(8)+ (126)

& (~31i0) [ Hsasas + SaG) [ snsas )

donde J,, y Yi,, son las funciones de Bessel a orden m de primer y segundo tipo, respectivamente. Note
que la divergencia de Y}, en el origen es evitada ya que H(s) — 0 en s — 0. La funcién v;(s) definida
en ([126]) sera usada mas adelante. Después de algunos célculos se verifica que la vorticidad potencial es

proporcional a ¥y, tal que ¢, = w, + §t67(52/s§) = -V +¢& —4as.

Una caracteristica especial de las soluciones QG es la simetria entre los signos del vértice y la
amplitud de la topografia, contenida en el pardmetro &,. Especificamente, un anticiclén (1//; > () sobre
una montafia (by > 0) es equivalente a un ciclén (12 < 0) sobre un valle (by < 0). Andlogamente, el caso
de un ciclén sobre una montafia es equivalente al de un anticiclén sobre un valle. Para una referencia

rapida, las configuraciones flujo/topografia son resumidas en la tabla
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Figure 13. Perfiles de (a) velocidad azimutal y (b) vorticidad relativa para diferentes configuraciones anticiclén/montafia
(A/M) sobre una topografia estrecha, s; = 2. Los paneles (c) y (d) muestran los correspondientes perfiles para una
topografia amplia, s; = 5. Las curvas en azul indican los casos con fondo plano, £, = 0.

Table 1. Resumen de las configuraciones flujo/topografia en las soluciones analiticas de vértices circulares (con amplitud

ciclénica é anticiclénica 12) sobre una topografia (con altura é profundidad bo).

Configuracién Identificador Vértice Topografia & =A/Ro
Anticiclén/montafia A/M Y >0 bp >0

§& >0
Ciclén /valle C/V <0 by < 0
Anticicldn /valle A/V P >0 bp <0

§ <0
Ciclén/montaifa C/M <0 bop > 0

La Figura presenta varios perfiles de velocidad y vorticidad radial para el caso anticiclén/montafia,

& > 0. Cuando la topografia es estrecha (paneles a,b), ambos perfiles cambian de signo a una cierta

distancia radial (excepto para la topografia plana £, = 0). Los perfiles de vorticidad indican que el

ntcleo negativo del vértice es blindado por un anillo de vorticidad opuesta que tiende a cero en s;. En

general, los vértices no son aislados debido a que la circulacién total (la integral de drea de la vorticidad)

es evidentemente diferente de cero. Para una topografia amplia (paneles ¢, d), la velocidad azimutal

alcanza un maximo en un cierto radio y luego decae lentamente, como en modelos tipicos de vértices

(van Heijst and Clercx, 2009). Adicionalmente, existen vértices con un ndcleo rodeado por un anillo

muy débil de vorticidad de signo opuesto (Figure [13d).
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(a) §t<05 s =2 (b) £t<0, st =2

& =10

Figure 14. Igual que en la Figura |13| pero ahora para los casos ciclén/montafia (C/M).

La Figura (14| muestra los perfiles de velocidad y vorticidad obtenidos para el caso ciclén/montafia £, < 0
(equivalente a la configuracién anticiclén/valle). Los paneles (a) y (¢) no indican cambios en el signo
de la velocidad azimutal para topografias estrechas y amplias. Los signos de los perfiles de vorticidad
tampoco cambian (paneles b, d). Sin embargo, con el incremento de ||, la vorticidad en la periferia es

mds intensa que en el origen.

Ahora evaluaremos los teoremas obtenidos en las subsecciones y para el flujo bdsico que

hemos presentado.

4.2.2 Condiciones para la inestabilidad barotrépica: Teorema de Rayleigh

Apartir de las soluciones ((120))-(122)), la forma adimensional del Teorema de Rayleigh ((100)) puede ser

reescrita como

—vr(s;€p,s0) =0 s< s
ds [wa(s; &, st) +§(1 — H(sist))] = (127)
—&dsH (s, 51) =0 s> 5

donde vy = dsW¥; fue definido en ((126]). Considere los siguientes casos para topografias estrechas y

amplias. Si la topografia se vuelve plana en la regién exterior, dsH (s;s;) = 0 (topografia estrecha)
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entonces el teorema requiere que

o, =0 (128)
en algln s;, < s; en la regién interior. La Figura (a-b) presenta los perfiles radiales de v;(s) para
valores positivos y negativos de &, con s; = 2. Los vortices con & > 0 (panel a) satisfacen (128]) ya que
el signo de v7(s) cambia en algin lugar de la regién interior. Por tanto, las configuraciones A/M y C/V
pueden ser barotrépicamente inestables. Por el contrario, los campos de velocidad, correspondientes a
los casos donde &, < 0 (panel b), no satisfacen (128) ya que v;(s) > 0 en toda parte. Asi, los casos

C/My A/V son neutralmente estables.

Cuando dsH(s;s¢) # 0 en la regidn exterior (topografia amplia), el vértice para la siguiente situacién
puede ser inestable. Si dsH (s;s;) es de signo definido, (127)) se satisface si v;(s;&;,s:) es de signo

opuesto a &,dsH (s; s;) en alguna parte de la regién interior, es decir:

>0 si &dsH(s;st) <0

vy (129)

Sin

<0 si §dsH(s;s:) >0

donde s;;, < s;. En el caso particular de una topografia Gaussiana, estas relaciones aplican debido a que
dsH(s;s¢) > 0 (< 0) para una montafa (valle). La Figura [15| (c-d) presenta el perfil radial de v;(s)
para valores positivos y negativos de &, con s; = 5. Las configuraciones A/M y C/V en el panel (c)
pueden ser inestables porque ellas satisfacen la segunda desigualdad en . En contraste, los casos
C/M y A/V mostrados en el panel (d) no satisfacen la primera desigualdad en (129), y por tanto son

estables.

En resumen, las configuraciones con &, > 0 pueden ser inestables, y aquellas con &, < 0 son estables

para cualquier topografia.

4.2.3 Condiciones para la inestabilidad barotrépica: Teorema de Fjgrtoft

Ahora se evaluara el criterio ((105]) para el flujo bésico propuesto. Se consideran tnicamente las con-
figuraciones con £, > 0 para topografias estrechas donde el criterio de Rayleigh (128)) se satisface, es
decir, dsH(s;s;) = 0 en la regién exterior (ver Figura [15u). En estos casos, el Teorema de Fjgrtoft

adimensional ([L05|) establece que la siguiente desigualdad podria ser satisfecha simultdneamente con el
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Teorema de Rayleigh para algin s

1 1
Yr =v1(8:6, 5¢) (801(535t, s¢) — &UI(Sz‘MftaSt)) >0 for s<s, (130)

m

donde se ha usado el hecho que dsq, = —ds¥); = —vy. A partir de ((128)) se conoce que v;(Sin; &, 5t) = 0,

con lo que se puede concluir que v satisface el Teorema de Fjgrtoft ya que

2
Y =786, 80)/5, (131)
es siempre definida positiva.
(a) s =2 (b) s =2
6 0
& =0
-1
-2
33
-4
5 é.t =-10
-6 . . . . . . .
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-05 §& =0
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=
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-2
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Figure 15. Perfiles de la funcién radial v; usada para evaluar el Teorema de punto de inflexién de Rayleigh para topografias
estrechas sy = 2: (a) §, > 0y (b) £ < 0. Los paneles (c) y (d) muestran los correspondientes perfiles para una topografia
amplia s = 5.
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-0.2

0.2

0
A
Figure 16. Espacio de parametros adimensional Ro = c%{/?/fo vs. A = by/Hy para diferentes anchos de la topografia

s¢. El color rojo (azul) indica la configuracién vértice/topografia que satisface (no satisface) el criterio de circulacién de
Rayleigh ([132)) para la inestabilidad centrifuga.

4.2.4 Condiciones para la inestabilidad centrifuga
Finalmente, el Teorema de Circulacién ((119]) es evaluado para los vértices circulares sobre topografia

que estamos utilizando. Renombrando ¢ = 2Ro = 2A /¢, se obtiene el criterio necesario de inestabilidad

si, para algun s,

[V )

A A Lp\> &
(gtva(s;ft, st) + ;) <§twa(s;§t, st) + 1> + A <LD) @ba(s; s¢) < 0. (132)

La Figura muestra un conjunto de mapas en el espacio de pardmetros Ro vs. A para diferentes
topografias Gaussianas con escala horizontal s;. Los colores representan valores légicos para la condicién
, donde el azul indica falso (las configuraciones no satisfacen el Teorema de Circulacién de Rayleigh)
y el rojo verdadero (las configuraciones satisfacen el teorema, y por tanto el flujo es inestable). En
general, las configuraciones con anticiclones, mostrados en los cuadrantes superiores, tienden a ser

centrifugamente inestables (areas rojas).
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4.2.5 Solucién numérica al problema de eigenvalores generalizado

El andlisis de estabilidad lineal para vértices monopolares sobre topografias aisladas, presentado en la
subseccién , permite obtener el problema de eigenvalores generalizado [ver y ] involucrando
las matrices reales A;; (sin dependencia de los pardmetros fisicos) y B;; (dependiente de todos los
pardmetros topograficos y de las propiedades del flujo base). La forma adimensional del problema de
eigenvalores para los vértices circulares introducidos en [4.2.1] es

& ds(e*" /%) | ¢,, (133)

S

a 1 1
%viaga = *’UQV%G + ,Hlfdsqjl - HQ
S S

con o, = J/C%@ZJ, Via = des + s 'ds — s72k?, y en donde la funcién a trozos se representa con las

funciones

1 s<g 0 s<g
Hi = ;o Ha

0 s>g 1 s> 5.

La solucién numérica al problema de eigenvalores se basa en un método espectral, el cual resulta ser de
gran precisién y computacionalmente econémico debido a su convergencia exponencial (Orszag, 1971;
Yuhong, 1998). Se utiliza un método de colocacién espectral, ya que es mucho mis fécil de implementar
que los esquemas de Galerkin y Tau (Yuhong, 1998; Trefethen, 2000). La direccién radial es discretizada
de forma no uniforme desde 0 a 32 unidades adimensionales con suficiente resoluciéon para obtener
convergencia. La eigenfuncidén es ajustada a cero en el contorno exterior. Algunos resultados fueron
confirmados solucionando el problema de eigenvalores con un método de diferencias finitas. Una prueba
mdas importante ain, fue la de reproducir las curvas de estabilidad obtenidas en el estudio de Gent and
McWilliams (1986) (Figura 2 y 5) para cinco diferentes perfiles de vértices circulares bidimensionales

(sobre un fondo plano).

Las soluciones obtenidas son para anticiclones sobre montafias (A/M equivalente a C/V) y ciclones
sobre montafias (C/M equivalente a A/V), tanto para s; = 2 (topografia estrecha) como para s; = 5
(topografia amplia). Las configuraciones A/M son escogidas con valores enteros del pardmetro &,
{£, € 2|11 <&, <10}, ylas C/M por {&, € Z| — 10 <, < —1}. Las soluciones identifican la razén
de crecimiento o; de las perturbaciones con nimero de onda k. Estos niimeros de onda tienen
significado Gnicamente cuando son enteros, lo cual garantiza que la perturbacién sea azimutalmente
periddica. El objetivo es encontrar el niimero de onda k. con la razén de crecimiento mas rapida, de

aqui en adelante llamado el nimero de onda caracteristico.
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La Figura presenta los perfiles de estabilidad para las configuraciones A/M (&, > 0). Las soluciones
C/M (& < 0) no son presentadas porque tienen una razén de crecimiento nula (configuraciones neutral-
mente estables). En el caso de topografias estrechas (panel a), la razén de crecimiento mas rapida tiene
ke =1y corresponde a §; = 1 y 2, es decir, vortices intensos o topografias débiles. La inestabilidad con
k. = 1 puede estar asociada con un ligero desplazamiento del vértice fuera del centro de la topografia.
Las perturbaciones dominantes en remolinos con &, > 2 pueden tener un nimero de onda k. = 2, pero
la razén de crecimiento es demasiado pequena. Estos perfiles de inestabilidad son obtenidos con 1200
puntos de Chebyshev. En el caso de topografias amplias (panel b), los nimeros de onda caracteristicos
son k. = 1 para & = {1,2,8 = 10} y k. = 2 para {, = {3 — 7}, usando 2500 puntos de Chebyshev.
Nuevamente, la razdn de crecimiento mas rapida corresponde a k. = 1 para & = 1, aunque otros

voértices muestran valores altos para k. = 2.

(a) s =2
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Figure 17. Perfiles de inestabilidad oq4; (parte imaginaria de 0,) vs. k para los casos con &, > 0 (configuraciones A/M y
C/V) para topografias estrechas (panel a) y amplias (panel b).

En general, los resultados obtenidos de la solucién al problema de eigenvalores generalizado indican que
los casos con &; > 0 son inestables, mientras que los casos con &; < 0 son estables, lo cual estd de

acuerdo con los teoremas dados en las subsecciones y desde el analisis lineal.

4.2.6 Simulaciones numéricas de vértices sobre una topografia

La evolucién de vértices circulares sobre topografia se simula numéricamente solucionando el modelo
cuasi-geostréfico . Los experimentos numéricos son inicializados con los vértices circulares sobre
topografias aisladas, introducidos en la seccién Se examina la inestabilidad de las configuraciones
A/My C/M, equivalentes a los casos C/V y A/V, respectivamente. Los vértices son sujetos a las pertur-

baciones debidas a los errores numéricos. La meta es identificar si los vortices son estables o inestables
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en simulaciones a largo plazo y, en el dltimo caso, identificar el ndmero de onda de la perturbacién

creciente.

El método numérico se basa en un esquema de diferencias finitas sobre una malla cuadrada con 513 x 513
puntos. Para discretizar los términos no lineales se usa un esquema de Arakawa y para avanzar en el
tiempo uno de Runge-Kutta de tercer orden. La longitud adimensional de cada lado del dominio cuadrado
es L = 64, alrededor de 16 veces el tamafio del vértice (~ 3.86), tal que las paredes laterales estén lo
suficientemente lejos del vértice. Las condiciones de contorno son de libre deslizamiento. La topografia
es Gaussiana. El paso de tiempo es del 1% del periodo de rotacién del sistema, de suerte que 100 pasos
de tiempo son un “dia”. El esquema ha sido usado en numerosos estudios previos de vortices, tanto

sobre un fondo plano como sobre topografia variable (Zavala Sansén and van Heijst, 2014).

La Figura muestra las distribuciones de vorticidad en ¢t = 0 y varios dias después (paneles a,b) para
un anticiclén (acotado por la circunferencia en negro) sobre una montafia Gaussiana (circunferencia
magenta). El perfil de vorticidad es mostrado en la Figura . Los resultados indican que la perturbacién
crece y desalinea del origen al nicleo del vértice. Por lo anterior, el nimero de onda caracteristico es
k. = 1, lo cual estd de acuerdo con lo predicho por el método espectral (curva negra en la Figura
17p). La nueva estructura puede ser caracterizada como un vértice dipolar asimétrico atrapado sobre
una montafia, como se discutié en Gonzalez and Zavala Sansén (2021). Para verificar que el modo
de crecimiento mas rapido tiene k. = 1, se calcula la evolucién en el tiempo de la amplitud siguiendo
el procedimiento realizado por Carton and Legras (1994). Primero, la perturbacién de la vorticidad es
definida como

W'(r,0,t) = w(r,0,t) — V2U(r). (134)

Segundo, este campo es descompuesto en modos angulares

1 2w
{Ck(r,t), Sk(r,t)} = /0 W'(r, 0, t){cos(k0), sin(k6)}do, (135)

T
cuyas amplitudes son expresadas como

Ap(t) = /Om [C2(r,t) + S2(r, )] dr, (136)

Tmazx

CON Tz ~ 4s;. La Figura[I8k presenta la evolucién temporal de las amplitudes para los modos k =1 a
k = 5. Después de un breve periodo de ajuste inicial, las amplitudes permanecen pequeiias y constantes
durante 120 dias, aproximadamente. Luego, la amplitud A; crece mds rapido que las otras, en acuerdo

con la predicciéon del analisis de estabilidad.
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() Mountain: w,(t = 0 days) (b) Mountain: w,(¢t = 160 days)
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Figure 18. Distribucién de vorticidad calculada numéricamente para un anticiclén sobre una montafia estrecha (§,, s:) =
(1,2) en (a) t = 0 dfas, y (b) t = 160 dias. Los limites de las barras de colores son establecidos por los picos de vorticidad
Wmin = min{wa}. (c) Evolucién temporal de la amplitud Ay, para cinco modos azimutales (ver texto). El crecimiento de
mayor rapidez es el de k = 1.

La Figura (paneles a, b) presenta la distribucién de vorticidad para un anticiclén sobre una montafia
Gaussiana amplia (el perfil de vorticidad es mostrado en la Figura ) Note que el anillo externo de
vorticidad positiva es muy débil en comparacién a su ndcleo anticiclénico. La simulacién indica que el
remolino es desplazado del origen, produciendo una débil estructura dipolar sobre la topografia. Este
resultado es congruente con el correspondiente perfil de inestabilidad en la Figura (curva negra), el
cual predice que el modo que crece mas rapido tiene niimero de onda caracteristico k. = 1 para esta
configuracién. Los vértices dipolares que surgen de esta simulacién y la previa tienen una estructura
muy diferente debido a las diferencias radicales en sus perfiles de vorticidad inicial. El panel c presenta

la evolucién de las amplitudes de la perturbacién, donde se verifica que el modo més inestable es k. = 1.

En la Figura se presenta un caso similar al mostrado en la Figura , pero ahora con &, = 3 (una
montafia alta é un vértice débil). En este caso, el modo dominante tiene ndmero de onda 2, produciendo
un ntcleo con dos satélites de vorticidad positiva. La solucidn espectral también apunta a que el nimero
de onda caracteristico es k. = 2 (véase la curva azul en la Figura ) La estructura rota como
un todo en direccién horaria alrededor de la montana. El nuevo vértice se asemeja al bien conocido
vortice tripolar observado en experimentos de laboratorio, el cual tiene un ndcleo ciclénico, dos satélites

negativos y su ndcleo rota en sentido anti-horario (Kloosterziel and van Heijst, 1991). Sin embargo, la
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distribucién de vorticidad es notoriamente diferente a los tripolos tipicos ya que en este caso el nicleo
es anticiclénico y los satélites ciclonicos son muy débiles. Ademads, el movimiento del vértice es afectado

por la topografia. Las amplitudes mostradas en el panel c verifican que el modo mas inestable es k. = 2.

(a) Mountain: w,(t = 0 days) (b) Mountain: w,(t = 143 days)
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Figure 19. Distribuciones de vorticidad calculadas numéricamente para un anticiclén sobre una montafia amplia (§,,s¢) =
(1,5) en (a) t = 0 dfas, y (b) t = 143 dfas. (c) Evolucién en el tiempo de la amplitud Ay para 5 modos azimutales. El
crecimiento mas rapido se obtiene para k = 1.

En general, los experimentos numéricos indican que la mayor parte de las configuraciones A/M é C/V son
inestables. Se realizaron simulaciones adicionales para los casos de C/My A/V, las cuales mostraron que
las distribuciones de vorticidad inicial permanecen estables durante tiempos muy largos de integracién en
todos los casos. Estos resultados son acordes con el andlisis de estabilidad, el cual produce una razén de
crecimiento nula para estas configuraciones, y con los teoremas de inestabilidad barotrépica encontrados

en las subsecciones y |4.2.3] ya que los criterios necesarios de inestabilidad no son satisfechos.

La tabla[2]compara el niimero de onda de los modos mds inestables obtenidos del problema de eigenvalores
y los observados en las simulaciones numéricas. Se consideran topografias amplias y estrechas con
1< <4(A/MSC/V)y —4<¢& < —1(C/M 6 A/V). En casi todas las configuraciones, el nimero
de onda obtenido con ambos métodos es el mismo, lo cual sugiere que el andlisis lineal proporciona
resultados confiables. Sin embargo, hay unas pocas discrepancias, como sucede para las configuraciones
con§, =3,4y s =2 (A/M 6 C/V sobre una topografia estrecha). El andlisis de inestabilidad predice que

k. = 1y 2, respectivamente, pero los vértices calculados numéricamente permanecen estables durante
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alrededor de 600 dias de simulacién. La razdn puede ser debida a la pequefia razén de crecimiento de

la perturbacién, como se observa en la Figura [I7p. Probablemente, seria necesario tener mds dias de

simulacién para apreciar la inestabilidad esperada. Otra discrepancia se observa para la configuracién

con&, =2y s =5(A/M 6 C/V sobre una topografia amplia), para la cual el nimero de onda predicho

es k. = 1 pero el vértice simulado indica k. = 2. En este caso, la diferencia puede ser debida a que los

valores de la razén de crecimiento son casi iguales para ambos niimeros de onda, como se muestra en la

Figura (curva gris clara).

(a) Mountain: w,(t = 0 days) (b) Mountain: w,(t = 500 days)
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Figure 20. Distribucién de vorticidad calculada numéricamente para un anticiclén sobre una montafia amplia (§,,s:) =
(3,5) en (a) t = 0 dias, y (b) t = 500 dias. (c) Evolucién temporal de la amplitud A para cinco modos azimutales. El
crecimiento mds rapido se obtiene para k = 2.

Table 2. Comparacién del nimero de onda caracteristico k. predicho por la solucién espectral del problema de eigen-
valores generalizado (subseccién 3.5) y el encontrado en las simulaciones numéricas para diferentes configuraciones
vértice/topografia (&,, s¢).

Configuracién vértice/topografia

Topografia estrecha

|

Topografia amplia

St 2 5

& 4| 3| 2| 1] 1] 2] 3] 4 4] 3| 2] 1] 1] 2] 3] 4
k. obtenido del problema de eigenvalores

k] 0 JoJo]J o J1[1[1]2]o0o]o]Jo]o J1]1]2]2
k. observado en simulaciones numéricas

ke] o J]oJo ] o J1[J1]JoJo]Jo []oJo]Jo [1[2]2]2
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4.3 Discusiones y conclusiones

En este capitulo se ha investigado la estabilidad de vértices circulares ciclénicos y anticiclénicos sobre
topografias aisladas, las cuales pueden ser montafias 6 valles. Los resultados incluyen: (i) un anélisis de
estabilidad lineal que lleva al problema de eigenvalores generalizado y a la incorporaciéon de los efectos de
una topografia finita en los teoremas cldsicos de inestabilidad para la dindmica de aguas someras (capitulo
2 ), y (ii) la aplicacién de estos resultados a vértices analiticos cuasi-geostréficos sobre topografias de
amplitud baja (capitulo 3 ). En este segundo anilisis se incluye la solucién espectral al problema de
eigenvalores y simulaciones numéricas basadas en la dindmica cuasi-geostréfica, con las cuales se muestra

la evolucién a largo plazo de los vértices.

Como flujo basico se consideran las soluciones analiticas de voértices estacionarios y no lineales so-
bre topografias Gaussianas obtenidos por Gonzalez and Zavala Sansén (2021). Las configuraciones
flujo/topografia se caracterizan por el nimero adimensional &, el cual es la razdn entre la altura relativa
de la topografia (cuyo signo indica si ésta es una montafia o un valle) y el nimero de Rossby (el signo
permite distinguir ciclones de anticiclones). Por lo tanto, dos configuraciones dindmicas son incluidas
en los casos con & > 0 (A/M y C/V), e igualmente en los casos con &, < 0 (A/V y C/M). El caso
de fondo plano corresponde a £; = 0. Un segundo pardmetro adimensional es la escala horizontal de la

topografia s;.

De acuerdo a la solucién espectral del problema generalizado de eigenvalores, las configuraciones A/M y
C/V son inestables. Los ndmeros de onda caracteristicos de los modos con mayor razén de crecimiento
son k. =1y2enelrango 1l <&, < 10. Las razones de crecimiento mds grandes fueron encontradas para
los valores mds pequefios de &, (Figura , lo cual indica que los vértices intensos son mds inestables.
En contraste, la razén de crecimiento es muy pequefia tanto para & > 3 con la topografia estrecha,
como para & > 7 con la topografia amplia. Esto es un indicativo de que la altura de la topografia
puede ser un factor estabilizador para estos rangos de &,. Por otro lado, las configuraciones A/V'y C/M
(&, < 0) son linealmente estables en todos los casos. Estos resultados concuerdan con el estudio analitico
y numérico de Zhao et al. (2019) para el caso de un vértice de Rankine sobre una montafia cilindrica,
el cual concluye que los anticiclones son desestabilizados por montafias mientras que son estabilizados
por depresiones. Recientemente, simulaciones numéricas llevadas a cabo por Solodoch et al. (2021)
muestran la formacién y persistencia de remolinos anticiclénicos sobre depresiones topograficas bajo un
amplio rango de pardmetros, lo cual estd de acuerdo con los presentes resultados sobre la estabilidad de

la configuracién A/V.
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Las simulaciones numéricas de remolinos sobre topografias aisladas para tiempos muy largos son con-
gruentes con las conclusiones obtenidas del problema de eigenvalores. Un aspecto que resalta es que las
nuevas estructuras vorticales que surgen en los casos inestables permanecen atrapadas y rotando alrede-
dor de la topografia. Este comportamiento se asemeja a las soluciones dipolares asimétricas obtenidas
en Gonzalez and Zavala Sansén (2021), las cuales rotan estacionariamente alrededor de una montafia
o valle. En Zavala Sansén and Gonzalez (2021) se reporté que el flujo residual sobre una montafia
submarina después del paso de un vértice viajero es una estructura dipolar que permanece atrapada
en la cima. Estructuras similares fueron encontradas en experimentos de laboratorio realizados en un

tanque en rotacién (Zavala Sansén et al., 2012).

A continuacidén se discuten las propiedades de estabilidad en términos de los perfiles de vorticidad usados
en este capitulo. En general, los vértices tienen circulacién no nula, I' # 0. Para casos con &, > 0
(A/My C/V) los perfiles de vorticidad tienen un niicleo blindado por un anillo con vorticidad opuesta
(Figura . Se encontré que el gradiente de vorticidad potencial es cero en alguna parte (Figura ,
de modo tal que los vértices satisfacen los criterios de inestabilidad modificados de Rayleigh y Fjgrtoft
y , respectivamente. Los vértices blindados con I' = 0 sobre un fondo plano son también
barotrépicamente inestables (Carton and McWilliams, 1989; Kloosterziel and van Heijst, 1991). Sin
embargo, en los casos presentados con topografia y I' £ 0 el anillo externo puede tener mucha mas o
menos vorticidad que el nicleo del vértice. Como resultado, el vértice “tripolar” que emerge puede tener
un aspecto muy diferente al del conocido tripolo en el fondo plano. Un ejemplo con un anillo externo

muy débil fue presentado en la Figura [20]

Para casos con &, < 0 (C/My A/V) los perfiles de vorticidad tienen signo definido, como se muestra en la
Figura . El maximo de vorticidad puede estar ya sea en el centro (monopolo no blindado) o a un cierto
radio fuera del origen (una clase de vértice que ha sido raramente estudiado). Para todos los casos se
encontré que los perfiles de vorticidad no satisfacen los criterios de inestabilidad, por lo que estos vértices
son suficientemente estables. Este resultado concuerda con el bien conocido comportamiento estable
de vértices circulares no blindados que se encuentran en experimentos de laboratorio (Kloosterziel and
van Heijst, 1992). Sin embargo, la evolucidn estable sobre topografia contrasta con la observada para
un fondo plano por Carton and McWilliams (1989), quienes encontraron que los remolinos no blindados

con circulacién no nula son inestables y tienden a dividirse.

Finalmente, se discutié la inestabilidad centrifuga en presencia de una topografia, la cual puede ser
contrastada con la obtenida por Kloosterziel and van Heijst (1991) para flujos en rotacién sobre un

fondo plano. El nuevo criterio depende de la segunda derivada radial del perfil topografico y es pesada
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por el factor A(LD/L)2, como indica la expresién 1) En términos generales, se encontré que los
ciclones tienden a ser centrifugamente estables y los anticiclones inestables cuando estdn sobre montafias
6 valles (Figura [16]). Experimentos de laboratorio o simulaciones 3D podrian ser requeridas para probar

estas predicciones.
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Capitulo 5. Conclusiones

La investigacion plasmada en esta tesis se enfocé en encontrar flujos que pueden existir en forma esta-
cionaria en un sistema en rotacién con topografia variable en el fondo. Se consideré un fluido homogéneo,
inviscido, incompresible y en condiciones cuasi-geostréficas. En el capitulo 3 se derivé analiticamente
una nueva familia de soluciones estacionarias bajo efectos de topografias aisladas y axisimétricas. El
estudio de estabilidad lineal para una clase de flujos en esta familia de soluciones fue desarrollado en el

capitulo 4.

Las soluciones se presentan en modos azimutales. El modo cero corresponde a flujos circulares con
diversas caracteristicas en su distribucién de vorticidad. Por ejemplo, sobre topografias estrechas las es-
tructuras vorticales presentan anillos mas intensos que su nucleo, anillos de signo contrario para las con-
figuraciones anticiclén/montafia y ciclén/valle o del mismo signo para ciclén/montafia o anticiclén/valle.
Para todos los casos, este modo cuenta con lineas de corriente exteriores encerrando la estructura vorti-
cal, es decir, son flujos estacionarios y atrapados sobre la topografia aislada. La solucién numérica de la
estabilidad lineal de estos vértices circulares mostré que anticiclones/montafias y ciclones/valles resultan
ser configuraciones inestables, en contraste con ciclones/montafas y anticiclones/valles que resultaron
ser configuraciones estables. Ademds, el tamafio relativo entre el vértice y la topografia, para los casos

inestables, es determinante en la rapidez maxima con la que la perturbacién puede crecer.

Se realizaron simulaciones numéricas de la evolucidn de varias configuraciones vértice circular/topografia
(tabla . Los resultados coincidieron con el prondstico dado por nuevos criterios necesarios de inesta-
bilidad que se presentaron como una extensién de los Teoremas de Rayleigh y Fjgrtoft en presencia
de topografia. Dichos teoremas indican que un flujo podria ser inestable si el gradiente de vorticidad

potencial pasa por cero en alguna parte del dominio.

Por otro lado, el modo 1 en la familia de soluciones representa estructuras dipolares asimétricas que rotan
uniformemente y estan atrapadas sobre la topografia, siempre y cuando las lineas de corriente exterior
sean cerradas. La rapidez angular de dicha rotacién depende de los pardmetros del sistema. La existencia
de estas estructuras esta condicionada a que la topografia decaiga radialmente lo suficientemente rapido
como para desaparecer mas alld de la regién ocupada por el vértice. La condicién de atrapamiento
indica que los vortices débiles son mas facilmente atrapados por la topografia que los intensos. Ademds,
las topografias amplias y altas, en relacién al tamafio de los dipolos, suelen tener mayor efecto de

atrapamiento que aquellas estrechas y bajas.
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Finalmente, este trabajo deja el camino abierto tanto hacia la estabilidad lineal de las estructuras dipo-
lares, como al andlisis no lineal de estabilidad para la familia de soluciones completa. Ademds, surge
la cuestidn sobre si es posible construir una familia de soluciones estacionaria para el caso que incluya,

ademas de la influencia de la topografia, el efecto beta planetario.
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Anexos
A. Coeficientes del modo monopolar
Las condiciones de acoplamiento son escritas como

foo = ap+arlns + QQSIQ
a1
—for = — +2azs
S]

—foo + H(s;)) = 4as,
donde los coeficientes foo y fo1 son

oo = Todalon) + | 54— Tlon)] oo + F¥oten o)
0

for = gyl(sl)ll(sl)a

con I1(s;) y I2(s;) las integrales que involucran la topografia:

Sy Si
I(s) :/ H(s")Jo(s')s'ds’, Ir(s7) :/ H(s')Yy(s')s'ds'.
0 0
Las soluciones del sistema ({137)) generan los siguientes coeficientes

ap = {foo(d+ s?) + [4sifor + 25} (H(s)) — foo)]Ins; — H(s;)s7 }
a1 = 38 [si(foo — H(s1)) — 2for]

az = 1(H(s1) — foo)-
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(137)

(138)

(139)

(140)

(141)



B. Coeficientes del modo dipolar

Las condiciones de contorno ([71)) para el modo m = 1 son

Q

f10 — 72812 = do+dilns; + d2812,
2¢;
~ Q U, d
—fu1 + 1| T (s1) sin 0 — <51 = 205 + —- + 2das,
o C S
2
—fio+H(s)) — — = 4do,
i)
donde f19 y f11 son
ho T T
fio = | 501 — S La(s)| Jo(s1) + 5 Yo(s)I1(s1)
g 2 2
™
fu = fou= §Y1(3l)11(51)-

La velocidad Uy es obtenida desde los términos 6-dependientes de la segunda ecuacién en ((142):

co,\~ co >
Uo = 1l T3 (s1) = =5 91| Ta(s1)-

Note que Uy < 0 debido a la orientacién del dipolo (subseccién [3.1.4)).

7

(142)

(143)

(144)

(145)

Acorde a la solucién en el sistema de referencia en rotacidon , la vorticidad exterior calculada con

1’ implica que V¢, = 4d20(2) = —2(). Como resultado, los términos conteniendo €2 en 1} se

cancelan. Por lo tanto, los coeficientes son

do = fio+ f11s;Ins

di = —f11s
__ 9
b =%

(146)

La tercera ecuacién en ([142]) implica que fiop = H(s;). Esta condicién se satisface escogiendo la siguiente

constante C contenida en fio [definida por (143))]:

}CLé]Cl = Jo(lsl) [H(Sl) + gl2(sl)<]0(5l) - g}/o(Sl)Il(Sl)] .

(147)
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C. Coeficientes adimensionales para el campo exterior

Los coeficientes adimensionales de la solucién ({120]) son dados por

a0 = {foo(d+ sB) + [Asifor + 252 (€. H(s1) — foo)] sy — €, H (s1)s7)
1

ar = %31 [s1 (foo = &:H (1)) — 2fon]
@ = 3 (&H)~ fo), (148)

donde f()o Yy f01 son

foo = Jo(si) — & (gIQ(Sl)JO(Sl) - ng(Sz)h(Sl)) ;

T
foo = ftiyl(sl)ll(sl)a
con I1(s;) y I2(s;) las integrales que involucran la topografia:
S S1
I(s1) :/ H(s")Jo(s')s'ds’, Ir(s1) :/ H(s)Yy(s')s'ds'.
0 0

Detalles adicionales sobre estos coeficientes y otras propiedades del flujo base pueden ser consultadas en

Gonzalez and Zavala Sansén (2021).
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