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imágenes utilizando microescaneo

TESIS

que para cubrir parcialmente los requisitos necesarios para obtener el grado de

DOCTOR EN CIENCIAS

Presenta:
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RESUMEN de la tesis que presenta José Luis López Mart́ınez, como requisito parcial
para obtener el grado de DOCTOR EN CIENCIAS en CIENCIAS DE LA COMPUTACIÓN.
Ensenada, Baja California. noviembre de 2011.

Métodos ciegos adaptativos para restauración de imágenes
utilizando microescaneo

Resumen aprobado por:

Dr. Vitaly Kober

Director de Tesis

La restauración de imágenes es un tema importante en el procesamiento de imáge-
nes. Sus técnicas recuperan imágenes degradadas debido a imperfecciones en el proceso
de captura. Comúnmente los métodos de restauración de imágenes utilizan una sola ima-
gen observada para su procesamiento. En este trabajo, se proponen nuevos métodos para
restauración utilizando varias imágenes degradadas obtenidas utilizando un sistema de
microescaneo de imágenes y sin conocer la función de interferencia que provoca la degra-
dación. El microescaneo es una técnica para adquirir en tiempo-secuencia imágenes de
la misma escena con un ligero desplazamiento entre la escena y la cámara. Estas técnicas
pueden ser usadas para restauración de imágenes si la imagen original y la interferencia
son espacialmente desplazadas durante el proceso de microescaneo. El microescaneo pue-
de ser implementado con un movimiento controlado de un arreglo de sensores que realiza
la captura de imágenes o con un movimiento controlado de una fuente de luz, por ejemplo
en el caso de una degradación por iluminación no uniforme. Se asume que las imágenes
observadas están formadas por una imagen original degradada por interferencias aditivas
o multiplicativas. Además, las imágenes están dañadas con ruido aditivo de sensor. Utili-
zando el conjunto de las imágenes observadas, la restauración de imágenes se lleva a cabo
resolviendo un sistema de ecuaciones que se deriva de la optimización de una función ob-
jetivo. Con el fin de lograr restauración en tiempo real, fueron desarrollados algoritmos
rápidos.

Los métodos y algoritmos propuestos, son analizados en cuanto a exactitud en la res-
tauración para diferentes tipos de interferencia (aditivo, multiplicativo e impulsivo), tiem-
po de ejecución, y tolerancia a pequeños errores de posicionamiento en los elementos de
un sensor. Simulación por computadora y resultados experimentales son proporcionados
y comparados con técnicas de restauración comunes.

Palabras clave: Restauración de imágenes, procesamiento de imágenes, microescaneo.



iii

ABSTRACT of the thesis presented by José Luis López Mart́ınez, as a partial require-
ment to obtain the DOCTOR IN SCIENCES degree in COMPUTER SCIENCE. Ensenada,
Baja California. november 2011.

Blind adaptive methods for image restoration using
microscanning

Image restoration is an important subject in image processing. Its techniques recover
images degraded due to imperfections in capturing process. Commonly image restoration
methods use a single observed image for the processing. In this work, new methods for
image restoration using several degraded images obtained with a microscanning imaging
system and without knowing the interference function are proposed. Microscanning is a
technique to acquire time-sequential images of the same scene with a slight shifting bet-
ween the scene and camera. This technique may be used for image restoration if the origi-
nal image and interference are spatially displaced during the microscanning process. Mi-
croscanning can be implemented either with a controlled movement of a sensor array that
captures images or with a controlled motion of a light source, for example, in the case of
nonuniform illumination. It is assumed that the observed images contain the original ima-
ge degraded either by additive or by multiplicative interferences. Additionally, the images
are corrupted with additive sensor noise. Using the set of observed images, image restora-
tion is carried out by solving a system of equations that is derived from optimization of an
objective function. In order to achieve real-time restoration fast algorithms were develo-
ped.

The proposed methods and algorithms are analyzed in terms of restoration accuracy
for different kinds of interferences (additive, multiplicative and impulsive), execution time,
and tolerance to small position errors of sensor elements. Computer simulation and expe-
rimental results are provided and compared with those of common restoration techniques.

Keywords: Image restoration, image processing, microscanning.
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Capı́tulo I

Introducción

I.1. Antecedentes y motivación

La restauración de imágenes es un importante tema en el área de procesamiento de

imágenes, debido a que sus técnicas son útiles para recuperar imágenes que han sido de-

gradadas debido a imperfecciones en el proceso de captura (Bovik, 2005). Existe un amplio

rango de degradaciones tales como difuminación (desenfoque de la cámara, movimiento

en el proceso de captura), iluminación no uniforme, ambientes nublados (niebla, nubes,

humo), ruidos (ruido blanco, ruido impulsivo, etc.), hasta elementos dañados en los siste-

mas de adquisición de imágenes (Gonzalez y Woods, 2008, Jain, 1989, Narasimhan y Nayar,

2002, Hautiere y Aubert, 2005, Narasimhan y Nayar, 2003). Las técnicas clásicas de restau-

ración se orientan hacia la introducción de modelos de degradación, que luego se aplican

en sentido inverso para recuperar la imagen original.

Los métodos de restauración se basan en la mayorı́a de los casos en algún conocimiento

a priori del proceso de degradación, utilizando generalmente un modelo de degradación,

adicionalmente utilizan una sola escena observada para llevar a cabo la restauración (Uma

y Annadurai, 2005). Sin embargo en la actualidad, existen diversas técnicas para aproximar

los parámetros del modelo de degradación, inclusive existen algunas para restaurar con un

mı́nimo de conocimiento a priori del proceso de degradación (Campisi y Egiazarian, 2007).

También existen métodos de restauración que son basados en un desconocimiento de la

función de degradación conocidos como métodos ciegos (Jain, 1989) . A pesar de existir

un gran número de algoritmos, el proceso de restauración es todavı́a un problema abierto

debido a la variedad de degradaciones que existen en nuestro mundo.
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Recientemente, fueron propuestos métodos de restauración ciegos, para diferentes ti-

pos de modelos de degradación usando imágenes capturadas por un sistema de adqui-

sición de imágenes conocida como microescaneo (López-Mart́ınez y Kober, 2008; 2009;

2010, López-Mart́ınez et al., 2010). El microescaneo es una técnica para adquirir imágenes

de la misma escena con un ligero desplazamiento entre la escena y el sistema de captura

(cámara). En este trabajo de tesis, se presentan métodos ciegos adaptativos para restaurar

imágenes utilizando la técnica del microescaneo de cámara, para imágenes con interferen-

cias aditivas no uniformes e interferencias multiplicativas no uniformes con ruido aditivo

provocado por el sensor de cámara y ruido impulsivo provocado por algún daño en el dis-

positivo de captura. La información para la restauración es obtenida a partir del mismo

conjunto de imágenes observadas. De igual manera, se proponen algoritmos rápidos cuya

calidad de restauración se aproxime a los resultados obtenidos por el algoritmo de restau-

ración global.

I.2. Marco teórico

El tema de investigación a realizar tiene como base de conocimiento la teorı́a del proce-

samiento digital de imágenes (PDI) especialmente en el área de restauración de imágenes,

análisis de matrices, aplicaciones de álgebra lineal y técnicas de optimización matemáti-

ca. Es necesario tener conocimiento de cómo se conforman los modelos de degradación

de imágenes, sin olvidar la teorı́a que existe detrás de las diversas técnicas de restauración.

Asimismo, se necesita conocer la teorı́a del microescaneo para poder realizar la implemen-

tación de los nuevos métodos. Sin olvidar que los métodos adaptativos para el proceso de

restauración de una imagen, se refieren a que dichos métodos utilizan información dispo-

nible de los datos observados. A continuación se realiza una breve descripción de la teorı́a

más relevante en el área del trabajo de investigación.

La restauración de imágenes es uno de los temas más apasionante dentro del área del

PDI, debido a que posee una serie de caracterı́sticas que lo hacen muy interesante, tales
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como la cantidad de degradaciones que existen en la naturaleza, sus aplicaciones en la vi-

da real, es matemáticamente estimulante dado que es considerado un problema inverso y

mal planteado (en inglés, ill-posed problem) contrario a un problema bien planteado (en

inglés, well-posed problem) que cumple con la unicidad, existencia y continuidad en los

datos, todo lo anterior en el sentido mencionado por Jacques Hadamard (Bertero y Boc-

cacci, 2002). Ası́, que un problema mal planteado es aquel cuya solución no es única o no

existe para datos arbitrarios o no depende de manera continua de los datos. El problema

de restauración no es posible de resolver de manera exacta, pero podemos aproximarnos

a la solución a partir de alguna información adicional (información a priori). Debido a lo

anterior, es necesario realizar métodos de regularización desarrollados para aproximarnos

a la solución. De forma general, estas métodos se pueden clasificar en (Bertero y Boccacci,

2002):

1. Métodos de regularización Estos métodos consisten en considerar una familia de

soluciones aproximadas que dependen de un parámetro positivo llamado parámetro

de regularización. Su principal propiedad es que la familia de funciones converge a

la solución exacta en los casos en que el ruido es nulo y el parámetro de regulariza-

ción tiende a cero. En el caso de datos ruidosos se puede obtener una aproximación

optimal de la solución exacta para un parámetro de regularización diferente de cero.

En esta categorı́a se encuentran algunos métodos tales como: mı́nimos cuadrados

acotados con un nivel de energı́a, soluciones aproximadas con energı́a mı́nima, algo-

ritmos en el sentido de Tikhonov.

2. Métodos iterativos de regularización Estos métodos se caracterizan, porque el paráme-

tro de regularización es el número de iteraciones debido a que la semi-convergencia

sigue siendo valida para imágenes con ruido. En esta categorı́a se encuentran algu-

nos métodos tales como: Van Citter y Landweber, Landweber proyectado, método del

gradiente conjugado.
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3. Métodos estadı́sticos La caracterı́stica básica de estos métodos es que toman en cuen-

ta la naturaleza aleatoria del ruido, lo que conlleva que la imagen capturada es la rea-

lización de un proceso aleatorio. En este método es posible diferenciar dos enfoques,

el primero consiste en asumir que el objeto es determinı́stico, es decir, representa un

conjunto de parámetros que caracterizan la distribución de probabilidad de la ima-

gen. Por lo que los métodos de estimación de parámetros, tales como el método de

máxima verosimilitud puede ser usado para deconvolución de imágenes. El segun-

do enfoque, el objeto es asumido como una realización de un proceso aleatorio con

una distribución de probabilidad dada, lo cual asume, como una forma de informa-

ción a priori. En esta categorı́a se encuentran algunos métodos tales como: métodos

Bayesianos, filtro Wiener, métodos de máxima verosimilitud.

En el presente trabajo de investigación, se proponen métodos de restauración basados

en un conjunto de imágenes degradadas obtenidas mediante microescaneo de cámara.

Utilizando esas imágenes y un modelo matemático de degradación, un sistema de ecua-

ciones lineales son obtenidas; resolviendo el sistema de ecuaciones lineales con la ayuda

de un algoritmo iterativo y de cierta información estadı́stica a priori de la imagen a res-

taurar, se obtiene la imagen restaurada. Por lo cual se puede clasificar como un método de

regularización iterativo-estadı́stico.

I.3. Planteamiento del problema

El proceso de restauración de una imagen digital degradada por interferencias aditiva o

multiplicativa con ruido impulsivo y aditivo consiste en estimar una función que se apro-

xime a la imagen real (sin degradación) a partir de la imagen observada. La mayorı́a de los

trabajos de restauración de imágenes se limitan a utilizar una sola imagen observada pa-

ra realizar el proceso mencionado, orientándose en la mayorı́a de los casos a modelar la

función de degradación, haciendo que esos métodos dependan de dicha información.
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En este trabajo, se abordará el modelo de degradación aditiva con ruido (aditivo e im-

pulsivo) y el modelo de degradación multiplicativa con ruido (aditivo e impulsivo). Debido

a que estos modelos se encuentran de manera f́ısica en la realidad, como se menciono con

anterioridad. Se pretende desarrollar nuevos métodos de restauración ciegos adaptativos

(en el sentido, de que no es necesario conocer las funciones de las interferencias aditivas o

multiplicativas para realizar la restauración) utilizando la técnica del microescaneo.

I.4. Objetivo de la tesis

I.4.1. Objetivo General

Desarrollar nuevos métodos ciegos adaptativos, para restaurar imágenes degradadas

por los modelos aditivo y multiplicativo con ruido impulsivo, utilizando la metodologı́a de

microescaneo.

I.4.2. Objetivo Especı́ficos

1. Estudiar los fundamentos teórico-matemáticos de técnicas de restauración para mo-

delos de degradación.

2. Implementar métodos clásicos de restauración.

3. Estudiar la metodologı́a del microescaneo.

4. Desarrollar nuevos métodos ciegos adaptativos e iterativos para la restauración de

imágenes degradadas por los modelos aditivo y multiplicativo con ruido impulsivo,

basados en la metodologı́a del microescaneo.

5. Desarrollar algoritmos rápidos de restauración, cuyos resultados se aproximan a los

métodos iterativos.

6. Realizar la simulación por computadora de los nuevos métodos.
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7. Realizar experimentos utilizando imágenes reales con el modelo de degradación mul-

tiplicativo.

I.5. Métodologia de la investigación

Para cumplir con los objetivos planteados se ha definido una metodologı́a que consta

de las siguientes etapas:

1. Revisión bibliográfica.

2. Estudio de técnicas clásicas de restauración.

3. Implementación de técnicas de restauración.

4. Revisión de la metodologı́a del microescaneo.

5. Diseño de nuevos métodos ciegos adaptativos, iterativos para restaurar imágenes de-

gradadas por los modelos de degradación aditivo, multiplicativo con ruido impulsivo

utilizando la metodologı́a del microescaneo.

6. Realización de algoritmos rápidos de restauración, cuyos resultados se aproximen a

los obtenidos por los algoritmos iterativos.

7. Simulación por computadora de los nuevos métodos de restauración desarrollados.

8. Análisis de resultados. Los métodos propuestos serán sometidos a imágenes degra-

dadas para medir la capacidad de aproximación a la imagen original.

9. Experimentación utilizando imágenes reales con el modelo de degradación multipli-

cativo.

10. Comparación de los métodos propuestos, con los métodos ya existentes para analizar

sus ventajas y desventajas.
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I.6. Organización de la tesis

La tesis se divide en siete capı́tulos organizados de la siguiente manera: En el capı́tulo

II se presenta una breve introducción a los conceptos matemáticos que se utilizan en este

trabajo. En el capı́tulo III, se exponen diversos modelos matemáticos de degradación que

afectan una imagen, se revisan técnicas de restauración para los modelos de degradación

presentados que nos interesan, ası́ como también se mencionan métricas de restauración

que se utilizarán para medir el desempeño de los algoritmos propuestos. El capı́tulo IV

detalla la técnica del microescaneo de manera general, ası́ como la descripción del micro-

escaneo que se utilizó en el presente trabajo. Los métodos de restauración que se propo-

nen para las degradaciones aditivas ó multiplicativas con ruido aditivo e impulsivo, son

descritos en el V. Ademas, en el capitulo V, se presenta y analiza un algoritmo rápido de

restauración. Los resultados experimentales y el análisis de resultados se encuentran en el

VI. Finalmente, en el VII, se resumen las conclusiones del trabajo realizado.



Capı́tulo II

Fundamentos matemáticos

II.1. Introducción

En este capı́tulo se presenta una breve revisión de algunos conceptos matemáticos y

fundamentos teóricos del procesamiento digital de imágenes utilizados en el transcurso

de este trabajo.

II.2. Imagen digital

Una imagen se puede definir como una función bidimensional, f(k, l), donde k y l son

coordenadas espaciales, y la amplitud de f en cualquier par de coordenadas (k, l) es lla-

mada la intensidad o nivel de gris de la imagen. Cuando k,l y la intensidad de los valores

de f , son todos finitos y cantidades discretas, se le llama imagen digital(Gonzalez y Woods,

2008). Sin embargo, las señales e imágenes que son disponibles en el ambiente que nos ro-

dea son de naturaleza analoga. Que la señal o imagen sea analógica significa dos cosas: de

que la señal existe en un dominio continuo (espacio/tiempo) y que los valores que toman

son continuos. Ası́, que es necesario un proceso de conversión analógica-digital (A/D). Una

conversión A/D consiste de dos subprocesos distintos: el muestreo y la cuantización (Bo-

vik, 2009). El muestreo es un proceso para digitalizar los valores de las coordenadas y la

cuantización digitaliza los valores de la amplitud.
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La representación de la función f(k, l) es dada de la siguiente manera:

f(k, l) =



f(1, 1) f(1, 2) · · · f(1, N)

f(2, 1) f(2, 2) · · · f(2, N)

...
...

. . .
...

f(M, 1) f(M, 2) · · · f(M,N)


, (1)

donde M × N es el tamaño en pixeles de la imagen. Cada elemento de esta matrix, es

llamado un elemento de la imagen, pixel, o pel.

II.3. Método de mı́nimos cuadrados

En el método de mı́nimos cuadrados, se desea minimizar la discrepancia entre los da-

tos estimados (observados) y los datos originales de la señal original. Sea x[n] los datos

observados con ruido provocado por daños en sensores y s[n] la señal original determinis-

ta, la cual es generada por algún modelo. El modelo de la señal observada es de la siguiente

manera:

x[n] = s[n] + e[n], n = 0, . . . , N − 1, (2)

donde e[n] representa el ruido y N es el número de observaciones realizadas. La señal

s[n] se genera por algún modelo el cual a su vez depende de un parámetro desconocido θ .

El estimador de mı́nimos cuadrados ( LSE1) del parámetro θ , escoge los valores que mejor

aproximen la señal s[n] a los datos observados x[n]. El criterio de proximidad es medido

por la función de discrepancia J(θ), definida como sigue

J(θ) =

N−1∑
n=0

(x[n]− s[n])2, (3)

donde la dependencia de J en θ es vı́a s[n]. Ası́, que el valor del vector θ que minimiza la

1LSE.-Least Squares Estimator
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función J(θ) es el LSE. El rendimiento del LSE depende indudablemente de las propieda-

des del ruido que corrompe la señal. Por ejemplo, si el ruido es modelado como un ruido

gaussiano blanco con media cero, entonces el LSE también será un estimador insesgado

de mı́nima varianza (MVU2), es decir que la aproximación de LS encuentra el estimador

óptimo(Kay, 1993).

Realicemos un cambio de notación para poder ejemplificar de manera mas práctica y

sencilla los conceptos que a continuación se mencionarán. Sea Θ un vector de paráme-

tros con dimensión p × 1 donde p es el número de parámetros de interés, entonces Θ =

[θ1, . . . , θp]. Sea s[n] equivalente en notación matricial a s(Θ) = [s[0], . . . , s[N − 1]]T , e[n] a

e(Θ) = [e[0], . . . , e[N − 1]]T y x[n] equivalente a x = [x[0], . . . , x[N − 1]]T . La ecuación (3)

queda de la siguiente manera:

J(Θ) = ‖x− s(Θ)‖2 = ‖e(Θ)‖2, (4)

supongamos la existencia de una dependencia lineal de la señal con los parámetros que

estimamos, es decir,

s(Θ) = HΘ, (5)

donde H es una matriz conocida deN×p conN > p cuyo rango de la matrix H denotado

por ρ(H) es p. Es decir, que los renglones de la matrix H son linealmente independientes

(Grossman, 1996). La matriz H es referenciada como la matriz de observación. El LSE es

encontrado minimizando

J(Θ) = ‖x− s(Θ)‖2 = (x−HΘ)T (x−HΘ)

= xTx− xHΘ−ΘTHTx + ΘTHTHΘ

= xTx− 2xTHΘ + ΘTHTHΘ

(6)

2MVU.-Minimum variance unbiased
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realizando la derivada de la ecuación (6), (note que xTHΘ es un escalar ),

∂J(Θ)

∂Θ
= −2HTx + 2HTHΘ. (7)

Asignando el gradiente igual a cero, obtenemos el LSE (mı́nimo global)

Θ̂ = (HTH)−1HTx. (8)

La invertibilidad de HTH es garantizada por ρ(H) = p. La matriz Hessiana definida

como
∂

∂ΘT

(
∂J(Θ)

∂ΘT

)T
= 2HTH, (9)

es siempre definida positiva, lo cual, garantiza que la función de costo J(Θ) es estric-

tamente convexa y, por lo tanto, existe un único mı́nimo (Golub y Van Loan, 1996). Por lo

que la señal estimada ŝ se obtiene de sustituir la ecuación (8) en la ecuación (5)

ŝ = HΘ̂ = H(HTH)−1HTx. (10)

II.4. Sistemas lineales e invariantes al desplazamiento

Un gran número de sistemas para el procesamiento de imágenes puede ser modelado

como sistemas lineales e invariantes espacialmente. Sea x(m,n) y y(m,n) una secuencia

de entrada y salida respectivamente, de un sistema de dos dimensiones, la relación entre

ambas, esta dado por la siguiente ecuación

y(m,n) = H[x(m,n)]. (11)

Se dice que el sistema es lineal si y solo si para cualquier combinación de dos entradas

x1(m,n) y x2(m,n) produce la misma combinación de sus respectivas salidas y1(m,n) y
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y2(m,n), es decir que para cualquier par de constantes arbitrarias a1 y a2 se cumple

H[a1x1(m,n) + a2x2(m,n)] = a1y1(m,n) + a2y2(m,n), (12)

lo cual es llamado propiedad de superposición de los sistemas lineales. Se dice que un

sistemaH es invariante al desplazamiento o invariante espacialmente si un desplazamien-

to de la entrada causa un desplazamiento en la salida, es decir que satisface la siguiente

propiedad

y(m−m′, n− n′) = H[x(m−m′, n− n′)], (13)

lo que significa que la respuesta de un sistemaH en un punto cualquiera depende so-

lamente del valor de entrada y no de su posición.

Cuando la entrada a un sistema H, es la función delta de Kronecker bidimensional en

la posición (m′, n′), la salida en la posición (m,n) se define de la siguiente manera:

h(m,n;m′, n′)
∆
=H[δ(m−m′, n− n′)], (14)

y es llamada la respuesta al impulso del sistema H. En sistema ópticos, la respuesta al

impulso es llamada la función de dispersión puntual ( PSF3) ya que las entradas y salidas

representan cantidades positivas (i.e. la intensidad de la luz).

La salida de cualquier sistema lineal puede ser obtenida de su respuesta al impulso

como

y(m,n) =
∑
m′

∑
n′

x(m′, n′)h(m,n,m′, n′), (15)

si la PSF h(m,n;m′, n′) = h(m − m′, n − n′), es decir, invariante al desplazamiento, la

salida de un sistema lineal e invariante al desplazamiento viene dado por

y(m,n) =
∑
m′

∑
n′

x(m′, n′)h(m−m′, n− n′) = x(m,n) • h(m,n), (16)

donde la salida de un sistema lineal e invariante espacialmente se calcula a partir de la

3PSF.-Point spread function
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operación convolución (•) de la entrada con la PSF. Una discreta PSF satisface la siguiente

propiedad

∑
m

∑
n

h(m,n) = 1. (17)

Existen diversos tipos de degradaciones que afectan a las imágenes, como pueden ser

emborronamiento (blur), ruido, imperfecciones en la iluminación, etc. La función de de-

gradación provocado por emborronamiento (desenfoque, movimiento, turbulencia atmosféri-

ca, etc ) se puede modelar como la PSF del sistema de la ecuación (16).

II.5. Caracterización estocástica de imágenes

A menudo las imágenes están degradadas por interferencias impredecibles tales como

ruido, iluminación no uniforme, etc. Debido a esta aleatoriedad, las imágenes discretas y

sus interferencias, se pueden caracterizar por modelos estadı́sticos. En representaciones

estocásticas , una imagen discreta es un campo aleatorio discreto y cada pixel de la imagen

representa una variable aleatoria. Desde este punto de vista, un imagen dada es una mues-

tra de una función de un conjunto de ensamble de imágenes. Dicho ensamble podrı́a ser

adecuadamente definido por una función de densidad de probabilidad conjunta formada

por el arreglo de variables aleatorias (Jain, 1989). Para casos prácticos, la cantidad de va-

riables aleatorias puede ser muy grande (i.e. 262,144 variables aleatorias para una imagen

de 512 × 512), por lo que es seria muy dif́ıcil de especificar de manera real una función de

densidad conjunta. Una opción viable es especificar el ensamble de imágenes a través de

su primer y segundo momento (media y covarianza).

Un proceso estacionario se dice que es ergódico si el promedio espacial es igual al pro-

medio del ensamble. Este concepto es importante por que en la vida real no es posible

contar con la colección completa de todos los resultados posibles del proceso. Debido a

lo anterior, si el proceso es ergódico, es posible calcular la media y la covarianza del pro-

ceso estacionario a partir de una sola muestra(Pratt, 2007). En esta sección se consideran
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algunos conceptos que servirán para modelar las imágenes estadı́sticamente.

II.5.1. Definiciones

Sea u(m,n) una imagen aleatoria discreta, es decir, un campo aleatorio que representa

un ensamble de imágenes. Se definen los siguientes conceptos

Media
∆
= µ(m,n) = E{u(m,n)}, (18)

V arianza
∆
= σ2(m,n) = E{|u(m,n)− µ(m,n)|2}, (19)

Covarianza
∆
= r(m,n;m′, n′)

= E{(u(m,n)− µ(m,n))(u∗(m′, n′)− µ∗(m′, n′))}, (20)

Autocorrelación = E{(u(m,n)u∗(m′, n′))}

= r(m,n;m′, n′) + µ(n,m)µ∗(n′,m′). (21)

El simboloE{·} denota el operador matemático de valor esperado y u∗(m,n) representa

el complejo conjugado de u(m,n). En el caso de imágenes aleatorias discretas de tamaño

M ×M , la media y varianza son matrices de M ×M , mientras que la covarianza y autoco-

rrelación son matrices de M2 ×M2.

Un proceso imagen es llamado estacionario en el sentido estricto si sus momentos no se

afectan por desplazamientos de los orı́genes espaciales. Por otra parte, el proceso imagen

es llamado estacionario en el sentido amplio si su media es constante y su autocorrelación

depende de las diferencias en las coordenadas de la imagen y no de sus valores originales,

es decir,

E{u(m,n)} = µ(m,n) = µ = constante (22)

y

E{(u(m,n)u∗(m′, n′))} = r(m−m′, n− n′). (23)

Esto implica que r(m,n;m′, n′) = r(m−m′, n− n′) (Jain, 1989). Durante este trabajo, a
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menos que se indique lo contrario, cada vez que se haga referencia a un proceso estacio-

nario (campo aleatorio), estaremos haciendo referencia al caso estacionario en el sentido

amplio. La función de covarianza de un proceso estacionario u(m,n) esta dada por r(m,n)

de la siguiente forma

r(m,n) = r(m,n; 0, 0) = r(m+m′, n+ n′;m′, n′). (24)

Un modelo de covarianza utilizado de manera frecuente para procesar imágenes esta-

cionarias (Jain, 1989) es

r(m,n) = σ2ρ
|m|
1 ρ

|n|
2 , |ρ1| < 1, |ρ2| < 1, (25)

donde ρ1 = r(1,0)
σ2 y ρ2 = r(0,1)

σ2 denotan los coeficientes de correlación entre elementos

adyacentes en la direcciones m y n respectivamente y σ2 representa la varianza del campo

aleatorio.

II.5.2. Distribución normal o Gaussiana

La función de densidad de probabilidades de una variable aleatoria ζ es denotada como

pζ(γ). Para una variable aleatoria Gaussiana tenemos que

pζ(γ)
∆
=

1√
2πσ2

exp

(
−(γ − µ)2

2σ2

)
, (26)

donde µ y σ2 representan la media y la varianza y γ representa el valor que toma la variable

aleatoria ζ. Para µ = 0 y σ2 = 1 , esta es llamada la distribución normal estándar. Los

parámetros de una distribución normal en la ecuación anterior , satisfacen las siguientes
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propiedades:

E[1] =

∫ ∞
−∞

p(γ)dγ = 1, (27)

E[γ] =

∫ ∞
−∞

γp(γ)dγ = µ, (28)

E[(γ − µ)2] =

∫ ∞
−∞

(γ − µ)2p(γ)dγ = σ2. (29)

II.5.3. Generación sintética de ruido con distribución gaussiana

Para generar un campo aleatorio, cuyos valores correspondientes a las variables alea-

torias tengan una función de densidad de probabilidad gaussiana se recurre al teorema

del lı́mite central. Este teorema establece que bajo ciertas condiciones generales, dado n

independientes variables aleatorias xi, con media µi, y varianza σ2
i , la suma que forman

x = x1 + x2 + · · ·+ xn, (30)

es también una variable aleatoria con media µ = µ1 + µ2 + · · · + µn y varianza σ2 =

σ2
1 + σ2

2 + · · · + σ2
n, con una distribución F (x) de x la cual se aproxima a una distribución

Gaussiana a medida que n se incrementa (Papoulis, 1991).

Lo anterior significa sin perdida de generalidad, si se suman n = 12 números cuyos

valores se encuentren entre [0, 1] y que hayan sido generados por alguna distribución de

probabilidad uniforme. Donde una variable aleatoria x1 con distribución de probabilidad

uniforme con limites entre 0 y 1 tiene como media µ1 = 1
2 y varianza σ2

1 = 1
12 . Y donde sea

x = x1 + · · · + x12, la suma de los n = 12 números, con media µx = 6 y varianza σ2
x = 1 ,

se obtiene una variable aleatoria x cuya distribución es aproximadamente gaussiana. Si se

desea obtener una distribución Gaussiana con media µs y varianza σ2
s dados, bastará con

realizar la siguiente operación:

xs =

(
x− µx
σx

)
σs + µs. (31)

Para afectar la imagen original con ruido, primero se genera una imagen de solo ruido
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del tamaño de la imagen original y ambas son sumadas pixel a pixel.

En general, puede existir correlación entre pixeles que conforman la matriz de ruido

aditivo. Supongamos que se desea generar una imagen en forma matricialX = {x(m,n), 1 ≤

m,n ≤ N }, con un ρH , ρV y σ2
X especı́fica. Donde ρH y ρV indican los coeficientes de corre-

lación entre pixeles adyacentes en la dirección horizontal y vertical respectivamente. Utili-

zando el modelo de covarianza mostrado en la ecuación (25), con σ2
X = 1 y considerando

las siguientes correlaciones entre pixeles vecinos de X(i, j) con respecto a su posición (i, j)

se tiene las siguientes relaciones:

E[X(i, j)X(i, j)] = 1, (32)

E[X(i, j)X(i− 1, j)] = ρV , (33)

E[X(i, j)X(i, j − 1)] = ρH , (34)

E[X(i, j)X(i− 1, j − 1)] = ρHρV , (35)

E[X(i− 1, j)ξ] = 0, (36)

E[X(i, j − 1)ξ] = 0, (37)

E[X(i− 1, j − 1)ξ] = 0, (38)

E[ξξ] = 1, (39)

donde ξ es una variable aleatoria con densidad de probabilidad Gaussiana con µξ = 0 y

varianza σ2
ξ = 1 y no correlacionada con sus vecinos. Donde la dependencia de X(i, j) con

sus tres vecinos y con ξ queda como una combinación lineal de la forma:

X(i, j) = C1X(i− 1, j) + C2X(i, j − 1) + C3X(i− 1, j − 1) + C4ξ. (40)

Multiplicando la ecuación (40) por cada uno de sus tres vecinos y aplicando el valor



18

esperado E{·}, nos queda el siguiente sistema de ecuaciones:

E[X(i, j)X(i, j)] = C1ρV + C2ρH + C3ρV ρH + C2
4 = 1, (41)

E[X(i, j)X(i− 1, j)] = C1 + C2ρV ρH + C3ρH = ρV , (42)

E[X(i, j)X(i, j − 1)] = C1ρV ρH + C2 + C3ρV = ρH , (43)

E[X(i, j)X(i− 1, j − 1)] = C1ρH + C2ρV + C3 = ρV ρH , (44)

resolviendo el sistema se obtiene los siguientes valores

C1 = ρV , (45)

C2 = ρH , (46)

C3 = −ρV ρH , (47)

C4 =
√

(1− ρ2
V )(1− ρ2

H), (48)

reemplazando estos coeficientes en la ecuación (40), se obtiene

X(i, j) = ρVX(i− 1, j) + ρHX(i, j − 1)− ρV ρHX(i− 1, j − 1) +
√

(1− ρ2
V )(1− ρ2

H)ξ. (49)

En la práctica, es posible generar la matriz ξ deN×N variables aleatorias con densidad

de probabilidad gausiana, con µ = 0, σ2 = 1 y no correlacionadas utilizando la función de

Matlab randn(N,N). La imagen que se obtiene a partir de la ecuación (49) tiene los coefi-

cientes de correlación deseados , pero con varianza σ2 = 1, por lo tanto, para obtener la

imagen con los parámetros deseados, es necesario multiplicar la imagen obtenida por la

varianza deseadas σ2
X .

Para finalizar, un campo aleatorio x(m,n) es llamado ruido blanco, cuando dos ele-

mentos diferentes cualquiera x(m,n) y x(m′, n′) son mutuamente incorrelacionados y su
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función de covarianza es de la forma

r(m,n;m′, n′) = r(m,n) = σ2δ(m,n). (50)

En este trabajo utilizaremos las caracterı́sticas del ruido blanco con distribución Gaus-

siana con media cero.

II.6. Método del gradiente conjugado

El método del gradiente conjugado (CGM4), fue desarrollado a principio de los años

cincuenta por Hestenes and Stiefel. Debido a que en aritmética exacta el método convergı́a

en a lo más N pasos, este fue considerado en primera instancia como un método directo

para resolver sistemas lineales. Sin embargo, debido a errores de redondeo no se llegaba a

una solución finita, y el método fue ampliamente usado a mediados de los años setenta,

cuando se dieron cuenta de que debı́a ser considerado como un método iterativo (Bjorck,

1996).

Un método iterativo toma una estimación inicial como una solución al sistema lineal

Ax = b y entonces trata repetidamente (iterativamente) de mejorar esa estimación. Ası́,

el CGM es uno de los mejores métodos iterativos conocidos para resolver sistemas lineales

dispersos, simétricos y definidos positivos (Saad, 2003). Una matriz es definida positiva,

cuando para cualquier vector ui 6= 0, el escalar

u ·Au > 0, (51)

donde A es una matriz deN×N , el vector u es deN×1, y el · denota el producto punto

entre los dos vectores columnas u y Au.

El CGM es basado en buscar direcciones conjugadas, que son vectores di 6= 0, tal que

di ·Adj 6= 0, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ N, (52)

4Conjugate Gradient Method
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donde A es una matriz definida positiva, tal que existe un conjunto de vectores D =

{d1,d2, . . . ,dN} y forma una base vectorial en el espacio N-dimensional. En termino de

esas bases, la solución del sistema lineal Ax = b, puede escribirse como

x =

N∑
i=1

αidi. (53)

Los valores escalares αi y el vector D, se calculan utilizando iteraciones (Jain, 1989).

Para tener una mejor idea de lo que el CGM realiza, a continuación se muestra la siguiente

función

q(x) =
1

2
x ·Ax− x · b, (54)

donde A es una matriz simétrica y positiva definida de tamaño N ×N , los vectores de

x y b son de tamañoN × 1 y el · denota el producto punto entre vectores columnas (Golub

y Van Loan, 1996). Para encontrar el mı́nimo valor de q, calculamos la derivada, por lo que

la ecuación anterior se transforma en

∇q(x) = Ax− b, (55)

y se puede observar que la solución Ax− b = 0 es el único mı́nimo de q. Ası́ que mini-

mizar q y solucionar el sistema lineal Ax = b son problemas equivalentes.

Después de realizar una estimación inicial de la solución al sistema lineal (o a la mini-

mización de q), el CGM procede a escoger una dirección de búsqueda d1,d2, . . . . Una vez

que la dirección es seleccionada, una nueva estimación de la solución es obtenida por la

minimización de q a lo largo de la nueva dirección. Esto es, si dk es la nueva dirección de

búsqueda y xk−1 es la solución estimada previamente, entonces la nueva estimación xk se

seleccionará escogiendo un escalar α que minimice

min
α

q(xk−1 + αdk). (56)
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Por lo que es importante la manera de seleccionar la dirección de búsqueda. Una pie-

za clave en el proceso de selección es el residual y puede ser vista como una medida de

que tan cerca esta xk de la solución original del sistema lineal. El residual se define de la

siguiente manera

rk = b−Axk. (57)

Ası́ que la selección de la nueva dirección de busqueda, dk se escoge del complemento

ortogonal de

Span{Ad1,Ad2, . . . ,Adk−1}, (58)

esto es, del conjunto de todas las combinaciones lineales que son ortogonales a dk. Mas

expĺıcitamente, dk es elegido de ese subespacio de tal forma que minimiza la distancia en

la norma euclidiana

‖dk − rk−1‖. (59)

De esta forma, ya se han calculado las direcciones de búsqueda d1,d2, ...dk, las estima-

ciones de la solución del sistema lineal x0,x1, . . . ,xk y los residuales r0, r1, . . . , rk. Por lo

que el CGM puede ser escrito como:

k ← 0; x0 ← 0 ; r0 ← b;

while (‖rk‖2 > tolerance) and (k < maxiter) do

k ← k + 1;

if k = 1 then

d1 ← r0;

else

βk ← rk−1·rk−1

rk−2·rk−2
;

dk ← rk−1 + βkdk−1;

end if

sk ← Adk;

αk ← rk−1·rk−1

dk·sk ;

xk ← xk−1 + αkdk;
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rk ← rk−1 − αksk;

end while

x← xk;

donde el calculo de βk se utiliza para minimizar a ‖dk−rk−1‖, y el calculo deαk se utiliza

para minimizar q(xk−1 + αdk). El calculo de rk es solo un atajo para evitar una multiplica-

ción de vector con matriz, como se muestra a continuación

rk = b−Axk = b−A(xk−1 − αkdk) = rk−1 − αksk. (60)

El CGM termina cuando el cuadrado de la norma del residual es menos que una tole-

rancia especificada o si el numero de iteraciones excede un limite establecido por el usua-

rio. El residual se puede ver como una medida de que tan cerca la iteración k esta de la

solución.

II.7. Resumen

En este capı́tulo se presentan los conceptos matemáticos que tienen que ver básica-

mente con teorı́a de procesos estocásticos, métodos de minimización de errores, teorı́a de

sistemas lineales y algoritmos para la solución de ecuaciones lineales, que se requieren

para desarrollar métodos de restauración de imágenes digitales degradadas.



Capı́tulo III

Modelos de degradación y de restauración de imágenes

III.1. Introducción

En este capı́tulo se presenta una breve revisión de algunos modelos matemáticos de

degradación que puede presentar una imagen y se analizan los métodos generales para la

restauración de imágenes. Primero, en la sección III.2 se mencionan los modelos de degra-

dación, dentro de los cuales se incluyen, degradación por emborronamiento, degradación

por ruido, degradación lineal, degradación aditiva y degradación multiplicativa. Posterior-

mente, en la sección III.3 se presentan los métodos de restauración para los modelos de

degradación presentados previamente. Por último, en la sección III.4 se muestra la métri-

ca de restauración que se utilizará para medir la efectividad de los métodos propuestos de

restauración

III.2. Modelos de degradación de imágenes

Una imagen es una señal que contiene información acerca de un escena f́ısica la cual

no es directamente observable. En general la información contenida en una imagen, con-

siste de una representación degradada de la original. A grosso modo se pueden distinguir

dos fuentes de degradación: la degradación que ocurre en la formación de la imagen (i.e.

emborronamiento, imperfecciones en la iluminación) y la degradación que ocurre en el

proceso de grabación de las imágenes (i.e. ruido provocado por defectos en los sensores)

(Bertero y Boccacci, 2002).

A continuación se describen algunos de los modelos de degradación más usuales.
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III.2.1. Modelo de degradación por emborronamiento

El emborronamiento es un proceso determinı́stico y en la mayorı́a de los casos se tiene

un modelo matemático lo suficientemente adecuado para su descripción. La función de

degradación por emborronamiento se puede modelar como la función respuesta al impul-

so h , también llamada PSF del sistema que genera el emborronamiento, como se men-

ciono en la sección II.4.

A continuación se muestran los modelos matemáticos de las PSF más utilizadas.

Emborronamiento por movimiento

Esta degradación ocurre cuando existe un movimiento relativo entre la escena y la

cámara al momento de obtener la imagen. Este movimiento relativo puede ser en la for-

ma de una translación, rotación, un cambio de escala repentino o alguna combinación de

las anteriores. Si se considera solo el caso de traslación, cuando el objeto tiene una velo-

cidad constante V , con un ángulo de θ radianes con respecto al eje horizontal durante un

tiempo de exposición T . La longitud de movimiento viene dado por L = V T , y la PSF se

define como(Lagendijk y Biemond, 1991)

h(k, l;L, θ) =


1
L si

√
k2 + l2 ≤ L

2 , y k
l = − tan θ,

0 en otra parte.
(61)

El PSF en este caso es invariante al desplazamiento (estacionario), pero si solo una parte

de la imagen esta sujeta a el movimiento de traslación, la distorsión total es variante al

desplazamiento.

Emborronamiento por desenfoque uniforme

Cuando una escena real tridimensional es captada por una cámara en un plano bidi-

mensional, algunas partes de la escena quedan fuera de foco mientras que otras no. Si la
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apertura de la cámara es circular, la imagen en cualquier punto fuente es un pequeño dis-

co conocido como circulo de confusión (COC1). El grado de desenfoque (diámetro de COC)

depende de la longitud focal, el número de apertura del lente y la distancia entre la cámara

y el objeto. Para obtener un modelo completo de desenfoque se necesita saber la inten-

sidad de distribución dentro del COC. Por lo que se sigue una aproximación geométrica,

resultando en una distribución de intensidad uniforme. El PSF de esta degradación por

desenfoque uniforme con un radio R de COC esta dado por:

h(k, l;R) =


1

πR2 si
√
k2 + l2 ≤ R,

0 en otra parte.
(62)

Emborronamiento por turbulencia atmosferica

Este emborronamiento causa severas interferencias en imágenes aéreas que son utili-

zadas en predicciones del clima. Ası́, que el emborronamiento introducido por la turbu-

lencia atmosférica, puede deberse a varias factores, tales como temperatura, velocidad del

viento, tiempo de exposición. Para tiempos de exposición largos, el PSF puede ser descrito

como una función Gaussiana, tal que

h(k, l, σG) = C exp

(
−k

2 + l2

2σ2
G

)
, (63)

donde σG determina la severidad del emborronamiento. Y la constante C se escoge de

tal forma que la ecuación (17) es satisfecha.

III.2.2. Modelos de degradación por ruido

El ruido se puede definir como un componente no deseado en la imagen (Bovik, 2009);

puede ser correlacionado o no correlacionado, ası́ como independiente o dependiente de

la señal de entrada (Acharya y Ray, 2005). Asimismo, puede ocurrir en el proceso de ad-

quisición de una imagen o durante su transmisión y puede deberse a variadas razones;

1COC.-Circle of confusion
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por ejemplo, los sensores que capturan la imagen pueden tener defectos intrı́nsecos de fa-

bricación o pueden ser afectados por las condiciones ambientales durante el proceso de

captura de la imagen. De forma similar, las imágenes se pueden degradar cuando existe

interferencia en el canal usado para la transmisión de imágenes (Gonzalez y Woods, 2008).

Bertero y Boccacci (2002) definen por su parte, el ruido como una realización de un

proceso aleatorio (proceso estadı́stico), ası́ que esta realización no es conocida en la prac-

tica. Uno sabe, a lo mas, propiedades del proceso aleatorio, tal como media, varianza, etc.

También, si es aditivo ó multiplicativo, ó si tiene una distribución Gaussiana o de Poisson.

Debido a lo anterior, en este trabajo se considera el ruido como un campo aleatorio, for-

mado por variables aleatorias caracterizadas por una función de densidad de probabilidad

(PDF2).

El ruido constituye una importante limitación en la restauración de imágenes. La canti-

dad de ruido presente en una imagen observada es dada por la relación (-emborronamiento)

señal-ruido SNR por sus siglas en ingles (Signal to Noise Ratio) la cual es definida por:

SNR = 10 log10

(
varianza de la imagen con emborronamiento

varianza del ruido

)
(dB) (64)

Cuando el SNR esta en el orden de los 40 a 50 dB, el ruido es no visible en la imagen

y el efecto de la degradación es dominante (Bertero y Boccacci, 2002). Por otra parte, para

valores bajos de SNR el efecto de degradación del ruido es más dominante que la degra-

dación por emborronamiento. Para imágenes que tienen un SNR de menos de 10 a 20 dB,

los métodos clásicos de restauración no son muy útiles, porque en esos niveles de SNR,

su efecto es principalmente para suavizar el ruido y no realizar ninguna restauración en

absoluto. Enfoques más adecuados para la restauración de imágenes ruidosas son propor-

cionados por métodos de mejoramiento de imágenes (Lagendijk y Biemond, 1991).

En esta sección nos enfocamos a describir los modelos de ruido que utilizaremos en

este trabajo, sin embargo es importante señalar que existen otros modelos de ruido con

sus propias caracterı́sticas y condiciones, pero debido a que sus alcances quedan fuera

2PDF.- Probability Density Function
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de los objetivos de esta tesis no se mencionarán. Para conocer otros modelos de ruido, se

puede consultar Bovik (2009), Gonzalez y Woods (2008), Acharya y Ray (2005), entre otros.

Ruido Aditivo Gaussiano

Algunas veces los ruidos generados por los sensores son del tipo térmico Gaussiano

blanco, el cual es esencialmente aditivo e independiente de la imagen original (Acharya y

Ray, 2005). El modelo de ruido aditivo Gaussiano es dado por:

s(k, l) = f(k, l) + n(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (65)

donde {s(k, l)} es la imagen degradada (imagen observada) como resultado de la ima-

gen de entrada (original) {f(k, l)} dañada por un ruido aditivo Gaussiano {n(k, l)} la cual

tiene una PDF como se describe en la sección II.5.2 y se genera como se explico en la sec-

ción II.5.3 , donde (k, l) son las coordenadas de los pixeles y cuyo tamaño de las imágenes

son de M ×M .

Como se mencionó, en este trabajo consideramos a {n(k, l)} como un ruido aditivo

Gaussiano no correlacionado con la imagen de entrada e independiente de sus coordena-

das espaciales, con media 0 ( µ = 0) y varianza σ2.

En la figura 1(a) se muestra la imagen original la cual tiene una σ = 49.4, y la cual es

degradada con ruido blanco aditivo Gaussiano, con media cero, no correlacionado con la

imagen, y con tres diferentes niveles de SNR: (35 DB, 15 DB y 5 DB), lo cual equivale en

términos de la desviación estándar del ruido blanco a : 0.87, 8.79, y 27.80 respectivamente,

mostrados en las figuras 1(b),1(c) y 1(d) . Como se puede observar, en los niveles de SNR

altos, el ruido no es percibido de manera visual y en niveles bajos el ruido es predominante

y se puede apreciar a simple vista, la degradación causada.
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(a) Imagen original (b) Imagen degradada por ruido aditivo con
SNR = 35

(c) Imagen degradada por ruido aditivo con
SNR = 15

(d) Imagen degradada por ruido aditivo con
SNR = 5

Figura 1: Imagen degradada por ruido aditivo blanco Gaussiano
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Ruido Impulsivo

A menudo los sensores generan ruido impulsivo (Acharya y Ray, 2005), una imagen

afectada con ruido impulsivo es modelada de la siguiente manera:

s(k, l) = f(k, l)z(k, l) + (1− z(k, l))α(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M (66)

z(k, l) =

 0 con probabilidad pr

1 con probabilidad 1− pr
(67)

donde z es un parámetro binario que acepta valores de 0 ó 1, de acuerdo a una proba-

bilidad pr de ocurrencia en un punto (k, l) y α(k, l) es un proceso aleatorio que representa

los pixeles ruidosos , cuyos valores arbitrarios se encuentra dentro de un rango dinámico

conforme a una distribución de probabilidades (Chen y Wu, 2001). Donde la PDF del ruido

impulsivo esta dada por

p(α) =


Pa si α = a,

Pb si α = b,

0 en otro caso.

(68)

En el ruido impulsivo, a menudo los pixeles degradados de la imagen original, son re-

emplazados con valores iguales o cercanos al máximo o mı́nimo del rango dinámico per-

mitido, a ese ruido se le conoce como “sal y pimienta” el cual es uno de los más represen-

tativos del ruido impulsivo.

En este trabajo, el ruido impulsivo está caracterizado f́ısicamente por un daño provo-

cado en el sensor de la cámara que obtendrá las escenas observadas, originando un ruido

impulsivo unipolar el cual consiste en que el valor original del pixel dañado por ruido im-

pulsivo será sustituido por el valor de 0.

Dicho ruido impulsivo es invariante en el tiempo y puede formar conglomerados. En la

figura 2 se muestra una imagen degradada con ruido impulsivo, usando la ecuación (66).
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Figura 2: Imagen afectada con ruido impulsivo con p = 0.07

La contaminación con ruido impulsivo de una imagen de dimensiones M ×M se rea-

liza de la siguiente manera. Dada una probabilidad de ocurrencia pr de ruido impulsivo, se

genera una matriz binaria z de M ×M . Inicialmente la matriz z es de unos. Para generar

las posiciones aleatorias (k, l) donde se asignaran los ceros, se utiliza una distribución uni-

forme que genera un par de valores k y l, entre 0 y 1. Posteriormente se multiplica a ambos

valores generados por M . El número de ceros es de pr ×M ×M , en caso de que se repita

una posición que ya haya salido ( z(k, l) = 0), se vuelve a generar otra posición de tal forma

que se cumpla el número de pixeles defectuosos. El modelo del ruido impulsivo utilizado

en este trabajo es de la siguiente forma

s(k, l) = f(k, l)z(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (69)

Ruido Uniforme

La PDF del ruido uniforme viene dada por

p(α) =


1
b−a si a ≤ α ≤ b,

0 en otro caso.
(70)
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Donde la media de esta función esta dada por

µ =
a+ b

2
, (71)

y su varianza por

σ2 =
(b− a)2

12
. (72)

Esta PDF no describe situaciones de ruido en la vida real, sin embargo es utilizada am-

pliamente como generador de números aleatorios. En este trabajo, se utiliza para generar

ruido aditivo Gaussiano y ruido impulsivo, como se ha descrito en secciones previas.

Ruido multiplicativo

El ruido causado por las propiedades de las placas fotográficas, es esencialmente mul-

tiplicativo en la naturaleza. El ruido especular que ocurre en los sistemas coherentes, como

lo son imágenes de ultrasonido, es de naturaleza multiplicativa; el cual puede ser modelada

como

s(k, l) = f(k, l)b(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (73)

donde {b(k, l)} es el ruido multiplicativo. La multiplicación en este caso, es realizado

entre los correspondientes parejas de pixeles de f y b. El ruido multiplicativo puede ser

visto como un campo aleatorio de ruido blanco con una distribución exponencial, esto es

p(b) =


1
σ2 exp

(−b
σ2

)
si b ≥ 0,

0 en otro caso,
(74)

Como se mencionó previamente, existen otros tipos de modelos para ruido, los cuales

puede ser consultados siguiendo las referencias presentadas en este trabajo.
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III.2.3. Modelo de degradación lineal

La degradación de un sistema lineal se expresa matemáticamente de la siguiente ma-

nera:

s(k, l) = h(k, l) • f(k, l) + n(k, l), (75)

donde la función de degradación {h(k, l)} es lineal de tamañoM , definida por una PSF,

el ruido {n(k, l)} es aditivo con una PDF conocida y no correlacionado con la imagen,

{s(k, l)} es la imagen degradada la cual es resultado de la salida del modelo del sistema

y finalmente {f(k, l)} representa la imagen original que se desea recuperar.

En la figura 3 se ilustra el modelo lineal de degradación con un emborronamiento por

movimiento presentado en la ecuación (61) con L = 21 y θ = 45, aplicado a una imagen de

entrada 3(a) y su respectiva imagen de salida degradada 3(b).

(a) Imagen original (b) Imagen degradada por movimiento L = 21 y
θ = 45

Figura 3: Modelo de degradación lineal con un emborronamiento por movimiento

En la figura 4 se ilustra el modelo lineal de degradación con un emborronamiento por

desenfoque presentado en la ecuación (62) con R = 10, aplicado a una imagen de entrada

4(a) y su respectiva imagen de salida degradada 4(b) .

En la figura 5 se ilustra el modelo lineal de degradación con un emborronamiento por
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(a) Imagen original (b) Imagen degradada por desenfoque con R = 10

Figura 4: Modelo de degradación lineal con un emborronamiento por desenfoque

turbulencia atmosférica presentado en la ecuación (63) con σ = 5, aplicado a una imagen

de entrada 5(a) y su respectiva imagen de salida degradada 5(b) .

(a) Imagen original (b) Imagen degradada por turbulencia atmosférica
con σ = 5

Figura 5: Modelo de degradación lineal con un emborronamiento por turbulencia at-
mosferica
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Usualmente, todas las imágenes difuminadas o degradadas bajo el modelo de degrada-

ción presentado por la ecuación (75), exhiben caracterı́sticas similares, particularmente un

suavizado pasa-baja de la imagen original atenuando las altas frecuencias que caracterizan

la información de los bordes en la imagen.

III.2.4. Modelo de degradación aditiva

Este modelo de degradación está presente en la adquisición de imágenes térmicas, co-

mo pueden ser cámaras de visión nocturna que utilizan una matriz de plano focal (FPA3).

Los sensores FPA son usados en muchos sistemas modernos de adquisición de imágenes.

La degradación aditiva representa una no uniformidad espacial también conocida como

ruido de patrón-fijo, la cual es producido por la variación en la foto respuesta de los detec-

tores individuales en el arreglo (Ratliff et al., 2002, Hayat et al., 1999).

Modelo de degradación aditiva con ruido aditivo

El modelo de degradación aditiva con ruido aditivo se caracteriza por que el rango de la

función de degradación es sumado a la imagen original elemento por elemento, quedando

de la siguiente manera:

s(k, l) = a(k, l) + f(k, l) + n(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M (76)

donde {a(k, l)} es la función de degradación aditiva no homogénea.

En la figura 17(a) se ilustra la imagen original, cuyo rango de señal es [0, 225] . La figura

17(b) muestra la función de degradación, la cual como se puede observar es una imagen

no homogénea, por último en la figura 17(c) se muestra la imagen degradada observada la

cual tiene una media de ruido blanco µ = 0 y una desviación estándar de σ = 2, de acuerdo

a la ecuación (76).

La imagen que se desea restaurar es la imagen original, en este caso en particular,

serı́a la figura 17(a). Si la desviación estándar del ruido blanco aumenta, la imagen original

3FPA.-Focal Plane Array
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(a) Imagen original (b) Degradación aditiva

(c) Imagen degradada observada

Figura 6: El modelo de degradación aditiva con ruido aditivo (eq. (76 ) ) en imágenes
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será más dif́ıcil de restaurar, debido al incremento del ruido en la imagen.

Modelo de degradación aditiva con ruido aditivo e impulsivo

El modelo de degradación aditiva con ruido aditivo e impulsivo se presenta de la si-

guiente manera:

s(k, l) = (a(k, l) + f(k, l)) z(k, l) + n(k, l), 1 ≤ i, j ≤ L (77)

donde {z(k, l)} fue descrito en la ecuación (85), recordemos que en el presente trabajo,

el ruido impulsivo esta caracterizado por pı́xeles muertos dicho de otra manera, por pixeles

defectuosos por defecto de fabricación o dañados por el uso; los cuales están permanen-

temente apagados, es decir, con valor del pixel en ese punto igual a cero.

Figura 7: Imagen afectada con el modelo de degradación aditiva con ruido aditivo e im-
pulsivo

En la figura 7 se presenta una imagen observada degradada como resultado de que a

la imagen original (figura 17(a)) se aplique una interferencia aditiva (figura 17(b)) con un

ruido aditivo blanco con µ = 0 y σ2 = 2, y un ruido impulsivo con probabilidad p = 0.07.
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III.2.5. Modelo de degradación multiplicativa

Este tipo de degradación se puede encontrar en condiciones de iluminación no ho-

mogénea. Los cambios en la iluminación son un fenómeno común y natural; por ejemplo,

las imágenes que son obtenidas durante el transcurso de un dı́a en diferentes momentos,

pueden poseer diferentes efectos de sombra o reflexiones especulares. Ası́ que la distri-

bución de los niveles de gris de una imagen de entrada puede cambiar de una forma no

uniforme (Garcı́a-Mart́ınez et al., 2002), dando paso a este tipo de degradación.

La restauración de la imagen original bajo los efectos del modelo de degradación multi-

plicativa, es de particular interés en el área de reconocimiento de objetos bajo condiciones

de iluminación no uniforme, donde se han publicado trabajos previos (Diaz-Ramirez y Ko-

ber, 2009).

Modelo de degradación multiplicativa con ruido aditivo

El modelo de degradación multiplicativa con ruido aditivo se caracteriza por que el

rango de la función de degradación es multiplicado elemento por elemento con la ima-

gen original y afectada por un ruido aditivo blanco, lo cual da como resultado una imagen

degradada observada, la cual se presenta en la siguiente ecuación:

s(k, l) = (b(k, l)f(k, l)) + n(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M. (78)

donde {b(k, l)} es la función de degradación multiplicativa no homogénea.

A continuación, se ilustra el modelo de degradación multiplicativa en imágenes, los va-

lores de la señal de entrada se encuentran en [0, 225]. En la figura 8(a) se muestra la imagen

original, en la figura 8(b) se puede apreciar la función de degradación multiplicativa ca-

racterizada como una función no homogénea de iluminación, el dominio de los valores de

esta señal, se encuentran comprendidos en el rango de [0, 1], la cual fue normalizada pa-

ra su visualización y por último, se puede observar en la figura 8(c) la imagen degradada

que se obtiene utilizando la ecuación (78), donde la función de ruido aditivo {n(k, l)}, se
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encuentra caracterizada en este caso, por su media (µ = 0)y su desviación estándar (σ = 1).

(a) Imagen original (b) Degradación multiplicativa

(c) Imagen degradada observada

Figura 8: El modelo de degradación multiplicativa (eq. (78 ) ) en imágenes
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Modelo de degradación multiplicativa con ruido aditivo e impulsivo

El modelo de degradación multiplicativa con ruido aditivo e impulsivo se representa de

la siguiente manera:

s(k, l) = (b(k, l)f(k, l)z(k, l)) + n(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M. (79)

donde {z(k, l)} fue descrito en la ecuación (85).

Figura 9: Imagen afectada con el modelo de degradación multiplicativa con ruido aditivo
e impulsivo

En la figura 9, se presenta una imagen observada degradada como resultado de que a la

imagen original (figura 8(a)) se le aplique una interferencia multiplicativa (figura 8(b)) con

un ruido aditivo blanco con µ = 0 y σ2 = 1, y un ruido impulsivo con probabilidad p = 0.07.

III.3. Métodos de restauración de imágenes

III.3.1. Métodos de restauración para el modelo de degradación lineal

En esta sección se presentan algunos métodos para restaurar una imagen degradada

por el modelo lineal de degradación presentado en la sección 75.
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Filtro Inverso

Una de las técnicas más sencillas para restaurar imágenes degradadas que correspon-

den a la ecuación (75), es aquella donde el factor de degradación es completamente co-

nocido y el factor de ruido es nulo. Esta técnica está categorizada en el dominio de las

frecuencias y utiliza las propiedades del espacio discreto de Fourier para realizar la restau-

ración de imágenes degradadas. Recordemos que por el teorema de convolución la ope-

ración convolución en el dominio espacial de dos señales discretas, es similar a realizar la

multiplicación en el dominio de las frecuencias de la trasformada de Fourier de las señales.

Ası́ que la salida del modelo de degradación lineal sin ruido, seria

s(k, l) = h(k, l) • f(k, l), (80)

aplicando la transformada discreta de Fourier (DFT4) se obtiene

DFT{s(k, l)} = DFT{h(k, l)}DFT{f(k, l)}, (81)

simplificando la notación, utilizaremos letras mayúsculas para denotar la función en el

dominio de la DFT y reemplazamos las variables k y l por sus equivalentes u y v. Por lo que

la ecuación (81) queda

S(u, v) = H(u, v)F (u, v). (82)

El método de restauración consiste en que si se conoce al operador de degradación es

posible proponer el siguiente operador inverso

Hr(u, v) =
1

H(u, v)
, (83)

siempre que se cumpla que Hr(u, v)H(u, v) = 1, por lo que restauración en el dominio

de las frecuencias se obtendrı́a al multiplicar la DFT de la imagen degradada S(u, v) por el

4DFT.-Discrete Fourier Transform
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operador inverso Hr(u, v), como se muestra a continuación

F̃ (u, v) = Hr(u, v)S(u, v). (84)

Posteriormente al realizar la trasformada inversa de Fourier en el dominio de las fre-

cuencias de F̃ (u, v), obtendrı́amos la imagen restaurada en el dominio espacial. Esta técni-

ca tiene la ventaja que es fácil de implementar, pero tiene las desventajas de tener que saber

con exactitud la función de degradación, lo cual en la vida real es muy dif́ıcil, además no

se permiten ceros espectrales en el dominio de las frecuencias, ni presencia de ruido aditi-

vo en la imagen observada. Todos estos requisitos, hacen que el filtro inverso no pueda ser

aplicado en la vida real y únicamente se utilice como un método de comparación con otros

métodos en experimentos de laboratorio, donde se conoce toda la información necesaria

para realizar la reconstrucción.

Filtro Pseudoinverso

Para evitar los ceros espectrales generados en el dominio espacial por la transforma-

da de Fourier de la función de degradación (i.e. la función de degradación que produce

el desenfoque o el movimiento lineal), surgió el filtro pseudoinverso, el cual básicamente

consiste en evitar que los ceros espectrales se conviertan en polos en el filtro constructor.

El filtro pseudoinverso se define de la siguiente manera

Hpseudo(u, v) =


1

H(u,v) con H(u, v) 6= 0

0 con H(u, v) = 0.
(85)

En la figura 10 se ilustra el rendimiento del filtro pseudoinverso, cuando a la imagen

de la figura 3(a) es degradada utilizando un emborronamiento por movimiento uniforme

horizontal con L = 10 y sin ruido aditivo se obtiene la imagen degradada que se muestra

en la figura 10(a) , aplicando el filtro pseudoinverso, se obtiene la imagen restaurada que

se muestra en la figura 10(b).

Como se puede observar, en ausencia de ruido, la calidad de la restauración a simple
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vista es muy buena, sin embargo, si a la misma imagen de la 10(a) se le añade ruido blanco

Gaussiano con una σ = 0.42, de tal forma que laSNR = 40, se obtiene la imagen restaurada

que se muestra en la figura 10(c). Si reducimos la desviación estándar del ruido blanco

Gaussiano a σ = 0.042, por lo que el SNR = 60, se obtiene la imagen restaurada que se

muestra en la figura 10(d).

En consecuencia, el filtro pseudoinverso solo debe utilizarse para restaurar imágenes

que poseen ruido aditivo muy cercano a cero.

Filtro Wiener

A continuación se presenta la técnica conocida como Filtro de Wiener, y consiste en

tratar de minimizar la sensibilidad del ruido presente en las imágenes a restaurar, es decir

incorpora información del operador de degradación y caracterı́sticas estadı́sticas del ruido

en el proceso de restauración, de tal manera que el error cuadrático medio entre la ima-

gen estimada y la original sea mı́nimo. Es decir, sean {s(k, l)} y {f(k, l)} campos aleatorios

arbitrarios, con media cero. Se desea obtener el valor estimado {f̃(k, l)} de {f(k, l)} a par-

tir de {s(k, l)} de modo que el error cuadrático medio (MSE5) entre {f(k, l)} y {f̃(k, l)} es

mı́nimo. Expresado en forma matemática es

MMSE = E{[f(k, l)− f̃(k, l)]2}. (86)

Suponiendo que la estimación es del tipo lineal, {f(k, l)} y {s(k, l)} son campos alea-

torios estacionarios caracterizados por sus dos primeros momentos, y que el sistema que

degrada la imagen es lineal e invariante al desplazamiento espacial, se obtiene el siguiente

filtro (Jain, 1989).

HW (u, v) =
H∗(u, v)

|H(u, v)|2 + [PN (u, v)/PF (u, v)]
, (87)

5MSE.-Mean Square Error
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(a) Imagen degradada por movimiento (L = 10) (b) Imagen (a) restaurada utilizando el filtro pseu-
doinverso

(c) Imagen (a) mas ruido aditivo (SNR = 40) res-
taurada utilizando el filtro pseudoinverso

(d) Imagen (a) mas ruido aditivo (SNR = 60) res-
taurada utilizando el filtro pseudoinverso

Figura 10: Restauración de imágenes utilizando el filtro pseudoinverso
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donde PN (u, v) y PF (u, v) son las funciones de covarianza de {n(k, l)} y {f(k, l)} respec-

tivamente, en el dominio de las DFT ó espectros de potencia de N(u, v) y F (u, v) respec-

tivamente. En la vida real, la expresión [PN (u, v)/PF (u, v)] es sustituida por una variable

de ajuste que representa la razón señal-ruido en el dominio de las frecuencias presente

en la escena degradada (Gonzalez y Woods, 2008). Por lo que la imagen restaurada en el

dominio espacial es dada por la inversa de la trasformada de Fourier en el dominio de las

frecuencias.

Algunos puntos importantes del filtro Wiener son:

1. Si algún campo aleatorio tiene media diferente de cero, le restamos la media y des-

pués del filtrado se la volvemos a sumar.

2. En ausencia del ruido, es decir {n(k, l)} = 0, el filtro Wiener se convierte en un filtro

inverso, que para imágenes representa un filtro pasa-altas.

3. En caso de que H(u, v) = 1, es decir, en ausencia de la degradación por emborrona-

miento, el filtro Wiener se convierte en el filtro Wiener suavizado, que para imágenes

representa un filtro pasa-bajas.

En la figura 11 se ilustran ejemplos del filtro Wiener, cuando a la imagen de la figura

3(a) es degradada utilizando un emborronamiento por movimiento uniforme horizontal

con L = 10, con ruido aditivo Gaussiano con σ = 0.42, de tal forma que la SNR = 40, se

obtiene la imagen degradada que se muestra en la figura 11(a) , aplicando el filtro Wiener,

se obtiene la imagen restaurada que se muestra en la figura 11(b).

Como se puede observar, la calidad de la restauración a simple vista es buena, sin em-

bargo, si a la imagen de la figura 11(a) le aumentamos la desviación estándar del ruido

blanco Gaussiano a σ = 4.2 (SNR = 20) obtenemos la imagen que se muestra en la figura

11(c) y su correspondiente imagen restaurada utilizando el filtro Wiener se presenta en la

figura 11(d).

Entre las desventajas del filtro Wiener se encuentra el tener que conocer o estimar la

función de degradación y conocer el espectro de potencia del ruido. Adicionalmente en
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(a) Imagen degradada por movimiento (L = 10) y
ruido aditivo SNR = 40

(b) Imagen (a) restaurada utilizando el filtro Wie-
ner

(c) Imagen degradada por movimiento (L = 10) y
ruido aditivo SNR = 20

(d) Imagen (c) restaurada utilizando el filtro Wie-
ner

Figura 11: Restauración de imágenes utilizando el filtro Wiener
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presencia de ruido aditivo muy alto, el filtro Wiener genera lóbulos secundarios cerca de

los bordes en la imagen restaurada.

Existen otras técnicas que han surgido al modificar algunas caracterı́sticas al filtro Wie-

ner, entre las que se destacan se encuentra el filtro medio geométrico y el filtro de mı́nimos

cuadrados restringido (Gonzalez y Woods, 2008).

III.3.2. Métodos de restauración para el modelo de degradación aditiva

Una de las técnicas más populares para realizar restauración es utilizar un método de

minimización lineal del cuadrado medio del error. En el caso de un proceso estacionario

y en la ausencia de algún emborronamiento, el método toma la forma simplificada del

filtro Wiener presentado en la ecuación (87). La respuesta en frecuencia de un filtro Wiener

empı́rico HW (u, v), puede ser escrito como:

HW (u, v) =
PS(u, v)− PN (u, v)

PS(u, v)
(88)

donde PS(u, v) es el espectro de potencia de la función {s(k, l)} en el dominio de la

DFT y PN (u, v) es el espectro de potencia de la función {{a(k, l)} − µa + {n(k, l)}} en el

dominio de la DFT, donde µa representa la media de la función de degradación aditiva, tal

que PN (u, v) = Paµ=0(u, v) + σ2
n, donde Paµ=0(u, v) representa el espectro de potencia de

{{a(k, l)} − µa}.

La ventaja de este filtro es su facilidad de implementación en el dominio de la DFT , y

su principal desventaja es que utiliza información a priori (conocer el espectro de potencia

de la función de degradación, la media de la función de degradación y la varianza del ruido

aditivo) para su realización.

En la figura 12 se muestra el resultado de la restauración de una imagen degradada

(figura 17(c)) por el modelo de la ecuación (76), utilizando el filtro de Wiener suavizado

que se muestra en la ecuación (88).

En el trabajo de Ratliff et al. (2002) se aborda el problema de corrección para un ses-

go (offset o bias) no uniforme en arreglos focales planos. La técnica se basa en el uso de
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Figura 12: Imagen restaurada por el filtro de Wiener suavizado

estimadores de desplazamiento de subpixeles entre imágenes, en conjunción con un mo-

delo de interpolación para el movimiento, para extraer información del sesgo no uniforme

de manera algebraica. Lo cual permite generar dos matrices de corrección, una respecto

al movimiento horizontal y otra al movimiento vertical. A partir de estas dos matrices, se

genera una matriz general de corrección que es sumada a cada escena de la secuencia de

imágenes para realizar la restauración. Una desventaja de este método, es que no toma en

cuenta en el modelo de degradación el ruido producido por el sensor, ni la presencia de

ruido impulsivo. Ademas, para generar la matrix de corrección para un determinado sesgo,

se necesitan aproximadamente 100 imágenes observadas.

III.3.3. Métodos de restauración para el modelo de degradación multiplicativa

En cuanto al modelo de degradación multiplicativa, los mejores resultados en restaura-

ción y mejoramiento de imágenes, se obtienen por medio de filtros homomórficos (Gon-

zalez y Woods, 2008). Estos son métodos ciegos que asumen que la iluminación varı́a len-

tamente en el espacio, ası́ que sus componentes son representados en el dominio del es-

pectro en bajas frecuencias. Por otra parte, la distribución de reflectividad en la imagen,

forma los detalles que utilizan un rango de alta frecuencia en el domino del espectro. Sin
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embargo, la simple supresión del extremo inferior (bajas frecuencias) del espectro no con-

ducirı́a a la ecualización requerida del campo como concierne a la iluminación, debido a

que la degradación por iluminación es multiplicativa. Entonces, es necesario convertir la

mezcla multiplicativa de los valores de iluminación y reflectancia en una mezcla aditiva

por medio de una transformación logarı́tmica. Los componentes de baja frecuencias son

parcialmente suprimidos por un filtro lineal (en el dominio espacial o en el dominio de

las frecuencias) para obtener una imagen con la esperanza que no tenga una influencia de

iluminación. La imagen obtenida debe ser trasformada punto a punto por la trasformada

inversa (exponencial), a fin de que el contraste no sea deformado. Los filtros homomórficos

pueden proporcionar una mejora sustancial, pero obviamente no es una completa correc-

ción debido a que la distribución de iluminación no es identificada en detalle (Jan, 2006).

Los filtros homomórficos como se mencionó en la sección anterior, consisten en la uti-

lización de logaritmos aplicados en la imagen para trasformar el modelo de degradación

de iluminación multiplicativo a un factor aditivo. Claro que esto sólo es posible si el ruido

aditivo tiende a cero, por lo que estas técnicas son muy sensibles al ruido (Pratt, 2007).

Enumerando las desventajas, se tiene que los filtros homomórficos son sensibles al rui-

do presente en la imagen, y el resultado depende del tipo particular de filtro que se utilice

y de los valores de sus parámetros. De igual forma, es posible aplicar el filtro descrito en la

ecuación (88) para este modelo de degradación como un filtro homomórfico en el dominio

de las frecuencias. En este caso, primero se convierte la interferencia multiplicativa a una

aditiva usando la función logaritmo (se ignora el ruido de sensor), entonces, el filtro Wie-

ner empı́rico con los parámetros conocidos es utilizado. La imagen de salida es obtenida

aplicando una función exponencial a la imagen restaurada con el filtro Wiener.

Existen diversos art́ıculos donde se utilizan los filtros homomórficos donde se puede

notar, que los filtros son muy particulares al problema a resolver (i.e. reconocimiento de

patrones) y donde es necesario tener información a priori de la función de iluminación

(Diaz-Ramirez y Kober, 2009) o asumen que la función de iluminación es homogénea (Ar-

senault y Lefebvre, 2000).
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Figura 13: Imagen restaurada por el filtro homomórfico de Wiener suavizado

En la figura 13 se muestra el resultado de la restauración de una imagen degrada (figura

8(c)) por el modelo de la ecuación (78), utilizando el filtro de Wiener suavizado que se

muestra en la ecuación (88) como un filtro homomórfico.

III.4. Métrica de restauración

La métrica utilizada en este trabajo, es la raı́z del error cuadrático medioRMSE, la cual

se define como:

RMSE(f, f̃) =
1

M

√√√√ M∑
k=1

M∑
l=1

(
f(k, l)− f̃(k, l)

)2
(89)

Para una imagen, donde f(k, l) es la imagen original y f̃(k, l) es la imagen restaurada,

donde el RMSE representa la raı́z cuadrada del valor esperado del error entre f y f̃ .

Existen otras métricas tales como el error absoluto medio (MAE), que de igual mane-

ra supone conocida la imagen original {f(k, l)} como la imagen restaurada {f̃(k, l)}y se
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define de la siguiente manera:

MAE(f, f̃) =
1

M2

M∑
k=1

M∑
l=1

∣∣∣f(k, l)− f̃k, l
∣∣∣ (90)

En este trabajo utilizamos el primer criterio (ecuación (89)).

III.5. Resumen

En este capı́tulo se realizó una revisión de los modelos mas usuales de degradación por

ruido, emborronamiento, lineal, aditivo y multiplicativo y se describieron los escenarios

f́ısicos donde se presenta cada uno de ellos. Lo anterior nos permite comprender la com-

plejidad del área de restauración de imágenes digitales, ası́ como la frecuencia en la que

se presenta en nuestra vida diaria.. Es importante mencionar que existen otros modelos

de degradación, en el caso de emborronamiento, sin embargo los fundamentos teóricos

y matemáticos fueron presentados y pueden servir como base para el estudio de nuevos

modelos. Asimismo, se describieron los métodos para realizar la restauración de los prin-

cipales modelos presentados. Se utilizaron imágenes digitales para ejemplificar de manera

mas clara la forma en que el esquema degradación-restauración funciona en la práctica.

Por último, debido a que la restauración es un proceso matemático que se puede medir su

desempeño de manera objetiva, se presentaron métricas que nos ayudan a cuantificar la

restauración realizada,



Capı́tulo IV

Microescaneo

IV.1. Introducción

El microescaneo es un enfoque sistemático para adquirir imágenes con las fases de

muestra-escena ligeramente diferentes; entre imágenes sucesivas el sistema es cambiado

ligeramente, en una configuración predeterminada o en una configuración aleatoria (Ng

y Yau, 2005). Si la configuración es predeterminada se le conoce como microescaneo con-

trolado.

En la figura 17, se ilustra el proceso del microescaneo utilizado por Shi et al. (2006) para

obtener una secuencia de imágenes {sp(k, l), p = 1..P}. En este proceso, se cuenta con una

inalterable escena desplazada entre imágenes, con una degradación y ruido variable en

cada imagen, y una cuadrı́cula de muestreo fija.

Figura 14: Esquema del microescaneo utilizado por Shi et al. (2006)

Una de las aplicaciones de la metodologı́a del microescaneo es obtener información

para realizar Super Resolución, (Zhang et al., 2011). Los métodos de Super Resolución con-

sisten en que a partir de un conjunto finito de imágenes de baja resolución, se puede crear

una imagen de alta resolución.
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IV.2. Microescaneo propuesto

En el presente trabajo, utilizaremos el microescaneo controlado de un elemento (pixel).

Se utilizará una secuencia de cinco imágenes de entrada {si(k, l), i = 0, . . . , 4}, la primera

imagen es sin ningún desplazamiento, la segunda y la cuarta con un desplazamiento de

un elemento hacia abajo y hacia arriba respectivamente y finalmente la tercera y la quinta

imagen, con un desplazamiento de un pixel hacia la derecha y hacia la izquierda, respecti-

vamente.

Figura 15: Esquema del microescaneo utilizado en este trabajo

La figura 15 ilustra el proceso de microescaneo utilizado en este trabajo, con una inal-

terable escena desplazada entre imágenes, con una función de degradación desplazada

entre imágenes, con un ruido aditivo variable, y una cuadrı́cula de muestreo fija.

Es importante mencionar, que la realización del microescaneo propuesto en este traba-

jo requiere de la exactitud del desplazamiento de un elemento de la imagen (pixel), lo que

puede parecer muy complicado de realizar en el mundo real, ya que cualquier movimiento

involuntario o vibración no controlada de la cámara, nos alejarı́a de nuestro propósito. Sin

embargo, en la siguiente sección se mostrarán dispositivos f́ısicos que pueden realizar el

desplazamiento requerido con la exactitud deseada.
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IV.3. Dispositivos f́ısicos

Como se mencionó en la sección anterior, la exactitud en el desplazamiento es muy im-

portante al momento de adquirir el conjunto de imágenes degradadas que servirán para

realizar la restauración. Tal exactitud es posible con los actuadores piezoélectricos. Un ac-

tuador piezoélectrico es un dispositivo que produce movimiento en respuesta de una señal

eléctrica. Los actuadores piezoélectricos usan el efecto inverso de la piezoelectricidad y a

menudo son usados en aplicaciones que requieren un desplazamiento pequeño con un

control ultrafino. Un amplio rango de diseño de actuadores son posibles dependiendo de

la fuerza y el desplazamiento requerido en la aplicación (Sensortech, 2011). Los actuadores

que utilizan este fenómeno se utilizan desde hace más de dos décadas y han revolucionado

el mundo del posicionamiento de precisión. El movimiento preciso que resulta cuando un

campo eléctrico es aplicado al material es de gran utilidad para el nanoposicionamiento.

Algunas de las ventajas de los actuadores piezoeléctricos son las siguientes (Cúpich y

Elizondo, 2011):

Resolución.- Un actuador piezoeléctrico puede producir cambios de posición extre-

madamente finos por abajo del rango subnanómetro. Los pequeños cambios en el

voltaje de operación son convertidos en suaves movimientos.

Generación de grandes fuerzas.- Un actuador piezoeléctrico puede generar una fuer-

za de varios miles de Newtons. Existen unidades comerciales que pueden sostener

cargas de varias toneladas y posicionarlas con resolución subnanométrica.

Expansión rápida.- Los piezoactuadores ofrecen el tiempo más rápido de respuesta

disponible (microsegundos).

Ningún efecto magnético.- Los actuadores piezoeléctricos no producen campos magnéti-

cos ni son afectados por éstos.

Baja potencia de consumo.- El efecto piezo convierte directamente energı́a eléctrica

en movimiento absorbiendo energı́a solo durante éste. La operación estática, aún
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sosteniendo cargas pesadas no consume potencia.

Libre de desgaste y rotura.- Un actuador piezo no tiene engranes ni ejes rotativos. Su

desplazamiento se basa en la dinámica de estado sólido y no muestra desgaste ni

rotura.

Operación a temperaturas criogénicas.-El efecto piezo se basa en campos eléctricos y

puede operar cerca de cero grados Kelvin.

Algunos materiales naturales utilizados son el cuarzo, la turmalina etc, pero se han

desarrollado materiales con propiedades mejoradas tales como los materiales cerámicos

ferroeléctricos policristalinos, como el BaTiO3 y el Zirconato Titanato de Plomo (PZT).En

la figura 16 se muestra un actuador piezoeléctrico miniatura, fabricado por Physik Instru-

mente 1.

Figura 16: Actuador piezoeléctrico miniatura (OEM P-653)

Por otra parte, existen cámaras que realizan el proceso del microescaneo (i.e. Axio-

Cam HR de la empresa Carl Zeiss2) para realizar Súper Resolución (Carl-Zeiss, 2011). De

los ejemplos mencionados en esta sección, se puede concluir que el microescaneo que se

propone en este trabajo de investigación es posible de realizar con la exactitud requerida

1http://www.directindustry.es/
2http://www.zeiss.de/axiocam
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para poder restaurar imágenes degradadas bajo condiciones de interferencias aditivas y

multiplicativas con ruido aditivo e impulsivo.

IV.4. Resumen

En este capı́tulo se presentaron una parte muy importante de nuestro trabajo, ya que

se define y describe el proceso a nivel general del microescaneo. De igual forma, se expu-

so la manera en la cual, el enfoque del microescaneo, será utilizado en nuestros métodos

de restauración propuestos, es decir, la forma en la que obtendremos varias imágenes de-

gradadas de la misma escena. Asimismo, se presentan ejemplos de dispositivos reales (i.e.

actuador piezoeléctrico) con sus caracterı́sticas intrı́nsecas (posicionamiento nanométri-

co), que permiten realizar implementaciones que realizan el enfoque del microescaneo.

Por último, se mencionan y se dan referencias de cámaras que ya incluyen este proceso,

pero con propósitos diferentes a los nuestros.



Capı́tulo V

Métodos de restauración utilizando microescaneo

En este capı́tulo, partiendo de los modelos de degradación presentados en los capı́tulos

anteriores y utilizando el criterio de minimización del error cuadrático medio (MMSE, por

sus siglas en inglés), se diseñan métodos para restaurar imágenes degradadas y se presenta

un algoritmo rápido para su implementación en sistemas reales. De esta manera se presen-

ta, el sustento matemático de los métodos propuestos y la metodologı́a para su desarrollo.

El conjunto de imágenes observadas y obtenidas por la técnica del microescaneo está da-

do por el conjunto {sp(k, l), p = 1, 2, 3, 4, 5} donde p denota el tiempo de captura en cada

imagen observada; cada imagen observada será de tamañoM ×M , donde por simplicidad

M = 2x, donde x es un entero positivo.

V.1. Método de restauración para el modelo de degradación aditi-

va

En esta sección se describen los métodos de restauración para el modelo de degrada-

ción aditiva afectados por ruido aditivo y posteriormente, por ruido aditivo e impulsivo,

ası́ como también se describe el caso en el que el modelo de degradación contiene regio-

nes de pixeles dañados en racimo.
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V.1.1. Método con ruido aditivo

La primera imagen observada degradada por una interferencia aditiva y ruido aditivo

se describe de la siguiente manera:

s1(k, l) = a(k, l) + f(k, l) + n1(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M (91)

siendo la coordenada (1, 1) la esquina superior izquierda de la imagen observada y don-

de k representa las filas y l las columnas. Con la ayuda del microescaneo propuesto en el

capitulo anterior, se obtienen cuatro imágenes consecutivas con un desplazamiento de un

pixel horizontal y otro vertical de la siguiente forma:

s2(k, l) = a(k − 1, l) + f(k, l) + n2(k, l), 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M (92)

s3(k, l) = a(k, l − 1) + f(k, l) + n3(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 < l ≤M (93)

s4(k, l) = a(k + 1, l) + f(k, l) + n4(k, l), 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M (94)

s5(k, l) = a(k, l + 1) + f(k, l) + n5(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M (95)

en la ecuación (92) la función de degradación se desplaza un pixel hacia abajo, en la

ecuación (93) la función de degradación se desplaza un pixel a la derecha, en la ecuación

(94) la función de degradación se desplaza un pixel hacia arriba y por último en la ecuación

(95), el desplazamiento de la función de degradación de un pixel hacia la izquierda, como

se propuso en la figura 15.

La idea del algoritmo de restauración es utilizar la información acerca de las relaciones

espaciales entre las imágenes degradadas a través de las filas y las columnas. Se inicia de-

finiendo las matrices de gradientes R1, R2, C1 y C2 como a continuación se describe: para

k = 1, 2, . . . ,M, se cumple que R1(M,k) = 0, R2(1, k) = 0, C1(k,M) = 0 y C2(k, 1) = 0,
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para l = 1, 2, . . . ,M se tienen las matrices asociadas al movimiento vertical definidas de la

siguiente manera:

R1(k, l) = s1(k, l)− s2(k + 1, l)

= f(k, l)− f(k + 1, l) + n1(k, l)− n2(k + 1, l), 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M
(96)

R2(k, l) = s1(k, l)− s4(k − 1, l)

= f(k, l)− f(k − 1, l) + n1(k, l)− n4(k − 1, l), 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M
(97)

por lo tanto, de la ecuación (96) se tiene lo siguiente:

R1(k, l) =

s1(1, 1)− s2(2, 1) s1(1, 2)− s2(2, 2) · · · s1(1,M)− s2(2,M)

s1(2, 1)− s2(3, 1) s1(2, 2)− s2(3, 2) · · · s1(2,M)− s2(3,M)

...
...

...
...

s1(M − 1, 1)− s2(M, 1) s1(M − 1, 2)− s2(M, 2) · · · s1(M − 1,M)− s2(M,M)

0 0 · · · 0


, (98)

y de la ecuación (97) se obtiene la siguiente matriz

R2(k, l) =

0 0 · · · 0

s1(2, 1)− s4(1, 1) s1(2, 2)− s4(1, 2) · · · s1(2,M)− s4(1,M)

...
...

...
...

s1(M, 1)− s4(M − 1, 1) s1(M, 2)− s4(M − 1, 2) · · · s1(M,M)− s4(M − 1,M)


, (99)
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asociados al movimiento horizontal se definen las siguientes matrices C1 y C2, donde

C1(k, l) = s1(k, l)− s3(k, l + 1)

= f(k, l)− f(k, l + 1) + n1(k, l)− n3(k, l + 1), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M,

(100)

y

C2(k, l) = s1(k, l)− s5(k, l − 1)

= f(k, l)− f(k, l − 1) + n1(k, l)− n5(k, l + 1), 1 ≤ k ≤M, 1 < l ≤M
(101)

de la ecuación (100) se tiene:

C1(k, l) =

s1(1, 1)− s3(1, 2) s1(1, 2)− s3(1, 3) · · · s1(1,M − 1)− s3(1,M) 0

s1(2, 1)− s3(2, 2) s1(2, 2)− s3(2, 3) · · · s1(2,M − 1)− s3(2,M) 0

...
...

...
...

...

s1(M, 1)− s3(M, 2) s1(M, 2)− s3(M, 3) · · · s1(M,M − 1)− s3(M,M) 0


, (102)

y de la ecuación (101) se presenta:

C2(k, l) =

0 s1(1, 2)− s5(1, 1) s1(1, 3)− s5(1, 2) · · · s1(1,M)− s5(1,M − 1)

0 s1(2, 2)− s5(2, 1) s1(2, 3)− s5(2, 2) · · · s1(2,M)− s5(2,M − 1)

...
...

...
...

0 s1(M, 2)− s5(M, 1) s1(M, 3)− s5(M, 2) · · · s1(M,M)− s5(M,M − 1)


. (103)

A continuación , utilizando el criterio del MMSE, se desea minimizar la varianza del
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ruido aditivo presente en las matrices gradientes (R1, R2, C1, y C2), por lo que se presenta

la siguiente función objetivo:

Fα = Fαa + Fαb + Fαc (104)

donde {Fαa }, toma en cuenta la información del ruido contenido en la parte central de

la imagen sin considerar los bordes, esto es :

Fαa =
∑

k,l∈[2,M−1]

{
[R1(k, l)− f(k, l) + f(k + 1, l)]2

+ [C1(k, l)− f(k, l) + f(k, l + 1)]2

+ [R2(k, l)− f(k, l) + f(k − 1, l)]2

+ [C2(k, l)− f(k, l) + f(k, l − 1)]2
}
,

(105)

donde Fαb contiene información de los bordes de la imagen excluyendo los elementos

de las esquinas,
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Fαb =∑
l∈[2,M−1]

{
[R1(1, l)− f(1, l) + f(2, l)]2 + [C1(1, l)− f(1, l) + f(1, l + 1)]2

+ [C2(1, l)− f(1, l) + f(1, l − 1)]2
}

+
∑

k∈[2,M−1]

{
[R1(k, 1)− f(k, 1) + f(k + 1, 1)]2 + [C1(k, 1)− f(k, 1) + f(k, 2)]2

+ [R2(k, 1)− f(k, 1) + f(k − 1, 1)]2
}

+
∑

k∈[2,M−1]

{
[R1(k,M)− f(k,M) + f(k + 1,M)]2

+ [R2(k,M)− f(k,M) + f(k − 1,M)]2

+ [C2(k,M)− f(k,M) + f(k,M − 1)]2
}

+
∑

l∈[2,M−1]

{
[C1(M, l)− f(M, l) + f(M, l + 1)]2

+ [R2(M, l)− f(M, l) + f(M − 1, l)]2

+ [C2(M, l)− f(M, l) + f(M, l − 1)]2
}
.

(106)

Finalmente, Fαc se basa en la información de ruido contenida en las cuatro esquinas de

la imagen

Fαc =

[R1(1, 1)− f(1, 1) + f(2, 1)]2 + [C1(1, 1)− f(1, 1) + f(1, 2)]2

+ [R1(1,M)− f(1,M) + f(2,M)]2 + [C2(1,M)− f(1,M) + f(1,M − 1)]2

+ [C1(M, 1)− f(M, 1) + f(M, 2)]2 + [R2(M, 1)− f(M, 1) + f(M − 1, 1)]2

+ [R2(M,M)− f(M,M) + f(M − 1,M)]2

+ [C2(M,M)− f(M,M) + f(M,M − 1)]2 .

(107)
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(a) Región de soporte de Fαa (b) Región de soporte de Fαb

(c) Región de soporte de Fαc

Figura 17: Regiones de información de ruido que abarca Fα en la imagen

En la figura 17 se muestran las regiones de soporte (en color gris ), que abarcan las

funciones Fαa ,Fαb y Fαc .

La minimización de la función objetivo, se realiza obteniendo las derivadas de la fun-

ción objetivo con respecto a {f(k, l)}, lo cual conduce a un sistema lineal de ecuaciones.
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En notación matriz-vector esto puede ser escrito como sigue:

Af = u, (108)

donde la matriz A es de tamaño M2 ×M2, y f es la versión de la imagen original en

forma de vector de tamañoM2×1, y el vector u = uR+uC de tamañoM2×1. Los vectores

uR y uC son calculados de la siguiente manera:

uR(l) = R1(1, l)−R2(2, l), 1 ≤ l ≤M, (109)

uR(kM + l) = R1(k + 1, l)−R1(k, l) +R2(k + 1, l)−R2(k + 2, l), (110)

donde 1 ≤ l ≤M, 1 ≤ k ≤M − 2, y

uR(M2 − l) = −R1(M − 1,M − l) +R2(M,M − l), 0 ≤ l ≤M − 1 (111)

uC(kM + 1) = C1(k + 1, 1)− C2(k + 1, 2), 0 ≤ k ≤M − 1 (112)

uC(kM + l) = C1(k + 1, l)− C1(k + 1, l − 1) + C2(k + 1, l)− C2(k + 1, l + 1), (113)

con 2 ≤ l ≤M − 1, 0 ≤ k ≤M − 1, y

uC(kM) = −C1(k,M − 1) + C2(k,M), 1 ≤ k ≤M. (114)
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La matriz A es dispersa y puede ser representada como

A =



A1 A3 0 0 0 0

A3 A2 A3 0 0 0

0 A3 A2 A3 0 0

0 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 A3 A2 A3

0 0 0 0 A3 A1


, (115)

donde las matrices A1,A2 y A3, de tamaño M ×M cada una de ellas, son descritas de

manera expĺıcitas como:

A1 =



4 −2 0 0 0 0

−2 6 −2 0 0 0

0 −2 6 −2 0 0

0 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 −2 6 −2

0 0 0 0 −2 4


, (116)

A2 =



6 −2 0 0 0 0

−2 8 −2 0 0 0

0 −2 8 −2 0 0

0 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 −2 8 −2

0 0 0 0 −2 6


, (117)

y donde A3 es una matriz diagonal de la siguiente forma

A3 = diag [−2,−2, ...,−2] . (118)

El rango de la matriz A es de M2 − 1, de esta manera la imagen original puede ser
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restaurada si a un pixel de la imagen se le asigna de manera a priori una constante, para

efectos de este trabajo, el último pixel de la imagen que se va a obtener por el proceso de

restauración, se asigna el valor de cero. Después de la restauración la imagen obtenida es

procesada punto a punto para que obtenga el mismo valor de la media (la cual se asume

como conocida) de la imagen original, de esta manera el método de restauración es un

método de regularización estadı́stico, en el cual, la media de la imagen original funciona

como el parámetro de regularización para obtener una imagen estimada que se aproxima

a la original.

Para resolver el sistema de ecuaciones lineales provista por la ecuación (108), utilizamos

el método del gradiente conjugado (Golub y Van Loan, 1996). La complejidad computacio-

nal del algoritmo es dada por el orden de ejecución del gradiente conjugado y el tamaño

de la imagen a ser restaurada. La complejidad del método del gradiente conjugado es es-

timada en O(np) operaciones, donde p es el número de entradas no cero en la matriz, y n

es el número de iteraciones requeridas para resolver sistemas de ecuaciones. En este caso,

p = O
(
5M2

)
y n = qM , donde q depende de la precisión de la solución (parametro de re-

gularización), en nuestros experimentos q ∈ [3, 10]. Ası́ la complejidad computacional del

método de restauración puede ser estimado como O
(
5qM3

)
operaciones.

Una versión simplificada de este método propuesto puede ser fácilmente obtenida cuan-

do solo las primeras tres imágenes observadas obtenidas por microescaneo son utilizadas.

En este caso, la función objetivo esta formado de la siguiente manera

F β = F βa + F βb (119)

donde las funciones F βa abarcan la información de ruido presente en la mayor parte

de la imagen como se indica en la figura 18(a) (región gris), y se describe de la siguiente

manera:
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(a) Región de soporte de F βa (b) Región de soporte de F βb

Figura 18: Regiones de información de ruido que abarca F β en la imagen.

F βa =
∑

k,l∈[M−1]

{
[R1(k, l)− f(k, l) + f(k + 1, l)]2

+ [C1(k, l)− f(k, l) + f(k, l + 1)]2
}
,

(120)

el otro término F βb representa la información contenida en dos de los bordes de la ima-

gen (la columna derecha y la última fila) como se puede apreciar en la figura 18(b)(región

gris). La ecuación que representa a F βb se describe como:

F βb =∑
l∈[M−1]

[C1(M, l)− f(M, l) + f(M, l + 1)]2

+
∑

k∈[M−1]

[R1(k,M)− f(k,M) + f(k + 1,M)]2
(121)
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La idea es la misma que la ecuación (104), pero utilizando menos información. La mini-

mización de la función objetivo F β con respecto a {f(k, l)} conduce, de la misma manera

que la función mostrada en la ecuación (104), a un sistema lineal de ecuaciones. De mane-

ra similar, este sistema se puede expresar como la ecuación (108) y sus componentes, con

la diferencia de que las entradas no cero de la matriz A deben ser divididas por un factor

de 2 y el vector de u puede ser calculado del mismo vector utilizado en las cinco imágenes

observadas en la ecuación (108) eliminando los términos R2 y C2.

V.1.2. Método con ruido impulsivo

En esta sección, se presenta el modelo de degradación aditiva con ruido aditivo y ruido

impulsivo como se describió en el capı́tulo III, utilizando tres imágenes (por simplicidad)

obtenidas por la técnica del microescaneo, tenemos las siguiente ecuaciones:

s1(k, l) = (a(k, l) + f(k, l)) z(k, l) + n1(k, l), 1 ≤ k, l ≤M (122)

s2(k, l) = (a(k − 1, l) + f(k, l)) z(k − 1, l) + n2(k, l), 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M (123)

s3(k, l) = (a(k, l − 1) + f(k, l)) z(k, l − 1) + n3(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 < l ≤M (124)

donde {z(k, l)} representa a la función de ruido impulsivo (caracterizada por una ma-

triz binaria), la cual fue descrita en la ecuación (85), recordemos que en el presente trabajo,

el ruido impulsivo esta caracterizado por pı́xeles muertos, dicho de otra manera, por pixeles

defectuosos por defecto de fabricación o daño de uso; los cuales están permanentemen-

te apagados, es decir, con valor del pixel en ese punto igual a cero. Las ecuaciones (123)

y (124), corresponden al movimiento del microescaneo en el sentido vertical y horizontal

respectivamente.
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Realizando un procedimiento similar al presentado en la sección anterior, se obtiene

la siguiente matriz de gradiente asociado al movimiento vertical de las ecuaciones (122) y

(123):

R1(k, l) = s1(k, l)− s2(k + 1, l)

= z(k, l) (f(k, l)− f(k + 1, l)) + n1(k, l)− n2(k + 1, l), 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M,

(125)

y la matriz asociada al movimiento horizontal de las ecuaciones (122) y (124) se define

de la siguiente manera:

C1(k, l) = s1(k, l)− s3(k, l + 1)

= z(k, l) (f(k, l)− f(k, l + 1)) + n1(k, l)− n3(k, l + 1), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M,

(126)

utilizando las ecuaciones (125) y (126) obtenemos la siguiente función objetivo:

F γ = F γa + F γb (127)

donde la función F γa se describe de la siguiente manera:

F γa =
∑

k,l∈[M−1]

{
[R1(k, l)− z(k, l) (f(k, l)− f(k + 1, l))]2

+ [C1(k, l)− z(k, l) (f(k, l)− f(k, l + 1))]2
}
,

(128)

el otro término F γb representa la información contenida en dos de los bordes de la ima-

gen (la columna derecha y la última fila). La ecuación que representa a F γb se describe co-

mo:
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F γb =∑
l∈[M−1]

[C1(M, l)− z(M, l)(f(M, l)− f(M, l + 1))]2

+
∑

k∈[M−1]

[R1(k,M)− z(k,M)(f(k,M)− f(k + 1,M))]2 ,

(129)

como es posible apreciar, la función objetivo correspondiente a la ecuación (127), con-

tiene términos de la matriz binaria {z(k, l)}, la cual es desconocida debido a que esta-

mos desarrollando métodos ciegos; de esta manera, se supone que todos los pixeles de

las imágenes observadas son no-corruptas por ruido impulsivo. Por otra parte, durante el

proceso de microescaneo, la intensidad de la información de cada pixel de la imagen ori-

ginal es capturado por sus tres pixeles vecinos, de tal manera, que si uno de los sensores

no es defectuoso, la información acerca de la intensidad del pixel de la imagen original, es

contenida en el conjunto de imágenes observadas.

Para dejar mas clara la idea anterior, se propone el siguiente ejemplo: supongamos que

tenemos un sensor con un pixel dañado ubicado en el centro de la imagen z(k0, l0) y que-

remos saber como se estimará el valor del pixel f̃(k0, l0) en la imagen restaurada, primero

analizamos la ocurrencia de la posición de ese pixel dentro de la función objetivo (ecuación

127), la cual esta dada por:

F γ(k0, l0) =
[
R1(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0 + 1, l0))

]2

+
[
C1(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0, l0 + 1))

]2

+
[
R1(k0 − 1, l0)− (f̃(k0 − 1, l0)− f̃(k0, l0))

]2

+
[
C1(k0, l0 − 1)− (f̃(k0, l0 − 1)− f̃(k0, l0))

]2
,

(130)

si ahora procedemos a realizar la primera derivada de la función objetivo con respecto



70

al pixel f̃(k0, l0) e igualamos a cero, tenemos la siguiente ecuación:

∂F γ

∂f̃(k0, l0)
=
{
−
[
R1(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0 + 1, l0))

]
−
[
C1(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0, l0 + 1))

]
+
[
R1(k0 − 1, l0)− (f̃(k0 − 1, l0)− f̃(k0, l0))

]
+
[
C1(k0, l0 − 1)− (f̃(k0, l0 − 1)− f̃(k0, l0))

]}
= 0,

(131)

despejando en f̃(k0, l0) de la ecuación (131),

f̃(k0, l0) =
1

4

{
f̃(k0 + 1, l0) + f̃(k0, l0 + 1) + f̃(k0 − 1, l0) + f̃(k0, l0 − 1)

+R1(k0, l0) + C1(k0, l0)−R1(k0 − 1, l0)− C1(k0, l0 − 1)
}
, (132)

sea z(k0, l0) = 0 debido al ruido impulsivo, y para cualquier otro punto z(k, l) = 1 , se

tiene queR1(k0, l0) = 0 yC1(k0, l0) = 0, por otra parte,R1(k0−1, l0) = f(k0−1, l0)−f(k0, l0),

y C1(k0, l0 − 1) = f(k0, l0 − 1) − f(k0, l0), y suponiendo que los valores de los pixeles que

no presentan degradación por ruido impulsivo pueden llegar a aproximarse a los valores

correspondientes de la imagen original, es decir:

f̃(k0 + 1, l0) ≈ f(k0 + 1, l0),

f̃(k0, l0 + 1) ≈ f(k0, l0 + 1),

f̃(k0 − 1, l0) ≈ f(k0 − 1, l0),

f̃(k0, l0 − 1) ≈ f(k0, l0 − 1),

(133)
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si ahora sustituimos las ecuaciones (133), y los valores de R1(k0 − 1, l0) y C1(k0, l0 − 1)

en la ecuación (132), obtendremos :

f̃(k0, l0) ≈ 1

4
{f(k0 + 1, l0) + f(k0, l0 + 1)}+

1

2
f(k0, l0), (134)

de la ecuación (143) podemos concluir de manera teórica que estimar la intensidad del

pixel f̃(k0, l0), donde el sensor tiene un ruido impulsivo en z(k0, l0) = 0, conduce a una

combinación lineal formado por la ruta que sigue el microescaneo al adquirir las imáge-

nes.

Figura 19: Elementos que contribuyen a la estimación del pixel f̃(k0, l0), utilizando tres
imágenes obtenidas por microescaneo.

En la figura 19, se ilustran los elementos (en color gris ) que contribuyen a la estimación

de la intensidad del pixel f̃(k0, l0), cuando se tiene un pixel dañado por ruido impulsivo

z(k0, l0) = 0 y se utilizan tres imágenes obtenidas por microescaneo.

Para el caso de cinco imágenes obtenidas por microescaneo, se pueden obtener los

pesos y los pixeles que contribuyen a la estimación de la intensidad de un pixel central

f̃(k0, l0), cuando existe un sensor dañado(ruido impulsivo) ubicado en la posición z(k0, l0),

para eso necesitamos dos imágenes adicionales a las mostradas en las ecuaciones (122),
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(123) y (124):

s4(k, l) = (a(k + 1, l) + f(k, l)) z(k + 1, l) + n4(k, l), 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M (135)

s5(k, l) = (a(k, l + 1) + f(k, l)) z(k, l + 1) + n5(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M (136)

realizando un procedimiento similar al mencionado con anterioridad, obtenemos las

matrices de gradientes asociadas al movimiento vertical y horizontal, utilizando las ecua-

ciones (122), (135) y (136) de la siguiente forma:

R2(k, l) = s1(k, l)− s4(k − 1, l)

= z(k, l)(f(k, l)− f(k − 1, l)) + n1(k, l)− n4(k − 1, l), 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M

(137)

C2(k, l) = s1(k, l)− s5(k, l − 1)

= z(k, l)(f(k, l)− f(k, l − 1)) + n1(k, l)− n5(k, l + 1), 1 ≤ k ≤M, 1 < l ≤M

(138)

para obtener la función objetivo, se utiliza la misma idea descrita en la sección V.1.1, y

suponiendo que la función {z(k, l)} esta formada por unos, es decir, debido a que los va-

lores reales se desconocen, la función objetivo se describe muy similar a la ecuación(104),

con la diferencia en que las matrices de gradientes que definimos en las ecuaciones (125),(126),

(137),(138) son utilizadas en la función objetivo (139) para ruido impulsivo y aditivo,

F φ = F φa + F φb + F φc (139)
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donde {F φa }, se define como

F φa =
∑

k,l∈[2,M−1]

{
[R1(k, l)− f(k, l) + f(k + 1, l)]2

+ [C1(k, l)− f(k, l) + f(k, l + 1)]2

+ [R2(k, l)− f(k, l) + f(k − 1, l)]2

+ [C2(k, l)− f(k, l) + f(k, l − 1)]2
}
,

(140)

donde la descripción de los términos F φb y el termino F φc son similares a las ecuaciones

(106) y (107) , nuevamente la diferencia son las definiciones de las matrices de gradientes

como se mencionó anteriormente.

Por lo anterior, las ecuaciones que forman la función objetivo donde solo aparecen los

términos asociados a f̃(k0, l0) para el microescaneo de 5 imágenes es:

F φ(k0, l0) = F γ(k0, l0)

+
[
R2(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0 − 1, l0))

]2

+
[
C2(k0, l0)− (f̃(k0, l0)− f̃(k0, l0 − 1))

]2

+
[
R2(k0 + 1, l0)− (f̃(k0 + 1, l0)− f̃(k0, l0))

]2

+
[
C2(k0, l0 + 1)− (f̃(k0, l0 + 1)− f̃(k0, l0))

]2
,

(141)

posteriormente, se deriva con respecto al pixel afectado por ruido impulsivo e iguala-

mos a cero. Finalmente se despeja con respecto al pixel que se desea estimar quedando la

siguiente ecuación:
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f̃(k0, l0) =
1

4

{
f̃(k0 − 1, l0) + f̃(k0, l0 − 1) + f̃(k0, l0 + 1) + f̃(k0 + 1, l0)

}
+

1

8
{−C1(k0, l0 − 1) + C1(k0, l0) + C2(k0, l0)− C2(k0, l0 + 1)}

+
1

8
{−R1(k0 − 1, l0) +R1(k0, l0) +R2(k0, l0)−R2(k0 + 1, l0)} .

(142)

Para poder estimar el valor del pixel, se utilizan las matrices gradientes definidas en los

puntos que aparecen en la ecuación (142), teniendo en cuenta que los gradientesR1(k0, l0) =

0, R2(k0, l0) = 0, C1(k0, l0) = 0 y C2(k0, l0) = 0 , además, se supone que pixeles no dañados

por ruido impulsivo pueden aproximarse de manera muy cercana a los valores originales

de la imagen a restaurar, como se describió en las ecuación (133). Realizando las sustitucio-

nes en la ecuación (142) se obtiene la siguiente combinación lineal que interpola el valor

del pixel dañado:

f̃(k0, l0)≈

≈1

8
{f(k0 − 1, l0) + f(k0 + 1, l0) + f(k0, l0 − 1) + f(k0, l0 + 1)}

+
1

2
f(k0, l0),

(143)

como se puede observar, la suma de los pesos es igual a 1, y la distribución de los pesos

en la ruta del microescaneo es isotrópica. Esto es, suponga una mascara en forma de cruz,

formada por 5 pixeles, y coloque la máscara centrada sobre el pixel dañado, los pixeles que

quedan bajo la mascara le llamamos ruta de microescaneo. En la figura 20, se muestran los

elementos (color gris) que contribuyen a la estimación de la intensidad del pixel f̃(k0, l0),

cuando se tiene un pixel dañado por ruido impulsivo z(k0, l0) = 0 y se utiliza cinco imáge-

nes obtenidas por microescaneo.

De esta forma, se muestra que la técnica del microescaneo nos proporciona suficiente
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Figura 20: Elementos que contribuyen a la estimación del pixel f̃(k0, l0), utilizando cinco
imágenes obtenidas por microescaneo.

información espacial para poder interpolar la intensidad de los pixeles dañados por ruido

impulsivo.

V.1.3. Método para un conjunto de pixeles dañados

A menudo, los pixeles dañados por ruido impulsivo tienden a formar conjuntos dañados

de pixeles, lo cual conduce a perdida de información completa en los pixeles involucrados.

En esta sección se muestra de manera anaĺıtica, la forma en que los métodos de restaura-

ción propuestos pueden estimar información para un pixel dañado que forma parte de un

conglomerado o grupo.

Sea un conglomerado de pixeles dañados por ruido impulsivo para una imagen deM ×

M , definidos de la siguiente manera:
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z(k0 − 1, l0) = 0,

z(k0, l0 − 1) = 0,

z(k0, l0) = 0,

z(k0, l0 + 1) = 0,

z(k0 + 1, l0) = 0,

(144)

como se ilustra en la figura 21, donde las regiones grises tienen el valor de cero y las

regiones blancas el valor de uno. Es posible notar, que al realizar el movimiento del micro-

escaneo para tres imágenes, el pixel central f̃(k0, l0), pierde toda información debido a la

forma del conglomerado, dicho de otra manera las matrices de gradientes en los puntos

R1(k0, l0) = 0, C1(k0, l0) = 0,R1(k0 − 1, l0) = 0 y C1(k0, l0 − 1) = 0.

La estimación del pixel f̃(k0, l0) esta dado por la ecuación (132) para el microescaneo

de tres imágenes, realizando las sustituciones de las matrices gradientesR1 y C1, tenemos:

f̃(k0, l0) =
1

4

{
f̃(k0 + 1, l0) + f̃(k0, l0 + 1) + f̃(k0 − 1, l0) + f̃(k0, l0 − 1)

}
,

(145)

ahora bien, es necesario estimar cada uno de los valores de los pixeles que forman la

ecuación (145) utilizando la ecuación (132) para cada uno de ellos, debido a que son pixeles

que también fueron dañados por ruido impulsivo. Los valores de estimación para cada uno

de los pixeles que forman la ecuación (145) esta dado por :



77

Figura 21: Distribución de los pixeles dañados, formando un conglomerado.

f̃(k0 + 1, l0) ≈ 1

4

(
f(k0 + 2, l0) + f(k0 + 1, l0 + 1) + f(k0 + 1, l0) + f̃(k0, l0)

)
,

f̃(k0, l0 + 1) ≈ 1

4

(
f(k0 + 1, l0 + 1) + f(k0, l0 + 2) + f(k0, l0 + 1) + f̃(k0, l0)

)
,

f̃(k0 − 1, l0) ≈ 1

4

(
f(k0 − 1, l0 + 1) + 2f(k0 − 1, l0) + f̃(k0, l0)

)
,

f̃(k0, l0 − 1) ≈ 1

4

(
f(k0 + 1, l0 − 1) + 2f(k0, l0 − 1) + f̃(k0, l0)

)
,

(146)

sustituyendo en la ecuación (145) y reordenando los valores de los pixeles, obtenemos

que la aproximación esta dado por:

f̃(k0, l0) ≈ 1

12
{f(k0 + 2, l0) + f(k0 + 1, l0) + f(k0, l0 + 2)

+f(k0, l0 + 1) + f(k0 − 1, l0 + 1) + f(k0 + 1, l0 − 1)}

+
1

6
{f(k0 + 1, l0 + 1) + f(k0 − 1, l0) + f(k0, l0 − 1), }

(147)

en la figura 22, se ilustran los pixeles que participan en la estimación del pixel f̃(k0, l0),
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del cual no se cuenta con información debido a la forma del conglomerado formado por el

ruido impulsivo.

Figura 22: Elementos que contribuyen a la estimación del pixel f̃(k0, l0), utilizando mi-
croescaneo de 3 imágenes.

como se puede observar, la estimación del pixel dañado se realiza tomando en cuenta

la información de sus pixeles vecinos, en particular los vecinos que se encuentren dentro

de la ruta del microescaneo de 3 imágenes.

Ahora se realiza la misma configuración del grupo de pixeles dañados que se muestra

en la ecuación (144) y en la figura 21, y se utiliza un microescaneo de 5 imágenes. La es-

timación del pixel f̃(k0, l0) esta dada por la ecuación (141) para el microescaneo de cinco

imágenes, realizando las sustituciones de las matrices gradientesR1,C1,R2 yC2, se obtiene

f̃(k0, l0) =
1

4

{
f̃(k0 + 1, l0) + f̃(k0, l0 + 1) + f̃(k0 − 1, l0) + f̃(k0, l0 − 1)

}
,

(148)

como se puede observar la ecuación (148) es similar a la ecuación definida en (145)

para tres imágenes, sin embargo, la diferencia está en la estimación de los gradientes en

cada uno de los elementos, como a continuación se describen:
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f̃(k0 + 1, l0) ≈ 1

8

{
f(k0 + 1, l0 − 1) + f(k0 + 1, l0 + 1) + f(k0 + 2, l0)

+3f(k0 + 1, l0) + 2f̃(k0, l0)
}
,

f̃(k0, l0 + 1) ≈ 1

8

{
f(k0 − 1, l0 + 1) + f(k0, l0 + 2) + f(k0 + 1, l0 + 1)

+3f(k0, l0 + 1) + 2f̃(k0, l0)
}
,

f̃(k0 − 1, l0) ≈ 1

8

{
f(k0 − 2, l0) + f(k0 − 1, l0 − 1) + f(k0 − 1, l0 + 1)

+3f(k0 − 1, l0) + 2f̃(k0, l0)
}
,

f̃(k0, l0 − 1) ≈ 1

8

{
f(k0 − 1, l0 − 1) + f(k0, l0 − 2) + f(k0 + 1, l0 − 1)

+3f(k0, l0 − 1) + 2f̃(k0, l0)
}
,

(149)

sustituyendo en la ecuación (148) y reordenando los valores de los pixeles, se obtiene

que la aproximación esta dada por:

f̃(k0, l0) ≈ 1

24
{f(k0 − 2, l0) + f(k0, l0 − 2) + f(k0, l0 + 2) + f(k0 + 2, l0)}

+
1

12
{f(k0 − 1, l0 − 1) + f(k0 − 1, l0 + 1) + f(k0 + 1, l0 − 1)

+f(k0 + 1, l0 + 1)}

+
1

8
{f(k0 − 1, l0) + f(k0, l0 − 1) + f(k0, l0 + 1) + f(k0 + 1, l0)} .

(150)

En la figura 23 se muestra que pixeles contribuyen a la estimación del pixel central del

conglomerado para un microescaneo de cinco imágenes y los pesos de cada una de ellas.

Se puede apreciar que la suma de los pesos es igual a uno y que los pixeles que intervie-

nen, son lo que están en la ruta del microescaneo de cada uno de los pixeles que forman

el conglomerado, a excepción del pixel central, que como se mencionó no posee informa-

ción espacial en ese punto. De esta forma, los métodos propuestos de restauración pueden
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estimar valores de pixeles dañados por ruido impulsivo.

Figura 23: Elementos que contribuyen a la estimación del pixel f̃(k0, l0), utilizando mi-
croescaneo de 5 imágenes.

V.2. Método de restauración para el modelo de degradación mul-

tiplicativa

En esta sección se describen los métodos de restauración para el modelo de degrada-

ción multiplicativa afectados por ruido aditivo y posteriormente por ruido aditivo e impul-

sivo, ası́ como también se describe el caso en el que el modelo de degradación contiene

regiones de pixeles dañados en racimo (cluster).

V.2.1. Método con ruido aditivo

La primera imagen observada degradada por una interferencia multiplicativa y ruido

aditivo, se describe de la siguiente manera:

s1(k, l) = (b(k, l)f(k, l)) + n1(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (151)

donde {f(k, l)} es la imagen original, la cual es degradada por una interferencia mul-

tiplicativa {b(k, l)} (descrita en la sección III.2.2) y dañada por un ruido aditivo que varia
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entre las imágenes observadas. Suponiendo que el microescaneo es capaz de separar la

imagen original y la interferencia, es posible obtener varias imágenes consecutivas con un

desplazamiento de un pixel horizontal y vertical de la siguiente manera:

s2(k, l) = (b(k − 1, l)f(k, l)) + n2(k, l), 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (152)

s3(k, l) = (b(k, l − 1)f(k, l)) + n3(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 < l ≤M, (153)

s4(k, l) = (b(k + 1, l)f(k, l)) + n4(k, l), 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M, (154)

s5(k, l) = (b(k, l + 1)f(k, l)) + n5(k, l), 1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M, (155)

Ahora se definen cuatro matrices de cocientes utilizando las razones entre filas y co-

lumnas de las imágenes observadas, como se describe a continuación. Primero, asigne-

mos a los elementos que se encuentran en la frontera de las matrices el valor de uno:

V1(M,k) = 1, V2(1, k) = 1, H1(k,M) = 1 y H2(k, 1) = 1, 1 ≤ k ≤ M . Los demás ele-

mentos de las matrices, son calculados de la siguiente manera:

V1(k, l) =
s1(k, l)

s2(k + 1, l)
, 1 ≤ k < M, 1 ≤ l ≤M, (156)

V2(k, l) =
s1(k, l)

s4(k − 1, l)
, 1 < k ≤M, 1 ≤ l ≤M, (157)

H1(k, l) =
s1(k, l)

s3(k, l + 1)
1 ≤ k ≤M, 1 ≤ l < M, (158)

H2(k, l) =
s1(k, l)

s5(k, l − 1)
1 ≤ i ≤M, 1 < j ≤M. (159)

De las ecuaciones anteriores, se puede notar que las interferencias multiplicativas son
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canceladas cuando no existe un ruido aditivo presente en las imágenes observadas. Asi,

para pequeñas fluctuaciones de ruido aditivo, las matrices definidas por las ecuaciones

(156)-(159) son cercanas a las correspondientes matrices cocientes construidas con la ima-

gen original y sus versiones desplazadas. Tomando en cuenta las propiedades monotóni-

cas de las funciones logarı́tmicas (ln(x/y) = ln(x)− ln(y)), se presenta la siguiente función

objetivo:

F ξ = F ξa + F ξb + F ξc (160)

donde las regiones de soporte para las funciones F ξa , F ξb , y F ξc son las mismas que las

utilizadas para el modelo de degradación aditiva. A continuación se definen los términos

que conforman la ecuación (160).

F ξa =
∑

k,l∈[2,M−1]

{
[ln(V1(k, l))− ln(f(k, l)) + ln(f(k + 1, l))]2

+ [ln(H1(k, l))− ln(f(k, l)) + ln(f(k, l + 1))]2

+ [ln(V2(k, l))− ln(f(k, l)) + ln (f(k − 1, l))]2

+ [ln(H2(k, l))− ln(f(k, l)) + ln(f(k, l − 1))]2
}
,

(161)
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F ξb =∑
l∈[2,M−1]

{
[ln(V1(1, l))− ln(f(1, l)) + ln(f(2, l))]2

+ [ln(H1(1, l))− ln(f(1, l)) + ln(f(1, l + 1))]2

+ [ln(H2(1, l))− ln(f(1, l)) + ln(f(1, l − 1))]2
}

+
∑

k∈[2,M−1]

{
[ln(V1(k, 1))− ln(f(k, 1)) + ln(f(k + 1, 1))]2

+ [ln(H1(k, 1))− ln(f(k, 1)) + ln(f(k, 2))]2

+ [ln(V2(k, 1))− ln(f(k, 1)) + ln(f(k − 1, 1))]2
}

+
∑

k∈[2,M−1]

{
[ln(V1(k,M))− ln(f(k,M)) + ln(f(k + 1,M))]2

+ [ln(V2(k,M))− ln(f(k,M)) + ln(f(k − 1,M))]2

+ [ln(H2(k,M))− ln(f(k,M)) + ln(f(k,M − 1))]2
}

+
∑

l∈[2,M−1]

{
[ln(H1(M, l))− ln(f(M, l)) + ln(f(M, l + 1))]2

+ [ln(V2(M, l))− ln(f(M, l)) + ln(f(M − 1, l))]2

+ [ln(H2(M, l))− ln(f(M, l)) + ln(f(M, l − 1))]2
}
,

(162)
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F ξc =

[ln(V1(1, 1))− ln(f(1, 1)) + ln(f(2, 1))]2

+ [ln(H1(1, 1))− ln(f(1, 1)) + ln(f(1, 2))]2

+ [ln(V1(1,M))− ln(f(1,M)) + ln(f(2,M))]2

+ [ln(H2(1,M))− ln(f(1,M)) + ln(f(1,M − 1))]2

+ [ln(H1(M, 1))− ln(f(M, 1)) + ln(f(M, 2))]2

+ [ln(V2(M, 1))− ln(f(M, 1)) + ln(f(M − 1, 1))]2

+ [ln(V2(M,M))− ln(f(M,M)) + ln(f(M − 1,M))]2

+ [ln(H2(M,M))− ln(f(M,M)) + ln(f(M,M − 1))]2 .

(163)

La minimización cuadrática de la función objetivo con respecto a {ln(f(k, l))} conduce

a un sistema lineal de ecuaciones. Las expresiones expĺıcitas para el sistema lineal son si-

milares a las definidas por el modelo aditivo (ver ecuación (108)). Cuando solo las primeras

tres imágenes observadas son utilizadas, se obtiene una versión simplificada del método

de restauración. Para resolver el sistema de ecuaciones lineales, se utiliza el método del

gradiente conjugado (de la misma manera que en el modelo de degradación aditiva). Pos-

teriormente, para estimar los resultados de la imagen restaurada, se utiliza la función ex-

ponencial a la solución obtenida del sistema de ecuaciones lineales. Por último, la imagen

obtenida es procesada punto a punto para que obtenga el mismo valor de la media (la cual

se asume como conocida) de la imagen original. La complejidad computacional del méto-

do de restauración multiplicativa, es muy cercana al método de restauración para degrada-

ciones aditiva, ya que ambos métodos utilizan el gradiente conjugado. Adicionalmente, se

debe considerar el tiempo requerido para transformaciones logarı́tmicas y exponenciales.

Por otra parte, el análisis para pixeles con ruido impulsivo y aditivo con degradación

multiplicativa, es semejante al método de interferencias aditiva (ver secciones V.1.2 y V.1.3),
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debido a que los sistemas de ecuaciones lineales que se obtiene de ambos métodos de

restauración son similares.

V.3. Algoritmo rápido de restauración utilizando microescaneo

En esta sección se presenta un algoritmo rápido de restauración. La idea del algoritmo

es descomponer las imágenes observadas en un conjunto piramidal de pequeñas imáge-

nes; posteriormente, aplicar los métodos propuestos de restauración a cada una de las pe-

queñas imágenes del conjunto y finalmente reconstruir la imagen entera a partir de las

pequeñas imágenes restauradas. A continuación se describe el algoritmo para realizar lo

descrito anteriormente.

La descomposición de la imagen observada s1(k, l) de tamaño M ×M consiste en se-

parar la imagen observada en cuatro pequeñas imágenes de tamaño M
2 ×

M
2 compuestas

por las muestras de la imagen observada a lo largo de las filas y columnas con respecto a

sus ı́ndices pares e impares (distribuciones). En la figura 24, se muestra un ejemplo de la

descomposición utilizada en el presente método rápido, en la cual, una imagen de tamaño

de 16 pixeles (M = 4) se separa en cuatro pequeñas imágenes, las flechas y el color de las

matrices pequeñas, indican la posición correspondiente en la imagen de entrada. Por lo

que se puede observar el muestreo de ı́ndices pares e impares que se utiliza para realizar la

descomposición.

Figura 24: Descomposición de una imagen en cuatro pequeñas imágenes, utilizando el
método rápido.
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Para ejemplificar la descomposición, supongamos que tenemos una señal en una di-

mensión y queremos descomponerla en cuatro pequeñas señales, como se ilustra en la

figura 25; la primera pequeña señal estarı́a formada por los valores que toma la señal com-

pleta en los puntos 1, 5, 9 y 13; posteriormente, la segunda pequeña señal se formarı́a por

los valores que toma la señal completa en los puntos 2, 6, 10 y 14; de la misma forma, la ter-

cera pequeña señal estarı́a conformada por los valores que toma la señal completa en los

puntos 3, 7, 11 y 15; y por último, la cuarta pequeña señal estarı́a compuesta de los valores

que toma la señal completa en los puntos 4, 8, 12 y 16. De esta forma, la descomposición

permite que cada pequeña señal este formada por valores que se encuentran distribuidos

en la señal completa.

Figura 25: Descomposición de una señal en cuatro pequeñas señales, utilizando el méto-
do basado en distribuciones.

Por cada pequeña imagen obtenida por la descomposición, es posible obtener cuatro

imágenes mas pequeñas utilizando el mismo proceso de descomposición; ası́ que repitien-

do este procedimiento, se forma un conjunto piramidal de pequeñas imágenes observadas.

Es importante mencionar que en cada nivel de la pirámide, la restauración puede llevarse

acabo usando las pequeñas imágenes observadas en ese nivel y la imagen completa resul-

tante puede fácilmente formada por las pequeñas imágenes restauradas.
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Sea d = 1, . . . , log2(M)− 1 el nivel de la pirámide y {s0
t (k, l) ≡ st(k, l), t = 1, 2, . . . , T}, el

conjunto de imágenes enteras observadas del microescaneo, donde T = 5, para el caso de

cinco imágenes observadas. El número de conjuntos de imágenes observadas en el nivel d

es igual a 4d. La descomposición de un conjunto de imágenes observadas en cuatro sub-

conjuntos de pequeñas imágenes observadas en el nivel d de la pirámide, se lleva a cabo

evaluando las siguientes ecuaciones:

sd1(k, l; 1) = sd−1
1 (2k − 1, 2l − 1),

sd1(k, l; 2) = sd−1
1 (2k, 2l − 1),

sd1(k, l; 3) = sd−1
1 (2k − 1, 2l),

sd1(k, l; 4) = sd−1
1 (2k, 2l), 1 ≤ k, l ≤ M

2d
,

(164)

y

sd2(k, l; 1) = sd−1
2 (2k − 1, 2l − 1) + sd−1

2 (2k − 2, 2l − 1)− sd−1
1 (2k − 2, 2l − 1),

sd2(k, l; 2) = sd−1
2 (2k, 2l − 1) + sd−1

2 (2k − 1, 2l − 1)− sd−1
1 (2k − 1, 2l − 1),

sd2(k, l; 3) = sd−1
2 (2k − 1, 2l) + sd−1

2 (2k − 2, 2l)− sd−1
1 (2k − 2, 2l),

sd2(k, l; 4) = sd−1
2 (2k, 2l) + sd−1

2 (2k − 1, 2l)− sd−1
1 (2k − 1, 2l),

(165)

donde 1 < k ≤ M
2d
, 1 ≤ l ≤ M

2d
y

sd3(k, l; 1) = sd−1
3 (2k − 1, 2l − 1) + sd−1

3 (2k − 1, 2l − 2)− sd−1
1 (2k − 1, 2l − 2),

sd3(k, l; 2) = sd−1
3 (2k, 2l − 1) + sd−1

3 (2k, 2l − 2)− sd−1
1 (2k, 2l − 2),

sd3(k, l; 3) = sd−1
3 (2k − 1, 2l) + sd−1

3 (2k − 1, 2l − 1)− sd−1
1 (2k − 1, 2l − 1),

sd3(k, l; 4) = sd−1
3 (2k, 2l) + sd−1

3 (2k, 2l − 1)− sd−1
1 (2k, 2l − 1),

(166)
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donde 1 ≤ k ≤ M
2d
, 1 < l ≤ M

2d
, y

sd4(k, l; 1) = sd−1
4 (2k − 1, 2l − 1) + sd−1

4 (2k, 2l − 1)− sd−1
1 (2k, 2l − 1),

sd4(k, l; 2) = sd−1
4 (2k, 2l − 1) + sd−1

4 (2k + 1, 2l − 1)− sd−1
1 (2k + 1, 2l − 1),

sd4(k, l; 3) = sd−1
4 (2k − 1, 2l) + sd−1

4 (2k, 2l)− sd−1
1 (2k, 2l),

sd4(k, l; 4) = sd−1
4 (2k, 2l) + sd−1

4 (2k + 1, 2l)− sd−1
1 (2k + 1, 2l),

(167)

donde 1 ≤ k < M
2d
, 1 ≤ l ≤ M

2d
, y

sd5(k, l; 1) = sd−1
5 (2k − 1, 2l − 1) + sd−1

5 (2k − 1, 2l)− sd−1
1 (2k − 1, 2l),

sd5(k, l; 2) = sd−1
5 (2k, 2l − 1) + sd−1

5 (2k, 2l)− sd−1
1 (2k, 2l),

sd5(k, l; 3) = sd−1
5 (2k − 1, 2l) + sd−1

5 (2k − 1, 2l + 1)− sd−1
1 (2k − 1, 2l + 1),

sd5(k, l; 4) = sd−1
5 (2k, 2l) + sd−1

5 (2k, 2l + 1)− sd−1
1 (2k, 2l + 1),

(168)

donde 1 ≤ k ≤ M
2d
, 1 ≤ l < M

2d
.

En la figura 26 se muestra el algoritmo rápido en forma de diagramas de bloques, el cual

se detalla a continuación:

1. La entrada del algoritmo rápido esta dada por las imágenes observadas por microes-

caneo y el nivel deseado d en la pirámide.

2. La descomposición de las imágenes de entrada en imágenes pequeñas usando las

ecuaciones (164-168).

3. Si el nivel deseado d es alcanzado, ir al paso 4, de otra manera regresar al paso 2.

4. Restauración del grupo de las imágenes pequeñas con el método del gradiente con-

jugado.

5. Reconstrucción de la imagen restaurada de manera completa a partir del conjunto

de imágenes restauradas del paso 4.
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Figura 26: Diagrama de bloques del algoritmo rápido basado en pirámides.

La complejidad computacional del algoritmo esta compuesta del costo de crear el árbol

piramidal en el nivel deseado d el cual seria O
(
M2d

)
, de aplicar el método del gradiente

conjugado a cada conjunto de imágenes en el nivel d , O
(

5qM
3

2d

)
y de formar la imagen re-

sultante. La complejidad computacional puede ser estimada como O
((

5qM
3

2d

)
+
(
M2d

))
.

V.4. Resumen

En este capı́tulo, uno de los mas fundamentales de este trabajo, se describen matemáti-

camente con detalle, los métodos propuestos utilizando el microescaneo para la restau-

ración de imágenes digitales. Se repasan los modelos de degradación sobre los cuales se

desarrollan los métodos propuestos, pero bajo distintos escenarios (i.e. ruido impulsivo,

conjunto de pixeles dañados) y se explica con detalle su funcionamiento. Se analiza y ex-

pone la complejidad algorı́tmica de los métodos propuestos. Por último, se presenta un

algoritmo rápido lo cual permite poder implementar los métodos descritos con anteriori-

dad en sistemas de imágenes que necesiten una respuesta antes de un tiempo especifico.

Asimismo, se analiza la complejidad del algoritmo, lo cual demuestra la baja complejidad

del mismo.

Es importante señalar, que debido a la naturaleza de los métodos de restauración pro-

puestos, no es necesario conocer la función de interferencia en el modelo de degradación
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(métodos ciegos adaptativos). Por lo que permite su aplicación e implementación en va-

riados escenarios de captura de imágenes, tales como obtención de imágenes por medio

de cámaras infrarrojas, microscopios electrónicos etc.



Capı́tulo VI

Resultados experimentales y análisis de resultados

En este capı́tulo se presentan los experimentos con imágenes artificiales y reales de los

métodos propuestos en los capı́tulos anteriores y los resultados en cada uno de ellos.

La métrica utilizada en este trabajo, es la raı́z del error cuadrático medio (RMSE), la

cual se definió en el capı́tulo 2, por otra parte, las imágenes utilizadas en los experimentos

fueron de tamaño 256× 256 pixeles, donde el rango de la señal esta dada entre [0, 255]. Los

experimentos fueron realizados en una computadora con un procesador Intel Core 2 Duo

2.26 GHz con 4 GB.

Para garantizar estadı́sticamente que los resultados sean correctos, fueron realizadas

30 muestras estadı́sticas para obtener diferentes realizaciones de ruido blanco. Como se

mencionó con anterioridad, se utilizó el método iterativo del gradiente conjugado para re-

solver un sistema lineal, en el cual se usó como parámetro de convergencia, que el residuo

(r = b−Ax), sea menor a 10−10.

Además, se utiliza una mejora en el despliegue visual con respecto a las diferencias en-

tre la imagen original y la imagen restaurada, esto es para cuantificar el error en un criterio

visual humano (Kober et al., 2001). La mejora de la diferencia es definida como :

EDIF = λ1

(
f(k, l)− f̃(k, l)

)
+ λ2 (169)

donde λ1 y λ2 son constantes predeterminadas para todos los experimentos. En las si-

mulaciones, para el modelo aditivo se utiliza λ1 = 4, y λ1 = 1 para el modelo multiplicativo

y λ2 = 128. Si no hay error entre la imagen original y la imagen restaurada en un pixel

dado, este pixel será desplegado como gris (el nivel de cuantización es 128). Para un máxi-

mo error, el pixel es desplegado como negro o blanco (los niveles de la señal son 0 y 255
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respectivamente). Esta resta de imágenes es la base de un criterio de error subjetivo y pro-

porciona información acerca de la calidad de la restauración introducida por el algoritmo,

ası́ como la capacidad de minimización del ruido aditivo. El uso de estas medidas de error,

permite observar el rendimiento de los algoritmos propuestos.

Con fines de comparación se asume que los parámetros de degradación para el filtro

Wiener (ver ecuación (88)) son conocidos a diferencia de los métodos que se proponen en

el presente trabajo los cuales no poseen información acerca de la función de degradación.

VI.1. Interferencia aditiva no uniforme

En las figuras 27(a), 27(b) y 27(c), se muestra la imagen original, la interferencia aditiva

no uniforme, y la imagen original degradada con la interferencia y un ruido blanco Gaus-

siano con media cero (µ = 0) y desviación estándar de 2 (σ = 2), respectivamente. El valor

de la media y de la desviación estándar de la interferencia aditiva es de 130 y 40, respectiva-

mente. Las figuras 28(a) y 28(c) muestran las imágenes procesadas usando el método pro-

puesto de restauración con tres y cinco imágenes observadas, respectivamente. Las figuras

28(b) y 28(d), muestran las diferencias entre la imagen original y las imágenes restauradas

obtenida con tres y cinco imágenes observadas respectivamente. En las imágenes se puede

apreciar que la capacidad de restauración con cinco imágenes es mejor que utilizando tres

imágenes.

En la figura 29 se muestra el rendimiento de los métodos propuestos en término del

RMSE usando tres imágenes (Am3), cinco imágenes (Am5), y el filtro Wiener con respecto

a la desviación estándar del ruido blanco. Como se puede observar en la gráfica, el rendi-

miento de los métodos propuestos es mucho mejor que el filtro Wiener con parámetros

conocidos. Esto ocurre, porque la interferencia aditiva es espacialmente no homogénea y

de esta manera no puede ser considerada como una realización de un proceso estaciona-

rio.
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(a) Imagen original (b) Degradación aditiva

(c) Imagen degradada observada con interferencia
aditiva y ruido blanco con σ = 2

Figura 27: El modelo de degradación aditiva con ruido aditivo en imágenes
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(a) Imagen restaurada con tres imágenes (b) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando tres imágenes

(c) Imagen restaurada con cinco imágenes (d) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando cinco imágenes

Figura 28: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva
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Figura 29: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva : RMSE vs. des-
viación estandar del ruido blanco

La tabla I presenta el desempeño del algoritmo rápido, en términos de tiempo de eje-

cución en función del nivel de la pirámide. En la figura 30, se muestra la capacidad de res-

tauración utilizando tres y cinco imágenes observadas. En los experimentos la desviación

estándar del ruido blanco fue de 2. Como era de esperarse, el tiempo de procesamiento

del algoritmo disminuye conforme el nivel de la pirámide se incremente. Por otra parte, la

exactitud de la degradación decrece conforme el nivel de la pirámide aumenta. La figura

31 muestra las imágenes restauradas por medio del algoritmo rápido basado en distribu-

ciones con cinco imágenes observadas en diferentes niveles de la pirámide d = 1, 2, . . . , 6,

respectivamente. Se puede apreciar que el rendimiento del algoritmo es aceptable en los

primeros niveles de la pirámide, porque no hay artefactos visibles en la imagen restaurada

y el algoritmo es mucho mas rápido que el método general descrito con anterioridad.
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Figura 30: Desempeño del algoritmo rápido para degradación aditiva : RMSE como una
función del nivel piramidal

VI.2. Interferencia multiplicativa no uniforme

Un ejemplo de una interferencia multiplicativa es la degradación por condiciones de

iluminación no uniforme. En este caso, la apariencia de la imagen de entrada depende de

la fuente de luz y de la forma del objeto que la recibe. Un modelo de reflectancia puede

describir esta relación. Debido a lo anterior, en los experimentos se utilizó un modelo de

reflexión Lambertiana, la cual refleja la luz de igual manera en todas las direcciones con

igual amplitud. Este mapa (Horn y Sjobreg, 1979, Diaz-Ramirez y Kober, 2009), puede ex-

presarse como:

I(p0, q0) = cos
{
π
2 − arctan

[
r

cos(τ)[(r tan(τ) cos(α)−p0)2+(r tan(τ) sin(α)−q0)2]1/2

]}
(170)

donde τ y α son ángulos de inclinación, y r es la magnitud del vector desde el origen

de la luz hasta la superficie. Esos parámetros definen la posición de la fuente de la luz con

respecto al origen de la superficie. En la figura 32 se muestra la geometrı́a del modelo de

iluminación. En los experimentos realizados, se utilizaron los siguientes parámetros para

el modelo de iluminación: τ = 5◦, α = 245◦ y r = {0.3, 0.7, 1.1, 1.5, 2.0}. Una forma de

medir el sombreado provocado por la iluminación no uniforme (Shading ) es dada por la
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(a) d = 1 (b) d = 2

(c) d = 3 (d) d = 4

(e) d = 5 (f) d = 6

Figura 31: Resultados de restauración para el modelo aditivo, utilizando cinco imágenes
con diferentes niveles d de la pirámide.
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Tabla I: Rendimiento en términos del tiempo de ejecución (en segundos) para el algorit-
mo rápido para degradación aditiva usando 3 y 5 imágenes

Nivel
de la
pirámi-
de

Tamaño
de las
imágenes
descom-
puestas
(id)

Núme-
ro de
id por
nivel

Número de iteraciones
por cada id

Tiempo de ejecución
(en s) por cada id

3 imágenes 5 imágenes 3 imágenes 5 imágenes
0 256× 256 1 1084 1083 42.44 42.44
1 128× 128 4 540 549 10.32 10.3
2 64× 64 16 280 278 2.95 2.94
3 32× 32 64 140 140 0.83 0.83
4 16× 16 256 70 69 0.33 0.33
5 8× 8 1024 34 32 0.18 0.18
6 4× 4 4096 10 10 0.15 0.15
7 2× 2 16384 3 3 0.15 0.15

siguiente ecuación Young (2001) :

Shading =
{b(k, l)}max − {b(k, l)}min

{b(k, l)}max
× 100. (171)

La tabla II muestra los valores de iluminación utilizado en nuestros experimentos.

Tabla II: Valores de la función de iluminación

r

Rango de valores tomados por la
función de iluminación

Valor de
la media

Valor de la
desviación
estándar

Porcentaje de
Sombreado

0.3 0.1 -1.0 0.23 0.13 90 %
0.7 0.23 -1.0 0.45 0.16 77 %
1.1 0.35-1.0 0.60 0.14 65 %
1.5 0.45-1.0 0.70 0.12 55 %
2 0.55-1.0 0.79 0.10 45 %

El valor de la media y de la desviación estándar de la imagen original son µ = 115.7 y

σ = 39.6, respectivamente, con un valor máximo de 202 y mı́nimo de 29. En la figura 33 se

ilustra la imagen original que utilizaremos en los experimentos de iluminación.
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Figura 32: Geometrı́a del modelo de iluminación

Figura 33: Imagen original
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Las figuras 34(a), 35(a), 36(a), 37(a) y 38(a) muestran las imágenes degradadas con di-

ferentes funciones de iluminación las cuales están presentadas en las figuras 34(b), 35(b),

36(b), 37(b) y 38(b) con sombreado de 90 %, 77 %, 65 %, 55 % y 45 % respectivamente. Las

imágenes degradadas también contienen un ruido aditivo Gaussiano con media cero y

desviación estándar de uno. Las figuras 34(c), 35(c), 36(c), 37(c) y 38(c) muestran las imáge-

nes restauradas utilizando el método Mm3. Asimismo, en 34(d), 35(d), 36(d), 37(d) y 38(d)

se presentan las diferencias mejoradas utilizando el criterio EDIF entre la imagen origi-

nal y las imágenes restauradas utilizando el método con tres imágenes. Por último, en las

figuras 34(e), 35(e), 36(e), 37(e) y 38(e) se muestran las imágenes restauradas utilizando el

método con cinco imágenes, con sus respectivas diferencias mejoradas presentadas en las

figuras 34(f), 35(f), 36(f), 37(f) y 38(f). Se puede observar que la restauración utilizando

cinco imágenes es ligeramente mejor que la utilizando tres imágenes observadas.

En las figuras 39, 40, 41, 42 y 43 se muestra el rendimiento en términos del RMSE de

los métodos propuestos, utilizando tres imágenes (Mm3), cinco imágenes (Mm5) y el filtro

Wiener, mientras la desviación estándar del ruido aditivo es modificada. Se puede observar

que el rendimiento del método propuesto con cinco imágenes es mejor que el filtro Wiener,

el cual es diseñado con parámetros conocidos. Por otra parte, el método con tres imáge-

nes observadas puede ser usado cuando la desviación estándar del ruido aditivo es bajo.

El tiempo requerido para restaurar las imágenes es de aproximadamente 51 segundos. En

estos casos, el método iterativo del gradiente conjugado requiere aproximadamente 1070

iteraciones.

Resultados utilizando el algoritmo rápido

A continuación, se investiga el rendimiento del algoritmo rápido, en términos de tiem-

po de ejecución y errores de restauración cuando el sombreado es de 90 %. En la tabla

III se presenta el desempeño del algoritmo en términos de tiempo de ejecución en fun-

ción del nivel piramidal. Los correspondientes errores de restauración del algoritmo son
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(a) Imagen degradada observada (b) Función de iluminación no uniforme

(c) Imagen restaurada (tres imágenes) (d) Diferencia mejorada (tres imágenes)

(e) Imagen restaurada (cinco imágenes) (f) Diferencia mejorada (cinco imáge-
nes)

Figura 34: Restauración de iluminación no uniforme, con sombreado del 90 % y ruido
aditivo Gaussiano con σ = 1, utilizando los métodos propuestos
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(a) Imagen degradada observada (b) Función de iluminación no uniforme

(c) Imagen restaurada (tres imágenes) (d) Diferencia mejorada (tres imágenes)

(e) Imagen restaurada (cinco imágenes) (f) Diferencia mejorada (cinco imáge-
nes)

Figura 35: Restauración de iluminación no uniforme, con sombreado del 77 % y ruido
aditivo Gaussiano con σ = 1, utilizando los métodos propuestos
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(a) Imagen degradada observada (b) Función de iluminación no uniforme

(c) Imagen restaurada (tres imágenes) (d) Diferencia mejorada (tres imágenes)

(e) Imagen restaurada (cinco imágenes) (f) Diferencia mejorada (cinco imáge-
nes)

Figura 36: Restauración de iluminación no uniforme, con sombreado del 65 % y ruido
aditivo Gaussiano con σ = 1, utilizando los métodos propuestos



104

(a) Imagen degradada observada (b) Función de iluminación no uniforme

(c) Imagen restaurada (tres imágenes) (d) Diferencia mejorada (tres imágenes)

(e) Imagen restaurada (cinco imágenes) (f) Diferencia mejorada (cinco imáge-
nes)

Figura 37: Restauración de iluminación no uniforme, con sombreado del 55 % y ruido
aditivo Gaussiano con σ = 1, utilizando los métodos propuestos
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(a) Imagen degradada observada (b) Función de iluminación no uniforme

(c) Imagen restaurada (tres imágenes) (d) Diferencia mejorada (tres imágenes)

(e) Imagen restaurada (cinco imágenes) (f) Diferencia mejorada (cinco imáge-
nes)

Figura 38: Restauración de iluminación no uniforme, con sombreado del 45 % y ruido
aditivo Gaussiano con σ = 1, utilizando los métodos propuestos
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Figura 39: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa cuando el
sombreado es 90 %: RMSE vs. desviación estandar del ruido blanco

Figura 40: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa cuando el
sombreado es 77 %: RMSE vs. desviación estandar del ruido blanco
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Figura 41: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa cuando el
sombreado es 65 % : RMSE vs. desviación estandar del ruido blanco

Figura 42: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa cuando el
sombreado es 55 %: RMSE vs. desviación estandar del ruido blanco
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Figura 43: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa cuando el
sombreado es 45 %: RMSE vs. desviación estandar del ruido blanco

mostrados en la fig. 44. En los experimentos realizados, la desviación estándar del ruido

blanco fue igual a uno. Se puede observar que los artefactos aparecen en las imágenes res-

tauradas similares a las presentadas en el modelo aditivo cuando el nivel de la pirámide

se incrementa. La figura 45 muestra las imágenes restauradas en diferentes niveles de des-

composición piramidal d = 1, 2, . . . , 6, respectivamente, utilizando el algoritmo rápido de

restauración con cinco imágenes. De manera similar, se puede concluir que el rendimiento

del algoritmo rápido es aceptable en los primeros niveles de la pirámide, debido a que no

hay artefactos visibles en la imagen restaurada y el algoritmo es mucho más rápido que el

método general propuesto.
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Tabla III: Rendimiento en términos del tiempo de ejecución (en segundos) para el algo-
ritmo rápido para degradación multiplicativa usando 3 y 5 imágenes

Nivel
de la
pirámi-
de

Tamaño
de las
imágenes
descom-
puestas
(id)

Núme-
ro de
id por
nivel

Número de iteraciones
por cada id

Tiempo de ejecución
(en s) por cada id

3 imágenes 5 imágenes 3 imágenes 5 imágenes
0 256× 256 1 1060 1083 42.98 42.93
1 128× 128 4 538 549 10.31 10.3
2 64× 64 16 274 271 2.95 2.94
3 32× 32 64 140 137 0.83 0.83
4 16× 16 256 69 68 0.34 0.34
5 8× 8 1024 33 32 0.21 0.21
6 4× 4 4096 10 10 0.17 0.17
7 2× 2 16384 3 3 0.17 0.17

Figura 44: Desempeño del algoritmo rápido para degradación multiplicativa : RMSE co-
mo una función del nivel piramidal
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(a) d = 1 (b) d = 2

(c) d = 3 (d) d = 4

(e) d = 5 (f) d = 6

Figura 45: Resultados de restauración para el modelo multiplicativo, utilizando cinco
imágenes con diferentes niveles d de la pirámide.



111

VI.3. Errores al realizar microescaneo

Finalmente, se examina la robustez de los métodos propuestos para pequeños despla-

zamientos de error durante el microescaneo. Suponemos que cada sensor de un arreglo

de multielementos posee un error de posición arbitrario cuando la imagen observada es

capturada. Para la simulación del error en un sistema de cómputo, se utiliza una simple

interpolación bilineal con el fin de evaluar las imágenes observadas con errores de despla-

zamiento a nivel subpixel asociados a los elementos del sensor.

La posición del error proveniente de la localización de un sensor es considerado una

variable aleatoria con una distribución uniforme en el intervalo de [−0.5, 0.5]. Las figuras

46 y 47 ilustran la robustez de los métodos propuestos usando tres imágenes observadas

para interferencias aditiva y multiplicativa, respectivamente. Se puede observar que los

métodos propuestos proporcionan una buena tolerancia a pequeñas desviaciones de las

posiciones de los sensores con respecto a sus posiciones reales.

Figura 46: Rendimiento del método de restauración para degradaciones aditivas con
error de desplazamiento en las localidades de los sensores
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Figura 47: Rendimiento del método de restauración para degradaciones multiplicativas
con error de desplazamiento en las localidades de los sensores

En la figura 48(a), se muestra una imagen restaurada a partir de una imagen observada

con errores de microescaneo y ruido blanco con una desviación estándar de 2, utilizando

tres imágenes para la restauración, la imagen restaurada tiene un RMSE de 6.6 y como

se puede observar utilizando el criterio subjetivo en la figura 48(b), se realizó una buena

restauración.

VI.4. Interferencia aditiva con ruido impulsivo

En esta sección se presentan los resultados obtenidos con los métodos propuestos en

la presencia de ruido impulsivo. En la figura 49(a) se muestra el ruido impulsivo con una

probabilidad de ocurrencia de 0.07, es decir, que 4587 pixeles de un total de 65536 pre-

sentan ruido impulsivo. El valor que adquiere el ruido impulsivo es cero. En la figura 49(b)

se muestra la imagen observada, degradada por una interferencia aditiva, ruido impulsivo

con probabilidad de 0.07 y ruido de sensor con una desviación estándar de 5.
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(a) Imagen restaurada con tres imágenes (b) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando tres imágenes

Figura 48: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva con ruido aditivo
con media cero y desviación estándar de 2, en presencia de errores de posicionamiento
en el microescaneo.

En las figuras 50(a) y 50(b) se muestran las imágenes restauradas a partir de la imagen

observada 49(b)utilizando tres imágenes y la diferencia entre la imagen original y la ima-

gen restaurada, posteriormente se presentan las figuras 50(c) y 50(d), la imagen restaurada

utilizando cinco imágenes y la diferencia entre la imagen original y la imagen restaurada

respectivamente. Como se puede observar, la calidad de las imágenes de restauración es

buena a pesar del daño sufrido en las imágenes observadas.

La figura 51 muestra el rendimiento del algoritmo propuesto en términos del RMSE

vs. la probabilidad de ocurrencia del ruido impulsivo. Adicionalmente, las imágenes son

afectadas con un ruido aditivo con una desviación estándar de 5. Es posible observar que

cuando la probabilidad del ruido impulsivo incrementa, la calidad de la restauración dis-

minuye.
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(a) Ruido impulsivo con una probabilidad de ocu-
rrencia de 0.07

(b) Imagen observada con interferencia aditiva,
ruido impulsivo y ruido aditivo con una desviación
estándar de 5

Figura 49: Modelo de degradación aditiva con ruido impulsivo y aditivo en imágenes

Figura 51: Desempeño del método de restauración para degradaciones aditivas: RMSE
vs. probabilidad de ruido impulsivo con una desviación estándar de ruido blanco de 5
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(a) Imagen restaurada con tres imágenes (b) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando tres imágenes

(c) Imagen restaurada con cinco imágenes (d) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando cinco imágenes

Figura 50: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva con ruido impul-
sivo con probabilidad de ocurrencia de 0.07 y ruido aditivo con media cero y desviación
estándar de 5.



116

Ahora se presenta el rendimiento del algoritmo propuesto, cuando se tiene un ruido

impulsivo con una probabilidad fija de ocurrencia de 0.07 y se varia la desviación estándar

del ruido blanco. Se observa en la figura 52, que aún cuando la desviación estándar del

ruido blanco es baja, el valor del criterio de la restauración es alto, debido a que el ruido

impulsivo destruye a la imagen, por lo que afecta su restauración.

Figura 52: Desempeño del método de restauración para degradaciones aditivas: RMSE
vs. desviación estándar del ruido blanco con ruido impulsivo con probabilidad de ocu-
rrencia de 0.07

A continuación se muestra el caso de un conjunto de pixeles dañados, lo cual sin pérdi-

da de generalidad será en forma cuadrada con una determinada longitud. Para el caso de

este experimento, la ventana tendrá una longitud de 10 × 10 pixeles en una posición de-

terminada en las escenas observadas, las cuales tendrán un ruido blanco producido por

la captura del sensor, en este caso con una desviación estándar de 5 y un ruido impulsivo
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con probabilidad de 0.07. En la figura 53, se muestra la imagen observada, la imagen res-

taurada y la diferencia entre la imagen original y la imagen restaurada. Es posible observar

que el rendimiento de la restauración es de buena calidad fuera del área del conjunto de

pixeles dañados. En el área del conjunto de pixeles dañados, el método lleva a cabo una

suave interpolación usando información contenida en sus pixeles vecinos.

VI.5. Interferencia multiplicativa con ruido impulsivo

En esta sección se presentan los resultados de las degradaciones con respecto al mo-

delo de interferencia multiplicativa en presencia de ruido impulsivo. La probabilidad de

ocurrencia del ruido impulsivo en los experimentos que a continuación se describen es de

0.05 y la desviación estándar del ruido blanco es de 0.5. En las figuras 54(a) y 54(b), se pre-

sentan un ejemplo de ruido impulsivo con la probabilidad descrita anteriormente y una de

las imágenes observadas con interferencia multiplicativa, ruido impulsivo y ruido aditivo.

En las figuras 55(a) y 55(b) se muestran las imágenes restauradas a partir de la imagen

observada 54(b) utilizando tres imágenes y la diferencia entre la imagen original y la ima-

gen restaurada, posteriormente se presentan las figuras 50(c) y 50(d), la imagen restaurada

utilizando cinco imágenes y la diferencia entre la imagen original y la imagen restaurada

respectivamente. Se puede apreciar a partir del criterio de las diferencias entre las imáge-

nes original y restaurada, que la restauración utilizando cinco imágenes observadas es me-

jor que utilizar solo tres imágenes.

La figura 56 muestra el rendimiento de los algoritmos propuestos para interferencias

multiplicativas en términos del RMSE vs. la probabilidad de ocurrencia del ruido impulsi-

vo. Adicionalmente, las imágenes son afectadas con un ruido aditivo con una desviación

estándar de 0.5. A continuación se presenta el rendimiento del algoritmo propuesto pa-

ra degradaciones con interferencias multiplicativas, cuando se tiene un ruido impulsivo

con una probabilidad fija de ocurrencia de 0.01 y se varia la desviación estándar del rui-

do blanco. Se puede observar en la figura 57, que aun cuando la desviación estándar del

ruido blanco es bajo, el valor del criterio de la restauración es alto, debido a que el ruido
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(a) imagen observada (b) Imagen restaurada con cinco imágenes

(c) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando cinco imágenes

Figura 53: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva con ruido impul-
sivo con probabilidad de ocurrencia de 0.07, ruido aditivo con media cero y desviación
estándar de 5, con un conjunto de 100 pixeles dañados.
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(a) Ruido impulsivo con una probabilidad de ocu-
rrencia de 0.05

(b) Imagen observada con interferencia multipli-
cativa, ruido impulsivo y ruido aditivo con una des-
viación estándar de 0.5

Figura 54: Modelo de degradación multiplicativa con ruido impulsivo y aditivo en imáge-
nes

impulsivo destruye a la imagen, por lo que afecta su restauración.

A continuación se presenta el caso de un conjunto de pixeles dañados, lo cual sin pérdi-

da de generalidad será en forma cuadrada con una determinada longitud. Para el caso de

este experimento, la ventana tendrá una longitud de 10 × 10 pixeles en una posición de-

terminada en las escenas observadas, las cuales tendrán un ruido blanco producido por

la captura del sensor, en este caso con una desviación estándar de 0.5 . La degradación

multiplicativa, es la misma que se utilizó en los experimentos anteriores. En la figura 58, se

muestra la imagen observada, la imagen restaurada utilizando cinco imágenes observadas

y la diferencia entre la imagen original y la imagen restaurada. Es posible observar que el

rendimiento de la restauración es de buena calidad fuera del área del conjunto de pixe-

les dañados y dentro del área dañada por la ventana, se aprecia una suave interpolación,

efecto similar a la producida en presencia de degradación aditiva.
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(a) Imagen restaurada con tres imágenes (b) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando tres imágenes

(c) Imagen restaurada con cinco imágenes (d) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando cinco imágenes

Figura 55: Desempeño del método propuesto para degradación aditiva con ruido impul-
sivo con probabilidad de ocurrencia de 0.05 y ruido aditivo con media cero y desviación
estándar de 0.5.
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Figura 56: Desempeño del método de restauración para degradaciones multiplicativas:
RMSE vs. probabilidad de ruido impulsivo con una desviación estándar fija de ruido
blanco de 0.5

Figura 57: Desempeño del método de restauración para degradaciones multiplicativas:
RMSE vs. desviación estándar del ruido blanco con ruido impulsivo con probabilidad de
ocurrencia de 0.01
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(a) imagen observada (b) Imagen restaurada con cinco imágenes con un
RMSE de 3.29

(c) Diferencia mejorada entre la imagen original y
la imagen restaurada, utilizando cinco imágenes

Figura 58: Desempeño del método propuesto para degradación multiplicativa con rui-
do aditivo con media cero y desviación estándar de 0.5, con un conjunto de 100 pixeles
dañados, utilizando cinco imágenes observadas
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VI.6. Experimento real

En esta sección se presentan imágenes obtenidas a través de una cámara digital. Para el

experimento se utilizó una cámara digital JVC modelo Everio, una pantalla LCD y acetatos

impresos. Las imágenes observadas fueron adquiridas como se describe a continuación: la

imagen de prueba fue desplegada en una pantalla LCD. Un acetato impreso, fue colocado

entre la cámara y la pantalla, esto con el fin de simular una degradación multiplicativa. El

microescaneo fue realizado moviendo la imagen de prueba en la pantalla. Las imágenes de

prueba fueron de tamaño de 295× 284 pixeles.

En la figuras 60, 61 y 62 se presentan imágenes que describen de manera visual el expe-

rimento realizado, ya que se puede apreciar cada uno de los elementos que conformaron

el sistema. Con detalle se pueden apreciar en las figuras 60(a), 61(a) y 62(a) las imágenes

originales adquiridas con la cámara. En las figuras 60(b), 61(b) y 62(b) las degradaciones

multiplicativas para cada experimento respectivamente. En las figuras 60(c), 61(c) y 62(c),

se muestran una de las cinco imágenes observadas correspondientes a cada experimento.

Por último, las imágenes restauradas utilizando cinco imágenes, son mostradas en las figu-

ras 60(d), 61(d) y 62(d),correspondientes a cada experimento. En la cual se puede apreciar

que la calidad de las imágenes restauradas con el método propuesto es muy buena, si el

nivel del ruido aditivo de sensor es bajo.

Figura 59: Elementos que intervienen en el experimento real para degradación multipli-
cativa
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(a) Imagen original (b) Interferencia multiplicativa

(c) Una de las imágenes observadas con interfe-
rencia multiplicativa

(d) Imagen restaurada utilizando cinco imágenes
observadas

Figura 60: Experimentos reales con imágenes con degradación multiplicativa
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(a) Imagen original (b) Interferencia multiplicativa

(c) Una de las imágenes observadas con interfe-
rencia multiplicativa

(d) Imagen restaurada utilizando cinco imágenes
observadas

Figura 61: Experimentos reales con imágenes con degradación multiplicativa
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(a) Imagen original (b) Interferencia multiplicativa

(c) Una de las imágenes observadas con interfe-
rencia multiplicativa

(d) Imagen restaurada utilizando cinco imágenes
observadas

Figura 62: Experimentos reales con imágenes con degradación multiplicativa
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VI.7. Resumen

En este capı́tulo, se exponen los resultados que se obtiene al realizar los métodos de

restauración a un conjunto de imágenes que se encuentran degradadas por los modelos

expuestos en los capı́tulos previos. De igual forma se muestran resultados en forma de

gráficas que demuestran el desempeño y la efectividad de los métodos propuestos y de los

algoritmos rápidos bajo diversas condiciones en los parámetros de degradación. Además,

se expone el desempeño de los métodos propuestos en caso de errores en la técnica del mi-

croescaneo. Asimismo, se presentan resultados con imágenes reales obtenidas a través de

un sistema de adquisición de imágenes con interferencias multiplicativas. Los resultados

presentados son buenos y nos permiten validar los métodos propuestos, bajo las condicio-

nes expuestas en el experimento.



Capı́tulo VII

Conclusiones

La restauración de imágenes es de gran utilidad en campos como la medicina, la in-

dustria, astronomı́a, etc. El objetivo principal de esta área del procesamiento de imágenes

digitales, es recuperar la imagen original que ha sido degradada por alguna función de in-

terferencia.

En este trabajo se presentaron métodos de restauración ciegos adaptativos, aplicados

a modelos de degradación aditiva y multiplicativa utilizando la técnica del microescaneo,

la cual proporcionó información suficiente en el dominio del espacio, para poder realizar

el proceso de restauración. A partir de estos modelos y utilizando un criterio de minimi-

zación, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones. La solución al sistema es la imagen

restaurada.

Además, se muestra la descripción de un algoritmo rápido, para la implementación de

los métodos propuestos en este trabajo, lo cual permite aplicar dichos métodos en sistemas

de imágenes que necesiten una respuesta antes de un tiempo especı́fico.

Los modelos de degradación aditiva y multiplicativa con ruido impulsivo, presentados

en este trabajo, son modelos generales que pueden adaptarse a situaciones particulares. En

el caso del modelo de degradación aditiva es posible aplicarlo para resolver degradaciones

provocadas por sensores IFPA1, y en el caso del modelo de degradación multiplicativa, es

posible aplicarlo a sistemas de imágenes adquiridas por medio de resonancia magnéti-

ca, donde la no uniformidad ocurre cuando el campo magnético es aplicado; también se

puede utilizar el método propuesto de restauración en imágenes adquiridas a través de

microscopios (TEM2) donde se presenta una iluminación no uniforme provocada por la

fuente de luz. Más aún cuando no existe una iluminación uniforme en una imagen digital

1IFPA.-Infrared Focal-Plane Array
2TEM.-Transmission electron microscopy
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observada y se requiere restaurar la imagen para un posterior procesamiento (i.e binariza-

ción), tal es el caso del reconocimiento de códigos QR3 adquiridos en condiciones de mala

iluminación. A menudo las cámaras que se ubican en ambientes externos utilizados para

fines de vigilancia o control de tráfico, presentan degradaciones provocadas por gotas de

lluvia o manchas de polvo en el lente de la cámara, los métodos expuestos en este traba-

jo, podrı́an aplicarse para restaurar las imágenes adquiridas por este medio, dado que los

métodos propuestos son tolerantes a conjunto de pixeles donde no existe información y a

ruido impulsivo en caso de que la cámara presente daños en sus pixeles.

VII.1. Aportaciones

La aportación principal de este trabajo es el desarrollo de métodos ciegos adaptativos

para resolver problemas de degradación aditiva ó multiplicativa con ruido aditivo e im-

pulsivo, utilizando cinco imágenes observadas obtenidas a través de la técnica conocida

como microescaneo. Un sistema expĺıcito de ecuaciones es derivado utilizando el método

de mı́nimos cuadrados, para los modelos de degradación aditiva y multiplicativa. El sis-

tema de ecuaciones lineales se resuelve utilizando algoritmos iterativos. La solución del

sistema lineal de ecuaciones es la imagen restaurada.

Otra aportación es la implementación de los métodos de restauración a través de al-

goritmos rápidos, lo cual permitirı́a aplicar los métodos propuestos a sistemas de visión o

procesamiento que requieren respuesta en segundos.

Con la ayuda de simulaciones en computadora y utilizando datos reales, se presentó y

analizó el rendimiento de los métodos propuestos y del algoritmo rápido en términos de

un criterio de restauración, tiempo de ejecución y tolerancia a sistemas de microescaneo.

3Quick response.- Es un tipo de codigo de barras en forma matricial
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VII.2. Trabajo futuro

Aún existe mucho trabajo por realizar, en el desarrollo de métodos de restauración uti-

lizando la técnica del microescaneo. Algunas de las oportunidades de mejora y trabajo fu-

turo identificados en la realización de este trabajo son:

Modificación e implementación del algoritmo para problemas especı́ficos, tales co-

mo degradación provocado por niebla (scattering )(Narasimhan y Nayar, 2002), etc.

Considerar la posibilidad de agregar estimación del desplazamiento de la cámara al

realizar el microescaneo, en las situaciones donde el desplazamiento global sea a ni-

vel subpixel.

Métodos de restauración utilizando microescaneo de cámara, donde el movimiento

del microescaneo podrı́a ser en cualquier dirección dentro de un radio preestableci-

do de pixeles.

Investigar la factibilidad de incluir en los métodos de restauración propuestos, la fun-

ción de degradación por emborronamiento (blur) (Bertero y Boccacci, 2002).

Estudiar el problema de restauración de imágenes degradadas y utilizar la herramien-

ta del microescaneo para imágenes a color.

Implementación de los métodos de restauración en algoritmos paralelos en forma

teórica (Bräunl et al., 2001) y práctica (Sanders y Kandrot, 2010) .

VII.3. Publicaciones derivadas de este trabajo

Publicaciones en Revistas Arbitradas:

López-Mart́ınez, J.L. y Kober, V. 2012. Blind adaptative method for image restoration

using microscanning. IEICE T. Inf. Syst. E95-D(1). (En prensa)

López-Mart́ınez,J.L., Kober, V. 2010 y Ovseyevich I. A., Image restoration based on

camera microscanning. Pattern Recognition and Image Analysis., 20(3):370,375 p.
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Publicaciones en Capı́tulo de Libro:

López-Mart́ınez,J.L.y Kober, V. 2012. Blind image restoration for a microscanning ima-

ging system del libro Image restoration, ISBN 979-953-307-619-4 (En prensa)

Publicaciones en Congresos:

López-Mart́ınez, J. L. y Kober, V. 2009. Fast Image Restoration Algorithm Based on Ca-

mera Microscanning. Proc. SPIE. Applications of Digital Image Processing XXXII. San

Diego, CA., USA. SPIE- The International Society for Optical Engineering. 7443(74431).

López-Mart́ınez, J. L. y Kober, V. 2010. Image Restoration of Nonuniformly Illumi-

nated Images with Camera Microscanning. Proc. SPIE.Applications of Digital Image

Processing XXXIII. San Diego, CA., USA. SPIE- The International Society for Optical

Engineering. 7798(77982).

López-Mart́ınez, J. L. y Kober, V. 2011. Accuracy of image restoration using microscan-

ning image system. Proc. SPIE. Applications of Digital Image Processing XXXIV. San

Diego, CA., USA. SPIE- The International Society for Optical Engineering. 8135(81351F-
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