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Resumen de la tesis de Gabriel Mejia Ruiz, presentada como requisito parcial
para la obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Computacién. Ensenada, Baja
California, Octubre 2012.

Solucion Numérica de un Modelo para un Fluido Estratificado Fluyendo a
través de un Objeto en dos Dimensiones

Resumen aprobado por:

Dr. Pedro Gilberto Lopez Mariscal

Director de Tesis

En este trabajo se resuelve numéricamente un modelo matematico que describe el
movimiento de un fluido Newtoniano, incompresible y con estratificacién en la densi-
dad que fluye a través de un canal bidimensional que tiene un obstéculo. El modelo se
deriva de las ecuaciones de Navier-Stokes que se describen en la formulaciéon vorticidad
funcién-corriente, por lo que queda un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales par-
ciales acopladas para las la densidad, el campo de velocidades, la funcién corriente y la
vorticidad.

El sistema se resuelve numéricamente utilizando diferencias finitas, en donde los
términos advectivos involucrados en la ecuacion de movimiento y en la ecuacion de con-
tinuidad se aproximan usando la metodologia de Flux Corrected Transport. La ecuacién
de Poisson en dos dimensiones con dominio irregular se resuelve numéricamente para
cada iteracién en el tiempo utilizando un esquema rapido, basado en la tranformada
seno y la matriz de capacitancia. Las condiciones de frontera del sistema quedan fi-
jas para cada iteracién en el tiempo para las tapas superior (en donde se encuentra
el obstaculo) e inferior. En una de las tapas laterales se tiene el flujo entrante, mien-
tras que en la otra se consideran dos condiciones de frontera diferentes: condiciones
periédicas y de radiacién. Como condiciones iniciales se considera que el fluido se en-
cuentra inicialmente en reposo en donde el flujo entrante es sujeto a una aceleracién
constante hasta un cierto tiempo en donde este se vuelve uniforme.

El diseno y la implementacion de la solucion numérica del modelo resulta en una serie
de rutinas que permiten obtener una aproximacién de las variables independientes y con
las cuales se puede simular el movimiento del fluido. De esta manera se pueden ajustar
los diferentes parametros involucrados, incluyendo variaciones en dominio definidos por
la forma del obstaculo para simular situaciones reales. En este trabajo se muestran
resultados numéricos para diferentes condiciones iniciales definidas por el flujo entrante
y las diferentes condiciones de frontera consideradas.

Palabras Clave: Formulacién vorticidad-funcién corriente, Solucién numérica
ecuacion de Poisson, Flux corrected transport, Matriz de capacitancia
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Abstract of the thesis presented by Gabriel Mejia Ruiz, in partial fulfillment of the
requirements of the degree of Master in Science in Computer Science. Ensenada, Baja
California, October 2012.

Numerical Solution of Fluid Flow past over an Obstacle in two Dimensions

In this work a mathematical model that describes the movement of an incompress-
ible, stratified Newtonian fluid, flowing through a two-dimensional channel with an
obstacle is solved numerically. The model derived from the Navier-Stokes equations
and described in the vorticity stream-function formulation consists of four coupled par-
tial differential equations for the density, the velocity field, the stream function and the
vorticity.

The system is solved numerically using finite differences, where the advective terms
involved in the equation of motion and the continuity equation are approximated using
the Flux Corrected Transport method. The two-dimensional Poisson’s equation with
irregular domain is solved for each time step using a fast scheme based on the fast sine
transform and the capacitance matrix. The boundary condition in the upper (which
contains the obstacle) and lower covers are fixed for each time step. The flow enters
through one of the lateral sides and for the outflow two different boundary conditions
are considered: periodic and radiation boundary conditions. Initially the fluid is at
rest, subject to a constant acceleration until a fixed time where it becomes uniform.

The design and implementation of the numerical solution, results in a set of rou-
tines to approximate the values of the independent variables in order to simulate the
movement of the fluid. In this way, the different parameters involved, including the
shape of the obstacle, can be adjusted to simulate.

Keywords: Vorticity-stream function formulation, Numerical solution Pois-
son’s equation, Flux corrected transport, Capacitance matrix
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X1V
Notacion

La notacién matematica que se utiliza en la tesis se describe en la siguiente tabla.

Simbolo Descripcion
(,p,v  Vorticidad, Densidad, Funcién Corriente.
0] Representa cualquier funcién o variable (¢, p, ).
x,2,t Coordenada espacial horizontal, vertical y el tiempo
1,7,Mn Indices que representan el desplazamiento discreto de las variables
z,2yt

¢(x,z,t) Funcién continua.

oy Funcién discretizada.

u Vector de velocidad.

u Componente horizontal del vector de velocidad u.
w Componente vertical del vector de velocidad u.

X Letra negrita en minuscula representa un vector.

Letra maytuscula negrita representa una matriz.

R Numeros reales
Vu Gradiente de un vector
V-u Divergencia de un vector

V xu  Rotacional de un vector

X []l\i 1] X representa la variable a discretizar, N el nimero de puntos,
[; limite inferior del dominio y Iy limite superior del domino.

Uy, Uz  Notacion Leibniz para derivadas.

0,00 Dominio y frontera del dominio.

A(0F))  Condiciones de frontera en el dominio.



Capitulo 1

Introducciéon

Para poder describir fenémenos en la naturaleza, se crean modelos que permiten repre-
sentar dichos fenémenos. La mayoria de estos modelos son formulaciones matematicas,
debido a que se puede abstraer la realidad y hacer manipulaciones utilizando el lenguaje
de las matemadticas. En algunas ocasiones la solucion analitica de estas formulaciones
es imposible de obtener por la complejidad del sistema que se esta modelando.

Una alternativa que se tiene para atacar los problemas que son intratables de forma
analitica, es utilizando técnicas de analisis numérico. Esta estrategia permite aproximar
la solucién utilizando simples operaciones algebraicas, lo que ademds permite realizar
programas de computadora capaces de resolver estas operaciones. La gran ventaja que
nos brinda el uso de la computacion, es que se pueden realizar millones de operaciones
en un tiempo muy corto, lo que permite resolver problemas cada vez mas complejos y

con una mejor aproximacion a la solucion real.

1.1 Descripcion del problema y antecedentes

La solucién numérica de modelos matematicos resulta de gran importancia en el &mbito
cientifico ya que permite solucionar una gran cantidad de problemas complejos e im-
posibles de solucionar analiticamente. La soluciéon numérica de estos modelos va desde
las simulacién de colisiones de particulas subatémicas (Sentoku y Kemp, 2008), hasta
la expansién estelar de la atmoésfera en una supernova (Hauschildt y Baron, 1999). En

particular, en este trabajo los modelos matematicos y nimericos estan relacionados con



mecanica de fluidos. Por lo anterioir, se puede considerar que el problema pertenece a
un area llamada Dindmica de Fluidos por Computadora (CFD[D Los problemas que se
abordan en CFD, son muy diversos segun las propiedades fisicas que tenga el fluido (e.g.
densidad, fluido newtoniano, fluido no newtoniano, comprensibilidad, etc.), el tipo de
fluido (e.g. flujo de dos fases, flujo laminar, flujo turbulento, flujo incompresible, etc.),
el fenémeno que se quiere estudiar (e.g. capa limite, ondas de choque, turbulencia, vor-
ticidad, arrastre, etc.) y por las aplicacién que tiene (e.g. aerodindmica, meteorologia,
fisica de plasma, oceanografia, etc.).

En este trabajo se soluciona numéricamente un modelo matematico para un fluido
estratificado (variaciones en la densidad), incompresible y no hidroéstatico, propuesto
por Cummins et al. (1994) para simular el flujo de un fluido pasando a través de un
obstaculo en dos dimensiones. El modelo propuesto esta basado en las ecuaciones de
Navier-Stokes y la aproximacion de Boussinesq, en la formulaciéon de la Vorticidad
Funcién-Corrientd?] Esta formulacién ha sido anteriormente utilizada por otros au-
tores para la solucién numérica de la ecuacién de Navier-Stokes, utilizando diferentes
esquemas numéricos para la discretizacion y la solucién de las ecuaciones diferenciales
involucradas en el modelo.

Calhoun (2002) soluciona numéricamente la ecuacién de Navier-Stokes con la for-
mulacién de la Vorticidad Funcién-Corriente, utilizando una combinacién de diferencias
finitas/volumen finito de segundo orden con una malla cartesiana uniforme, en un do-
minio irregular de dos dimensiones. Ben-Yu y He-Ping (1991) resuelve numéricamente
las mismas ecuaciones, pero utilizando el método de elemento-finito pseudoespectral

(PFMP) para dos y tres dimensiones. Liu y Weinan (2001) proponen un algoritmo

!Computer Fluid Dynamics, por sus siglas en inglés.
2En inglés Vorticity Stream-Function formulation.
3Pseudospectral Finite-Element Method, por sus siglas en inglés.



basado en el método de elemento finito, con el objetivo de obtener una mayor exactitud
que los esquemas basados en diferencias finitas. Udaykumar et al. (2001) describen
un algoritmo con el método de malla cartesiana y una combinacién del método de
elemento-finito y pasos fraccionados para la discretizacion de la ecuaciéon de Navier-
Stokes, también considera el movimiento de cuerpos con geometria compleja. Shirokoff
y Rosales (2010) utilizan un esquema de diferencias finitas de segundo orden en una
malla uniforme, con dominio irregular. La diferencia clave que tiene sobre los enfo-
ques habituales se produce en la frontera, donde se utilizan condiciones de frontera que
permitan inequivocamente recuperar la presién a partir de la velocidad en cualquier
momento.

El problema de resolver numéricamente flujos de fluidos con diferentes densidades
ha sido también estudiado en la literatura; Sussman et al. (2007) propone la solucién
numérica de un fluido de dos fases con dos densidades inmiscibles diferentes, las cuales
pueden tener una variacién de densidad de 1 a 1000.

Como se puede ver, el problema de solucionar numéricamente las ecuaciones que
gobiernan el movimiento de un fluido estratificado, incompresible y con geometria irre-
gular ha sido tratada de muchas maneras y la razén es que resulta bastante interesante
poder describir fenémenos en los que un fluido se ve involucrado.

Particularmente nosotros estamos interesados en el movimiento en un fluido con
diferentes densidades al pasar a través de un obstaculo, que tienen muchas aplicaciones
en oceanografia y meteorologia. Este fenémeno ha sido estudiado por varios autores
en la literatura como Cummins et al. (2003) y Varela et al. (2007). Stastna y Peltier
(2004) estudian como es afectada la corriente en la capas inferiores cuando desciende
de una gran altura. Por su parte Xing y Davies (2009, 2011) hacen un estudio, de como

se generan las ondas internas cuando se tiene dos montanas juntas y como afecta las



ondas que se generan en una, a las que se generan en la otra.

1.2 Planteamiento del problema

Utilizando el modelo matematico para describir el movimiento de un fluido incom-
presible y estratificado en dos dimensiones propuesto por Cummins et al. (1994), se
busca obtener la solucién numérica de este modelo para encontrar los vectores de ve-
locidad en todo el dominio para cada iteracién en el tiempo, considerando que se tiene
una geometria irregular (obstdculo). Las condiciones para el flujo de entrada estan
definidas para cada paso en el tiempo, pero requieren atencién especial las condiciones
en la frontera abierta del sistema (flujo de salida). Se consideran las condiciones de
libre deslizamient(ﬂ y de no traspaso en la frontera superior e inferior del dominio.
La Figura (1| ilustra la descripcion grafica de la geometria del dominio fisico, donde las

flechas indican los vectores que se desean encontrar numéricamente.

— —
—> —
—_— —> —>
—> —

B\ |
SO\
ARALY

Figura 1: Representacién esquemaética de la geometria del problema. Las flechas indican los
vectores de velocidad que deseamos obtener solucionando numéricamente el modelo
matematico propuesto.

4free-slip en inglés.



1.3 Justificacién y motivacion

La solucién analitica del modelo matematico no existe, por lo tanto la tnica forma
de obtener resultados es mediante aproximaciones numéricas. La solucién numérica
del modelo permite facilmente cambiar tanto la geometria del problema como sus
parametros, mientras que experimentalmente puede ser muy dificil o imposible analizar
ciertas geometrias o parametros.

La motivacion para solucionar este tipo de modelos, es por su aplicacién a fenémenos
de mundo real. En particular estamos interesados en simular un fenémeno de corriente
que se presenta en el Golfo de California y se quiere encontrar el flujo resultante, y las
variaciones de la densidad generados por la batimetria del fondo del mar, como se ve

en la Figura 2
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Figura 2: Seccién longitudinal del campo de densidad a lo largo del umbral de San Lorenzo
en el Golfo de California. Los valores de densidad estan en kg/cm?® menos 1000.



1.4 Objetivos

El objetivo de este trabajo es la solucién numérica de un modelo mateméatico basado
en la ecuacién de Navier-Stokes, que describe el comportamiento de un fluido incom-
presible, estratificado y no hidroestatico. La solucién numérica de este modelo se debe
realizar en un dominio con geometria irregular en dos dimensiones espaciales y durante
un determinado tiempo.

1.4.1 Objetivo General

Resolver numéricamente el modelo matemé&tico propuesto por Cummins et al. (1994) en
dos dimensiones espaciales con geometria irregular y con estratificacion en la densidad.

1.4.2 Objetivos Especificos

1. Resolver numéricamente la ecuacién de Poisson en dos dimensiones con dominio

irregular.

2. Resolver numéricamente los términos no lineales (advectivos) de la ecuacién de

Navier-Stokes.

3. Resolver numéricamente el sistema de ecuaciones del modelo matematico basado

en la formulacion de la Vorticidad Funcién-Corriente.
4. Implementar las condiciones de radiacién para la frontera abierta.

5. Solucionar numéricamente un problema con parametros y geometria reales.



1.5 Metodologia

La metodologia que sigue este trabajo, consta principalmente de dos partes. La primera
parte consiste en derivar el modelo matematico para llegar a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales utilizando la formulacién de la Vorticidad Funcién-Corriente en la
ecuacion de Navier-Stokes, para simplificar matematicamente el problema. La segunda
parte consiste en la solucién numérica del sistema de ecuaciones que se genera al uti-
lizar la formulacion de la Vorticidad Funcién-Corriente. Este sistema consta de cuatro
ecuaciones, las cuales involucran la solucién de la ecuacién de Poisson en un dominio
irregular de dos dimensiones espaciales para cada paso en el tiempo, dos ecuaciones de
evoluciéon que contienen términos no lineales y una ecuacién que relaciona la funcién
corriente con el vector de velocidad.

La ecuacién de Poisson se soluciona con una combinacién del método de la matriz
de capacitancia propuesta por Cummins y Vallis (1994) y un esquema para la solucién
rapida, basado en la transformada discreta seno (Skollermo, 1975).

La solucién de las ecuaciones de evolucién no lineales que se presentan en el modelo
matemadtico se solucionan utilizando la metodologia Flux Corrected Transport (FCT)
propuesta por Boris y Book (1973) para tratar fisicamente con los términos advectivos,
con esquema multidimensional propuesto por Zalesak (1979); para solucionar los pasos
en el tiempo utiliza un esquema explicito de diferencias finitas hacia adelante y la parte
espacial se soluciona numéricamente con salto de rana [’ de segundo y cuarto orden.

La ecuacion que relaciona la funcién corriente con la velocidad se soluciona utilizando
diferencias finitas centradas. Para tratar las condiciones de la frontera abierta se utilizan

diferentes esquemas propuestos por Miller y Thorpe (1981); Orlanski (1976).

5En inglés leap-frog.



1.6 Organizacién de la tesis

El presente trabajo se encuentra dividido en seis capitulos. El primero consiste en la
introduccién, donde se muestra una breve descripcién del problema que se resuelve
en esta tesis, la motivacion, objetivos y se mencionan algunos trabajos relacionados.
En el Capitulo [2 se presenta la formulaciéon matematica del modelo que se soluciona
numéricamente en este trabajo.

El Capitulo |3| muestra la metodologia que se usa en este trabajo para resolver
numéricamente el modelo matematico propuesto y se describen todos los pasos nece-
sarios para llevar a cabo esta metodologia, ademas se presenta una metodologia basada
el diferencias finitas para solucionar los términos no lineales (advectivos) de la ecuacién
de Navier-Stokes.

En el Capitulo {4 se muestra el desarrollo de las metodologias para la solucién
numérica de todo el modelo matematico. Se define la discretizacion del domino y
después se describe la implementacién de la solucion numérica de cada una de las
ecuaciones que componen el modelo matematico. Finalmente se proponen diferentes
condiciones de frontera para tratar la frontera abierta del sistema.

El en Capitulo [5] se presentan los resultados de la solucién numérica del modelo
matematico con diferentes parametros y diferentes condiciones de frontera. Finalmente
el ultimo capitulo presenta las conclusiones del trabajo y se proponen otras ideas a

seguir para este proyecto.



Capitulo 2

Modelo Matematico

En este capitulo se presenta el desarrollo para obtener el modelo matematico que des-
cribe el movimiento de un fluido incompresible, no hidroestatico, con estratificacién en
las densidades fluyendo a través de un obstaculo en dos dimensiones.

Primero, se muestran una serie de conceptos relacionados a la obtencion de modelos
matematicos, los cuales se crean para tratar de describir fenémenos de la naturaleza. En
la segunda seccién se presenta la derivacién de las ecuaciones de Navier-Stokes para un
fluido viscoso e incompresible, y sujeto a la aceleraciéon de la gravedad. Posteriormente,
se describen las mismas ecuaciones en la formulacién Vorticidad Funcién-Corriente.
Finalmente se presenta el modelo completo incluyendo una descripcion del dominio y

las condiciones de frontera, que se estudia en este trabajo.

2.1 Modelacién Matematica

En general, un modelo se puede considerar como una representacion de la realidad. Exis-
ten diferentes formas de realizar esta representacion, graficamente, esquematicamente,
conceptualmente, matematicamente, etc. La idea principal es la de intentar dar una
representacion que se parezca lo mas posible a la realidad, con el objetivo de poder

estudiarlo, describirlo, predecirlo, explicarlo, etc.
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2.1.1 Modelo matematico

Un modelo matematico es entonces la representacion de un fenémeno del mundo real,
utilizando los conceptos inherentes a las matematicas y descrito en el lenguaje mate-
matico. Por lo general, una parte sustancial de esta representacién se da en forma de
un sistema de ecuaciones, el cual contiene las relaciones entre las diferentes variables
involucradas. Muy comunmente estas ecuaciones contienen razones de cambios infinites-
imales, las cuales se pueden representar como derivadas y entonces se llaman ecuaciones
diferenciales. Resolviendo estas ecuaciones diferenciales podemos encontrar el valor de

las variables que nos permiten describir el fenémeno en un momento determinado.

Mundo Real

Formulacién Mateméatica L
Interpretacién

Modelo matematico > Resultados

Solucién

Figura 3: Representacién esquematica de un modelo matemaético.

La Figura |3 muestra la relacion que existe entre un modelo matemaético y el mundo
real, donde primero se debe abstraer la informacion que se conoce de un determinado
fenémeno y realizar una formulacién matematica para crear un modelo matematico.
Después, se resuelve esta formulacion, se interpretan los resultados, y se realizan predic-

ciones las cuales deben ser muy parecidas al mundo real.
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2.1.2 Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que involucra derivadas, o razones de cam-
bio infinitesimales (Edwards y Penny, 2008); es por esto que permite representar ade-
cuadamente un modelo matematico, ya que la mayoria de fenémenos que se intentan
modelar son dindmicos e involucran razones de cambio (derivadas).

El principal objetivo que se busca al resolver una ecuacion diferencial, es encontrar
el valor de la variable dependiente. Segun el niimero de variables independientes en la

ecuacion diferencial, estas se dividen en dos grandes grupos

e Fcuaciones diferenciales ordinarias.

e Ecuaciones diferenciales parciales.

Matematicamente, la variable dependiente es una funciéon desconocida que se desea
resolver en base a la informacién que se tiene (derivadas de la funcién desconocida por
ejemplo).

En un modelo, la variable dependiente representa lo que se esta modelando, por
ejemplo si se tiene un modelo que describe como crece cierta poblacién en un determi-
nado tiempo, entones la variable dependiente es la poblacién P y la variable independi-
ente es el tiempo t. Resolviendo este modelo se encuentra la funcién P(t), que permite
predecir la poblacién en un tiempo especifico. Para que la prediccién sea correcta es
necesario que el modelo sea lo mas parecido a la realidad. Sin embargo, es muy dificil
poder describir completamente el mundo real debido a la gran cantidad de variables
que existen y a la complejidad de los sistemas.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, son aquellas en donde las variables depen-

dientes son funciones de una sola variable independiente. Una ecuacién diferencial de
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orden n, es aquella que contiene derivadas de la variable independiente f (z) hasta
de orden n. De esta forma si f™(x) representa a la enésima derivada, la ecuacion

diferencial tiene la forma:

F(a, f(2), f'(x), f"(x),..., [ (2)) = 0.

En muchas ocasiones se puede expresar la derivada de orden mayor en funcién de todas

las derivadas de orden menor y la variable independiente,

d" f(x)

dz™

fO (z) = = G(z, f(2), f'(2), f"(z), ..., f" ) (2)).

Utilizando esta representacion explicita, se puede ver que al integrar n veces ambos
lados de la ecuacion, se pueden obtener la funcién de la variable independiente. En el

apéndice [A] se listan algunas propiedades de las ecuaciones diferenciales.

Ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales son ecuaciones que contienen mas de una variable

independiente 1, xo, ..., x, v tiene la forma:

F(Dkf(x),Dkflf(x),...,Df(x),f(x),x) =0, x=(r1,%9,...,2,) € R",

donde D*f (x) es un operador diferencial que representa las késima derivada de la
variable dependiente con respecto a todas las variables independientes. Por ejemplo

una ecuacién diferencial parcial de segundo orden con dos variables independientes x y
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y tiene la forma:

F(l’,y, f(x,y), fw(x7y)7 fy(Ly), fmy(x,y), fﬂﬁm(x7y)7 fyy($7y>> - 07

donde los subindices indican derivadas parciales con respecto a las variables indepen-
dientes. Este tipo de ecuaciones son mas complejas que las ordinarias y en general
permiten dar una descripcion mas acertada del mundo real, debido a que se pueden

considerar cualquier cantidad de variables independientes (Strauss, 1992).

Condiciones iniciales y de frontera

La soluciéon de una ecuacién diferencial debe cumplir con cierta informacion ademas
de satisfacer sus n derivadas. En un modelo matematico esta informacion representa
datos reales obtenidos del fenémeno que se esta modelando. Por ejemplo, si buscamos
la solucién de un modelo que predice el crecimiento de cierta poblacién P (t) cuya razén

de cambio es proporcional al niimero de individuos al tiempo ¢,

P _p ko
dt

cuya solucién general,

P (t) = Ae™, (1)

define a toda una familia de soluciones para diferentes valores de la constante A, quedara
completamente determinada si ademas sabemos que la ecuacién debe satisfacer cierta
informacién a un tiempo determinado. Por ejemplo la poblacién inicial P (0) = P,

entonces para que la solucién pueda satisfacer esta condicién, es necesario que

A:P(].



14

El hecho de que se necesite informaciéon extra es debido a que estamos resolviendo
una ecuaciéon que esta en funcién de sus derivadas, por cada derivada, se pierden
términos que son recuperados cuando integra la ecuacién para obtener el valor orig-
inal de la variable dependiente.

Tipicamente, las condiciones iniciales indican el valor que la solucion y todas sus
derivadas de orden menor al orden de la ecuacién deben satisfacer en todos los puntos
a un tiempo determinado. Para una ecuacién diferencial parcial en un dominio espacial

2 C R" y que ademas evoluciona en el tiempo, se tiene la siguiente condicién inicial:

fxt) =g9(x), x€Q,

donde g(x) es una funcién que asigna el valor inicial para cada punto en el dominio 2
al tiempo £y. Si ademés la ecuacion involucra una segunda derivada en el tiempo, se

requiere entonces una condicién para

of (x,8)|
T e = h(X), X € Q,

donde h(x) es una funcién que asigna el valor inicial a la primera derivada temporal en
cada punto del domino €2 al tiempo t,.

Las condiciones de frontera indican el valor que la solucion de la ecuacion diferencial
debe satisfacer en los puntos de la frontera 0€2 del domino €2. Cuando se conoce el valor

de la funcion en toda la frontera 0S2, se les llaman condiciones de frontera de Dirichlet.
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En un dominio Q C R! se tienen las siguientes condiciones:

f(l’()) = f() Zo EaQ,

flzn) = fo x, €09,

para el caso de que Q C R? se tiene la siguiente condicién:

flz,y) =g(x,y) Va,y € 09,

donde g(z,y) es una funcién que asigna un valor a cada punto que se encuentra en
la frontera 0€2. Cuando se conoce el valor de la derivada en la frontera se les llaman
condiciones de frontera de Neumann; en un dominio 2 C R! se tienen las siguientes

condiciones:

f/(ﬂfo) = f() Zo E(?Q,

f/(xn) = fn Ty eaQa

para el caso de que £ C R? se tiene la siguiente condicién de frontera:

D'f(z,y) = g(z,y) Va,y € o9,

donde D' f(x,y) es la derivada en una direccién determinada para cada punto que se

encuentra en la frontera 0f).
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2.2 El movimiento de los fluidos y las ecuaciones de conservacion

Para poder escribir el modelo matematico que representa las relaciones de conservacion
de masa, momentum y energia en un fluido, se debe de llegar primero a una descripcién
matematica de las variables que intervienen en la descripcién del fluido. Ademés es

conveniente adoptar una notacién general.

2.2.1 Cambios en las variables de flujo

Una manera de modelar el movimiento de los fluidos se basa en realizar una descripcién
de lo que pasa en un punto fijo del espacio r = r (z,y, z) . En este contexto, conocido
como descripcién Euleriana (Kundu y Cohen, 2004), las variables independientes
son el vector posicién r y el tiempo ¢, de tal manera que una variable de flujo esta dada
por F = F(r,t). En cada punto del espacio buscamos un cambio infinitesimal de la

variable F' siguiendo una particula de identidad fija a = r (¢y), de tal manera que

Si u es la velocidad en ese punto al instante ¢, u = u (z,y, 2,t),

DF dF QF  QOF OF

E—%—E—i—u ar—E—Fu'VF. (2)

Esta cantidad representa el cambio total de F' y es llamada la derivada material (o
derivada sustancial) de F'. Se adopta la notacién DF'/Dt, para enfatizar el hecho de
que la derivada de F' con respecto al tiempo, se toma siguiendo al elemento de fluido.

Identificando a las componentes de la velocidad en coordenadas cartesianas coordenadas
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cartesianas u = (u, v, w), la ecuacién (2)) se escribe como,

Dt ot Vor dy 0z’

Si por otra parte se considera un campo vectorial,
F (I7 y? Z7t> - (F«T (‘/L.’y7 Z7t) 7 Fy (‘/L.’y7 Z7t) 7 FZ (I7y7 Z7t))7

la ecuacién es una ecuacién vectorial, i.e. se tienen 3 ecuaciones del tipo (3,
una para cada una de las tres componentes de F. En muchas ocasiones, para facilitar
el proceso de escritura de las ecuaciones vectoriales, se adopta una notacién indical
(x,y,2) = (z1,22,23), (w,v,w) = (u,u9,u3) vy (Fy, Fy, F,) — (F1, Fy, F3), de esta
manera, la ecuacién se escribe como,

DF;, OF;

N OF, .
= u u
Dt Ot Yor, " P 0xy

OF; oF, O0F; OF;
: + us L = : ZU -t
81'3 ot
donde el hecho de que ¢ = 1,2, 3 queda implicito, a menos de que se senale lo contrario.
Para la derivacion de las ecuaciones se asumira ademés la convencion de tomar la suma

sobre indices repetidos, con lo cual la relacién anterior se puede escribir como,

DE_8E+
Dt ot Y

OF;
0xj ’
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2.2.2 Conservacion de masa

Si tomamos a p = p(z,vy, 2,t) como la densidad del fluido, el cambio de masa dentro

de un volumen V| estard dado por,

d
2 pav.
a "V

En donde dV es un elemento infinitesimal de volumen. Si el volumen V esta fijo en el
espacio,

d dp
L pav = | Lav.
a ), "V /Vatv

Por otra parte, la cantidad de fluido que sale a través de la superficie S que encierra al

/pu-ndS.
S

En donde n, es el vector unitario saliente y que es ortogonal al elemento de superficie

volumen V, es

dS. Suponiendo que no hay una fuente en donde se esté creando masa en el interior

del volumen, la conservacion de masa en el volumen V, cuya frontera es la superficie S,

dp
Pav = — . ) 4
/Vatdv /Spu ndS (4)

La relacion es la forma integral de la conservacion de masa. Aplicando la relacion

estara dada por,

de Gauss al lado derecho de esta relacién y pasando este término al lado derecho, se

llega a la siguiente forma de la conservacién de masa,

Op B
/V(E—FV'/)U)dV—O,
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Op

at—i—V-pu:O

Utilizando la ecuacion , la relacion anterior se puede escribir como,

Dp
EerV-u—O. (5)

Para un fluido incompresible, la derivada material de la densidad es cero, por lo que se

llega a la llamada ecuacién de continuidad,

2.2.3 Conservacion de momentum

Antes de poder escribir una relaciéon que exprese la conservacion de momentum, se
necesita una descripcién de las fuerzas que actuan sobre el fluido. Al aplicar fuerzas
sobre la superficie de un elemento de fluido, este sufrird deformaciones. La razon de
deformacion del elemento de fluido, queda caracterizada por el tensor de razén de
deformacién e. En coordenadas cartesianas (xi,z,x3), las nueve componentes del
tensor e = e;; que representan la deformacion que sufre el elemento de fluido que tiene
forma de paralelepipedo rectangular y cuyas caras son ortogonales a los ejes cordenados,

estan dados por (Kundu y Cohen, 2004),

1 8ul auj

Es evidente que el tensor razén de deformacion es simétrico e;; = e;;. Los elementos

de la diagonal representan deformaciones lineales o normales en cada una de las tres

direcciones de los ejes coordenados, mientras que los elementos fuera de la diagonal son
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la razén a la que se sufren las deformaciones cortantes.
Una de las aproximaciones que se realiza frecuentemente al describir las fuerzas
sobre un elemento de fluido es la de suponer una relacion lineal entre los esfuerzos

T = T,; a los que se somete y la razén de deformacion,

Tij = Q5 + Qij:ki€hls (8)

en donde a;; es un tensor simétrico y g;;.1; es un tensor de cuarto orden. A los fluidos que
cumplen con esta relacion constitutiva (8)) se les conoce como fluidos Newtonianos. Para
un fluido isotrépico, la relacion debe ser invariante a traslaciones y rotaciones del
sistema de coordenadas, lo que implica que «;; ¥ g;;.1, deben de ser tensores isotrépicos,

por lo que deben tener la siguiente forma (Chandrasekhar, 1961; Kundu y Cohen, 2004),

Qi = —poi (9)

Gijikt = A0ijOr + 1 (Ol + 0adjn) (10)

donde p, A y u son funciones escalares que dependen del estado termodindmico local
del fluido y d;; es la delta de Kronecker. Al introducir las ecuaciones @ y en la
ecuacion ({§)),

Tij = —D0ij + Noij0mer + o (8ird i + 0ubjn) ext,

que al tomar las sumas sobre indices repetidos,

Tij = —p&j + A(Sijekk -+ 2:u€ij- (11)
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Tomando 7 = j en y sumando sobre indices repetidos,

En un fluido estatico isotrépico

1
P = —3Ti,

3

es una presion termodindmica la cual queda determinada en funciéon de otras variables
termodindmicas como la densidad y la temperatura. Sin embargo, en el caso general,

. ., ;e T .,
se puede definir una presion mecanica p = —% de la ecuacion 1} de tal manera que,

2
p—p= <)\+§M> Cii-

Debido a que e; = V - u, de la ecuacion @ resulta evidente de que para un fluido

incompresible p = p, en cuyo caso la expresion para el tensor de esfuerzos queda como,
Tij = —POij + 2pe;;. (13)

En el caso general, la suposicion p = p, de lo cual resulta que 3\ + 2 = 0 es conocida

como la aproximacion de Stokes y
2
Tij = — (p + g,uV . 11) (5ij + 2ueij.

Si se denota al vector g como la fuerza por unidad de masa, debido a un campo de
fuerzas externo (la gravedad o un campo magnético). La conservaciéon de momentum

(segunda ley de Newton), para un volumen material arbitrario V(¢) cuya frontera
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es la superficie S, queda expresado por,

D
—/pudV:/png—l—/‘rdS.
Dt Jy v S

Aplicando la relacién de Gauss al segundo término del lado derecho y tomando en

cuenta que se trata de un fluido incompresible,

D
p—udV:/png—l—/V-‘rdV.
v Dt v v

Dado que el volumen es arbitrario, el integrado por si mismo tiene que satisfacer la
relacién anterior y el balance de momentum por unidad de volumen estard dada por,
S gtV (14)
— = T
P =P8
El segundo término del lado derecho, que expresa las fuerzas por unidad de volumen

debido al contacto entre los elementos de fluido (fuerzas de superficie), se puede expresar

en forma indical como (utilizando ([13)),

op oe;;
I Yy

87'2-]-

8$J~

0
= o (=pbij + 2pei;) = —

Utilizando la ecuacion de continuidad (@ y la expresion para el tensor rapidez de
deformacion, ecuacién (7)), se tiene que para un fluido incompresible y suponiendo que
la viscocidad p es una constante, la expresién para estas fuerzas por unidad de volumen
actuando en la direccion de z;, esta dada por,

(97'17 . Gp 821% . 82’&1'
dr; O +“8x? B _VP+M<9$§ '
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Lo cual en notacién vectorial se expresa como,
V.-T==-Vp+uViu. (15)

Al sustituir la ecuacién ((15)) en la ecuacion (14]) llegamos a las llamadas ecuaciones de
Navier Stokes para un fluido incompresible con viscocidad constante, y que se encuentra
bajo la accién de una fuerza externa por unidad de volumen g,

Du (8u

2
= . = —_— . 1
Por =P\ 5 + (u V)u> pg — Vp+ uVu (16)

2.2.4 Aproximacién de Boussinesq

En muchas situaciones practicas, las variaciones en la densidad del fluido son despre-
ciables. Sin embargo, existen situaciones en que la densidad no es constante, pero la
condicion de incompresibilidad, ecuacion @, sigue siendo valida. Si se considera una

perturbacion de la densidad,

p:p0+/ﬁ7

en donde p, es la densidad en el estado de reposo cuya presion es py, de tal manera que
Vpo = pyg. Al sustituir esta relacién en la ecuacion y dividir entre p,
Du 7»p 1_
LR P —vi+ Ly
po Dt po Po Po
en donde p = p — py. La aproximacion de Boussinesq consiste en tomar p << p, de

inercia, de tal manera que p/p, = (14 p/py) = 1 en el término del lado izquierdo.
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2.3 Formulacién vorticidad funcion corriente

Si se considera un fluido en tan solo las dos dimensiones espaciales (z, z), con veloci-
dades correspondientes (u,w), en donde la gravedad actiia hacia abajo en la direccién

z, la ecuacion de continuidad es simplemente,

ou Ow
P T, 1
ox * 0z 0, (17)

mientras que las ecuaciones de Navier-Stokes bajo la aproximaciéon de Boussinesq,

quedan de la siguiente manera,

% % @_—i@—f‘y @4_@ (18)
ot " "ox T Vo2 po O dz?  9z22)
ow  Ow Ow p 1 0p Pw 0w
T Tt Pt v, 7 1
or Tor Tz pog po 02 V(@ 2922 )7 (19)

en donde la densidad de referencia p, y la viscocidad cinemética v = u/p, son con-

stantes.

2.3.1 La vorticidad en un fluido en dos dimensiones

Si se deriva la ecuacion ([18]) con respecto a z,

9202 "2 T T 0w0-

?u  Oudu 0%u  Owou 0*u 1 0% Pu  u
a. v ) (20>

902 900 “owos 9220- 03

y la ecuaci(')n con respecto a x,

Pw  Oudw Pw  Odwdw 0%w godp 1 0% , (8311) Pw )

gtor " 0r oz "o Tor oz Vowor ~ pyor  pozor U\ o T 02200
(21)
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Al restar la ecuacion a la ecuacion y simplificando la expresion resultante,

0 D O (Ou 0w\ _g0p O O (0u 0w
ot "or oz \o:  or) po Ox o2 T 02| \o:  9r )

Si ahora identificamos a la cantidad

ou Ow
CZE—% (22)

como la componente y de la vorticidad,

0 0 ou Ow
w=Vxu= (%707&) X(U’707w): (07§_8_LE’0)

La ecuacién de balance de momentum queda expresada como,

D¢ _o¢ o¢C  IC g dp 0*¢ | 0%C\ _
Dt_8t+u8m+w82_p08x+y 8x2+622 B

g 9p

p_(]% + VV2C, (23)

en donde ahora V? es el Laplaciano en dos dimensiones.

2.3.2 La funcién corriente

Al expresar la ecuacién de conservacién de momento en la forma (23] se sustituyeron
las dos ecuaciones ((18) y (19) por una sola. El sistema serd equivalente si se define
ahora una funcién corriente ¢ = ¢)(x, z,t) de tal manera que,

o

_ W
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Con las ecuaciones y , la funcién corrienta satisface la ecuacién de con-
tinuidad . Ademas, de las ecuaciones y se puede ver que la vorticidad

(22) v la funcién corriente quedan relacionadas por la ecuaciéon de Poisson,

Ou w3

(= = ar e =V Y

2.4 Modelo

2.4.1 Sistema de ecuaciones

En resumen, el sistema de ecuaciones en la formulacion vorticidad-funcién corriente que
describe el movimiento de un fluido incompresible, no hidroestatico, con estratificacion
en las densidades que fluye en dos dimensiones bajo la aproximacion de Boussinesq que
relaciona a la vorticidad ( (z,z,t), a la densidad, p(x,z,t), a la funcién corriente y
Y (z,2,t) y al campo de velocidades bidimensional u = (u (z, z,t),0,w (z, z,t)), es el

siguiente,

dp Ip dp
ot Tlr T
¢ ¢ a¢ _ g op

oc o6 2
ot +u8:v T 9z p,Ox VG (27)

=0, (26)

Vi =, (28)
NI
- (5_%> | (29)

Dependiendo del problema que se quiere resolver, el sistema de ecuaciones (2629)
se debe de resolver sujeto a condiciones de frontera para cada una de las variables

independientes y especificando condiciones iniciales apropiadas.
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2.4.2 Dominio y condiciones de frontera

¢ L/2
— p1 > e — ||
517__’_ ________________________________________________________________________________________ —
Uty — -
. P2 .
e — |H
—_ —
[ A
F|—a:

Figura 4: Dominio fisico del problema que se estudia en este trabajo.

En el problema que se estudia en este trabajo se resuelve bajo el dominio ilustrado en
la Figura [4, se modela como un canal rectangular de longitud L y altura H, en donde
entra fluido por un lado AF y sale por el otro DE con un obstéculo situado en la parte

media de la tapa superior. De esta manera, el dominio {2 queda descrito por

O<z<L, 0<z< H,

sujeto a las siguientes condiciones iniciales,

p(z,2,0)=G(2), ((2,2,00=0, v(z,20) =0, u(xz0)=0w(xz20)=0,

donde ¢ es la vorticidad, p es la densidad, (u,w) son las componentes horizontal y

vertical del vector de velocidad u, G(z) es una funcién que relaciona la densidad con la
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altura,

Do 0<z<H-d-§
_H
G(z) = 3§ p, — A 2;“5) Hed-6<:<H—d+35 (30)
P1 H—-—d+6<z<H

\

donde p; y p, son las densidades de la capa superior e inferior respectivamente y ¢ es la
separacion que existe entre las dos capas de densidades constantes. El modelo también
satisface las siguientes condiciones de frontera en la vorticidad para cualquier tiempo

t>0,

C(2,0,t) =0, ((2,2max (z),t) =0, ¢(0,2,t) =0, ((L,z,t)=(s(L,2,1),

donde zyay () es una funcién que determina la geometria del obstaculo en la parte

superior del rectangulo en base a la coordenada vertical x,

(

H A<z <B

H—(h/l)(x—B) B<xz<L/2
Zmax (ZL') = s (31)
H+Mh/)(xz—-C) L)2<z<C

H C<z<D

\
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h/l es la pendiente del tridngulo y (4(L, 2,t) es una funcién que varia segiin en tipo de

condiciones que se implementen en la frontera abierta de salida del sistema,

(
0 t<t,
¢ 5<L7 z,t) =10 Condiciones peridédicas,t > t, >
0 0
ﬁ — cﬁ =0 Condiciones de radiacién, t >t,
\ Ot ox

el modelo también debe satisfacer las condiciones de frontera para la funcién corriente

en cualquier tiempo t > 0,

U (2,0,t) =0, ¢ (z,2ma (),t) = F(H,t), (0,z2,t)=F(z1),

(0 (L’ th) = ¢B(L’ th))

donde,
t
U()—Z t<t,
F(z,t)={ la : (32)
U()Z t> ta

es una funcién que relaciona la funcién corriente con la altura z y el tiempo ¢, y
Y5(L, 2,t) es una funciéon que varia segiin en tipo de condiciones que se implementen

en la frontera abierta de salida del sistema,

(
F(z,t) t<t,
V(L 2,1) = F(z,1) Condiciones periddicas, t>t,
0 0
ﬂ — cﬂ =0 Condiciones de radiacién, t >t,
\ Ot Ox
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Finalmente el modelo también debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera

para la densidad en cualquier tiempo t > 0,

p(l’,O,t) = P2 p(xvzmaw ($)7t) = P15 p(O,Z,t):G(Z), p(Lazvt):pB(L7Z7t)v

donde G(z) estd dada por la ecuacién , y ps(L, z,t) es una funcién que varia segin

en tipo de condiciones que se implementen en la frontera abierta de salida del sistema,

G(2) t <t
pa(L,z,t) = (G (2) Condiciones periddicas, t > t,
0 0
% _ cﬁ =0 Condiciones de radiacién, t >t,
\ Ot ox

Una vez desarrollado el modelo matematico que describe el flujo de un fluido in-
compresible, estratificado y no hisdroestatico que fluye sobre una geometria irregular,
es momento de presentar la metodologia que se utiliza para solucionar numéricamente
este modelo matematico. Cabe destacar que por la dificultad del modelo no es posible
obtener su solucién exacta (analitica), por lo que se utiliza otras técnicas, que per-
miten realizar aproximaciones a la solucion real. En el siguiente capitulo se presenta la
metodologia que se utiliza en este trabajo para solucionar numéricamente las ecuaciones

que componen el modelo matematico.
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Capitulo 3

Solucion numérica de ecuaciones diferenciales

La solucion analitica de algunas ecuaciones diferenciales puede ser muy dificil de obtener
y en algunos casos imposible. Para este tipo de ecuaciones que resultan intratables
analiticamente se utilizan técnicas numéricas para realizar una aproximacién de la
solucion. En este capitulo, se describe la metodologia de diferencias finitas, que se

utiliza para aproximar numéricamente la solucion de ecuaciones diferenciales.

3.1 Diferencias Finitas

Diferencias finitas es una metodologia que sirve para aproximar numéricamente la
solucién de ecuaciones diferenciales. La idea central, es la de transformar un prob-
lema de célculo en uno algebraico (Hoffman, 2001). A grandes rasgos, la metodologia

consiste en,

e Discretizar el dominio fisico continuo, en un dominio finito discreto.

e Aproximar las derivadas involucradas en la ecuacién diferencial utilizando series

de Taylor.

e Substituir las aproximaciones de la variable dependiente y sus derivadas corre-
spondientes en la ecuacion diferencial y segiin sea el caso en las condiciones ini-

ciales y/o de frontera.

e Resolver el sistema de ecuaciones para la variable dependiente.
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El primer paso en la metodologia es la discretizaciéon, la cual consiste en utilizar
solamente cierta informacién del continuo. De esta manera si u = f (x) es una funcién
de la variable x definida en el intervalo a < x < b, el dominio discreto estara dado por
el conjunto de N + 1 puntos {zg, x1, 22, ..., 2N}, mientras que la variable dependiente

toma valores discretos en cada uno de estos puntos,

uZ:f(wl), i:0,1,2,...,N.

La informacién puede ser tomada de manera homogénea (equiespaciada), es decir

la distancia entre dos punto continguos z; v x;1

Al':l'zqu—%i, i:0,1,2,...,N—1,

es siempre la misma. Por simplicidad, es comun utilizar estos puntos equiespaciados

para el cual el 7éstmo punto del dominio queda determinado por,

x; = xo + 1Az, 1=0,1,2,...,N. (33)

Generalmente el punto inicial del dominio z = a coincide con el primer punto discreto
o = a, mientras que el punto final es zy = b. Claramente, la cantidad de informacién
que se desea mantener esta dada por el nimero de puntos discretos, y casi siempre
entre mas informacion, mas aproximada serd la solucién de la ecuacién diferencial,
pero también aumenta la dificultad de la solucién debido a que incrementa el nimero

de variables desconocidas al disminuir la longitud de los incrementos Az que ademads
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Ty T2 .- s Tl T T To ooy
11— —0—0—0—0—0—0 00— T L 3 L *— 00000

YAz Az - - Axr Az 0 Aoz Az }
Al',ll'

Figura 5: Discretizacién de los puntos: a) Puntos equiespaciados. b) Puntos no
equiepaciados con diferentes incrementos.

depende directamente de la longitud del dominio L = b — a. De esta manera,

Ax = (34)

L
N.
La distancia entre dos puntos puede también no ser equiespaciada y tener difer-
entes incrementos Aqx, Asx, Asz, ..., A,z. Los puntos no equiespaciados usualmente
suelen ser usados en problemas donde se requiere mayor precision en una determinada
region del dominio, en la cual se reduce la distancia entre los puntos y se modifican los

incrementos. En este caso, el iésimo punto discreto queda determinado por,

i—1
T; = o+ E Akﬂf.
k=0

Como en el caso anterior, el punto inicial y final son tales que o = a y xxy = b. En la
Figura [5| se esquematizan puntos equiespaciados y no equiespaciados.

De manera andloga al caso en una dimensién, podemos representar el valor de
funciones escalares en dos (o mas) dimensiones u = f(z,y), en cierto nimero de
puntos discretos. Para el caso de dos dimensiones la funciéon toma valores en los

(N+1)X (M+1){(xi,y;) /i=0,1,2,...,N, =0,1,2,..., M} puntos discretos uti-
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lizando la siguiente notacion,

uiyj:f(xi,yj), i:0,1,2,...,N7j:0,1,2,...,M. (35)

La ecuacion ([35)) representa la discretizacién de una funcién continua de dos dimensiones
espaciales y en donde para cada una de las direcciones espaciales = y y, se definen
incrementos Az y Ay (6 A,z v Ayy), de manera similar a el caso en una dimensién.
Cuando la funcién depende ademads del tiempo ¢, u = f (x,y,t) (como es el caso de las

funciones involucradas en este trabajo), utilizaremos la siguiente notacion,

Uﬁ = f(xiayjatk)7

i=01,2...,N,j=0,1,2,....M, k=0,1,2,..., P.

en donde es usual tomar tg =0y tp =T, en donde t =T es el tiempo maximo para el
cual se busca la solucion.

El segundo paso de la metodologia consiste en aproximar las derivadas utilizando
series de Taylor. Estas series nos permiten expresar una funcién como una serie de
potencia, donde los coeficientes son las derivadas de la funcion, en el caso que la funcién
sea infinitamente diferenciable en un intervalo de la recta real (a,b), se puede expresar

la funcién como una serie infinita (Hildebrand, 1974),

®) () (x — ¢
f(x)zzf ()k( ), Va,c € (a,b), (36)

!
k=0

en donde f®) (c) representa a la késima derivada en el punto z = c. Sin embargo,

resolver una serie infinita en lugar de simplificar el problema lo complica aiin més. Una
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manera de restar complejidad es truncar la serie de Taylor, lo que da como resultado

una aproximacién a la funciéon en lugar de una igualdad,

) (, )
) S LD oy (37)

Los términos omitidos se pueden ver como un error de magnitud,

_ )

Rn ([L’)— (n_|_1)| ($_C)n+17 56 [C7$]7

es decir, la informacion que falta para que la ecuacién sea una igualdad. Tomando
h =z — ¢, la ecuacién (37)) se puede escribir de nuevo como una igualdad agregando el

término del error,

— f®) (c k 1
1) =3 L o o), (33)

Si h es suficientement pequeno, se puede lograr que la aproximacion sea muy cercana
al valor real. Sin embargo, en el caso discreto en donde Ax ~ h esto incrementa el
nimero de puntos discretos, debido a que de la relacién , se puede ver que Az — 0
cuando N — oo, lo cual aumenta el nimero de variables y la complejidad de la solucion.
Generalmente, se busca un balance entre el orden de la aproximacion y el tamafio de
la discretizacién Az para obtener una buena aproximacion de la solucidn.

Realizando una aproximacion de segundo orden utilizando la ecuacion con
n = 1, tenemos que,

f@y=f@)+f(c)Az+0O (hQ) . (39)

En la Figura [f] se ejemplifica la aproximacién al valor de la funcién en un punto que
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f(x)

O(AX?) Correccion

'(%o) Af'=Axm

f(Xo)

Figura 6: Aproximacién de una funcién f(x) utilizando 2 términos de la serie de taylor.

estd a una distancia h de ¢, utilizando la serie de Taylor truncada , en donde

de lo cual

Af =mh= f"(c)h. (40)

Si ahora se despeja f' (¢) de la ecuacién (39)),

f/ (C) _ + _ f(x) —f(C) —|—O(h), (41)

se obtiene el valor de la primera derivada de f(x) en el punto z = ¢ con una aproxi-
macién O (h), lo cual significa que es una aproximacién de primer orden. Al tomar el
caso discreto para u = f(x) z; = ¢ y h = Ax se tiene la aproximacién de la primera

derivada en el punto x = z;, conocida como diferencias finitas hacia adelante, que utiliza
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la informacion de la funcién en los puntos x; y 11,

ar| ~ flai+Ax) — f () Uiyl — Uy
g i =f"(z;) = Ay + O (Azx) = AL + O (Ax). (42)
Procediendo de una forma andloga con h = —Ax, se obtiene una aproximacion de la

primera derivada en el punto x = x;, conocida como diferencias finitas hacia atras,

f(w) = ==+ 0 (Aa). (43)

a| _
d:ci_

Al retener dos términos mas en la serie de Taylor truncada se tienen las sigu-

ientes relaciones para h = Az y h = —Ax,
1 1
Uiy = u; + f () Az + §f” (z5) Az? + gf"’ (z;) Az®4+0 (Az?), (44)
! 1 " 2 1 " 3 4

respectivamente. Al restar de ,
Uipr — ui—y = 2f" (z;) Ax+O (A:ES)

se llega a una aproximacién O (Az?) de la primera derivada en el punto z = z; con
diferencias finitas centrales,

ar| _

G| = @) =T 0 (a?). (46)

2Ax

Anélogamente, se puede aproximar la segunda derivada en el punto z = x; con

diferencias finitas hacia adelante truncando (38) con n = 3, tomando primero h = Ax
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y luego h = 2Az,
/ 1 " 2 1 "n 3 4
Uiy = ;i + f (xi)Ax+§f (x;) Az —i-gf (z;) A’ +0O (Az?),

4
Uipo = Uy + 2f (15) Az + 2f" (2;) Az? + gf"’ (z;) Ax*+O (Aa:4) ,
de las cuales se elimina f’ (z;), para llegar a la férmula deseada,

2
ﬂ = f"(7;) =

2
dz?*|,

—Uiqp1 — 2U; + Uiy

Az?

+ O (Ax). (47)

Se puede llegar a una féormula para la segunda derivada en el punto x = z; con diferen-

cias finitas centrales, si ahora se suman (44) y (45)),

d*f

2
dx?|,

Uip1 — 2U; + U1

= " (z;) = N +0 (AxQ) : (48)

la cual resulta ser O (Az?).

Las aproximaciones a las derivadas que se han obtenido, se pueden ver como las
derivadas de los polinomios que interpolan localmente en la vecindad del punto (z;, f (z;)),
por lo que en la mayoria de los casos, las aproximaciones que utilizan mas puntos au-
mentan el grado del polinomio interpolante y en consecuencia aumenta el orden de la
aproximacién de la derivada particular. En el Apéndice [B] se muestra el desarrollo de
otras féormulas de aproximacion a las derivadas.

Una vez que se hayan realizado las aproximaciones a las derivadas utilizando series
de Taylor truncadas, estas se sustituyen en las ecuaciones diferenciales involucradas, que
resulta en un sistema algebraico. Para aproximar una derivada de un orden particular,

la elecciéon de la férmula de diferencias finitas no depende tan solo del orden de la
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aproximacion que se desea, si no también de otros factores como la convergencia del
método y la informacién propia del problema especifico. Esto queda mejor ilustrado
con los ejemplos que se muestran a continuacion.

Supongamos primero que se quiere resolver la ecuacion diferencial lineal de primer

orden,

y (x) = F(z,y(x)), (49)

en donde en general F' (z,y (x)) puede ser una funcién complicada de z y y. La ecuacién

(49), se resuelve sujeta a la condicién inicial,

y(0) =a. (50)

Como un caso particular consideremos la ecuacién difirencial lineal homogénea para la

cual,

F(z,y(2)) = ky (x), (51)

y que tiene la solucién ,

y (z) = ae™. (52)

De , la discretizacién estara dada por,

r; = A,

con gy = a. Por lo que se busca la solucion discreta en los puntos,

yi =y (z;), 1=1,2,...,N.
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Al sustituir en la ecuacion diferencial la formula de diferencias finitas hacia adelante

(42) parai=0,1,2,...,N — 1y con F; = F (z;,y;), se obtiene la férmula recursiva,
Yir1 = ¥i + Az F;.

en donde se ha omitido el orden de la aproximacién que en este caso es O (Az?), sin
embargo este orden en la aproximacién es tan solo en un paso, después de N pasos hay

un error acumulado y el método es en realidad O (Ax).

Para el caso particular ,
Yir1 = yi (1 + kAx),

que al iterar N — 1 veces,

yn = yo (1 + kAz)N T

Notemos que en el limite cuando n — o0, la soluciéon se mantiene acotada solo si
|1+ kAz| < 1,

—2 < kAz < 0.

El caso en que k& > 0, la soluciéon exacta crece exponencialmente, sin embargo, el caso
en que k < 0, para el cual la solucién exacta decrece exponencialmente, el método

numérico es estable si y solo si Az es suficientemente pequeno,

2
Axr < —.
k|
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Si ahora se sustituye la derivada en la ecuacién diferencial (49)) con diferencias finitas

hacia atras parai=1,2,..., N,

yi = Yi—1 + FiAx,

lo cual define un sistema de N ecuaciones con N incognitas que depende de la forma

de F (z,y) y que puede resultar dificil de resolver. Para el caso lineal ,

Yi—1

YiT 1 —kAx)

que al iterar N veces,
gy = —
(1 —kAz)™

Cuando n — o0, la solucién crece para toda k > 0 y decrece para k < 0 como era de
esperarse.

Usando diferencias centrales,

Yir1 = Yi—1 + 202 F;,

aumenta el orden de la aproximacion, pero resulta en un sistema que involucra a tres

puntos consecutivos de la malla.

3.2 Diferencias finitas en la solucién de ecuaciones diferenciales parciales

Para ilustrar el proceso completo de la utilizacién del método de diferencias finitas
incluyendo la solucién del sistema de ecuaciones resultante, a continuacion se consid-

eran ejemplos particulares de la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales
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lineales utilizando esta metodologia.

Solucién numérica de la ecuaciéon de onda en una dimensién

La ecuacién de onda es una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden que
describe el comportamiento fisico que tienen las ondas (actsticas, eléctricas, magnéticas,

etc.) y tiene la forma siguiente:

— —a*V*u=0. (53)

En una sola dimension espacial la ecuacién (H3) toma la forma

Pu 0%

8t2 0 @ = O, T € (0, L) s t> O, (54)

donde u = u(z,t) es una funcién escalar que describe la onda (altura) en funcién de la
variable independiente del tiempo ¢ y la posicién x en un el intervalo (0, L) de la recta

real. La solucién de (53)) se busca sujeta a las condiciones de frontera homogéneas,

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (55)

y bajo las siguientes condiciones iniciales,

Ou (z,0)

u(CL’,O):f(J}), ot

=g(x), 0<z<L. (56)

La discretizacion del dominio espacial se lleva a cabo utilizando M + 1 puntos discretos,
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mientras que la discretizacién en el tiempo se calcula para cada cierto intervalo de
tiempo

At =

Y

=15

donde T es el tiempo total y N es el nimero de puntos temporales en donde se desea
discretizar. De esta manera, la solucién al problema (53H56)) en el punto z; = iAz y al

tiempo t; = jAt , esta dada por,

w =u(ry,t;), i=0,1,...,M+1, j=0,1,...,N.

Realizando la aproximacién de segundo orden con diferencias finitas centrales (48]) de

las derivadas de orden dos que aparecen en ,

2 1
ZTS( )Z(Axt)z(J+1 2ul +ul”") + O (Ar?),
T4yt
9%u 1
0y~ (B (01 2 ) T O(AL),

Al sustituir estas expresiones en (53)),

1 2 . ) )
A2 ( zH 2u ] + “J 1) = % (U§+1 — 2uj + ug_l), (57)

y despejando queda una expresion para la solucion al tiempo #;41,
“gﬂzz(ﬁ )U ‘f’ﬁ( +1+uz 1) _Uz_lv (58)

en donde,

g = (ag)Q. (59)
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Se puede observar que dadas las condiciones de frontera ,
ul) = u), =0, (60)
para todo j. Utilizando las condiciones iniciales se puede notar primero que,

)

Por otra parte, la solucion uf en 1) es funcién de la solucién a los tiempos ¢; y ¢;_1,

por lo cual se aproxima du (z,0) /0t = g (z) con diferencias centrales (46),

ou 1

Despejando u; ' introduciéndolo en (58 con j = 0,
) i

ug:(5_1)u§+§(u$+l+u?_l)+Atgi, i=1,...,.M—1 (62)
yusandoy,
(B—1) fi+Bf/2+ Aty =1
W= B fit Blfut fid) /24 Atg, i=2,.. M-2, (63

(5_1>fm+ﬁfm—2/2+Atgm—l =M —1
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se puede expresar como un sistema matricial para, 7 =1,2,... N — 1,

Jj+1 J Jj—1
Uy uy uy
Jj+1 J Jj—1
Uy Uy %)
J+1 J J—1
ug ug Uus
= A — ,

Jj+1 J j—1
um—2 um—2 u
Jj+1 J Jj—
um—l um—l um—l

donde la matriz A esta dada por,

_2(5—1) 8 0 0 0 _
5 2(8-1) B 0 0
. 0 3 208—1) B 0 |
0 0 B 28-1) 5
0 0 0 B 2(8—1)

en donde se utilizan y para calcular u? y u}, respectivamente.

3.2.1 Solucion numérica de la ecuacién de Poisson

La ecuacién de Poisson ([64]) es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden, lineal
y no homogénea,

Viu(x) = f(x), xcR" (64)
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que usualmente se escribe simplemente como,
Viu = f,

donde V? es un operador diferencial lineal, mejor conocido como operador Lapla-

ciand!] En un sistema cartesiano el operador toma la siguiente forma:
n
2 o
v :Z 022’
k=1"'k

donde zj, representa cada una de las variables independientes involucradas en u (x), x €
R™. En coordenadas cartesianas, la ecuacién de Poisson (64)) en dos dimensiones tiene

la siguiente forma:
Pulz,y)  Fu(ay)

- Gl =), (65)

La ecuacion definida en el rectangulo x € (—a,a), y € (—=b,b) y sujeta a las

condiciones de frontera de Dirichlet,

u (:L“, _b) = g1 (ZL“) I (:L" b) = 92 (ZL‘) y T E (_av a) ) (66>

u(—a,y) =h(y), ula,y)=haly), ye(=b0b), (67)

se puede resolver facilmente con el método de diferencias finitas. La discretizacion del

dominio estara dada por,

r, = x9+iAx, i=0,...N,

Yy; = y0+jAy7 jZOJMJ

IEn ocasiones el operador laplaciano es escrito simplemente como A, pero en este trabajo reservamos
A para los incrementos.
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con

g = —a, TN =Aa,
Yo = —b, ym =0,
de tal manera que,
2a 2b
Ar=—, Ay=—.
S R A Vi

La solucion discreta u (x;,y;) = u;; a (65) se puede encontrar utilizando diferencias

finitas centrales (48]) para aproximar el Laplaciano en dos dimensiones,

2y, o Wil T 2 F U1y Wi = 20t Ui
2V 2 2
(Azx) (Ay)

:fi,ja

en donde f;; = f (x;,y;) -
Considerando a = Ax = Ay podemos simplemente expresar la ecuacién anterior

como,

2
Wit + Wi — AUy + w1y + w51 = a” fi
Para el caso cuando es necesario tomar Az # Ay definimos,

Az

2

en cuyo caso,
U1, + B + yuij + Puij1 + w1y = afiy. (68)

La relacién define un sistema lineal de (N —1) x (M — 1) ecuaciones con

(N +1) x (M + 1) variables (aunque en realidad no se consideran los 4 valores de
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las esquinas). La informacién faltante viene de las condiciones de frontera (66H67)).

wio=01(x;), wim=g2(x;), i=1,...,N—1,

uo; = hi(y;), uny;=he(y;), j=1,...,M—1,

Por ejemplo, si se quiere resolver la ecuacién de Poisson (65)) en dos dimensiones,
con condiciones de frontera (66167 para N = M = 4, entonces el nimero de ecuaciones

y variables desconocidas es 3 x 3 = 9. El sistema lineal de ecuaciones resultante es,

21 .0 B 0 0 0 0 O (1 afig — upy — Buig
1 2y 1 0 g 0 0 0 O U1 afor — Bugyg

0O 1 2y 0 0 B 0 0 O U3 1 afsy —ug1 — Pusy
g6 0 0 2y 1 0 B 0 O U2 afio — U2

0 8 0 1 2y 1 0 B 0 Upo | = fap

o 0 g 0 1 2y 0 0 p Us 2 afso — Uso

O 0 0 B 0 0 29y 1 0 U1,3 afiz —ugsz — Buiy
O 0 0 o0 B 0 1 2¢v 1 U3 afaz — Puga

o 0 0 0 0 B 0 1 2¢ U3 3 afss — sz — Pusa

Una cosa importante que se debe notar, es que siempre se debe tener 5 valores de u
en todas las ecuaciones, por ejemplo en la ecuacién uno se tiene 3 en la primera fila
de la matriz y dos condiciones de frontera al lado derecho de la igualdad, para un
total de 5, esto se debe mantener para todas las ecuaciones. En general, el sistema de
ecuaciones que se forma considerando que se tienen condiciones de frontera a partir de

las aproximaciones de diferencias finitas de segundo orden para la ecuacién (65)), tiene



la forma,
N-3
—
-2 1 0 0o B 0 0 0 O
1 -2 1 0 0O B8 0 0 O
0 0 0 1 -2 I} 0 O
0 0 0o B 0 0 1 -2
N——
N-3
donde, i
A042]"11,1 — Up,1 — 5”1,0
ACJ42]C2,1
B =

Aa2fi—1,1 — U1 — 5%‘—1,0

A@infl,jfl

Uy

Ug1

Ui—1,1

Uj—1,5—-1
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resolviendo este sistema se obtiene la solucién numérica de la Ecuacién de Poisson en

dos dimensiones con condiciones de frontera de Dirichlet.
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3.3 El método FCT para la solucién de ecuaciones de conservacién

La solucién del término no lineal que aparece en la ecuacién de Navier-Stokes (27)) y
en general para diferentes ecuaciones de evolucion, se puede resolver utilizando difer-
entes esquemas para tratar los términos no lineales que llegan a aparecer en la ecuacion
diferencial. Sin embargo, esto no asegura la solucién adecuada del problema fisico. En
esta seccion, se presenta una metodologia que surge considerando la fisica del prob-
lema y que toma en consideracién los términos de transporte, conservacion, difusion y

adveccion de la ecuacion.

3.3.1 Flux Corrected Transport

Flux Corrected Transport (FCT) es una algoritmo basado en diferencias finitas disenado
por Boris y Book (1973) para solucionar ecuaciones diferenciales que describen rela-

ciones de conservacion de una variable fisica y que, en general son no lineales,

dq(x,t)

BT +V -f(q,x,t) =0, (70)

donde q y f son funciones vectoriales de las variables independientes x y . De esta
manera, el método puede ser usado para resolver diferentes tipos de ecuaciones de

conservaciéon como, la ecuaciéon de continuidad de un medio compresible,

dp B
5% + V- (pu) =0, (71)

las ecuaciones de Euler (momentum),

d(pu)
ot

+ V- (puu) + Vp+ pg =0,
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y la ecuaciéon de Navier-Stokes,

ou

Py T U Vu + Vp = uV2u,

entre otras.

Las principales ventajas del método FCT es que se puede adecuar para ser de or-
den alto, monoténicamente conservativos y no arroja resultados muy pronunciados ni
con valores negativos. KEsto ultimo resulta de mucha utilidad cuando se trabaja con
algunas propiedades fisicas, por ejemplo si se quiere resolver numéricamente la densi-
dad, el método asegura que los resultados no sean valores negativos, ya que no existen
densidades negativas.

La idea central del método consiste en representar las variables conservativas medi-
ante flujos. Cada uno de los flujos representan la informaciéon que entra y sale en cada
punto discreto del domino, con esto se asegura de que la informacién se conserve (solo
transporte). Tomando como ejemplo ilustrativo, se considera la ecuacién de continuidad

(71)) en una sola dimensién,
ap dp
o T or T

0. (72)
Utilizando diferencias finitas hacia adelante para aproximar las derivadas, resulta la
siguiente aproximacién de primer orden,

- . ‘ ,

7=l —elpla =l (73)
en donde se ha utilizado la notacién usual p! = p(z;,t;), mientras que € = uAt/Ax
representa al nimero de Courant (Courant et al., 1967). El nimero de Courant resulta

de particular importancia debido a que funciona como criterio de convergencia. Para
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este ejemplo particular se debe cumplir que 0 < ¢ < 1. Resulta que este esquema
explicito (73) hace que se presente difusision numérica, para la cual se necesita un
esquema de mayor orden, pero esto puede resultar en problemas de estabilidad si la
cantidad p se debe mantener positiva.

Por otra parte, en el FCT se propone un esquema de flujos numéricos que conectan

a celdas adyacentes los cuales se utilizan para avanzar la solucion en el tiempo,

. , 1
) ) [Fit172 — Fi—1/2],

en donde,

Fit1y2 = uf+1/2pf+1/2At,

Uity = §[u{+1 + ],
) 1 . ,
Pivp = gloia+ril:

Sin embargo el hecho de considerar las variables como flujos no asegura que la solucion
numérica sea la correcta. En el FCT los flujos son calculados dos veces en cada paso
en el tiempo. Primero se utiliza un algoritmo para calcular flujos de orden bajo que
garantiza soluciones positivas. Se calculan ademas flujos de orden alto principalmente
en las partes suaves del dominio. En el FCT en cada paso temporal se construyen
los flujos netos como promedios ponderados de estas dos cantidades, tratando de dar
prioridad a los flujos altos siempre y cuando se garantice la existencia de cantidades

fisicas positivas.
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3.3.2 Soluciéon en una dimension

En una sola dimensién espacial la ecuacion (70)) tiene la forma,

q(z,t) N of(q,z,t)

ot PR

donde q puede ser cualquier variable conservativa de las variables independientes x y t.
Utilizando este hecho, podemos representar a los flujos como informacién conservativa
que entra y sale de una celda, por lo tanto el flujo que sale en una celda debe ser el
mismo que entra, como se ilustra en la Figura [(] Sin embargo, esto no es suficiente
debido a que no se esta considerando la difusion utilizando simplemente el esquema

conservativo, para ello es necesario definir unos flujos antidifusivos y restarlos.

Figura 7: Flujos de entrada y salida de una celda, en una dimension.

Es necesario ademads utilizar un limitador para evitar la formacién de picos en la
parte suave del dominio o en los lugares donde surgen cambios muy abruptos. La
construccién de este limitador debe asegurar no generar valores negativos para los
casos donde la variable fisica no pueda tener este tipo de valor. Realizando todas estas

consideraciones la metodologia se puede resumir en los siguientes seis pasos:

e Soluciona los flujos de orden bajo F Z.L+(1 /2) utilizando un método que garantice la
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obtencién de valores fisicos segin el problema (e.g. una densidad negativa es un

valor fisico imposible).

e Soluciona los flujos de orden alto F ffr(l /o) utilizando un esquema que tenga gran

exactitud en la partes suaves del problema que se este resolviendo.

e Definir los flujos antidifusivos como:
_ pH L
Ai+(1/2) = Fi+(1/2) - E+(1/2)
e Solucionar el paso en el tiempo para los flujos de orden bajo:
td _ n ;[FL . FL ]

4 =4q; (Ax),; i+(1/2) i—(1/2)

e Se limitan los flujos antidifusivos de tal manera que ¢"™ tenga valores fisicos:
A&(l/m = Air1/2Ciras2, 0=<Ciap <1

e Se calcula ¢/"*! aplicando los flujos antidifusivos:

1
n+1l __ _td C C
q; =4q; — (A:L’)z [Ai+(1/2) - Ai—(1/2)]

Los pasos anteriores se deben realizar para cada punto discreto en el domino espacial,

por cada iteracién en el tiempo.
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3.3.3 Solucion en dos dimensiones

La solucién en miltiples dimensiones fue propuesta por Zalesak (1979) como extension
del trabajo de Boris y Book (1973). El aporte especial que tuvo Zalesak fue en la

definicién de los limitadores para miltiples dimensiones.

g g
qt &

X1 X X

X

Figura 8: Representacion de los flujos antidifusivos en dos dimensiones.

La Figura representa la correccién de los flujos antidifusivos que se realiza sobre ¢*
que representa solamente el transporte de la variable conservativa. En dos dimensiones

la ecuacién ([70)) tiene la forma,

oq(z,y,t) N of(q,z,y,t) N of(q,z,y,t)

ot Oz oy

donde q es una variable conservativa, y de la misma forma que se conservan en una sola

dimensién, en dos dimensiones todos los flujos deben conservarse como se muestra en la
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G, i
“i=1/2 | —Gij-1/2
| |
1
Ficippy Fit1/2,5
, ) *Fz;l/z,j Fz‘+1/2,j

_____ |
! |
! |
I
. ¢ G172 Gij+1/2

Figura 9: Flujos de entrada y salida de una celda, en dos dimensiones.

Figura[0] Similarmente al caso de una sola dimensién, la solucién para dos dimensiones

requiere los siguientes seis pasos:

e Se calculan los flujos de orden bajo F;[-i/-(l/Q)j y G£j+(1/2) usando un método que

garantice no generar valores no fisicos, segin el problema.

e Se calculan los flujos de orden alto Fﬁ(l 25 Y G

H ;
: 1 ue
J i+ (1/2) usando un método q

asegure gran exactitud en las partes suaves.

e Se definen los flujos antidifusivos:

_ pH L
Ai+1/2,j =Liv125 — Fz’+1/2,ja

_ pH L
Ai,j+1/2 = Fi7j+1/2 - Fz‘,j+1/za
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e Soluciona el paso en el tiempo para los flujos de orden bajo:
n d 1L L L L
qi,;'rl = qf,j - Avi,jl[Fz‘H/zj - sz1/2,j + Gi,j+1/2 - Gz‘,jq/z]a

donde (AV);; = (Ax);(Ay); representa el area de la celda en la posicién i,
cuando solo se consideran dos dimensiones espaciales. Cuando son n dimensiones
AV representa los incrementos de todas las variables independientes, en ese de-

terminado punto a excepcién de la variable independiente del tiempo.

e Se limitan los flujos antidifusivos, considerando un esquema que asegure valores

no fisicos, al momento de calcular qu“:

Agr(l/2),j = Cita/24i40/25 0= Ciray,; <1,

AT aye) = CiiraAigran 0< Cijpa <1

e Finalmente se soluciona qf;fl aplicando los flujos antidifusivos:

td _ n —1 C C C C
Gig = @i — AVii (Al ey — Aisar + Aijrag — Aij-a2)]

Del mismo modo que en una sola dimensién, todos los pasos anteriores se deben

calcular para cada punto en el dominio discreto, por cada iteracién en el tiempo.
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Capitulo 4

Implementacién

En este capitulo se presenta la soluciéon numérica del modelo matematico que se ob-
tuvo en el Capitulo [2] para describir el movimiento de un fluido incompresible, no
hidroestético, con estratificaciéon en las densidades que fluye en dos dimensiones. El
modelo (26529)) se resuelve utilizando diferencias finitas y el algoritmo “Flux Corrected
Transport” (FCT) para tratar los términos advectivos que aparecen en el sistema de
ecuaciones, como se describi en el Capitulo [3] La solucién numérica del sistema se
realiza sobre un dominio bidimensional con geometria irregular sujeto a las condiciones
de frontera que se establecieron en el Capitulo [2]

Primero se detalla el dominio fisico del problema y su discretizacion. Después se des-
cribe la solucién de la ecuacién de Poisson (28)) en un dominio bidimensional utilizando
un esquema basado en la transformada de Fourier el cual permite obtener rapidamente
la solucién de la ecuacion de Poisson en dominios regulares. Posteriormente, se mues-
tra la metodologia para obtener la solucién a la ecuacion de Laplace en un dominio
irregular utilizando el método de la matriz de capacitancia. Ademas, se muestran los
detalles para obtener la solucion numérica de las ecuaciones de conservacién utilizando
la metodologia FCT para tratar con los términos advectivos. Finalmente, se considera
la implementacion de diferentes condiciones de frontera para tratar con los flujos de

salida en la frontera abierta del sistema.
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4.1 Discretizacién del dominio

El dominio fisico €2 consiste en un rectangulo R alineado con las coordenadas espaciales
x'y z, el cual presenta un corte en su tapa superior como se muestra en la Figura[I0] Las
fronteras laterales F Ay DE son fronteras abiertas, las cuales representan la circulacién
del fluido (flujo de entrada y flujo de salida, respectivamente). Las tapa inferior EF
se toma paralelo al eje de las z, al igual que los segmentos AB y C'D. El rectdngulo R
se corta en el segmento BC' en donde se coloca el obstaculo representado por la curva

S ={(z,2) /2= g(z),z € BC}. De esta manera se busca la solucién de la ecuacién

A B ' C D

F l:lQ E

Figura 10: Representacién esquematica del dominio fisico del problema con geometria
irregular.

de Poisson en el dominio € cuya frontera es 902 = ABUSUCD UDEUEF UFA.
La discretizacién del dominio fisico se lleva a cabo considerando solo cierta infor-

macién del dominio completo, que se representa como una malla de (N + 1) x (M + 1)
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puntos equiespaciados

r; = T+ iAx,

Zj = Zo+jAZ,

donde x y zg representan los puntos iniciales en las direcciones respectivas, mientras que

i=0,1,2,...,Nyj=0,1,2 .., M, esquematizado en la Figura [I1 La discretizacién

Figura 11: Discretizacion del dominio en las dos dimensiones espaciales.

en la frontera irregular S, no se puede representar de forma discreta en su totalidad,
debido a que la informacion es tomada cada cierto intervalo y se pierde cierta infor-
macién que queda dentro de los intervalos. Por ejemplo, si se quiere representar un
punto de la geometria irregular que se encuentra dentro de un incremento es necesario
representarlo o un punto antes o un punto después, como se ve en la Figura [12] Se
puede aumentar la exactitud de la representacion del dominio irregular tomando la in-
formacion en intervalos espaciales Az y Az mds pequenos, sin embargo esto aumenta
el nimero de puntos que se tiene que computar por cada iteracién en el tiempo.

La discretizacion temporal se lleva a cabo utilizando un esquema de diferencias
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Figura 12: Discretizacién de la frontera irregular S.

finitas hacia adelante, con el mismo incremento en el tiempo At para todos los pasos

temporales.

4.2 Solucion rapida de la ecuacion de Poisson

La solucién numérica de la ecuacién de Poisson en dos dimensiones utilizando el
esquema normal de diferencias finitas visto en el Capitulo [3] resulta muy costoso com-
putacionalmente debido a que es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones de
(N x M)?, donde N y M representa la cantidad de puntos discretos para cada dimensién
espacial. En la Tabla[l|se muestran algunos algoritmos utilizados para resolver sistemas
lineales de ecuaciones con la forma de la ecuacion , su orden y el tiempo aproximado
que tarda en resolver un sistema con n = 10° en una maquina de un TeraFlop (Dehmel,
2012).

Utilizando un esquema basado en la multiplicacién de la transformada seno, se puede
mejorar el algoritmo de diferencias finitas. En lugar de integrar las aproximaciones de

Uzz ¥ Uyy €0 Una sola ecuacion para formar el sistema lineal de ecuaciones, se considera
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Tabla I: Algoritmos para resolver sistemas lineales que tienen la forma de la ecuacién ,
donde n es el nimero de variables desconocidas.

| Algoritmo | Orden | Tiempo Aproximado (con n = 1000?) TF |
Eliminacién Gaussiana O(n?) 10 anos
Full Cholesky O(n?) 10 anos
Band Cholesky O(n?) 1/2 hora
Diagonalization O(n®?) 8 segundos
FFT O(nlog(n)) 1/2 segundo

una matriz de diferenciacion T que contiene la informacién de la aproximaciéon en

diferencias centrales de segundo orden al Laplaciano y otra matriz U que contiene los

valores desconocidos de la funcién en cada uno de los puntos de la malla para llegar a

una relacion de la forma,

TU + UT = B.

(74)

En donde B € M™*™ es la matriz que contiene los valores discretos del lado derecho de

la ecuacién de Poisson y las contribuciones de la frontera.

Considerando primero el caso particular N —1 = M —1 =n, T € M™" es una

matriz tridiagonal la cual representa los coeficientes de la aproximacion de diferencias

finitas de segundo orden para —u,, y —uy,,




y U € M™*" es la matriz de los valores desconocidos,

Uy

Uz,1

Uus,1

Un,1

)

Uy,2

Uz.2

Uus,2

un,Q

U1,3
U233

us,3

un,3

Ui,n

u2,n

U3 n

unn

)
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Se puede notar que la matriz T es diagonalizable, es decir existe una matriz no

singular Q € M"™*", tal que

Q'TQ = A,

(75)

donde Q € M"*" es la matriz cuyas columnas son los eigenvectores de T, y A € M"*"

es la matriz diagonal que contiene los eigenvalores correspondientes

A0
0 A
0 0

Remplazando a la matriz T = QAQ™", en la relacién ,

QAQ 'U+UQAQ ' =B.

(76)

Si ahora se multiplica por la derecha por Q y por la izquierda por Q7 !, y se
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introduce U = Q~1UQ v B = Q!'BQ se tiene que,

AU+UA =B. (77)

La matriz resultante del producto IAJA, es simplemente la multiplicacién de cada uno
de los elementos de la columna jotésima de U por el eigenvalor \;. Esto se puede ver

como una multiplicacion directa elemento por elemento UxA en donde A € M™™ tiene

la forma _ -
Al A A,
- A A A
A= (78)
Al A2 A,

Finalmente se despeja U realizando una division elemento por elemento,

. B
U - = =_-
+ AT
Finalmente, se deben calcular las matrices U y ]§, para lo cual se necesitan Q y QL.

Es conveniente notar que dado que T es una matriz simétrica, la diagonalizacién ((75])

es ortogonal. Esto es,

Q—l — QT~

Ademas T tiene n eigenvalores reales diferentes y n vectores ortonormales (las columnas
de Q). La matriz Q se puede encontrar con la transformada discreta seno; sin embargo,
la estructura simple de T permite calcularlos directamente. Sea A un eigenvalor de
Ty x = (x1,29,...,2,) el eigenvector correspondiente, definiendo 25 = 2 — A, las

componentes de x satisfacen,
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To — 2ﬁ1‘1 = 0, (79)
Tpr1 — 20x + 151 = 0, para k=23,...,n—1, (80)
— 282, + xp_1 = 0. (81)

La ecuacion en recurrencias tiene al menos una solucién particular que es miltiplo

de p*. Al sustituir en ,

pk+1 . 26pk‘ + pk—l _ O

Evidentemente, p # 0, por lo que p satisface la ecuacion de segundo grado,

p*—28p+1=0. (82)

Al examinar se puede ver que ambas soluciones a son de la forma p*, ya
que B # *1, de lo contrario las componentes del eigenvector serian una combinacién
lineal de 1 y k, lo cual no es posible. Se concluye que la solucion general a es una
combinacion lineal de las dos soluciones a . Es conveniente expresar la solucién
general de la forma

zy, = ae™ 4 ae ", (83)

en donde «a es una constante y @ su complejo conjugado. Al sustituir en

Qe84 memil0t )0 _ 98000 _ 9 gme—ik0 | o i(k+10 4 mo=ilkt1)0 _
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y simplificando,

aett? (ew - 28+ e_w) + ae k0 (ew — 260+ e_w) =0.

Como antes ae*? 4+ ae~™*% £ 0, por lo que,

26 = e + e = 2cos¥. (84)

Al sustituir en ,

ae?® + @e %0 — 28ae" — 2Bae™ =0

reacomodando términos, utilizando y simplificando se llega a que « es una constante

puramente imaginaria,

a+a=0. (85)
Sustituyendo ahora en (81),
0 = _QﬁaeinG _ 26@6_”‘9 +aei(n—1)6 +ae—i(n—1)6

— e (e—w . 25) 4 Gein® (ew . 25) .

Usando nuevamente ,

el 4 ge—itnt)o _

Y

lo cual se puede escribir como,

e L A S T
(0%
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en donde se utilizo . Los diferentes valores de 7 definen diferentes valores de 6 y por
ende los diferentes eigenvalores, sin embargo tan solo n de ellos son linealmente inde-
pendientes (ya que también se excluye al j = 0 que no corresponde a un eigenvector).

De esta manera, los n eigenvalores de T son

Aj = 2-28=2—2cost;

™
= 21— ' =1,2,...,n.
(1-os(537)). d=12m (80

Para cada uno de ellos el eigenvector correspondiente x¥) = <x§] >,x§j >, e ,x,ﬁj >> , en
donde,

x,@ = i (eik9j _ e—i’wi) = —2ysinkf; = —2vysin (nL—i—lkj> ; (87)
en donde k,7 = 1,2,...,n y v es una constante real, que sale del proceso de normali-

zacion de los eigenvectores,
||X<j)||2 _ _72 - (eikej . e—ikej)2 —1,

k=1

la sumatoria se puede calcular facilmente,

HX<J'>H2 _ _72 Zn: (eik’ﬁj _ e—ik;ej)2 _ _72 zn: (emkej —24 e—2ik9j)
k=1 k=1
) 02105 _ o2i(nt1)8;  o—2i0; _ ,—2i(n+1)6;
= 7 < 1 _ o2, + 1 — o-2i6; - 2”) ’
+2i(n+1)0

pero e i =1, de tal manera que 29> (n+1) =1y
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» 9 \1/2 -
] p—t 1 k ] .
Ty (n f 1) sin (n 1 j> (88)

De esta manera se llega a una expresion cerrada para la matriz Q, la cual es a su

vez una matriz simétrica Q = Q7 pero ademds es una matriz ortogonal, por lo que,

Q'=Q"-Q

El Algoritmo [1| (las operaciones de matrices siguen el formato de matlab) describe

la solucion réapida de la ecuacién de Poisson en dos dimensiones utilizando los eigenval-

ores y eigenvectores de la matriz T que contiene la informacion a la aproximacion al

Laplaciano.

Algoritmo 1: Solucién rapida de la ecuacién de Poisson en dos dimensiones
con N = M y dominio regular.

input : B € MY -DXM=L Ag A2 00,%(00),N
output: U € MV 1xM-1
// Aplica las condiciones de frontera del dominio regular sobre B
1n=N-—1,
2 SetBoundaryCondition(B, 02, Z(0N));
3 A=2(1—cos((1:n)1/(n+1)));
// Donde ./ es la divisién elemento por elemento
4 )\ = ones(n,n)./(A\" * ones(1,n) + ones(n, 1) * \);
// dst es la transformada discreta de seno
5 U =dst(dst(B1))(2/(n+1));
// Donde .* es la multiplicacién de elemento por elemento
6 U=\xU;
7 U =dst(dst(UT)T)(2/(n+1));
// Como se considera a 7' como la matriz negativa de los
coeficientes para la aproximacién de segundo orden de u,;, al
final se debe multiplicar por —1

8 U= —-U,

El resultado anterior corresponde al caso particular N = M en donde la matriz
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solucién U es una matriz cuadrada. En el caso general N # M, la matriz solucién
UeM™ (n=N-1,m= M-—1) por lo que se definen ahora dos matrices cuadradas
tridiagonales Ty € M™™ y Ty € M™*™, las cuales representan los coeficientes de la
aproximacion de diferencias finitas de segundo orden para cada una de las direcciones

espaciales. De esta manera queda como,
T,U+ UT, =B. (89)

Cada matriz T; (i = 1,2), tiene su correspondiente matriz de eigenvectores Q; y su
matriz diagonal de eigenvalores A;, cuyos elementos se calculan utilizando las relaciones

y (88). De esta manera las matrices Ty y To satisfacen las siguientes relaciones:

T, = QAQ;,

T2 - Q2A2Q51.
Al sustituir estas relaciones en ({89)),
Q:AQ;'U +UQ,A.Q;"' =B.

Multiplicando ahora la relacién anterior por Q! a la izquierda y por Q, a la derecha,

se obtiene el siguiente resultado:

AQT'UQ, + Q'UQuA; = Q1 'BQ,. (90)

Definiendo ahora U = Q;'UQ, y B = Q;'BQ,, la ecuacion se puede escribir
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como,

Como en el caso anterior, la multiplicacion A;U se puede ver como una multiplicacion

elemento por elemento de una matriz Ay € M™™ cuyas columnas tienen elementos

constantes correspondientes a los n eigenvalores de T} 1} por a matriz U. A su vez,

la multiplicacién de UA, es una multiplicacién elemento por elemento de la matriz U

por la matriz transpuesta de la matriz cuyas columnas son los m eigenvalores de T. Si

) T " o~ T y

se denota a esta matriz por Ay € M"*™ y se define una matriz Ay + Ay € M™™,

Con estas definiciones y teniendo en cuenta que la multiplicacién elemento por

elemento es asociativa,

ﬁ*(]\\l—i-.//\\gT) :]§.

Finalmente se despeja [AJ',

A~

B
(EHTQT)

donde la division es una division elemento por elemento. El Algoritmo [2| describe los

U=

pasos para resolver la ecuacion de Poisson en dos dimensiones con N # M.



71

Algoritmo 2: Solucién rapida de la ecuacién de Poisson en dos dimensiones
con N # M y dominio regular.
input : B € MY XM= Ag Az B(0Q),N,M
output: U € MV -1xM-1
1n=N-—1,;
2m=M—1;
// Aplica las condiciones de frontera del dominio regular sobre B
3 SetBoundaryConditions(B, Az, Az, 0, A(00Q));
a4 A =2(1—cos((1:m)r/(m+1)));
5 Ao =2(1 —cos((1:n)r/(n+1)));
6 A = ones(n,m)./(ones(n,1) * \; + A2 * ones(1,m));
// dst es la transformada discreta de seno
7 U = dst(dst(BT))(2/(m + 1))23(2/(n + 1))/
8 U=\xU,;
o U =dst(dst(UT)T)(2/(m +1))V2(2/(n + 1))V
// Como se considera a 7T como la matriz negativa de los
coeficientes para la aproximacién de segundo orden de u,,, al
final se debe multiplicar por —1.
10 U =-U,

4.3 Soluciéon numérica de la ecuacién de Poisson en un dominio irregular

La solucién a la ecuacién de Poisson en el dominio irregular €2 cuya frontera es Of)
(Figura , se realiza con el método de la matriz de capacitancia. Antes de aplicar

este método es conveniente formular la solucién a la ecuacion de Poisson bidimensional,

Pu 0P
Viu=gotga=/@y), @y e, (92)
u(z,y)=0¢(x,y), (z,y) € o, (93)

en términos de la funciéon de Green G (x|§) con x = (z,y) y & = (£,7), la cual satisface

O°G (x|€)  0°G (x|€
8:(5)2(| )+ 8524 ):_5(X_g), x, £ €Q, (94)




G (x|€) =0, x, € € 09, (95)

en donde 0 (x — &) es la funcién delta de Dirac la cual tiene la propiedad de que,

f&n) si (§&n) €

JRESLICYEE v
. 0 si (&n) ¢

Multiplicando ambos lados de por G (x, &) e integrando en todo el dominio se tiene
que,

/Q G (x€) Vu (2 y) dA = / G (x|€) f (z,y) dA. (96)

Similarmente al multiplicar ambos lados de (94)) por U(z,y) e integrando en todo el

dominio se tiene que,

/u@s,y) V3G (x]€) dA = —/u@s,y)&(x C&dA= —u(em).  (O0)
Q

Q

Por otra parte

/u(x,y)V2G(x|£)dA = /[V-(uVG)—VG-Vu]dA
Q Q

= / ua—Gdl—/VG-VudA. (98)
P 0

Q (971

En donde en el ultimo paso se utilizé el teorema de la divergencia. Si ahora en esta

relacién se invierten los papeles de u y G,

/QG(x\g) Viu (z,y) dA:/ G%dl—/ﬂ(VG‘-Vu) dA, (99)

o0
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al restar de (99),

ou /&

/QG<X|5) V2u (z, y) dA—/Qu(x,y) V26 (x[€) dA:/aQ Gt~ [ G

Pero los valores de GG y u son conocidos en la frontera, de tal manera que,

[ eVt [u@nvemgia=- [ oy
Q Q on
Sustituyendo y ,
/G(x|£) f(x,y)dA+u (& n) / o (z,y) —dl (100)
Q

Invirtiendo los papeles de x y & y tomando en cuenta que la funciéon de Green es

simétrica G (x|€) = G (€|x), se tiene que,

w(y) = / G xig) f(€max = [ o(en) T, (101)

en donde las primas indican que la integracién se realiza en términos de las variables

&1

A grandes rasgos en este método de la matriz de capacitancia, la ecuacién de Poisson

bidimensional (92H93]) se resuelve en dos partes. Primero se resuelve (92493) en el

rectangulo R que contiene a (2,

82u1 82U1
oz T @y, @y ek (102)

Uy (I,y) = gb (ZL‘,y), (:E7y) S aR (103)
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La solucién a ((1021103)), es la solucién al problema, (92H93)), salvo que los valores en la

curva S (ver Figura no son los deseados, en donde,

uy (z,y) = dg (2,y), (z,y) € S.

La otra parte de la solucién al problema original (92 es,

821,62 32u2

92 + 3y =0, (x,y) € 0, (104)
u (z,y) =¢(zy),  (v,y) € (105)
en donde,
0 st (x,y) €I —S
p(z,y) = : (106)

¢(x,y)—q55(x,y) st (ZL’,y)GS

De tal manera que,

u(x7y>:ul(x7y)+u2(x7y), ($,y)€§:QU8§2

La solucién a (1027103) no presenta mayor problema, ya que es simplemente la
solucién a la ecuacién de Poisson en el rectangulo, mientra que la solucién a ([104H105))
se podria realizar utilizando la formulacién de la funcién de Green , pero esto seria
casi igual de laborioso que resolver el problema completo utilizando la formulacion de
la funciéon de Green en el problema original.

La solucién a se obtiene reemplazando la condicién de frontera inho-
mogénea ¢ (x,y) por una distribucién de fuentes adecuada f(a:, y) que aparece en el

lado derecho de ((104)), para que uy (z,y) = ¢ (z,y) — ¢g (x,y) en S y se anule en todos
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los demas puntos. Para determinar f(x, y) se vuelve al rectdngulo de tal manera que,

82’&2 i 02U2

6372 8y2 = -]/L;\(x7y)7 (x)y) E R,

U2 (a:,y) = 07 (ﬂf,y) € JR.
en donde se busca
u2(l‘,y)=go(flr,y)=¢(x,y)—¢s(flr,y), en S.

Ahora si se utiliza la formulacién de la funciéon de Green ((101)),

w (e, y)y = — /R G (xI€) F(,m) dA,

pero ]?(5 ,m) se anula en todos los puntos salvo en S,

us (z,y) = ¢(@,y) =9 (x,y) — ¢s(z,9)

— —/G(x =S¢ =8") f(S)dA, enS. (107)
R

~

En este punto, la solucién a todo el problema se reduce a encontrar f (S) y por ende

~

f (z,y) a partir de 1} En forma discreta escribimos,

¢ = Gp,

en donde ¢ y p son los vectores que contiene los valores discretos de ¢ (z,y) = ¢ (x,y)—
og (z,y) y f(av, y) en los N P puntos discretos de la curva S, respectivamente. Mientras

que la matriz G € MYP*NP representa a la funcién de Green equivalente a la inversa
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de la matriz de capacitancia C, de tal forma que,

p=Cop. (108)

De esta manera los pasos a seguir para construir la solucién de la ecuacion de Laplace

(92H93)) se pueden resumir en:

1. Se resuelve la ecuacién de Laplace en el rectangulo (102{103) de donde se obtiene

¢g en cada uno de los puntos del obstéculo (frontera irregular del dominio).
2. Se utiliza el valor de ¢¢ para construir la matriz de capacitancia (108]).
3. Se obtienen los valores de la fuente f(x, Y) -

4. Se vuelve a resolver la ecuacién de Poisson (92H93)), pero en el lado derecho se

suma f(:c, y) a f(x,y),y esta es la solucién.

La matriz de capacitancia C se construye a partir de los resultados de la solucién

numérica de la ecuaciéon de Poisson en dos dimensiones (92)) con,

1 z,yes
f(.iE,y): )
0 z,y¢S

para cada uno de los NP puntos P, que se encuentran en la curva S. Cada vector
columna de C contiene el valor la solucién numérica de la ecuacién de Poisson con la
fuente unitaria en ese punto. Si se esta resolviendo para el primer punto irregular Py de
S, entonces el lado derecho de la ecuacion de Poisson en su forma discreta, es la matriz
R € MV*M cuyos elementos son ceros excepto en Py, donde N y M son el ntimero de

puntos discretos del dominio en la direccion = y z, respectivamente. Si la solucién a
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este problema es la matriz U, el primer vector columna de la matriz de capacitancia

C esta integrado por los valores obtenidos de U correspondientes a la curva S,

El superindice 0 indica que es la solucién a la ecuacion de Poisson con una fuente
unitaria en el punto Py de S, el subindice indica el valor de U en el ié¢simo punto F;
de S. Este procedimiento se hace para el siguiente punto P;, donde se crea otra matriz
R € MY*M cuyos elementos son ceros excepto en el punto P;. S. Este procedimiento

se hace para cada uno de los NP puntos P, € S,

0 1 NP-1) |
vy Uy Uty
0 1 n—1
vy Uy . Uy
_ 0 1 n—1
C=1| vy vy ... Uy |,
(0) 1) (NP-1)
L UPNP71 UPNP—l UPNP71

El Algoritmo [3|describe los pasos para encontrar la matriz de capacitancia de la ecuaciéon

de Poisson en dos dimensiones.
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Algoritmo 3: Algoritmo para calcular la matriz de capacitancia de la ecuacion

de Poisson en dos dimensiones ([65).

input : G € MY’ NP N M

output: C € MNFXNP

// NP es el nimero de puntos en el domino irregular.

// n y m son el nimero de puntos discretos en el dominio en la
direccién z y x, respectivamente.

// G es la matrix que contiene las coordenadas de los puntos en la
frontera regular y condicién de frontera en el punto.

for i <~ 1to NP do

R = zeros(N, M);

R(G(1,4),G(2,1)) = 1

U = Poisson(R);

for j «+ 1 to NP do

| Cli,j) = U(G(1,5), G(2,5));

end

® N O ok~ W N

end

La siguiente parte consiste en encontrar los coeficientes p, que se utilizaran en la

parte irregular del dominio, resolviendo el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

0 1 NP-1

UI(DO) Ulg)o) T UI(DO : Po f 0
0 1 n—1

N -t N 5
0 1 n—1 _

vy vy L ueY o | =| £ | (109)

0 1 NP-1
B UI(JN)pﬂ UI(DN)p,l UJ(DNP,l) | [ PnP—1 | L fypa1 i

donde f; es el valor que tienen los puntos del dominio irregular después de resolver la
ecuacion de Poisson en dos dimensiones con dominio regular y restando las condiciones

de frontera de la parte irregular,

fi - UPi - BCH
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donde Up, es el valor que tiene la solucién de la ecuacion de Poisson en dos dimensiones
con dominio regular en el punto P; y BC; es el valor que tiene la condicién de frontera en
el punto P;. Finalmente se ajustan las condiciones de frontera sumando los coeficientes
p; de la ecuacién a las condiciones de frontera en la parte irregular y se soluciona
con estos valores la ecuacién de Poisson en dos dimensiones. El Algoritmo 4] describe los
pasos para obtener la solucion numérica de la ecuacion de Poisson en dos dimensiones

en un dominio irregular, utilizando la matriz de capacitancia C.

Algoritmo 4: Soluciéon numérica de la ecuacion de Poisson en dos dimensiones
con dominio irregular.
input : B € RVN-UM-1 G c MNP Az Az, B(Q),NP
output: U € RV-1xM-1
// Aplica las condiciones de frontera del dominio regular e
irregular sobre B.
SetBoundaryConditions(B, Ax, Az, 00, B(0N));
U = Poisson(B);
for i+ to NP do
| ComGeo(i) = G(3,i) — U(G(1,1), G(2,1));
end
ComGeo = C\ComGeo™
for i+ to NP do
| B(G(1,1),G(2,1)) = B(G(1,i), G(2,1)) + ComGeo(i);
end
U = Poisson(B);

© 00 N O Uk W N

fun
o

4.4 Solucién numérica de los términos no lineales

En esta seccién se presenta la solucién numérica de los términos no lineales (advec-
tivos) que aparecen en las ecuaciones (26)) y (27)) del modelo matematico, utilizando la

metodologia FCT que se describié en el Capitulo 3]
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4.4.1 Solucién numérica de la vorticidad

La ecuacion es una ecuaciéon diferencial parcial no lineal, no homogénea y de
segundo orden para la vorticidad . Es la ecuacién mas dificil de resolver numéricamente
del sistema de ecuaciones que compone el modelo matematico. Su complejidad reside
en la no linealidad de los términos advectivos u - V. Considerando que el fluido no
tiene viscosidad, es decir v = 0, el término de segundo orden de la ecuacién se elimina
quedando como,

a¢

EJFV'(UC)

_ 99
— o (110)

que ahora es una ecuacién diferencial parcial no lineal, no homogénea de primer orden

para la vorticidad (.

Esquema explicito

Una primera aproximacion para solucionar numéricamente la vorticidad ¢ en la ecuacién
(110]) es utilizar diferencias finita hacia adelante en el tiempo para resolver la ecuacién
de evolucion y diferencias finitas hacia adelante en las dos dimensiones espaciales. La

n+1

forma explicita calcula los valores en un determinado tiempo (", en funcién de los

resultados en un tiempo anterior (",

n+1 n n n n n
CJ —¢ n Cz’+1,j - Cz’,j n Cz',j+1 - Ci,j
ISl v Rl v

b — £(pn.
+u Ax i,j AZ :| - g(pz,j)7

donde £ es una funcion que depende de la densidad p. La ecuacién anterior se puede ver

simplemente como una funciéon que depende de la informacion en un tiempo anterior,

+1
Gy = n(Ciy Py ity Vi),
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donde,

n n n n n n C’LY'L+1,‘ o C’Z n CZ‘+1 - CZ n
n(Ci,jaPi,ja“i,ja”i,j) = gzy — At [uz] [# +w;; # - f(ﬂzg)

b 0 2Ax

n g [Pl — Picay
R e el
Po

es la derivada de la densidad utilizando el esquema de diferencias finitas centrales de
segundo orden. Agrupando (111}, y realizando las aproximaciones espaciales en puntos

intermedios para la derivada de la vorticidad ¢, y ¢, se obtiene,

C?]H = C?J - [UZJ'AZ(C?H/M - C?fl/zj) + ijA$<<Zj+1/2 - CZj—l/Q) - f(ﬂ?j)} , (112)

At
- AzAz

B

donde ahora la discretizacion espacial es de segundo orden, debido a que estamos con-

siderando puntos intermedios en la direccion de x,

B Az 0C Az? 0% 3
Civipg = Sist 5 5, = +O(Az”),
Az OC Ax? 0%¢
. = (- — = - A3
6171/2,] gz,] 2 Or iy 8 2 iy + O( x )7
a¢ Civ12; — Ci1/2,5 2
% g |: Ar + O(Al‘ ),




y en la direccién de z,

Az O¢| | A2 9%

Cijriz = Gyt 2 0z, e y + O(AZ?),
Cijo12 = Gij— % % y %ZQ % y + O(AZ?),
% } _ |:Ci,j+1/2A_ZCi,j—1/2:| +O(A2),
La ecuacién finalmente se puede expresar como,
Gyt =Gy ﬁ [Flva2s = Filayos + Girasm — G- ] + A7),

donde,

Fiiay = Uiy, 82000 1))
Flarey = Uiy2),,A2000 1))

Gijrja = Wijp2ATALC 0/,

Gij-a2 = ij—(1/2)AxAtCZj—(1/2): (113)

y (AV);; = (Ax);(Az);. Las cuatro ecuaciones anteriores representan los flujos de

entrada y salida en las dos dimensiones para cada celda (; ;. El flujo es la cantidad

¢ que pasa por un determinado espacio AS en un determinado tiempo At, debido a

que el fluido que se esta transportando lleva una velocidad u, entonces la cantidad que

entra o sale por una determinada celda se expresa como,

F = duASAL.
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Las cuatro ecuaciones ((113)) cumplen con esta estructura, por lo que pueden represen-
tarse como flujos, ademas la variable que se esta utilizando es conservativa. La Figura

muestra la representacion del flujo entrante en una celda.

Figura 13: Representacién del flujo de entrada en una celda

La soluciéon numérica de la ecuacion ((110]) se obtiene utilizando la metodologia Flux
Corrected Transport descrita en el Capitulo [3, Primeramente se definen los flujos de

orden bajo,

FiL+(1/2),j = Qz‘L+(1/2),j“?+(1/2),j(AZ)J'N7

L L n
Gi,j+(1/2) = <z‘,j+(1/2)wi,j+(1/2)(Ax)iAt’

donde los componentes de velocidad u y w representan la velocidad intermedia de

entrada y salida entre cada celda. La velocidad intermedia se calcula con Leap-Frog
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de segundo orden,

Uit(12)) = §[U?+1,j+“§fj]7
Wi = gl T wil

Los valores espaciales de la vorticidad también se calculan para los puntos intermedios

entre cada celda,

1 n n
Cirajog = (G + Gl

1 n n
Cijrap = §[<i,j+1+@,j]'

El siguiente paso consiste en definir los flujos de orden alto,

H4 H4 n D4
Fiay = Ciray2)liras2).0im0/2580 + Fila )
H4 H4 n D4
Giiva2 = Cijra2Wiira2)Sni+/2At + F 70,

donde los componentes de velocidad Uy (1/2).50 Wi ja(1/2) S€ calculan con las férmulas
que aparecen arriba y los puntos espaciales intermedios de la vorticidad ¢ se calcula

utilizando Leap-Frog de cuarto orden,

7 1
H4 o n n n n
Ci+(1/2),j - E(gi—&—l,j + Ci,j) - E(gi—&—zj + Ci—l,j)v
7 n n 1 n n
Cfgi(lﬂ) - E(Ci,j—H + Ci,j) - E(Cz’,j—ﬂ + Ci,j—1)7

y S representa la seccién por donde pasa el flujo, Az para F* y Ax para GH#*4 y FP4,
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GP* representan los flujos disipativos de cuarto orden,

3 n n 1 n n
Fi?r%lﬂ),j = _|Uz‘+(1/2),j| [E(Czdrl,j - gzy) + E(<i+2,j - @1])} «,
D4 3 n n 1 n n
Gi+(1/2),j = _|wi,j+(1/2)| 1_6(§z',j+1 - Qi,j) + E(Ci,jw - gi,j—l) s

donde o = (Az);At y f = (Ax);At.

La siguiente parte consiste en definir los flujos antidifusivos,

H4 L
Aivary = Fiams — Faam

H4 L
Ai,j+(1/2) = Gi,j+(1/2)_Gi,j+(1/2)'

Después se calcula ¢,

1
td _ s n L L L L n
¢r=q" = M[Fi—&—(lﬂ),j — FZ 12+ Gijea — Gijoamy) + AE(p"), (114)
donde £ es una funcién que relaciona la densidad. La derivada de la densidad p con
respecto de x se discretiza con diferencias finitas centrales,

ny_ 9 Piv1j — Pic1j
f(ﬂi,j) = P [ INT ] .

El siguiente paso consiste en establecer los limites que acotan los valores méaximos y
minimos que puede tener un punto con respecto a sus puntos vecinos, con el objetivo de
evitar la formacion de picos en las regiones suaves del dominio. Primero se definen los

maximos y minimos de una determinada celda, considerando los valores de los puntos
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vecinos,

td
:—j = maX(C?ﬂ‘?Ci,j)?
_ + + o+ + +
Cig "= max(y 5, Gy Gy Cigo1s G ) (115)

C;j = mln(gzjagz,%)a

Q;n]m = min(gi_—l,j»gj»@ll,j, ;j—17Ci_,j+1)7 (116)

después se calculan las diferencias entre los maximos de los flujos antidifusivos de en-

trada y los minimos de los flujos antidifusivos de salida en una celda.

P = max(Ai_1/2);,0) — min(Aiy /2, 0) +

maX(AiJ,(l/z), O) - min(Ai’jJr(l/Q), 0) (117)

Luego se calcula la diferencia entre el valor de ¢* y el valor maximo de los puntos vecinos

que estd dado por la ecuacion (115 y se multiplica por el drea (AV); ; = (Ax);(Az);,
To= (O = AV (118)
Se calcula la proporcién entre Q1 y PT, la cual debe de estar entre 0 y 1,

Rf; = min(1,Qf;/P5). (119)

Los mismos pasos de la ecuacion ((117)) se realizan, pero ahora considerando las difer-

encias entre los maximos de los flujos antidifusivos de salida y los minimos de los flujos
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antidifusivos de entrada,

P = maX(AZ-_,_(l/Q)J, 0) — min(Ai_(l/g), 0) -+

InaX(Ai,j+(1/2), O) - min(Ai’j_(l/Q), 0), <120)

después se calcula la diferencia entre el valor de ¢ y el valor minimo de los puntos

vecinos que esta dado por la ecuacién (116)) y se multiplica por el area (AV), ;,

= (G5 = AV (121)

Se calcula la proporcién entre Q~ y P~, la cual debe de estar entre 0 y 1,

R;; = min(1,Q;;/P;)). (122)

Utilizando los resultados de las ecuaciones (119)) y (122)), se determinan los coeficientes

C que multiplicaran los flujos antidifusivos,

(
min(R;,, ., R;;) cuando A; (19, >0

41,50 ~ Vi,
Civa1/2),; = (123)
KIIliIl(Fi;’rj, ;‘HJ) cuando Ai+(1/2),j S 0

(

min(R;fjH, R;;) cuando A; ;a2 >0

Cijray2) = (124)
kmin(RJr Ri;,1) cuando A;j /) <0

27‘77

donde los coeficientes Cii(1/2),; ¥ Ci j+(1/2) siempre deben de estar entre 0 y 1. La dltima

parte de limitar los flujos antidifusivos consiste en aplicar los coeficientes calculados en
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las ecuaciones ((123)) y (124)),

C
Aivamy = Cirar2gdivase) g

AS sa = CiiraAig+as), (125)

y anular los flujos antidifusivos si se cumplen la condicién,

Airarmg = 0si Ay (G, — %) <0,

Aijrary = 0siAijra(Ch, — %) <0 (126)

El ultimo paso de la metodologia consiste en agregar la correccion hecha de los flujos

antidifusivos a la ecuacion ([114)),

Gl =G5 = AV AR s — AL e+ A — Ala)] - (127)

4.4.2 Solucién numérica de la ecuacion dedensidad

La ecuacion (26) del modelo matematico, es una ecuacién diferencial parcial no lineal,
homogénea de primer orden en p. Esta ecuaciéon se resuelve numéricamente utilizando
la metodologia al igual que en la seccién anterior. Primeramente se definen los flujos

de orden bajo,

Fflamy = Pivamgtivae, (82);AL

L L n
Gi,j+(1/2) = pi,j+(1/2)wi,j+(1/2)(A‘T)iAt7
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donde los componentes de velocidad u y w, representa la velocidad intermedia de en-

trada y salida entre cada celda,

uivayy = gl gl
Wiisam = 5l T wil

Los valores espaciales de la densidad también se calculan para los puntos intermedios

entre cada celda,

P¢L+(1/2),j = 2[p?+1,j+p2j]a

1 n n
piL,j+(1/2) = §[pi,j+1+pi,j]'

y S representa la seccién por la que el flujo pasa, para el caso de F'¥ es Az y para G

es Ax. El siguiente paso consiste en definir los flujos de orden alto,

H4 H4 4
Fi+(1/2),j = /)i+(1/2),juz‘+(1/2),j(AZ>jAt+Fi+(1/2),j7

Gfﬁum) = Pf{,ﬁu/z)wi,jﬂl/z)(Aiﬂ)iAt + E]Ziu/g),
Los puntos intermedios de la densidad p, estan dados por la siguiente relacion,

7 N "
pff(l/g),j = E(pi+1,j + Pz‘,j) - E(Pz‘+2,j + pi—l,j)’

7 T 7 1 T 7
Pigryy = E(Pi,jﬂ +pi;) — E(pz’,j—ﬂ +07io1);
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p" representa la densidad en un tiempo anterior y FP4 GP* representan los flujos

disipativos de cuarto orden,

3 T n 1 n n
Fllyms = —luirag,l {E(Pm,j — pig) + E(pi-‘rlj - Pz‘—l,j)} @,
D4 3 n n 1 n n
Gi+(1/2),j = _lwi,j+(1/2)| E(pi,j-i-l - pi,j) + E(pi’jﬂ - pi,j—l) .

donde a = AS; (1/2);At" y B = AS; j11/2)At". Después se definen los flujos antidifu-

sivos,

H4 L
Aivaras = Fiiay, — Faase)y

H4 L
Aijrary = Gigragp — Gijrag-

Se calcula p'?,

1
td __ n I I . 5
pr=p = M[Fi—i—(l/?),j —FZa2,;t Giiranm — Gii—aml (128)

Los limites que se utilizan para la densidad son los mismos que se utilizan para la

vorticidad en la seccién anterior,

+ _ - wn td
pi; = max(pi,j", p;s),
mar o __ + + + + +
Pij = maX(pi—l,j7 Pijs Pit1,55 Pig—1s pi,j—l—l)?
— o : n td
piy = min(p}s, piy),

min

Pij = max(pifl,ppi,ﬁpz’+1,j7pi,jflvpi,j+1)7
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Los valores de P, QF;, R, P, Qi R estan dados por las ecuaciones (117H122) y
la seleccién de los coeficientes que limitan a los flujos antidifusivos estan dados por
(1234126)). Finalmente se aplica la correccién de los flujos antidifusivos a la ecuacion

(1128)),

Pt = pl — AVMAL s — AL sy + AL — AS ) (129)

4.4.3 Diferencias finitas cercanas a la frontera

Para calcular los valores en los puntos que colindan con la frontera, es necesario utilizar
otras aproximaciones numeéricas. La posicion relativa que tiene un punto respecto a la
frontera determina que ecuacién se debe utiliza para aproximar su valor; si se requiere
calcular los puntos ubicados préximos a la frontera AF y los que se encuentran a la

derecha del obstaculo en la direccion de z, se utilizan las siguientes relaciones,

1
(¢Z+2j + 2¢z] ¢’L+1 ])

7
H4 n n
Dir(1/2)) = E(¢i+1,j + iy) — 12

3. n 1
Fz+(1/2) = 1_6(¢i+1,j - ¢”) + E((b”Q] 2¢” + ¢z+1 ])

donde ¢ es una varible que puede representar la vorticidad ¢ o la densidad p. Los
puntos que se encuentran a la izquierda del obstaculo y antes de la frontera DE en la
direccion x se calculan utilizando las siguientes relaciones,

7 s n 1 s s s
¢f—1|-4(1/2),j = E(¢i+1,j + ¢¢,j) - E(2¢i+1,j - ¢i,j + ¢i+1,j)7

3 n n 1 n n n
FD%l/Q),j = 1_6(¢i+1,j - Qbij) + 1_6(2¢7;+1,j - ¢ij - z'fl,j)‘

) )
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Los puntos que se encuentra por debajo de la fronteras AB, C'D y debajo del obstaculo

en la direccion z, se calculan con utilizando las siguientes relaciones,

7 s n 1 s 7 7
¢fji(1/2) = E(¢i,j+1 + Cb”) - E(2¢i,j+l - ¢i,j + ¢i,j—1)a

3 s s ]' s (s T
Figi(l/Q) = E(@,jﬂ - @j) + 1_6(2¢i,j+1 - (bi,j - (bi,jfl)’

Finalmente los puntos que se encuentran por abajo del obstaculo y arriba de la frontera

F'E se calculan utilizando las siguientes relaciones,

1

7 n n
Bigr(i/2) = 75 (Bjer T 1) — o

19 (2071 — &+ 5-1),

]‘ n n n
_(2¢i,j+1 - ¢” - (bi,jfl)'

3 n n
_(¢i,j+1 - ¢U) + 16

FD4 —
(1/2 = 16

Z7j+
4.5 Solucién numérica del vector de velocidad

La solucién numérica del vector velocidad u con componentes (u, v), se calcula numéricamente
con la relacién de la funcién corriente, ecuacion (29). La solucién numérica se aprox-
ima con diferencias finitas centrales de segundo orden para todos los puntos que no se

encuentran en la frontera, utilizando la siguientes relaciones,

S Viipr — Vi
B 2Az ’
Vi1 — i
noo= : = 130
wl,j QA:E ( )

Los valores del vector de velocidad u en la frontera también son obtenidas numéricamente
a partir de la funcién corriente 1. La componente de velocidad en la horizontal u, para

la frontera FE (Figura 4) se aproxima numéricamente con la siguiente relacién de
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segundo orden,

= Wip — 30 — Vi
i

! 20z ’

y para las fronteras AB y C'D con la siguiente relacién,

un Vinr—o — 4050 + 301y
»H 2Ay ’

donde M es el nimero total de puntos discretos en la coordenada vertical z.

n n n
n wpmpj—Q T 4¢pi7pj—1 + 3¢pz‘7pj

uPtu - IA 2 ) (131)

donde (p;, p;) son pares ordenados que pertenecen al conjunto de puntos que conforma
el dominio irregular del obstaculo.
Para calcular w en la frontera AF se utiliza la siguiente aproximacién de segundo

orden,
Wy = 2Azx ’

y para w en la frontera DFE se utiliza la siguiente aproximacion de segundo orden,

n _w%q,j - 4%{/71,3‘ + 3¢nN,j

w" =
L 2Azx ’

donde N es el numero total de puntos discretos en la coordenada x.

4.6 Condiciones de frontera en la frontera abierta

Las condiciones de frontera a lo largo de la frontera abierat DE que se implementan en
este trabajo para solucionar numéricamente el modelo matematico son dos, condiciones

de frontera periddicas y condiciones de radiacion.
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4.6.1 Condiciones periddicas

Las condiciones de frontera periddicas tienen el mismo valor cada cierto intervalo (pe-
riodo), por ejemplo, sea ¢ una funcién que pertenece a R!, la condicién de frontera
asignada para un punto x, inicial ¢(xg) = ¢, se asigna para otro punto en ¢(xg + kt),
donde k es el intervalo que divide cada periodo y t es un ntimero entero que representa
el periodo.

En este trabajo las condiciones peridédicas se aplican sobre la coordenada espacial z

en la entrada y salida del sistema,

¢($0> th) = ¢($n> z,tn) = f(2,1),

donde ¢ representa la vorticidad (¢), densidad (p) o funcién corriente (v), ¢ y x,, los
periodos, t el tiempo en el cual se aplican estas condiciones y f(z,t,) es una funcién

que asigna el valor que tiene en la frontera segin el tiempo y la altura.

4.6.2 Condiciones de radiacion

Las condiciones de radiacién utilizan la ecuacién de onda en una dimension para calcular
los valores en la frontera,

—4é— =0 (132)

donde ¢ puede ser la vorticidad ¢ o densidad p o funcién corriente ¢ y ¢ es la velocidad

de propagacion de onda que debe ser calculada,

. (133)

(2
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La ecuacién ((133]) se discretiza con diferencias finitas hacia atrds temporalmente y
espacialmente en el punto B — 1, donde B representa el ultimo punto en la coordenada

horizontal x,

n n—1
a— Az Qbel,j — ¥B-1,5
- n—1 n—1 )
At B—2j ¢B—1,j
definimos,
. At
r=—cC
Ax

cuyo valor debe estar en el siguiente intervalo 0 < 7 < 1 segin se menciona en el trabajo
de Miller y Thorpe (1981).
La ecuacién (132]) se discretiza temporalmente con diferencias finitas hacia adelante

y diferencias finitas hacia atras en el punto B,

¢%+'1 _ ¢% o éAt |:¢%,‘] - ¢%—1,j:|
7] 7] )

Ax

At
reemplazamos A Cporien la ecuacién anterior y obtenemos,
x
n+1 _ ~ A n
By = 0p;(1—7)+7d% 4,

que finalmente se puede expresar como,

nBJrjl _ ¢%,j (gb%,l’j — %_—:LQ,jl) B ¢%n:11] ((b%—l,j B %_—11,]'). (134)
’ (05-1; — PB-2;)

Una vez obtenidas todas las aproximaciones numéricas necesarias para resolver el
modelo matematico (26129)), bajo el dominio previamente descrito, es momento de re-
solver nuuméricamente el problema fisico que se plantea en este trabajo. En el siguiente

capitulo se presentan los resultados correspondientes a las variables involucradas en el



modelo matematico utilizando diferentes parametros.
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Capitulo 5

Resultados numéricos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al solucionar numéricamente el
modelo matemaético presentado en el Capitulo [2| que describe el flujo de un fluido no
hidroestatico, incompresible, estratificado pasando por un obstaculo en dos dimensiones
espaciales . Los diferentes resultados presentados corresponden a las diversas

velocidades y condiciones de frontera implementadas.

5.1 Solucién numérica del modelo matematico en un tunel de laboratorio

Se resuelve numéricamente el modelo matematico que describe el comportamiento de un
fluido no hidroestatico, incompresible, fluyendo a través de un obstaculo en dos dimen-
siones espaciales (26H29)), con los esquemas numéricos planteados en el Capitulo 4| . La
solucion numérica se realiza en un dominio irregular, el cual consiste en un rectangulo
con un obstaculo triangular situado en la parte media superior. Inicialmente el fluido se
encuentra en reposo, en seguida comienza a ser acelerado hasta un tiempo t,, y después
de haber transcurrido en el tiempo t,, el fluido deja de ser acelerado y mantiene una
velocidad constante U en la frontera de entrada AF (Figura 4)) del dominio. Inicial-
mente la estratificacion del fluido consiste en dos capas de densidades diferentes p;, p,
y una capa intermedia (interface) delgada que tiene una variacién lineal entre los val-
ores de las dos densidades. Las condiciones para la frontera abierta DE del sistema
se mantiene periddica durante el tiempo ¢, mientras el fluido es acelerado, después se

utilizan diferentes condiciones de frontera y se muestran los diversos resultados.
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5.1.1 Dominio

El dominio consiste en un tunel rectangular con un obstaculo triangular situado en
el centro del rectangulo en la parte media superior. El rectangulo tiene, 512 cm. de
longitud por 70 cm. de profundidad, la Figura[d muestra la geometria del domino, donde
L representa la longitud del rectangulo, H la profundidad, J representa el espesor de
la interface, d la altura que tiene la capa superior de densidad p;, p; y p, representan
las dos densidades, donde p, > p,. El tridngulo se situa en la parte superior del

rectangulo, en el punto (L/2, H) con longitud media [ = 16 ¢m. y altura h = 5.5 cm.,

U (t) representa la velocidad de entrada al tiempo t, AF, DE, F'E, AD representan cada
una de las cuatro fronteras del sistema y Zyax = Zmax () €s una funcién que determina

la altura de la frontera superior con respecto a la posicion en la coordenada x, ecuacion

(31).

5.1.2 Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales que tiene el fluido en todo el dominio espacial al tiempo t =
0, son condiciones estacionarias es decir el fluido se encuentra en reposo. La Tabla
muestra el valor inicial que tiene cada una de las variables, donde (u,w) son las
componentes del vector de velocidad u, ¢ es la vorticidad, p es la densidad y v es la

funcién corriente.
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Tabla Il: Condiciones iniciales que satisface el modelo matematico.

] Variable \ Condiciones iniciales ‘

((z,2,0) 0
U(x, z,0) 0
u(z, z,0) 0
w(z, z,0) 0
p(z,z,0) G(2)

donde G(z) es una funcién que relaciona el valor de la densidad con la altura en la

coordenada z, ecuacién (30)).

5.1.3 Simulaciones realizadas

Se corrieron 2 conjuntos de simulaciones diferentes, segin el tipo de condicién de fron-

tera implementada,
e Condiciones periddicas.
e Condiciones de radiacion.

En cada caso se muestran resultados para diferentes valores de la velocidad de entrada

Uy, tiempo de aceleracion ¢, y las variables involucradas en el modelo,

e Lineas de corriente.

e Vorticidad.

e Interfaz de la densidad (en algunos casos), donde esta se calcula como p; + Ap/2.

e Campo de velocidades (en algunos casos).
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5.2 Experimento con condiciones periddicas

El primer experimento consiste en resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
29) implementando los esquemas numéricos presentados en el Capitulo , en el dominio
que se muestra en la Figura[d] con condiciones periédicas para la vorticidad ¢, densidad
p v funcién corriente v en las fronteras AF y DE para todo el tiempo ¢ > 0 (estas
condiciones se resumen en la Tabla . La discretizacion del domino espacial se logra
utilizado una malla de N = 1024 puntos en la coordenada horizontal z y M = 140
puntos en la coordenada vertical z; la discretizacién en el tiempo utiliza T° = 3000

pasos en el tiempo.

Tabla Ill: Condiciones de frontera para la vorticidad, densidad y funcién corriente para todo
el tiempo t > 0, utilizando condiciones periédicas en AF y DFE para todo el tiempo ¢t > 0.

’ Variable \ Frontera \ Condiciones de frontera ‘
€(0, z,t) AF 0
C(L, z,t) DE 0
((x,0,1) FE 0

C(z, Zmax (), 1) AD 0
(0, z,t) AF F(z,t)
W(L, z,t) DE F(z,t)
Y(z,0,1t) FE

W(x, Zmas (), ) AD F(H,t)
p(0, z,t) AF G(z)
p(L, z,t) DE G(z)
p(z,0,t) FE Ps

P(T, Zmax(7), 1) AD P1

En la Tabla anterior G(z) es la funcién que relaciona la densidad con la altura,
descrita en la ecuacién (30) y F(z,t) es una funcién que relaciona la el valor de la

funcién corriente con la altura, ecuacién (32)). Las componentes de velocidad se calculan
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numéricamente como se muestra en el Capitulo [d Los pardmetros del experimento se
muestran en la Tabla[[V] donde las dos densidades deben satisfacer la siguiente relacién

1 — py/py = .021, segin se propone en el experimento que realiza Cummins y Vallis

(1994).

Tabla IV: Pardmetros del primer Experimento.

Parametro \ Valor ‘
P 1.029 g/cm?.
Do 1.007 g/cem?.
Po 1 g/em®.
ta 10 s.

Uo 8 cm/s.
0 1 em.
d 11 em.
At .01
Ax, Az D
N 1024
M 140
T 3000

El experimento nimerico se ejecuto por un total de 3000 iteraciones en el tiempo
lo cual son 30 segundos de simulacién. En una cluster de 12 procesadores intel a 2.1
GHz y 30 GB en memoria RAM, con una duracién aproximada de 6 horas 40 minutos,

cada iteracién en el tiempo tardaba aproximadamente 8 segundos utilizando un solo

procesador.



a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s. b) Lineas de Corriente al tiempo: 5 s.
70 70 \V/
# 100 ——— A — 250
60 60
50 80 50 200
= 40 = 40

5 60 g 150
N 30 N 30

40 100
20 20

10 20 10 50
0 0
0 200 400 0 200 400
X [em] X [cm]
¢) Lineas de Corriente al tiempo: 7 s. d) Lineas de Corriente al tiempo: 9 s.

70 3 7 70 /

60 350 60 % = =
W ﬁ/;f
] I
—_— 300 —_— 400

50 50

250
T 40 g 40 300
O, 200 O,
N 30 150 N 30 200

e — 100 20 -

10 50 10

0 0
0 200 400 0 200 400
x [cm] x [cm]

Figura 14: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900
iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura muestra las lineas de corriente que corresponde a la variable de la
funcion corriente después 2, 5, 7, 9 segundos, en todo el dominio con velocidad de entrada
de 8cm/s. La Figura [15| muestran los mismos valores de la funcién corriente pero con

un acercamiento en el obstaculo.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s.
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Figura 15: Acercamiento a las lineas de corriente en la parte irregular del dominio después

de a) 200 b) 500 c¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo, con At = .01.
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Figura 16: Acercamiento a las lineas de corriente en la parte irregular del dominio después

de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura [16| muestra los resultados de la funcién corriente al resolver numérica-

mente el mismo experimento pero modificando el parametro del tiempo de aceleraciéon

t, a 5 segundos y velocidad de entrada Uy a 8cm/s.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s. b) Lineas de Corriente al tiempo: 5 s.
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Figura 17: Acercamiento a las lineas de corriente en la parte irregular del dominio después
de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura[I7|muestra los resultados de la funcién corriente al resolver numéricamen-
te el mismo experimento pero modificando los parametros del tiempo de aceleracion t,

a b segundos y velocidad de entrada Uy a 4em/s.
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Figura 18: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 c) 700 d)
900 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura |18 muestra la interfaz de la densidad después de 2,5,7,9 segundos con

Up = 8m/s y t, = 10s. La interfaz es la capa que divide las dos densidades y es

equivalente a una densidad de 1.018 g/cm

. La Figura |19 muestra la misma interfaz

con un acercamiento en la parte irregular del domino.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 2 s.
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Figura 19: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 2 s.
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Figura 20: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura muestra los resultados de la interfaz de la densidad al solucionar

numéricamente el mismo experimento pero modificando el parametro de tiempo de

aceleracién t, a 5 segundos y velocidad de entrada Uy a 8cm/s.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 2 s.
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Figura 21: Acercamiento de la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura muestra los resultados de la interfaz de la densidad al solucionar

numéricamente el mismo experimento pero modificando los parametros de tiempo de

aceleracién t, a 5 segundos y velocidad de entrada Uy a 4em/s.
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Figura 22: Vorticidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 ¢) 700 d) 900 pasos
en el tiempo con At = .01.

La Figura[22|representa la vorticidad después de 2,5, 7,9 segundos, con velocidad de

entrada Uy = 8c¢m/s y tiempo de aceleracién ¢, = 10 segundos. La Figura [23| muestra

el mismo valor de vorticidad con un acercamiento en la parte irregular del dominio.



111

70

65

55

50
240 260 280 300 320

70

65

55

a) Vorticidad al tiempo: 2 s.

x [cm]

c¢) Vorticidad al tiempo: 7 s.

e SN —
. v %—\K

50
240 260 280 300 320

x [cm]

0.8

0.6

0.4

0.2

70

65

50
240 260 280 300 320

70

65

50
240 260 280 300 320

b) Vorticidad al tiempo: 5 s.

14 AN L AN

x [cm]

d) Vorticidad al tiempo: 9 s.

A

x [cm]

2.5

Figura 23: Acercamiento de la vorticidad cerca de la parte irregular del dominio después de
a) 200 b) 500 c¢) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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Figura 24: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 200 b)
500 ¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura [24] muestra el campo de velocidad cerca de la region irregular del dominio

después de 2,5,7,9 segundos. El campo de velocidad corresponde a los vectores de

velocidad con componentes de velocidad (u,w), con velocidad de entrada Uy = 8cm/s

y tiempo de aceleracién t, = 10 segundos.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 15 s. b) Lineas de Corriente al tiempo: 20 s.
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Figura 25: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d)
3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura[25 muestra las lineas de corriente que corresponden a la funcién corriente
a los 15,20,25,30 segundos, con velocidad de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de acele-
racion t, = 10 segundos. La Figura [26] muestra las mismas lineas de corriente con un

acercamiento en la parte irregular del dominio.
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Figura 26: Acercamiento a las lineas de corriente cerca de la parte irregular del dominio

después de a) 1500 b) 2000 c¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.
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Figura 27: Acercamiento a las lineas de corriente cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 1500 b) 2000 c¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura [27] muestra los resultados de la funcién corriente al resolver numérica-
mente el mismo experimento pero modificando el parametro del tiempo de aceleraciéon

t, a b segundos y velocidad de entrada Uy a 8cm/s.
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Figura 28: Acercamiento a las lineas de corriente cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura 28 muestra los resultados de la funcién corriente al resolver numéricamen-

te el mismo experimento pero modificando los parametros del tiempo de aceleracion t,

a b segundos y velocidad de entrada Uy a 4em/s.
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Figura 29: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 1500 b) 2000 c)
2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura [29] muestra la interfaz de la densidad después de 15, 20, 25, 10 segundos,

con velocidad de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de aceleracién ¢, = 10s. La Figura

muestra la misma interface con un acercamiento en la parte irregular del dominio.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 15 s. b) Interfaz de la densidad al tiempo: 20 s.
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Figura 30: Acercamiento a la Interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del domino
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 15 s. b) Interfaz de la densidad al tiempo: 20 s.
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Figura 31: Acercamineto a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del domino
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura [31) muestra los resultados de la interfaz de la densidad al resolver numéri-
camente el mismo experimento pero modificando el parametro del tiempo de aceleracion

t, a b segundos y velocidad de entrada Uy a 8cm/s.
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Figura 32: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del domino
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura [32] muestra los resultados de la interfaz de la densidad al resolver nu-

méricamente el mismo experimento pero modificando los parametros del tiempo de

aceleracién t, a 5 segundos y velocidad de entrada Uy a 4em/s.
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a) Vorticidad al tiempo: 15 s. b) Vorticidad al tiempo: 20 s.
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Figura 33: Vorticidad en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000
iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura representa la vorticidad después de 15,20,25,30 segundos en todo el
dominio, con velocidad de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de aceleracién ¢, = 10 segun-
dos. La Figura [34] muestra la misma variable de vorticidad con un acercamiento en la

parte irregular del dominio.
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Figura 34: Acercamiento a la vorticidad cerca de la parte irregular del domino después de a)

1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.
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a) Campo de velocidad al tiempo: 15 s.
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Figura 35: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 1500 b)
2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura[35|representa el campo de velocidad que se genera después de 15, 20, 25, 30

segundos, con velocidad de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de aceleracién ¢, = 10

segundos, cerca de la parte irregular del domino.
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Figura 36: Distribucién de la densidad en todo el domino después de 3000 iteraciones en el
tiempo con At = .01.

La Figura [36| representa la distribucion de densidades del fluido donde el color més
obscuro corresponde a la de mayor densidad y los colores mas claros corresponden a
las densidades menores. La distribucion que se muestra es generada después de 30
segundos con condiciones periddicas, velocidad de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de

aceleracion t, = 10 segundos.
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5.3 Experimento con condiciones de radiacién en la frontera abierta, con

velocidad de entrada de 8 cm/s

El segundo experimento consiste en resolver el sistema de ecuaciones (26129) utilizando
los esquemas numéricos presentados en el Capitulo [} sobre el dominio fisico repre-
sentado por la Figura Se usan condiciones periédicas en la frontera abierta DE
del sistema durante un tiempo t,, después se utilizan condiciones de radiaciéon. Las
condiciones de fronteras para la vorticidad, funcién corriente y densidad para t > 0 se
resumen en la Tabla[V] Los pardmetros utilizados para este experimento se resumen en

la Tabla [V

Tabla V: Condiciones de frontera para la vorticidad, densidad y funcién corriente para todo
el tiempo t > 0, utilizando condiciones de radiacion en la frontera abierta del sistema DFE.

’ Variable ‘ Frontera ‘ Condiciones de frontera ‘
€(0,z,t) AF 0
C(L, z,t) DE P(L,z,t)
¢(z,0,t) FE 0

C(x, Zmax(T), 1) AD 0
(0, 2, t) AF F(z,t)
W(L, z,t) DFE Q(L, z,t)
P(z,0,t) FE 0

00 maa(2),8) | AD F(H, 1)
p(0, z,t) AF G(z)
p(L, z,t) DFE R(L,z,t)
p(x,0,t) FE P
P, Zmax(@), 1) AD P1

En la Tabla anterior G(z) es la funcién que relaciona la densidad con la altura,
descrita en la ecuacion , F(z,t) es una funcién que relaciona la el valor de la funcién

corriente con la altura, ecuacién (32) y P, @, R representan las condiciones de radiacién
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(134) para (,p,1 respectivamente, donde por ejemplo P representa la ecuacién que

resulta de aproximar las condiciones de radién remplazando ¢ por ¢ en ((134)).

Tabla VI: Parametros del Experimento.

Parametro ‘ Valor ‘
01 1.029 g/cm3.
P 1.007 g/cm?.
Po 1 g/em?.
ta 5 s.

Up 8 cm/s.
) 1 em.
d 11 em.
At .01
Ax, Az D
N 1024
M 140
T 3000

El experimento nimerico se ejecuté por un total de 1000 iteraciones temporales que
representan 30 segundos de simulacién en una cluster de 12 procesadores intel a 2.1 GHz
y 30 GB en memoria RAM, con una duraciéon aproximada de 9 horas, cada iteracion

en el tiempo tardaba aproximadamente 8 segundos utilizando un solo procesador.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s. b) Lineas de Corriente al tiempo: 5 s.
70 V 70 V
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= 40 = 40
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0 0
0 200 400 0 200 400
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¢) Lineas de Corriente al tiempo: 7 s. d) Lineas de Corriente al tiempo: 9 s.
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0 200 400 0 200 400
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Figura 37: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900
iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura muestra las lineas de corriente que corresponde a la variable de la
funcion corriente después 2,5,7,9 segundos, en todo el dominio con velocidad de entrada
de 8cm/s. La Figura |38 muestra los mismos valores de la funcién corriente pero con

un acercamiento en el obstaculo.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s.
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b) Lineas de Corriente al tiempo: 5 s.
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Figura 38: Acercamiento a las lineas de corriente en la parte irregular del dominio después

de a) 200 b) 500 c¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo, con At = .01.
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Figura 39: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 c) 700 d)
900 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura [39] muestra la interfaz de la densidad después de 2,5,7,9 segundos. La

Figura muestra la misma interfaz con un acercamiento en la parte irregular del

dominio.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 2 s.
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Figura 40: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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Figura 41: Vorticidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 ¢) 700 d) 900 pasos
en el tiempo con At = .01.

La Figura representa la vorticidad después de 2,5,7,9 segundos en todo el

domino.

en la parte irregular del dominio.

Las Figura muestra el mismo valor de vorticidad con un acercamiento



132

70

65

55

70

65

z [cm]
3

55

a) Vorticidad al tiempo: 2 s.

50
240 260 280 300 320

x [cm]

c¢) Vorticidad al tiempo: 7 s.

o ¥

50
240 260 280 300 320

x [cm]

15

0.5

b) Vorticidad al tiempo: 5 s.

70

50
240 260 280 300 320
X [cm]

d) Vorticidad al tiempo: 9 s.
70

65

5 60
~ \
F

50
240 260 280 300 320
x [cm]

Figura 42: Acercamiento a la vorticidad cerca de la parte irregular del dominio después de a)
200 b) 500 ¢) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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a) Campo de velocidad al tiempo: 2 s.
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b) Campo de velocidad al tiempo: 5 s.

Figura 43: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 200 b)
500 ¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura 43| muestra el campo de velocidad en la regién irregular del dominio des-

pués 2,5,7,9 segundos. El campo de velocidad corresponde a los vectores de velocidad

con componentes de velocidad (u, w).



a) Lineas de Corriente al tiempo: 15 s.

b) Lineas de Corriente al tiempo: 20 s.
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Figura 44: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d)
3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura[44] muestra las lineas de corriente que corresponden a la funcién corriente
a los 15,20,25,30 segundos. La Figura[45] muestra las mismas lineas de corriente con un

acercamiento en la parte irregular del dominio.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 15 s.
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Figura 45: Acercamiento a las lineas de corriente cerca de la parte irregular del dominio

después de a) 1500 b) 2000 c¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.



136

70
60

507

N 30t
20+
10t

a) Interfaz de la densidad al tiempo: 15 s.

0 100 200 300 400 500
X [cm]

c) Interfaz de la densidad al tiempo: 25 s.

. g !
0 100 200 300 400 500
X [cm]

70
60

50t

N 30t
20t
10t

b) Interfaz de la densidad al tiempo: 20 s.

w
0 100 200 300 400 500
x [em]

d) Interfaz de la densidad al tiempo: 30 s.

M
d
0 100 200 300 400 500
x [cm]

Figura 46: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 1500 b) 2000 c)
2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura 46| muestra la interfaz de la densidad después de 15,20, 25, 30 segundos.

La Figura [47) muestra la misma interfaz con un acercamiento en la parte irregular del

domino.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 15 s. b) Interfaz de la densidad al tiempo: 20 s.
70 ; \ \ \ 70 " \ \ \
6571
5 60
N
55¢
50 : : : : 50 : : : :
240 260 280 300 320 240 260 280 300 320
X [cm] x [em]
c) Interfaz de la densidad al tiempo: 25 s. d) Interfaz de la densidad al tiempo: 30 s.
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Figura 47: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del domino
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.
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a) Vorticidad al tiempo: 15 s.
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Figura 48: Vorticidad en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000

iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura 48| representa la vorticidad después de 15,20, 25, 30 segundos en todo el

dominio. Las Figura |49 muestra la misma variable de vorticidad con un acercamiento

en la parte irregular del dominio.
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a) Vorticidad al tiempo: 15 s. b) Vorticidad al tiempo: 20 s.
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Figura 49: Acercamiento a la vorticidad cerca de la parte irregular del domino después de a)
1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.
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a) Campo de velocidad al tiempo: 15 s.
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Figura 50: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 1500 b)
2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura |50 representa el campo de velocidad que se genera después de 15,20, 25

y 30 segundos cerca de la parte irregular del domino y corresponde a los vectores de

veloci

dad con componentes (u, w).
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Figura 51: Distribucién de la densidad en todo el domino después de 3000 iteraciones en el
tiempo con At = .01.

La Figura [51] representa la distribucion de la densidad donde el color mas obscuro
corresponde a la mayor densidad y los colores mas claros corresponden a las densidades
menores. La distribucién que se muestra es generada después de 30 segundos con

condiciones de radiacién en la frontera abierta.
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5.4 Experimento con condiciones de radiacién en la frontera abierta, con

velocidad de entrada de 12 cm/s

El tercer experimento consiste en resolver el sistema de ecuaciones (26129)) sobre el
dominio fisico representado en la Figura [l Se utilizan condiciones periédicas en la
frontera abierta del sistema durante un tiempo t,, después se utilizan condiciones de
radiacion, las demas fronteras satisfacen las condiciones establecidas en la Tabla

Los pardmetros utilizados para este experimento se resumen en la Tabla [VIII

Tabla VII: Condiciones de frontera para la vorticidad, densidad y funcién corriente para todo
el tiempo t > 0, utilizando condiciones de radiacion en la frontera abierta del sistema DFE.

’ Variable ‘ Frontera ‘ Condiciones de frontera ‘
€(0, z,1t) AF 0
C(L, z,t) DE P(L,z,t)
((z,0,t) FE 0

C(z, Zmax (), 1) AD 0
(0, z,t) AF F(z,t)
W(L, z,t) DE Q(z,1t)
P(x,0,t) )

(@, imae(2),1) | AD F(D.1)
p(0, z,t) AF G(z)
p(L, z,t) DE R(z,t)
p(x,0,1) ) P

o(@, imas2),) | AD o

En la Tabla anterior G(z) es la funcién que relaciona la densidad con la altura,
descrita en la ecuacion , F(z,t) es una funcién que relaciona la el valor de la funcién
corriente con la altura, ecuacién (32) y P, @, R representan las condiciones de radiacién
para (, p,v¢ respectivamente, donde por ejemplo P representa la ecuacién que

resulta de aproximar las condiciones de radién remplazando ¢ por ¢ en ((134)).
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Tabla VIII: Parametros del Experimento.

Parametro \ Valor ‘
P 1.029 g/cm?®.
s 1.007 g/cm3.
Po 1 g/em?.
ta 9 s.

Up 12 em/s.

) 1 em.

d 11 em.

At .01
Ax, Az D

N 1024

M 140

T 1000
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Figura 52: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900
iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura muestra las lineas de corriente que corresponde a la variable de la

funcion corriente después 2,5,7,9 segundos, en todo el dominio con velocidad de entrada

de 8cm/s. La Figura |53 muestra los mismos valores de la funcién corriente pero con

un acercamiento en el obstaculo.
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a) Lineas de Corriente al tiempo: 2 s.
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Figura 53: Acercamiento a las lineas de corriente en la parte irregular del dominio después

de a) 200 b) 500 c¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo, con At = .01.
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Figura 54: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 c) 700 d)
900 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura muestra la interfaz de la densidad después de 2,5,7,9 segundos en

todo el dominio. La Figura [55] muestra la misma interfaz con un acercamiento en la

parte

irregular del domino.
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a) Interfaz de la densidad al tiempo: 2 s.
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Figura 55: Acercamiento a la Interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del dominio
después de a) 200 b) 500 c) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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Figura 56: Vorticidad en el dominio completo después de a) 200 b) 500 ¢) 700 d) 900 pasos
en el tiempo con At = .01.

La Figura [56| representa la vorticidad después de 2,5,7,9 segundos en todo el do-

minio. La Figura |57 muestra el mismo valor de vorticidad con un acercamiento en la

parte irregular del dominio.
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Figura 57: Acercamiento a la vorticidad cerca de la parte irregular del dominio después de a)
200 b) 500 ¢) 700 d) 900 pasos en el tiempo con At = .01.
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Figura 58: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 200 b)
500 ¢) 700 d) 900 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura 58 muestra el campo de velocidad en la regién irregular del dominio des-

pués 2,5,7,9 segundos. El campo de velocidad corresponde a los vectores de velocidad

con componentes de velocidad (u, w).
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Figura 59: Lineas de corriente en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d)
3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.

La Figura[59 muestra las lineas de corriente que corresponden a la funcién corriente

a los 15,20,25,30 segundos en todo el dominio. La Figura [60] muestra las mismas lineas

de corriente con un acercamiento en la parte irregular del dominio.
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Figura 60: Acercamineto a las lineas de corriente cerca de la parte irregular del dominio

después de a) 1500 b) 2000 c¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo, con At = .01.
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Figura 61: Interfaz de la densidad en el dominio completo después de a) 1500 b) 2000 c)
2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.

La Figura |61] muestra la interfaz de la densidad después de 15,20, 25, 30 segundos.

La Figura [62] muestra la misma interfaz con un acercamiento en la parte irregular del

domino.
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Figura 62: Acercamiento a la interfaz de la densidad cerca de la parte irregular del domino
después de a) 1500 b) 2000 c) 2500 d) 3000 pasos en el tiempo con At = .01.
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Figura 63: Vorticidad en todo el dominio después de a) 1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000

iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figura (63| representa la vorticidad después de 15, 20,25, 30 segundos en todo el

dominio. La Figura |64 muestra la misma variable de vorticidad con un acercamiento

en la parte irregular del dominio.
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1500 b) 2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.
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Figura 65: Campo de velocidad cerca de la parte irregular del domino después de a) 1500 b)
2000 ¢) 2500 d) 3000 iteraciones en el tiempo con At = .01.

La Figural65|representa el campo de velocidad que se genera después de 15, 20, 25, 30

segundos cerca de la parte irregular del domino y corresponde a los vectores de velocidad

con componentes (u,w).
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Figura 66: Distribucién de la densidad en todo el domino después de 3000 iteraciones en el
tiempo con At = .01.

La Figura |66 representa la distribucion de la densidad donde el color mas obscuro
corresponde a la mayor densidad y los colores mas claros corresponden a las densidades
menores. La distribucién que se muestra es generada después de 30 segundos con

condiciones de radiacién en la frontera abierta.
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5.5 Discusion

Los resultados numéricos obtenidos en el primer experimento con condiciones periddicas
en el flujo de salida, varian ligeramente en los primeros 10 segundos de simulacion con
el tiempo de aceleracién de 10 y 5 segundos, de hecho parecen tener el mismo com-
portamiento a los 5 segundos, cuando el primer caso con ¢, = 10s ain estd siendo
acelerando, mientras que el segundo y tercer caso con t, = 5s ya tiene una velocidad
uniforme en el flujo de entrada. Las diferentes diferentes velocidades que se implemen-
taron en el primer experimento tampoco presentan muchos cambios en los primeros
10 segundos de simulacién, solamente se observan unas ondas ligereamente mas pro-
longadas cerca del obstaculo cuando se tiene una mayor velocidad de entrada. Los
resultados después de los 10 segundos son muy similares para los dos casos con ve-
locidad de entrada de 8c¢m/s sin importar los tiempos de aceleracién, sin embargo si
parecen variar con respecto del experimento con velocidad de entrada de 4cm/s, en el
que se observa que las ondas se comienzan a generar justo arriba del obstaculo mientras
que en los otros dos con velocidad de entrada mayor parecen moverce al lado derecho
de este.

Los resultados numéricos obtendios de los dos experimentos con condiciones de
radiacién, tambien presentan una gran similitud en los primeros 10 segundos de simu-
lacion, la unica diferencia notable, es que la onda que se genera a un lado del obstaculo
parece tener mayor amplitud cuado se tiene una mayor velocidad; después de los 10 se-
gundos de simulacion los dos experimentos se comportan de diferente manera, mientras
que el experimento con velocidad de 8c¢m/s se generan unas pequenas ondas cerca de la
frontera de salida, en el experimento con velocidad de 12cm/s parecen estar en todas

partes después del obstaculo. Finalmente entre los dos experimentos con condiones de
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radiacién y condiciones periddicas que comparten los mismos parametros (velocidad
de entrada Uy = 8cm/s y tiempo de aceleracién ¢, = 5s), no parecen tener muchas

variaciones cerca del obstaculo y unas pequenas variaciones en la frontera de salida.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se obtuvo un modelo matematico para describir el comportamiento que
tiene un fluido incompresible, no hidroestatico, con estratificacion en las densidades
fluyendo a través de un obstaculo en dos dimensiones epaciales. Como resultado, se
tiene un sistema de ecuaciones diferenciales parciales que no tiene solucion analitica.
Esta situacion lleva a desarrollar un modelo numérico basado en diferencia finitas para
aproximar la solucion, el cual consta de aproximar tres tipos diferentes de ecuaciones,
la ecuacion de Poisson en un dominio irregular en dos dimensiones espaciales para cada
paso en el tiempo, dos ecuaciones de evolucién no lineales y una ecuacién que relaciona
la funcion corriente con el vector velocidad, el cual se resuelvé directamente a diferencia
de los primeras dos.

Para la solucién numérica de la ecuacion de Poisson en dos dimensiones con dominio
irregular se desarroll un algoritmo para resolver rapidamente la ecuacién, explotando el
hecho de que el operador de Laplace discreto es diagonalizable ortogonalmente. Ademas,
se utilizé el método de la matriz de capacitancia para resolver el problema en el dominio
irregular. Al comparar los resultados de la implementacion realizada en este trabajo con
la solucién a otros problemas fisicos similares que utilizan otras a otras metodologias,
se pudieron recuperar los resultados esperados. Por otra parte, la metodologia del Flux
Corrected Transport para resolver numéricamente las dos ecuaciones de evolucién no
lineales del modelo, tuvo los resultados esperados al compararlos con los publicados por

los autores de la metodologia.
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La implementacién de las condiciones de frontera peridédicas tienen un compor-
tamiento similar a las condiciones de radiaciéon y solamente presentan ligeros cambios
cerca de la frontera de salida. En ambos casos, al reducir el tiempo durante el cual el
fluido se aceleraba aumentaba mas rapido los valores de la funcién corriente, especial-
mente cerca del obstéculo, también se observa que tiene mayor movimiento a la derecha
del obstéaculo el experimento niimerico que tiene mayor tiempo de aceleracion.

En suma, se ha desarrollado un esquema capaz de resolver numuricamente el mode-
lo para un fluido incompresible, no hidroestatico, con estratificaciéon en las densidades
fluyendo a través de un obstaculo en dos dimensiones epaciales. Los diferentes al-
goritmos presentados y que estan codificados en Matlab pueden servir para realizar
investigaciones futuras y ademés modelar situaciones reales de una manera relativa-
mente sencilla y flexible ya que es posible realizar modificaciones en los parametros y

variables del problema fisico y poder observar las concecuencias que tiene estos cambios.

6.1 Trabajo Futuro

El trabajo realizado permite su extensién en diferentes ramas del mismo, entre las
cuales sobresalen algunas que se proponen como trabajo futuro y que se describen a

continuacion,

Paralelizacion de cédigo para reducir el tiempo de procesamiento, especialmente

el método de flux corrected transport que es totalmente paralelizable.

Extender la implementacion en dos dimensiones a tres dimensiones espaciales.

Comparar datos de experimentos fisicos con los resultados numéricos.

Implementar diferentes condiciones de frontera, ademas de las que se utilizaron



163

en este trabajo.

Solucionar el modelo matematico con otros esquemas numéricos y compararlos con
los obtenidos en este trabajo, como por ejemplo el uso de métodos semiespectrales

para buscar alta convergencia.

Explorar técnicas de adaptacion de malla para tener mejor resolucién numeérica

en regiones de interés como son las cercanas al obstaculo y la interfase.

Extender los resultados a modelos con una estratificacion mas general.

Realizar una aplicacion para poder dibujar geometrias complejas y que sean ca-

paces de leerse por el sistema.

Solucionar numéricamente modelos de otros modelos fisicos adaptando partes de

implementacén realizada en este trabajo.
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Apéndice A

Ecuaciones Diferenciales

A.1 Definiciones

El orden de una ecuacién diferencial es el numero de la mayor derivada, por ejemplo la

Ecuacion ((135]) es una ecuacion diferencial de segundo orden, mientras que la Ecuacién

(136) es de primer orden,

= f =0, (135)
f—xf =c (136)

Una ecuacion diferencial es homogénea si el lado derecho de la ecuacién es igual a 0, y

se le llama no homogénea si el lado derecho relaciona una funcion.

V2u =0, (137)

Viu = f. (138)

Por ejemplo la Ecuacién (137) es una ecuacién de segundo orden homogénea, mejor
conocida como Laplaciano y la Ecuacién ((138)) es una ecuacién diferencial de segundo

orden no homogénea mejor conocida como ecuacion de Poisson.
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A.2 Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales

A.2.1 Ecuaciones diferenciales lineales

Se dice que una ecuacién diferencial es lineal, si existe un operador diferencial £ tal que

satisfaga las siguientes dos propiedades,
Llu+ v] = Llu] + L[v],

Llau] = aLllu].

A.2.2 Ecuaciones no lineales

Las ecuaciones no lineales se pueden clasificar segin su forma como:

e Fcuaciones diferenciales semilineales.

Z ao(2) D% 4 ag(D*tu, . .., Du,u, ) = 0.
la|=k

e Ecuaciones diferenciales quasilineales.

Z ao(D* 1, ..., Du,u, ) D*u + aog(D*u, ..., Du,u,z) = 0.
|ae|l=k

e Ecuaciones diferenciales completamente no lineales. Si depende no linealmente

en la maxima derivada

donde x € R® y D* es un operador diferencial, que representa todas las k derivadas,

con respecto a x.



Apéndice B

Diferencias finitas

B.1 Diferencias finitas hacia atras

Se calcula la serie de Taylor de segundo orden para f; 1,

d
fici=[fi— Az é i+ O(Az?),
: daf
despejando para —| nos queda,
dr|,
df fi— fiza
— = Ax).
dx |, Ax +O(Az)

B.2 Diferencias finitas hacia adelante

Se calcula la serie de Taylor de segundo orden para f;,1,

d
fi—‘,—l = fz + AI’ —| + O(AZ‘2),
dx |,
. df
despejando para —| nos queda,
dx|,
df fz+1 fz
dx |  Ar O(Az).

169
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B.3 Diferencias finitas centrales

Se calcula la serie de Taylor de tercer orden para f; 1 v fi_1,

d Az? d?
Jir1 = fi+ Ax —f‘ + Tx d_xJ; + O(Az?), (139)
ficr=fi— df ‘ AmZ d2j2’ — O(Az%), (140)

restando la Ecuaciéon (139)) a la Ecuacidon (140

d,
y despejando para d—f nos queda la
x

i

siguiente expresion,

a
dx

1 i+1 i—1
=3 [f+ Mf } + O(Ax?).

%
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