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Resumen de la tesis que presenta Jests Angel Sevilla Galvez como requisito parcial para la obtencién del
grado de Maestro en Ciencias en Electrénica y Telecomunicaciones con orientacién en Instrumentacién
y Control.

Control de robots aéreos de cuatro rotores de pequeiia escala

Resumen aprobado por:

Dr. Javier Pliego Jiménez Dr. César Cruz Hernandez

Codirector de tesis Codirector de tesis

En el presente trabajo se aborda el problema del disefio de las entradas de control para vehiculos aéreos de
pequena escala, particularmente de cuatro rotores, como es la fuerza de empuje y los pares generados para
que el robot siga una trayectoria deseada. Para resolver el problema se presenté un modelo matematico
de 4 grados de libertad basado en el cuaternién unitario necesario para describir la orientacién, dicho
modelo fue fundamental para el disefo de las leyes de control, cabe destacar que el modelo presenta
una estructura parecida a la de un robot manipulador sin fuerzas o pares gravitacionales. Para validar el
modelo de orientacién, se construyé un mecanismo parecido a un giroscopio con el fin de validar cada uno
de los algoritmos de control propuestos. Se validé primero el problema de regulacién y posteriormente
el problema de seguimiento de trayectoria. Una vez validados ambos problemas de forma experimental
y en vista que los algoritmos de control permiten el vuelo estable, se propuso una trayectoria lemniscata
en un espacio tridimensional la cual también fue validada de forma experimental en tiempo real, donde
se obtuvieron resultados satisfactorios para cada algoritmo propuesto.

Palabras clave: control, cuadricéptero, robots aéreos, cuaternién, orientacién, trayectorias
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Abstract approved by:

PhD Javier Pliego Jiménez PhD César Cruz Hernandez
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This thesis addresses the problem of designing the control inputs for small-scale aerial vehicles with
four rotors to follow a desired trajectory. A mathematical model of 4 degrees of freedom based on the
unit quaternion was presented to describe the orientation dynamics. The model was fundamental for the
design of the control laws and the model presents a structure similar to a manipulator robot without forces
or gravitational torques. For the attitude experiments, a gyroscope-like mechanism was built to validate
each proposed algorithm. Experiments were first performed for the classical regulation problem and then
trajectory tracking. Once both problems were validated experimentally and since the algorithms allowed
stable flight, a lemniscate trajectory in a three-dimensional space was proposed, which was also validated
experimentally in real time, where satisfactory results were obtained for each proposed algorithm.
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La notacién a lo largo de este documento se muestra a continuacién:

m € R: Masa total.

g € R: Constante de gravedad.

f € R: Fuerza de empuje total.

¢ € R: Angulo sobre el eje z.

0 eR: Angulo sobre el eje y.
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gs € R: Parte escalar del Cuaternién unitario.

g, € R3: Parte vectorial del Cuaternién unitario.
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Capitulo 1. Introduccidn

Hoy en dia el uso de vehiculos aéreos no tripulados ha mejorado la calidad de vida de los seres humanos
previniendo de posibles dafios fisicos, caracterizados por tener la capacidad de moverse por el aire y
acceder a casi cualquier lugar sin necesidad de que exponer al operador, ya que solo requiere el vehiculo
un centro de mando para ser controlado remotamente, por lo que también pueden llegar a ser conocidos

como sistemas aéreos piloteados remotamente.

Actualmente, existen una gran variedad de estos dispositivos en el mercado de empresas muy reconocidas,
sin embargo, todas las marcas comerciales no permiten hacer modificaciones de Software o Hardware, por
lo tanto se consideran como arquitecturas cerradas. Hoy en dia muchos investigadores presentan retos a
la hora de probar nuevos algoritmos de control. El principal interés dentro de la comunidad de robdtica y
control es la implementacién de controladores para el diseno de trayectorias y esquemas de control para

los denominados cuadricdpteros principalmente porque son sistemas no lineales y subactuados.

En este trabajo de tesis partimos de las teorias cldsicas conocidas y reportadas en la literatura. Nuestro
enfoque es basado en el Cuaternién unitario principalmente porque su implementacién en tiempo real es
rapido y no presenta singularidades. A diferencia de otros enfoques, como es el uso de angulos de Euler
o con el uso de matriz de rotacién, que hace que los célculos sean cada vez mas grandes, lo cual afecta

la velocidad computacional.

1.1. Contribuciones de este trabajo de tesis

= Propuesta de algoritmos de control de orientacidn y posicién para un vehiculo aéreo.

= Propuesta de un modelo de 4 GDL para la orientacién de un vehiculo aéreo.

= Andlisis comparativo entre los controladores.

» Disefno e implementacién de un mecanismo de 3 GDL con estructura similar a un giroscopio.

= Validacién experimental, los resultados de esta tesis se recogen en el articulo nombrado Attitude
stabilization controller for quadrotors based on the unit quaternion por presentarse en el Congreso
Nacional de Control Automatico (CNCA 2024) de la Asociacién Mexicana de Control Automatico
(AMCA) a realizarse del 8 al 11 de octubre de 2024 en el Palacio de Mineria en la ciudad de

México.



1.2. Organizacion de la tesis

El material contenido en este trabajo de tesis de maestria esta organizado de la siguiente manera:

En el capitulo[2] se presenta una serie de herramientas necesarias para describir la orientacién de cuerpo
rigidos, la teoria para conocer a los cuaterniones, el disefio y construcciéon del mecanismo experimental,

la plataforma de vuelo a utilizarse y el proceso de validacién para cada algoritmo de control.

En el capitulo [3 se presenta la teoria basica de funcionamiento de un cuadricéptero, los movimientos

que puede realizar y algunos de los modelos cldsicos conocidos dentro de la literatura.

En el capitulo[d] se presenta el desarrollo del algoritmo alternativo de orientacién basado en el Cuaternién

unitario. Pruebas de estabilidad de cada algoritmo asi como su validacién de forma experimental.

En el capitulo [5} se mencionan las conclusiones del presente trabajo, limitaciones y trabajo a futuro.

1.3. Antecedentes

Los vehiculos aéreos han sido un tema de gran relevancia en los Ultimos afios, principalmente debido
al avance tecnoldgico en los sistemas que componen un vehiculo aéreo, como son los sistemas electro-
mecanicos MEMS, los sistemas de comunicacién, los sistemas embebidos, los sistemas computacionales,
el desarrollo de baterias, etc. El desarrollo y control del cuadricéptero ha sido de un gran interés para
los cientificos, ya que es un tipo de vehiculo aéreo no tripulado UAV con cuatro rotores con la capaci-
dad de despegar y aterrizar en espacios limitados (Abdelhay & Zakriti, 2019). En los dltimos afios, han
ganado popularidad en la comunidad cientifica debido a su maniobrabilidad y bajo costo. Se utilizan
en aplicaciones cientificas, civiles, militares, cartografia, blsqueda y rescate e incluso inspecciones de
riesgo, etc. Aunque existe una variedad de tamafios, poseen una estructura simple dado que son rapidos
de fabricar y econémicos (Xuan-Mung & Hong, 2019; Bashi et al., 2017). Controlar este tipo de dispo-
sitivos, principalmente su posicidén y orientacién, ha sido objeto de estudios durante anos en diferentes
esquemas de control y aplicaciones, principalmente basados en los dngulos de Euler (Castillo et al., 2004;
Bouabdallah et al., 2005; Madani & Benallegue, ; Castillo et al., 2007; Nonami et al., 2009; Luukkonen,
2011; Mahony et al., 2012; Wang et al., 2016; Lee et al., 2017; Abdulkareem et al., 2022) presentan
singularidades que provocan el conocido bloqueo de carddn, esto ocurre cuando dos ejes son paralelos y

no es posible rotar de forma independiente sobre el tercer eje.



Con el paso de los aiios fueron mejorando las técnicas de control sobre cuadricépteros, sin embargo,
muchos disenos se basaban en angulos pequefios, desplazamientos cortos o simplemente el vuelo es-
tacionario, algunos otros utilizan técnicas complejas, que son dificiles de implementar. Hoy en dia los
cuadricdpteros requieren de movimientos complejos y rapidos. Una alternativa a los dngulos de Euler son
los cuaterniones unitarios dado que no presentan singularidades y su implementacién es mas sencilla en

comparacion de las matrices de rotacién.

Los cuaterniones fueron descubiertos por William Hamilton, estos poseen una parte real y tres par-
tes imaginarias 4, j y k (Kuipers, 1999). Tienen numerosas aplicaciones principalmente en rotaciones
tridimensionales aportando ventajas sobre métodos tradicionales, ya que solo requiere 4 valores a com-
paracién de los 9 elementos de la matriz de rotacién, lo que significa que es mas robusto al error
computacional (Salamin, 1979). El Cuaternién puede ser usado en los graficos por computadora para
interpolar rotaciones, por ejemplo, animaciones (Mukundan, 2012; Shoemake, 1985). Dado que el es-
pacio de cuaterniones incluye el espacio vectorial tridimensional, se demuestra que las cantidades fisicas
relacionadas con rotaciones como el desplazamiento angular, la velocidad, la aceleracién y el momento,
son cuaterniones vectoriales y se derivan sus expresiones en el espacio de cuaterniones (Chou, 1992).
El autor demuestra que estas ecuaciones diferenciales cinematicas y dindmicas son invertibles al hecho
que estan descritas en espacio de cuaterniones. La combinacién de la cinematica de parametros de Eu-
ler y mecdnica Hamiltoniana proporciona un modelo de dindmica de cuerpos rigidos adecuado para el
uso en problemas fuertemente no lineales que involucran rotaciones arbitrarias grandes (Shivarama &

Fahrenthold, 2004).

El cuaternién también ha tenido aplicaciones en robots manipuladores para modelar errores de orien-
tacion en el efector final, dado que simplifica el andlisis de estabilidad de la dindmica del error de
orientacién (Yuan, 1988). El Cuaternién unitario se ha utilizado en problemas como el de regulacién de
la pose del efector final utilizando la técnica de modelado de energia introducida por Takegaki y Arimoto
y una representacién no minima, basidndose en controladores basados en el Jacobiano transpuesto resuel-
ven el problema cuando se especifica la orientaciéon sin requerir de la solucién de la cinematica inversa
ni el célculo del Jacobiano inverso del robot (Kelly & Garcia, 2002). Otros trabajos lo utilizan para
obtener el modelo cinemético directo a partir de los parametros de Denavit Hartenberg y proponen un
controlador jerdrquico del espacio de tareas, ademdas de un algoritmo simple para resolver la cinematica

del manipulador directamente (Campa et al., 2006).

El control de orientacién en cuerpos rigidos tiene importantes aplicaciones desde aviones, helicopteros,

naves espaciales, satélites e incluso robots con el uso de una representacién minima de la orientacién (Wen



& Kreutz-Delgado, 1991). También puede aplicarse a vehiculos de 6 GDL como los submarinos donde los
parametros de Euler se utilizan en la orientacién de forma global aplicando un controlador PD no lineal
con compensacién de gravedad necesitando de la orientacién y velocidades lineales y angulares (Fjells-
tad & Fossen, 1994b), para el seguimiento de posicién y orientacién usando el cuaternién unitario la

convergencia global estd probada (Fjellstad & Fossen, 1994a).

Otra aplicacién del Cuaternién unitario al disefio de filtros como en (Lizarralde & Wen, 1996) que
muestran que la retroalimentacién de la velocidad angular puede reemplazarse por un filtro no lineal,
eliminando asi la necesidad de la medicién directa de la velocidad angular. El diseno de los autores
explota la pasividad inherente del sistema, ya que no necesita de un observador dindmico que reconstruya
la velocidad. Los autores muestran simulaciones para respaldar los resultados tedricos. En (Thienel &
Sanner, 2003) proponen un observador no lineal exponencialmente convergente con la identificacién del
sesgo giroscopico constante, el controlador no lineal es un controlador basado en pasividad y la entrada
de control requiere uso de la estimacién del sesgo giroscopioco del observador no lineal, se demuestra
a través para aplicaciones de naves espaciales, los autores proporcionan simulaciones de una nave para

seguimiento de una orientacidn especifica variante en el tiempo para respaldar sus afirmaciones.

Uno de los primeros trabajos en estudiar el problema de orientacién mediante el Cuaternién unitario en
cuadricépteros fue en (Tayebi & McGilvray, 2006) se proponen un esquema de control retroalimentado
para la estabilizacién exponencial de orientacién, los autores reportan dos controladores el primero se
basa en la compensacién de pares de Coriolis y giroscépicos con el uso de una estructura PD? y la
otra con el cldsico controlador PD donde la accién proporcional estd en términos del Cuaternién y la
accion derivativa en términos de la velocidad angular proporcionando estabilidad asintética, los autores

reportaron experimentos.

En algunos trabajos también se propone una retroalimentacién dindmica basada en cuaterniones para el
problema de seguimiento de orientacidn sin medicién de la velocidad, su enfoque se basa en introducir
un sistema auxiliar basado en Cuaternidn unitario, utilizdndolo en la ley de control junto con el error de
orientacién (Tayebi, 2008). En su enfoque demuestran un esquema libre de velocidad que garantiza la es-
tabilidad asintética casi global, para el caso de regulacidn, es una retroalimentacién pura de cuaterniones

se muestran los resultados a través de simulaciones.

También se han implementado algoritmos simples para vuelo en un entorno no controlado equipado con
sensores de bajo costo, como en (Stingu & Lewis, 2009). Muestran la implementacién de controladores

PD simples que garantizan la estabilidad de la plataforma en vuelo estacionario, ademas desarrollan un



modelo simplificando e identifican sus pardmetros utilizados para disenar un controlador proporcional

para estabilizarlo mediante el Cuaternidn unitario.

El problema de orientacién se ha atacado proponiendo un algoritmo de control proporcional al cuadrado
P2 no lineal implementado sin transformaciones, donde sus resultados fueron validados por simulaciones

como en (Fresk & Nikolakopoulos, 2013).

El control de seguimiento de trayectorias para vehiculos tipo VTOL mediante la técnica de backstepping
filtrado por comandos implementada en (Zhao et al., 2013) hace uso de cuaterniones donde se representa
la orientacién del vehiculo para garantizar el seguimiento de la orientacidn global sin singularidades. Dado
que los cuaterniones no se pueden filtrar mediante un filtro de comandos basado en vectores, desarrollaron
un filtro de cuaterniones de segundo orden para filtrar el Cuaternién y calcular su derivada que determina
el vector de velocidad angular ademas presentaron sus resultados mediante simulaciones para mostrar el

desempeno del controlador.

Bangura et al. (2014) presentan resultados de un controlador de orientacién y seguimiento de trayectoria
basado en cuaterniones jerarquicos. Utilizando el filtro complementario no lineal que estima la orientacion,
este no involucra dngulos de Euler ni matrices de rotacién. Los resultados que demuestran para el
seguimiento de trayectoria es preciso y la estabilidad exponencial local, la dindmica del error de orientacién
no es auténoma vy casi global asintética y localmente exponencial estable bajo la ley que proponen sus
resultados se probaron mediante experimentos ademds de probar su controlador manualmente ofrecieron

el cédigo abierto del filtro complementario.

Carifio et al. (2015) presentan el disefio e implementacién de un esquema de control capaz de estabilizar
globalmente un cuadricéptero. Primero proponen una ley de orientacién y una ley de posicidn para
estabilizar el vehiculo en todos sus estados. Utilizando referencias de posicién, calculan una trayectoria
suave que el controlador de orientacién debe seguir para que la posicidn del vehiculo se estabilice. La ley
de control que proponen puede analizarse y controlarse como un sistema lineal para validarlo, presentan
simulaciones numéricas del modelo y la ley de control para estabilidad del sistema de lazo cerrado ademas,

se presentaron pruebas experimentales para validar sus resultados.

Arellano-Muro et al. (2015) abordan el problema de seguimiento de trayectoria aplicando un algoritmo
de control de bloques de modos deslizantes basado en el algoritmo de super twisting, utilizando retroali-
mentacién de Cuaternidn unitario. Las entradas de control se obtienen utilizando un diferenciador exacto
de primer orden y mediante un observador en modo deslizante las fuerzas y momentos aerodindmicos

para garantizar robustez frente a perturbaciones externas e incertidumbres del modelo. Presentan una



prueba de estabilidad asintética del esquema de control propuesto para validar se muestran simulaciones.

Una de las grandes aplicaciones de herramientas computacionales han sido las redes neuronales como
es en (Xian et al., 2014) donde se presenta un controlador de seguimiento de retroalimentacién de
salida robusta no lineal basado en cuaterniones para abordar el problema de seguimiento de altitud
y orientacién que estd sujeto a incertidumbres estructurales y perturbaciones externas desconocidas.
Introducen un conjunto de filtros no basados en modelo para proporcionar estimaciones de la velocidad
angulares no medibles y la velocidad de traslacién en direccién de altitud de cuadricéptero en caso de
que no esté disponible la retroalimentacién de velocidad. Se introducen redes neuronales para estimar
las incertidumbres del modelado. Emplean un andlisis de estabilidad basado en Lyapunov para demostrar

un seguimiento asintético semiglobal.

Colmenares-Vazquez et al. (2017) implementan cuaterniones intermediarios mediante la técnica de
Backstepping con propiedades integrales para el disefo de un algoritmo de control para la navegacién
auténoma son seguimiento de trayectoria circular. El algoritmo elimina la preocupacién por el fenémeno

unwinding.

Dentro de las aplicaciones del Cuaternién unitario también se ha usado en robot aéreos hibridos, es decir
robots voladores que integran brazos manipuladores fijos a su cuerpo como es en (Alvarez-Munoz et al.,
2018) donde proponen una solucién para la estabilizaciéon de un cuadricéptero que integra un robot
manipulador de tres grados de libertad, en su trabajo consideran la estabilizacién de ambos subsistemas.
El modelo matematico del sistema se basa en cuaterniones del modo que una ley de control de orienta-
cién consiste en una retroalimentacién basada en cuaterniones estabilizando en una orientacién deseada
mientras el brazo se encuentra en movimiento. Proponen la dindmica traslacional que se simplifica para
fines de diseno de control no lineal. Los controladores se basan en funciones de saturacién cuya estabi-
lidad se demuestra en el sentido de Lyapunov. Validan su propuesta de estrategia de control mediante
resultados experimentales. Otro caso fue en (Mo et al., 2019) que consideran un robot manipulador
aéreo de dos grados de libertad para que siga una referencia variable en el tiempo. Para el modelo de
la dindmica de orientacién, toman en cuenta las perturbaciones externas como el par generado por la
fuerza de gravedad el manipulador. Dado que el par generado por la fuerza de gravedad del manipulador
se puede parametrizar linealmente, por lo tanto, el problema de control de orientacién del cuadricéptero

se puede convertir en un problema de estabilizacién estandar y lo validan mediante simulaciones.

Islam et al. (2019) presentan un cuadricéptero basado en la orientacién de cuaterniones mediante con-

trol predictivo de modelos MPC. Los autores comentan que MPC ofrece un excelente rendimiento en



aplicaciones industriales, el cuadricéptero puede ser otra plataforma de empleo. El problema consiste
en el uso del cuaternién unitario para la orientacidn con el fin de evitar singularidades, dado que este
enfoque no puede hacer uso de los dngulos de Euler hace uso de una funcién de costo minimo que incluye
error de orientacidén en cuaterniones. Presentan una funcién de costo para el MPC que como resultado
asegura que el cuadricéptero tenga un vuelo suave y libre de singularidades que se ven afectadas por la

incertidumbre del modelo, ellos validan su propuesta mediante la simulacién de trayectorias.

Espindola & Tang (2023) presentan un enfoque Lagrangiano para el seguimiento de orientacién de cuerpo
rigidos. La dindmica Lagrangiana que se describe el movimiento rigido rotacional en la esfera unitaria,
explora la propiedad de conservacién de energia que aplica en todo el grupo de cuaterniones unitarios esto
permite abordar el problema de control de orientacién completo donde la orientaciéon permite abordar
el problema de orientaciéon completo donde puede evolucionar en todo el grupo de rotacién y el disefio
de controladores para el rastreo de cualquier orientacién deseada. El seguimiento exponencial global en
el grupo de cuaterniones se logra utilizando una funcién potencial simple, en este trabajo se incluyen

simulaciones para ilustrar resultados tedricos.

Madeiras et al. (2024) disefian y prueban experimentalmente una estrategia de control para seguimien-
to de trayectorias con prueba de estabilidad exponencial utilizando la teoria de transformaciones de
Lyapunov. En controlador estd formado por un bucle interno-externo a través de un término de inter-
conexion del sistema de posicién con el de orientacién. Para el sistema de posicién, se deriva de teorias
del principio maximo de Pontryagin, la teoria de Lyapunov y el regulador cuadratico lineal (LQR) que
garantiza la estabilidad de entrada a estado. El sistema de orientacidn se basa en la parametrizacién del
error del cuaternién a través de una matriz de transformacién de coordenadas no lineal seguida de una
retroalimentacién de entrada de estado. Bajo una transformacion correcta, la teoria del LQR asegura
una estabilidad casi exponencial y una optimabilidad de estado estable para los sistemas de bucle cerra-
do interconectados. Presentan resultados experimentales y de simulacién ilustrando el rendimiento del

sistema de seguimiento a bordo.

Si bien se han presentado una diversidad de trabajos con leyes de control diferentes incluyendo sus
objetivos a resolver, en la mayoria de trabajos se hace uso del Cuaternién para resolver el problema de
orientacién y seguimiento de trayectoria, no todos los autores presentan experimentos que validen sus
propuestas dado que son complejas o dificiles de implementar, para este trabajo de tesis se abordara el
problema de orientacién y seguimiento de trayectoria del cuadricéptero mediante el uso del Cuaternidn
unitario verificaindolo a través de pruebas experimentales en un banco de pruebas y en un entorno

tridimensional anadiendo el sistema de traslaciéon en un cuadricéptero de cédigo abierto.



1.4. Planteamiento del problema

El cuadricéptero es un vehiculo que se puede desplazar en un ambiente tridimensional y es capaz de
rotar en los tres ejes principales. Para su movimiento, el cuadricéptero tiene cuatro entradas de control,
la fuerza de empuje total y los pares generados por los rotores denotados por f € Ry 7 € R? respecti-
vamente. El problema de control a resolver en esta tesis de maestria consiste en disefiar las entradas de
control f y 7 para que el robot siga una trayectoria deseada suave y al menos tres veces diferenciable,

en un ambiente tridimensional. La figura [I| muestra de manera grafica el planteamiento del problema.

pd(t) ) vd<t)

Figura 1. Planteamiento del problema.

1.5. Objetivo general

Disenar leyes de control para el seguimiento de trayectorias en un ambiente tridimensional para un

vehiculo aéreo de pequefia escala de cuatro rotores.

1.5.1. Objetivos especificos

= Disefar algoritmos de control para el seguimiento de posicién y orientacién del vehiculo aéreo.
= Validar los algoritmos de control propuestos mediante simulaciones numéricas.

= Validar los algoritmos de control propuestos mediante pruebas experimentales.



Capitulo 2. Preliminares

En este capitulo se presentan diferentes formas de describir la orientacién de un cuerpo rigido en un
espacio tridimensional. Para representar la posicidén y orientacién de un cuerpo rigido, se debe fijar un
marco de referencia en cada uno de los cuerpos para describir su relacién, es decir, el primer marco
de referencia debe estar posicionado en un punto fijo y el segundo debe estar unido en el centro de
gravedad del cuerpo. A continuacién se describen las herramientas matematicas necesarias para describir

la orientacién de un cuerpo rigido en el espacio tridimensional.

2.1. Descripcion de orientacidon de un cuerpo rigido

Un marco o sistema de referencia se utiliza para describir la orientacién de un cuerpo y es representado
mediante sus ejes coordenados como se muestra en la figura [2| es decir, sus tres vectores unitarios
como los vectores en la ecuacion donde cada vector tiene una direccion, el marco de referencia o de

coordenadas se puede representar en forma de matriz como la ecuacién ([2)

Zq

2ig Ya

Xa

Figura 2. Marco de referencia X,.

1 0 0

To= 10|, Ya= 11|, =2za= (0], (1)
0 0 1
1 0 0

Sa=|2a ya 2z = [0 10 (2)
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2.1.1. Matriz de rotacién

Una matriz de rotacién describe la orientacién de dos marcos de referencias X, = {®a, Yo, 2a} Y Zb =
{xp, Yy, 21 }. Por ejemplo, la matriz de rotacién que describe la relacién del sistema X}, con respecto al
sistema 3, se obtiene al proyectar los ejes del sistema X}, con los del X, haciendo el producto punto

de la siguiente manera

Ly La Yp - La Zb-Ta
R=|ay y, vy 20| = |2 vh =) (3)

Ly Za Yp - 2a =2b-Ra

El marco de referencia asociado a la matriz R se puede ver en la figura

Zp Yb

Y,

Xa ‘L
Xp

Figura 3. Marco de referencia de X, respecto al marco X,.

La matriz de rotacién de 3 x 3 pertenece al grupo Ortogonal Especial SO(3) y presenta las siguientes

propiedades:

= La matriz de rotacién es ortogonal, es decir, RTR=RR" =1 .

0 sii# j, 3 restricciones
= IR tiene 9 elementos, R = [7'1 9 rg] y 6 restricciones riTrj = ,

1 sii=j, 3 restricciones.

Por lo tanto, la matriz R presenta solo 3 GDL (Grados de Libertad) para la orientacién de un

cuerpo.

» El determinante de una matriz de rotacién satisface det(R) = +1. El signo positivo se determina

por el sistema dextrdgiro, es decir, se sigue la regla de la mano como puede verse en la figura [4
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Para mostrar esta propiedad considere la siguiente matriz de rotacién

O I |
R = |:a:: ] z]: T2 Y2 z22 (4)
T3 Ys =3

cuyo determinante estd dado por

det(R) = x1(y223 — y322) — x2(y123 — y321) + 23(y122 — Y221)

=z (y x 2) (5)
— 2] = +1.
Z
A
T XY=
Z XX =
Yyxz==x
>»Y
X

Figura 4. Marco de referencia para encontrar un determinante.

2.1.2. Matrices de rotacion basicas

Para rotaciones espaciales existen tres rotaciones basicas, ambos comparten el mismo origen y para su

anélisis el marco de referencia X, mantiene una orientacién relativa al marco de referencia fijo ;.

La matriz de rotacién basica sobre el eje x (ver figura o) un dngulo ¢ estd dada por

Ry =Ry9= |0 cos¢ —seng]| - (6)
0 sen¢ cos¢
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Figura 5. Rotacién sobre el eje z.
La matriz de rotacidn basica sobre el eje y (ver figura @ un angulo 0 estd dada por

cosf 0 senb
Ry=Ryp= 0 1 0 . (7)

—senf 0 cosf

Z(l
A
Zp, Ea
Yb' 1' V. YLL
o |
lV

Xa b

Figura 6. Rotacién sobre el eje y.

Finalmente, la matriz de rotacién basica sobre el eje z (ver figura[7]) un dngulo v estd dada por

cosyp —senty 0
R,=R.y = |senty costy 0. (8)
0 0 1

X(l

Figura 7. Rotacidn sobre el eje z.
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2.1.3. Matriz antisimétrica

Una matriz S € R ™ se dice que es antisimétrica si y solo si ST + .5 = 0. Se denota al conjunto de
las matrices antisimétricas como SO(3) € R3*3. Sus componentes se forman por s;; = 1,2,3, donde
sij +85i = 0 con 4,5 = 1,2,3. La diagonal de S son ceros y los términos s;; satisfacen s;; = —s;; para
i # j. El uso de la matriz antisimétrica es para simplificar muchos calculos implicados. Solo contiene

tres entradas independientes, por lo tanto, posee la siguiente forma

0 —S83 S9
S( ) - S3 0 —S81 (9)
—S2 S1 0

T
Por ejemplo, la matriz antisimétrica de la parte vectorial del cuaternién unitario q,, = {qx qy qz] se

obtiene S(q,) como

0 —qz dy
—Qqy Gx 0
Las propiedades de la matriz antisimétrica son:
1.- El operador S(-) es lineal,
S(aa + pb) = aS(a) + 5S(b), (11)

para todo vectoray b € R3y con a y 8 € R.

2.- Para todo vector a y p € R? se cumple

S(a)p =a x p, (12)

donde a X p es el producto cruz.

3.- Dada una matriz de rotacién R € SO(3) y a € R3, se satisface

RS(a)R" = S(Ra). (13)
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Si @ y b son vectores en R?

R(a x b) = Ra x Rb, (14)

la anterior ecuacién no es verdad a menos que R sea una matriz de rotacién. De las propiedades

anteriores se llega a

RS(a)R"b = R(a x R"b) = S(Ra)b. (15)
4.- Para una matriz antisimétrica S de n X n y un vector € R" se cumple

x' Sz = 0. (16)

2.2. Angulos de Euler

Es un método que especifica una matriz de rotacién en términos de tres parametros ¢, 6 y 1 independien-
tes para especificar cualquier rotacidn. Son regidas por un orden especifico y expresiones definidas por

reglas de rotacidon. Para obtener las matrices de rotacién respecto a cada dngulo se obtiene sustituyendo

el dngulo en las matrices @ para ¢, para 0y para 1) para obtener:

1 0 0 cosf 0 senf cosyp —senty O
Rys =10 cos¢p —sen¢|, Ryp= 0 1 0 |, Ryyp=|sentyy cosyp 0] (17)
0 sen¢ coso —senf) 0 cos6 0 0 1

Una de las composiciones mas conocidas es la RPY roll-pitch-yaw cuya matriz de rotacién asociada estd

dada por
CpCo  —SyCp + CpSeSs  SpSy + CpSHCy
R=R,yRyoRxp = |syco oy + SpS9Sp  —CySp + SpSaCs | » (18)
—Sg CoS¢ coCy

donde ¢ = cos, s = sen La figura [§] muestra los dngulos roll-pich-yaw. Otra combinacién de dngulos de

Euler muy utilizada en el campo de la robdtica es ZYZ y su matriz de rotacién estd dada por:

CHCyhCH — SpSep  —CypS¢p — CpChSyy  CpSH
R = Rz,wRy,HRz,(zﬁ = CpSy —+ CypCYS¢ CpCop — CYSpSy) S¢S | » (19)

—CySo Sy Sp Co
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Figura 8. Marco de referencia de los dngulos de Euler RPY

la composicién es resultado de tres rotaciones consecutivas. Existen 12 combinaciones posibles como:

. nyz: szyy Ryzx, Ryxyy Ryzyv szy

u nyx: Rzyz: RyZXv Ryxz: Rzyx: Ryxs.

Por otro lado también es posible encontrar el problema inverso el cual depende si existen condiciones

como en el caso de la matriz de rotacién (|18) pueden ser encontrados, dada una matriz R como

i1 T2 713
R=\ry 792 123 (20)
31 732 7133
puede analizarse si la posicidn 131 = —sg # +1 = ¢y # 0 como:
0 = atan2(—rs1, /1 —73;) (21)
¢ = atan 2(ra1,711) (22)
1 = atan 2(rs2, r33) (23)
En el caso de 731 = 1 una solucién es:
T
0= —3 ¢+ = atan 2(—ry2,722), (24)
mientras que si r3; = 1 es una posible solucién es:
(25)

0= g’ ¢ — 1 = atan 2(ry2,722).
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2.3. Cuaternidon unitario

Los cuaterniones fueron establecidos por el matematico William Rowan Hamilton (1805 — 1865), ge-
neralizando los niimeros complejos para poder aplicarlos a espacios tridimensionales, dado que poseen
una parte real y dos imaginarias (Kuipers, 1999). Sin embargo, fue hasta 1843 donde se le ocurri6 una
nueva estructura algebraica conocida como el Cuaternién que requeria de una parte real y tres partes
imaginarias (¢, j, k), Hamilton se dio cuenta que sus unidades imaginarias deberian cumplir las siguientes
condiciones

i =2 =k? = ijk = —1. (26)

El cuaternién unitario estd dado por

gs + qxt + qyj + g,k (27)

.
donde g5 € R es la parte escalar y q, = [qx qy qz} € R? representa la parte vectorial del cuaternién.

El cuaternidn unitario estd sujeto a la siguiente restriccion
2 2 _
ds + ||QVH =1
En este trabajo se empelard la siguiente notacién para el cuaternion

g=|*| es?, (28)

qy
donde S = {x € RY|x"x = 1} es la esfera unitaria contenida en R%.

Las operaciones del cuaternién se muestran a continuacién:

= Suma y resta

, . .+ g
ptq= Ps I gs _ Ps T Ggs ' (29)
Py qy Pyt qy
= Multiplicacién
-
p q Psqs — 4y Py
pog=| || |= o . (30)
Dy qdv Py X 4y + Psqy + Gspy
= Conjugado
. gs

—qy
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= Norma: presenta equivalencias como:

lall* =llg® q"]] (32)
=llg" @ ql| (33)
= +a/q, (34)
(35)
» El inverso de un cuaternién satisface:
-1 1
qOq = , (36)
0351
- -1_ q
Inverso q Tall-
= El cuaternién unitario satisface ||q|| = 1, por lo tanto, se cumple ¢~! = ¢*.

La multiplicacién de cuaterniones es andloga a la multiplicaciéon de matrices en SO(3). Dado un Cua-
T
ternién con la parte escalar 0 definido como q,, = [0 p} y un cuaternién unitario g como en la

ecuacién ([28)), la siguiente operacidn

0
qRq,®q ' =q, = , - . (37)
(5 — gy q,)P + 29,9, P + ¢S(q,)p

es equivalente a rotar el vector p alrededor g, es decir, p, = R(q)p. De la expresién anterior se observa

que la matriz de rotacidn expresada en términos del cuaternién unitario dada por:

R(q) = R(gs,a,) = (2 — av q,)] +2q,49, +2¢s5(q,) (38)

donde S(g,) es dada por la ecuacién se puede llegar a la siguiente expresién

22 +43) =1 2(gxGy — 692)  2(qx42 + Gsdy)
R(q) = | 2(qxay + as42) 202+ ) —1 2(qyqz — 4sax) | - (39)

2(QXQZ - QSQy) 2((1sz - qqu) 2(%2 + QZ2) -1

El cuaternidn unitario también puede ser expresado en los términos los parametros de Rodrigues (6, n)
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0 0
s = cos<2>, q, = sen <2> n (40)

donde representa la misma matriz de rotacién si (—6, —n). Para resolver el problema inverso, es decir,

como:

encontrar el valor de cada cuaternidn, para resolverlo podemos observar nuestra matriz de rotacién ([39))

como se observa la matriz (20)), posteriormente se aplican las siguientes ecuaciones:

q1 = %\/7“11 +roa+r3s+1, ¢>0, 0¢€[—mmn] (41)
72 = %[sign(rgg —1r23)V/r11 — 22 — 133 + 1] (42)
q3 = %[Sign(ﬁ:& —731)V/r2e — 11 — 733 + 1] (43)
Q@ = %[Sign(mz —1r23)V/r11 — 22 — 733 + 1] (44)

donde la convencién de sign(x) = 1 para > 0, sign(z) = —1 para = < 0 (Sciavicco & Siciliano, 2012).

-
La rotacién de un marco de coordenadas alrededor de v = [Ux vy vz} € R? donde vZ +v? +v7 =1

y dado un angulo «, se puede expresar como un cuaternién como

cos § A
q(a,v) = eR (45)
sen 5
Considere los siguientes cuaterniones unitarios
cos % cos % cos %
sen% 0 0
q,(¢) = , o qy(0) = o e = (46)
0 sen 3 0
| 0 ] i 0 | _sen%

N

cos (%) + sen (%) sen

y

2]

a@

=
/

2,(¢¥) © q,(0) ® g, (¢) = ( ) (47)

Q
@}
3}

NS NS NS NI
S— SN— SN— SN—
w 0
@ [¢]
= =}
NN TN
ICASENTISEINNTESS
— —

L
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entonces las soluciones para los dngulos son:

2
¢ = arctan 2 < (th * q2q3)>

1—2(¢} + ¢3)

6 = arcsin(2(qoq2 — q1¢3)) (49)

2(qogs + qu]z))
1—2(¢3 + ¢3)

1 = arctan 2 (

2.3.1. La derivada del cuaternidon

Figura 9. Representacién de un brazo de un 1 GDL.

Para obtener la derivada del cuaternién unitario y su relaciéon con la velocidad angular del cuerpo,
considere el brazo robético de un grado de libertad mostrado en la figura[9] Se muestran respectivamente
el sistema de referencia inercial ¥; y el sistema de referencia fijo al cuerpo Xy. El brazo robdtico gira
alrededor del eje z; con una velocidad angular 2 = 0z;. Sea p; = Rp,, la posicién del brazo robético
expresado con respecto a X, donde R € SO(3) es la matriz de rotacién que relaciona los marcos
de referencia ¥, ¥}, y p, es un vector constante expresado en X;. A continuacién se definen los
cuaterniones q; = [() qﬂT eER'y app = {0 qg]T € R%, los cuales se relacionan mediante las

siguientes expresiones:

qpi =q® ppb ® q_l, qpb = q_1 ® qpi ®q. (51)
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Tomando en cuenta la ecuacién anterior y p = 0, la derivada temporal del cuaternién g,,; esta dada por

Ui =A®Py, g +qRq, G " (52)
=qRq ' ®q+qRq0q" (53)

T T
donde g = [0 UT} eRY g= [C}s qj] € R* y v; = p, es la velocidad lineal del robot. Para

i

continuar con el desarrollo se calculard el producto de Hamilton ¢ ® ¢~ *,

qoa'=q7q a7| (54)

donde d = ¢sq, - ¢sq, + S(q,)q,. Dado que q es un cuaternién unitario se cumple que q'q = 0.

1

Siguiendo un procedimiento similar, el producto de Hamilton ¢ ® ¢~ estd dado por

qoq = [qTq —dT}T = [0 dT}T (55)

Tomando en cuenta los resultados anteriores la derivada con respecto al tiempo del cuaternién q,,; estd

dado por

—d'p, d'p; 0
qp = + = . (56)
S(d)p; —S(p;)d S(2d)p;

Por lo tanto, la velocidad lineal v; se puede calcular como
v; = S(2d)p;. (57)
Por otro lado, de acuerdo con la mecanica cldsica la velocidad lineal del brazo robdtico estd dada por
v = S(Q)p;. (58)

donde © € R? es la velocidad angular expresada en el sistema de referencia ;. Al comparar las ecua-

ciones (57) y (58)) se concluye d = 3£2. Tomando en cuenta el resultado anterior se tiene

.o 1 1 T
q®eq 1:,%:5{0 QT} : (59)

Ahora bien, tomando en cuenta que ¢ = ¢ ® ¢~ ® q, las ecuaciones cinematicas del cuaternién unitario
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estan dadas por

(60)

Sea w € R? la velocidad angular expresada con respecto al sistema de referencia fijo al cuerpo 3y, ,

entonces se tiene {2 = Rw, o de manera equivalente
q=qR@xq " (61)

T
donde w = [0 wT} € R*. Al usar las expresiones anteriores, una expresién equivalente a la ecuacién

cinematica estd dada por

11
=590 = §J(Q)w (62)

donde el Jacobiano J(q) se define como

J(q) = v e RY3, (63)
QSI3 + S(qv)

Al utilizar la propiedad S(a)S(b) = ba' —a"bI y recordando q"q = 1, es facil mostrar que la matriz
J(q) satisface
J(q)J(q) =1 € R3S, (64)

Al utilizar el resultado anterior la velocidad angular se puede expresar como:

w=2J"(q)q (65)

2.4. Trayectoria

En este trabajo de tesis definimos una trayectoria como una curva suave continuamente diferenciable a

lo largo de un tiempo. Existe una diversidad de trayectorias dentro de la literatura como:

= Trayectorias punto a punto: evoluciona desde la posicién inicial a la final, sin considerar el estado

de las demas articulaciones. Se pueden encontrar movimiento eje a eje o de ejes simultaneos.

= Trayectorias coordinadas: se mueven simultdneamente, ralentizando las articulaciones rdpidas, de

forma que todos los ejes terminen igual en el menor tiempo posible.



22

= Trayectorias continuas: cada articulacién sigue un movimiento aparente cadtico con posibles cam-
bios de direccién y velocidad y sin coordinacién al resto de las articulaciones, solo el extremo final

describira la trayectoria.

= Trayectorias interpoladas: sucesiéon de puntos en el espacio por las que ha de pasar las articula-
ciones del robot en un instante determinado. Respeta las restricciones fisicas y utiliza funciones
polindmicas cuyo coeficiente se ajusta segtin las restricciones. Los interpoladores que se utilizan

son lineales, cibicos (splines), a tramos, etc.

= Trayectorias aprendidas: resultado de la interaccién previamente guiada del robot para un proceso.

Se puede encontrar mas informacién en (Craig, 2006; Barrientos et al., 2007).

2.5. Mecanismo para validacion experimental

En esta seccidn se describe la plataforma experimental utilizada para validar los modelos matematicos
y algoritmos de control desarrollados en este trabajo de tesis. Para validar los algoritmos de control de

orientacidn, se disefié y construyé un mecanismo de 3GDL con una estructura similar a un giroscopio.

Las partes méviles del mecanismo se construyeron mediante la técnica de impresiéon 3D mientras que la
estructura que da soporte al mecanismo se construyé con perfiles de aluminio. Su propdsito principal es
el de cubrir las necesidades de este trabajo de investigacién, como el de proteger el vehiculo aéreo ante
colisiones e incluso accidentes. El robot se encuentra fijo en el centro del mecanismo como se observa
en la figura [10] (a), sin embargo, solo puede ser usado para orientar y dar seguimiento de trayectoria sin

la necesidad de flotar en el aire.

Las partes moviles del mecanismo son: eje principal donde se fija el robot, el cual puede rotar libremente
360 grados alrededor del eje = elemento (b) de la figura , un anillo secundario que rota alrededor del
eje y y tiene un rango de movimiento de £180 grados elemento (c) en la figura y un anillo principal

que gira libremente alrededor del eje z con un rango de rotacién de 360 grados elemento (d) en la

figura [10] .

El eje principal esta disenado de tal manera que el robot se puede sujetar a dicha pieza con una orientacién

de 45 0 90 grados seglin se desee. El anillo principal puede girar sin problema con la ayuda de unos bujes



23

elemento (e) en la figura[10] que mantienen el eje alineado y ademds sirven como unién con la estructura

de soporte.

Figura 10. Plataforma experimental de anillo completo de 3GDL.

La estructura principal elemento (f) en la figura se encuentra fabricada en aluminio lo que hace
que tenga rigidez y sea ligera capaz de moverse donde se desea, ademds se cuenta con dos soportes
adicionales el primer elemento (g) figura 10| permite moverse en caso de se requiera nivelar la plataforma
y el segundo elemento (h) figura para que el robot pueda sostenerse de manera intencional una
vez termine o inicie el experimento y este no se bloque debido a su programacién de no superar una

inclinacién de 90° sobre el angulo 6 o Pitch.

Cabe destacar que el cuadricdptero tiene cuatro entradas de control, la primera es f la magnitud de la
fuerza de empuje en la direccién del eje z en el sistema de referencia fijo al cuerpo, dado que originalmente
es un vector y no hay ningtin accionamiento sobre las coordenadas z, ¥, se considera como un escalar. Las
otras tres restantes son los pares aplicados sobre los rotores, que como resultado generan movimientos
en un espacio debido a la entrada de control y la variacién en velocidad de los motores. Como salidas
de control posee 6 grados de libertad 3 de orientacién y de 3 de traslacidon que sirven para ubicarse en

un espacio.
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2.5.1. Plataforma de vuelo

El cuadricéptero Crazyflie que se muestra en la figura a) fabricado por la compafia Bitcrazﬂ es
un vehiculo aéreo tipo VTOL de bajo costo equipado con un microcontrolador STM32F40, un radio
NRF51822 y un sensor inercial de 6GDL que permite la medicién de la orientacién y deteccién de
movimiento a lo largo de sus tres ejes, este se compone de un acelerémetro y un giroscopio digitales de
16 bits y un sensor de presion BMP388. Ademds de ser una plataforma de cdédigo abierto, es posible
hacer implementaciones aparte de las implementadas en el robot, el peso del robot es de 27 gramos.
El Firmware E| se puede encontrar de manera libre en GitHub, como algunas otras herramientas que se

puedan requerir.

Figura 11. Vehiculo Aéreo (a) Crazyflie 2.1 y (b) Radio Crazyradio.

2.6. Proceso de implementacién de los algoritmos de control

En esta seccidn se describe el equipo y programas utilizados para implementar los algoritmos de control.
Principalmente, para programar, editar y compilar los algoritmos de control que se implementaron en los

experimentos de regulacién, seguimiento de trayectoria y el entorno tridimensional.

2.6.1. Proceso de implementaciéon en regulacion y seguimiento de trayectoria

El proceso de implementacién se puede observar en el esquema de la figura [I2/El proceso inicia cuando

el control de orientacién es programado en el chip integrado del robot usando lenguaje C figura [12]

https://www.bitcraze.io
2https://github.com /bitcraze
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(a). Mediante un programa de Pythorﬂ manipulado desde el editor Visual Studio Codeﬂ se envia la
orientacién y empuje deseados por medio de Crazyradio figura (a) que se encuentra enlazado a la
plataforma y es producido por el fabricante figura (b). Una vez enviada la informacién y terminado
el experimento se puede obtener una serie de mediciones que proporcionan los sensores integrados, la
captura de informacién es resultado del trayecto o proceso por el robot cuando se encontraba en el
experimento, al finalizar son recibidos nuevamente via radio y mediante la computadora figura [12] (c).
Una vez recibidos los datos, se empaquetan de modo que posteriormente serdn interpretados por algin
programa de cémputo (d). Los datos obtenidos empaquetados pueden ser interpretados y graficados

para observar detalladamente los resultados del experimento figura [12] (e).

2.6.2. Proceso de control de orientacion y posicidon en el entorno tridimensional

En este proceso, mostrado en la figura se implementa el controlador de posicién. El proceso inicia
cuando el controlador de orientacién ya se encuentra programado en el chip integrado y listo para volar
figura (a). Para controlar la posicién, se requiere de un conjunto de 6 cdmaras de alta velocidad y
sincronizadas entre si de la compaiia OptitrackE] que en conjunto con el software /\/lotivdﬂ, la informacién
es capturada y permite conocer la posicién de un cuerpo rigido en un espacio tridimensional, esto se
logra fijando marcadores reflectantes en el cuerpo rigido, este proceso ayuda a conocer su posicidon en
tiempo real figura (b). Posterioremente la computadora hace la captura de datos de la posicién en
un programa disenado en Python y con ayuda de RO también conocido como el sistema operativo
robdtico, que es un conjunto de bibliotecas de software y herramientas para aplicaciones en robots
se logra obtener comunicacién y control total del robot figura (c). Al finalizar el experimento son
empaquetados todos los datos adquiridos por los sensores del robot como las senales adquiridas de
las cdmaras e incluso también es posible recopilar los datos procesados en el experimento resultado de
operaciones de ambos sistemas para posteriormente puedan ser manipulados por algln programa de

computado para generar las graficas de posicidn y orientacién.

En el presente capitulo se mostré una variedad de herramientas matematicas necesarias para la orientacién
de cuerpos rigidos, asi como el diseno del mecanismo experimental para la validacién de los algoritmos

de control. Necesarios para su posterior empleo una vez desarrollados los algoritmos de control.

3https:/ /www.python.org/
*https://code.visualstudio.com/
®https://optitrack.com/
Chttps://optitrack.com /software/motive/
"https:/ /www.ros.org/



Figura 13. Entorno de trabajo tridimensional para seguimiento de posicién y orientacién.
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Capitulo 3. Dinamica del cuadricéptero

El cuadricéptero esta formado por un cuerpo rigido con cuatro rotores ubicados exactamente a la misma
distancia de su centro de masa. Su estructura de soporte presenta una variedad de configuraciones, sin
embargo, la direccidn de giro de los rotores importa, ya que tienen hélices de paso fijo. El cuadricéptero
es un vehiculo tipo VTOL del inglés vertical take-off and landing (Nonami et al., 2010), que significa
despegue y aterrizaje vertical, es decir, estos robots aéreos no necesitan una pista para despegar o

aterrizar.

3.1. Aerodinamica del cuadricéptero

El movimiento de cada una de las hélices produce una fuerza de empuje f; (i = 1,...,4) en direccién
zyp. Esta fuerza tiene relacién proporcional con la velocidad angular de los rotores. Dado que en un
cuadricéptero dos hélices giran en sentido horario y dos en sentido antihorario algunos efectos giroscépicos
y momentos aerodindmicos tienden a cancelarse. En estado estacionario, la fuerza de empuje se puede

modelar como:

fz' = CT,OA%W?’ (66)

donde C'r es el coeficiente de empuje, p es la densidad del aire, A, es el drea del disco del rotor, r; es

el radio, w; es la velocidad angular del rotor. En la practica un modelo simple es:
fi=0Crw?, i=1,234, (67)

donde C't > 0 es una constante de proporcionalidad determinada a través de pruebas de empuje estitico.
Cada rotor genera una fuerza por lo que puede quedar expresada como en la ecuacidén anterior, ahora
debido a que el cuadricéptero contiene cuatro rotores, si se encuentra suspendido en el aire, el empuje

total f generado se puede calcular como:

4 4
fi= Z fi= ZCTUJ@Z- (68)
=1 =1

El par de reaccién debido a la fuerza de arrastre del rotor que actia sobre el soporte, producto de la

oposicién del aire al movimiento provocado por los rotores puede ser modelado como:

i = Couw? (69)
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donde (g es el coeficiente de par y principalmente depende de la geometria en la hélice y la densidad de
aire. Las constantes Cr y Cg pueden ser calculadas de forma experimental y deben ser positivas (Mahony

et al., 2012). El par 7; es perpendicular al plano de rotacién de las hélices.

3.1.1. Empuje total

El empuje total expresado en el marco de referencia solo aparece en el eje z y en especifico sobre la
direccidn zy, el cual esta unido al marco de referencia unido al centro de masa del cuadricéptero denotado
por ¥, = [mb Yy, Zb] Dado que solo la fuerza de empuje actia sobre la direccién zy, la fuerza total

f esta dada por:

F=rfes=f|0]. zb=es3 (70)

donde e3 € R3 es un vector de direccién como se observa en la ecuacién (70]).

3.1.2. Pares generados

Los pares generados debido a las fuerzas aerodindmicas expresados respecto al marco de referencia fijo
al cuadricéptero esta dado por

T=Tx+Ty+T, (71)

donde 7; € R? (j = {z,vy,2}) es el par generado por los rotores en el principales ejes de rotacién. Dado
que los rotores 1 y 3 giran en sentido zy, y los rotores 2 y 4 giran en sentido de —zy,. El par de reaccién
producido tiene direccidon opuesta a la direccidn de rotacién de las hélices. Entonces, se obtiene que 7
y T3 actian en direccién z, mientras que 7o y T4 actian en direccién —zy,. Los pares que acttan en el

robot debido a las fuerzas y pares generados por los rotores estdn dados por:
Tx = LYy, X fazy — Ly, X fazp (72)

Ty = &Bb X flzb — Eazb X fgzb (73)

T, = (—T1+7T2— T3+ Ta)2p (74)
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donde / es la distancia del centro de masa a cada uno de los rotores del cuadricéptero.

Tomando en cuenta las ecuaciones y , los pares Ty, Ty y T, dados en — se pueden

expresar como:

Jo—Ja w3 —w?

=L 0 |=¢Ccr| o (75)
L 0 - L 0 -
o L

Ty =C|f3— f1| ={C1 |w} —w} (76)
-~ 0 - - 0 -

0
T, =Cq 0 : (77)

—w? + w3 — w2+ wi

De forma general se pueden agrupar las ecuaciones ([75)), (76)), (77)) en conjunto de matriz como

f Cr Cr Cr Cr w?
. 0 (C 0 —4C7| |w3

f _ T _ T T 2 (78)
T Ty —¢Ct 0 LCT 0 w%
k1 i -Cq Cq —-Cq Cq | _w?l_

La ecuacién ([78]) describe la relacién entre las velocidades angulares, fuerzas y pares que existen en
el cuadricéptero. Dado que las fuerzas se encuentran expresadas en el marco de referencia X}, del

cuadricoptero se requiere que estén respecto al marco inercial X,, lo cual se reescribe como

.fa = fRZa, Ta = RT (79)

3.1.3. Movimientos en el cuadricéptero

Los movimientos que el vehiculo aéreo puede realizar dependen de la variacién de la velocidad de los
rotores. Sin embargo, dependerd la configuracién fisica del propio cuadricoptero, es decir, como se
encuentra ubicado el frente del robot si se localiza en forma de x o +. Existen otras configuraciones,

sin embargo, solo se explicara la configuracién + como se puede observar en la figura [14]



Descenso

Figura 14. Movimientos en el cuadricéptero en configuracién +.
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En este caso el rotor frontal viene numerado como f; y por lo tanto el f3 serd el rotor trasero, también
observar que el eje @}, determina la direccién frontal. Los movimientos que el vehiculo aéreo puede

realizar al variar la velocidad angular de sus rotores se describen a continuacién:

1. Adelante: resultante al disminuir la velocidad del rotor f; y el aumentar la velocidad del rotor f3.

Los rotores restantes fo y f4 permaneceran con velocidades constantes.

2. Atras: resultante al disminuir la velocidad del rotor f3 y el aumentar la velocidad del rotor f;. Los

rotores restantes fo y f4 permanecerdn con velocidades constantes.

3. Derecha: resultante al disminuir la velocidad del rotor f; y el aumentar la velocidad del rotor fs.

Los rotores restantes fi y f3 permanecerdn con velocidades constantes.

4. lzquierda: resultante al disminuir la velocidad del rotor f5 y el aumentar la velocidad del rotor f;.

Los rotores restantes f; y f3 permanecerdn con velocidades constantes.

5. Giro a la derecha: resultante al disminuir las velocidades de los rotores f1 y f3 permaneciendo

constantes y el aumento de la velocidad en los rotores fo y fs.

6. Giro a la izquierda: resultante de la disminucién de los rotores fo y f4 permaneciendo constantes

y el aumento de la velocidad en los rotores f5y fi.
7. Elevacién: resultado del aumento gradual de la velocidad de los cuatro rotores f1, fa, f3, fa.

8. Descenso: resultado del decremento gradual de giro constante de los cuatro rotores fi1, fa, f3, f4.

El funcionamiento del vehiculo aéreo se distinguird y dependera de la configuracién de giro en los rotores.
En el caso del cuadricéptero dos rotores giran en direccidn de las manecillas y los restantes en en sentido
opuesto, los efectos giroscopicos y los pares aerodinamicos tienen a cancelarse (Castillo et al., 2005).
Sin embargo, es facil identificar dado que el angulo de ataque de la hélice coincide con el giro del rotor,

si estos no coinciden no se elevara el cuadricéptero.

3.1.4. Modelo dinamico del cuadricéptero

Las ecuaciones que describen al cuadricoptero se pueden obtener por el empleo de diferentes formalismos,

sin embargo se hard uso de las ecuaciones de Newton-Euler, basado en el balance de fuerzas y pares.
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Este enfoque supone que el cuadricdptero es un cuerpo rigido y que su centro de masa coincide con el
origen del sistema de referencia que se encuentra unido al cuerpo del mismo. Las ecuaciones de movi-
miento de un cuadricdptero presentan una estructura en cascada, dado que la dindmica de orientaciéon
es independiente de la traslacién. Sin embargo la direccién de fuerza de empuje depende de la orienta-
cién del cuadricéptero. Esto permite el diseno de leyes de control de tipo jerdrquico, es decir separar la
dindmica de posicién como un bucle externo y la dindmica de orientacién como bucle interno (Zhao

et al., 2015).

Zb
7_2'1’——‘\
~d-N

Yo

Xa

Figura 15. Diagrama de cuerpo libre del cuadricéptero.

Dado un sistema de referencia £, = {ma Ya Za} inercial y un sistema de referencia X}, = [a% Yy Zb}
fijo en el centro de masa del cuadricéptero. Los sistemas de referencia X, y Y}, se relacionan mediante
una matriz de rotacién R € R3*3 la cual describe la relacién de orientacién del cuadricéptero. El vector
p € R? representa la posicién con respecto al sistema X, y el vector v € R? es la velocidad lineal. El

vector w € R3 representa la velocidad angular expresado respecto al sistema de referencia Xy,
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3.1.4.1. Modelo de orientacion

La ecuacion cinemdtica de orientacién estd dada por
R = RS(w) (80)

donde R € R3*3 representa la derivada temporal de la matriz de rotacién donde S(w) € R3*3 es una
matriz antisimétrica y w € R? es la velocidad angular expresada en ¥y,. La ecuacién de movimiento del

cuadricoptero se describe mediante la ecuacién de Newton-Euler
Mw=SMw)w+T1 (81)

donde T € R? es el par aplicado, M € R3*3 es una matriz de inercia constante y simétrica positiva

definida (Espindola & Tang, 2024).

3.1.4.2. Modelo de traslacion

Las ecuaciones de movimiento de traslacién del cuadricéptero estan dadas por:

p=v (82)

mv = fRes — mges (83)

donde g es la constante de gravedad y m es la masa total del cuadricéptero. La entrada de control para

la dindmica de traslacién es el empuje total f = 221:1 fi generado por los rotores. El vector e3 € R?
T

representa la direccion del eje z como e3 = {0 0 1} (Nonami et al., 2010; Abdessameud & Tayebi,

2013; Pliego-Jiménez, 2021).

En el presente capitulo se presenté los fundamentos basicos que engloban al cuadricéptero, ademas de
su funcionamiento bdsico y algunos de los modelos clasicos encontrados dentro de la literatura. Los
fundamentos son necesarios para conocer el funcionamiento del sistema y poder construir el modelo

alternativo de orientacion basado en el Cuaternidn unitario.
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Capitulo 4. Algoritmos de control

En este capitulo se presentan los algoritmos de control de orientacién y posicién, asi como su corres-
pondiente anilisis de estabilidad. Ademads se presenta un modelo matematico de 4 GDL para describir
la orientaciéon del robot basado en cuaterniones unitarios. Dicho modelo es fundamental para el diseno

de las leyes de control y se considera como un aporte de este trabajo de investigacion.

4.1. Modelo alternativo de orientacidn

La orientacién del cuadricdptero se describe por una matriz de rotacién R € SO(3) que relaciona el
marco de referencia X, respecto al marco de referencia inercial X,. Como se mostré en el Capitulo 2
una alternativa para describir la orientacidn del robot es el Cuaternién dado en la ecuacién donde
gs € R es la parte escalar y g, € R? es la parte vectorial, ademds, el cuaternién unitario estd contenido
en la 3-esfera definida como S? = {x € R*|z " = 1}. La esfera unitaria cubre doblemente el grupo de
rotacién SO(3), es decir, q y -q representan la misma orientacién. La cinemdtica del cuaternién unitario
viene dada por la ecuacién y el Jacobiano por la ecuacién donde w € R3 es la velocidad
angular expresada en el marco %, I3 € R3*3 es la matriz identidad y el operador S(q,) € R3>*3 dado en
la ecuacién representando al operador de matriz antisimétrica de la parte vectorial del cuaternién

g, El Jacobiano dado en la ecuacién (63)) satisface que:
J(x)x =0, J'(q)J(q)=1I3, VxecR' qecS (84)

Para el desarrollo del modelo alternativo de orientacidén se hace uso de las propiedades del Jacobiano
presentadas en (63]) se pueden consultar mas propiedades en (Espindola & Tang, 2023) y se hace uso

de la velocidad angular definida en la ecuacién (65]). Se define un cuaternién auxiliar @ como

©= eR! (85)
w
y se define la matriz P(q) € R*** como:
.
ds _qv
P(q) = (86)

a, qsI3+5S(q,)
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donde q = [CIS qv} € S3. Por calculo directo se puede comprobar que la matriz P(q) satisface:
P(q)PT(q) = P'(q)P(q) = I, det(P(q))=1, VYqeS’ (87)

donde I es la matriz identidad de dimensién 4 x 4. La matriz P(q) es ortogonal y es de hecho una
matriz de rotacién, es decir, P(q) € SO(4) Vq € S®. Ademds, la estructura de la matriz P(-) presenta
propiedades interesantes como:

P(x)+ P(y) = P +y) (88)

%P(az) = P(&), Va,ycR. (89)

Usando la definicién @ y P(q) la cinematica del cuaternién unitario pueden ser expresadas como:

@w="P'(q)q. (90)

&= P(@)i+ P(a)q (91)
Ahora el primer elemento de la ecuacién (91)) esta dado por:
a'4+q'qg=0 (92)

el cual corresponde a la segunda derivada temporal de la restriccién q' g = 1. Ahora multiplicando la

ecuacién (91)) por una matriz M que es simétrica positiva definida y esta definida

_ o’
i = |" eRY >0, (93)
0 M
dando lugar a la siguiente expresion
1. — . - N
GM& =MP(q)g +MP'(9)q. (94)

Multiplicando la ecuacién ((94)) y haciendo usa de la ecuacién de Newton-Euler dada en (81]) se obtiene

el modelo dindmico basado en el cuaternién dado por:

H(q)§+C(q,q)q =7 (95)
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donde H(q) = P(q)MPT(q) € R*** es una matriz simétrica positiva definida, § € R* es un vector de
aceleraciones, C(q,q) = [P(q)MPT(q)—P(q)S(Mw)P'(q)] € R*** el término S(Mw) que conforma
a la matriz de Coriolis viene dada por

_ 0 of

S(Mw) = € R4 (96)

0 S(Mw)

la cual tiene la caracteristica de ser una matriz antisimétrica. Los pares 7 € R* son las entradas de par
aplicado en las coordenadas del cuaternién unitario. De la definicién de la matriz de inercia H(q) se
deduce que P (q)H(q) = MP(q), esta expresién implica que las matriz M son similares y por lo tanto
tienen los mismos valores propios. Por lo tanto, si el pardmetro i es seleccionado como p < Ay {M},

la matriz de inercia H(q) satisface:
dllzl? < 2" Hig)w < ml|al2, Vo e RS (97)

donde m = Apnax{M} es el valor propio mayor de la matriz M. Como la matriz S(-) es antisimétrica,

se puede demostrar por calculo directo que se cumple
x (H(q) —2C(q,q))x =0, VxecR! VvqeS’ (98)
Ademas también se cumple la siguiente igualdad

H(q) =C(q.q)+C"(q,9). (99)

Para el modelo de la ecuacién los pares generalizados T y los pares aplicados T se calculan mediante
la ecuacion:
1
T = §J(q)7', T=2J"(q)F. (100)
Finalmente el modelo de la ecuacién presenta la dindmica Lagrangiana de 4 GDL (Espindola & Tang,

2023) y tiene una estructura similar a la de un robot manipulador sin fuerzas o pares gravitacionales

H(q)g+C(q,q)g =T (101)

donde H(q) € R*** es la matriz de inercia, C(q, q) € R*** es la matriz centrifuga y de Coriolis, 7 € R*
son los pares virtuales aplicados, g € R? es la posicién, ¢ € R* es la velocidad y § € R* es la aceleracién.

Mds propiedades del modelo general de un robot manipulador en (Kelly & Santibafiez, 2003).
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4.2. Control de orientacion
El problema de regulacién que consiste en llevar el robot hacia una orientacién deseada g, € S3,

independientemente de su orientacién inicial g(0) € S3. La sefial de error ¢ se define como la diferencia

entre la orientacién deseada y la orientacién actual como ¢ = g4 — gq(t) y el error de velocidad se define

como q = gq — q(t). Dado que g, es constante, se tiene g = —q. El objetivo de control se cumple
cuando
q(t 0
T A I L (102)
t—o0 Q(t) 0

4.2.1. Control PD

Para cumplir con el objetivo de control de regulacién, se propone el controlador PD que se define como:
F=Kyd+ K,q=Kyd— Kq (103)

donde la matrices K, K, € R**4 son conocidas como ganancias de posicién y velocidad. Dado que solo
requiere las mediciones de orientacion q y de velocidad g, asi como la especificacidn de la posicion deseada
g4, No es necesario especificar la velocidad ni la aceleracién deseadas ¢4 y G4 (Kelly & Santibafiez, 2003).

Tomando en cuenta ([100)), el controlador (103)) en las coordenadas originales estd dado por
T =2J"(q) (Kpq — Kvq). (104)

Ahora bien, si las ganancias se seleccionan como K, = %ka; y K, = k1, donde k;, y k, son constantes

positivas, la ecuacién anterior puede escribirse como

T =kyJ (q)(qa — q) — 2keJ " (q)q
= kpJ ' (@)gqq — kyw (105)

= kpe, — kyqu

donde se ha utilizado la propiedad de la matriz Jacobiana J ' (q)q = 0 y la cinemética del cuaternién

-
w = 2J"(q)q. El vector e, € R? es la parte vectorial del cuaternién unitario e = {es eT} =q '®q,.

v

La ley de control ((105]) fue propuesta en (Wen & Kreutz-Delgado, 1991) y como puede verse es un caso
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particular del control propuesto en este trabajo de tesis. La ley de control propuesta tiene la ventaja de

que las ganancias son matrices, por lo que se tiene mayor grado de libertad para seleccionar sus valores.

Al sustituir la ley de control ((103]) en el modelo dindmico de 4 GDL ((95]) se obtiene la dindmica en lazo

cerrado descrita por

q=-q

(106)
H(q)qg = Kqq — Kvq— C(q,4)q
la cual tiene un punto de equilibiro en el origen.
Para analizar la estabilidad del controlador PD se propone la siguiente funcién escalar
1. o1 - - .
V=2a"H@a+5q" Kya—eq' H(a)g (107)

donde € € R es una constante positiva. La funcidn escalar se puede acotar inferiormente por las siguiente
funcién

T

Lot lia] sty —em) [l

> 5 (108)

4] —em po | Ll

donde se ha utilizado Ayax{H(q)} = m y Amm{H(q)} = p. Por otro lado, una cota superior esta dada

por
-
q Amax 1K T q
VS% ”q” max{ p} em HqH (109)
edl €m m 4l
A
Si la constante € se elige tal que
M/\rm'ingp} > 62, AméxiKp} > 62. (110)
m m

Entonces, la funcidn escalar V es positiva definida y radialmente no acotada y por tanto es una funcién
candidata para analizar la estabilidad del origen de la dindmica en lazo cerrado (|106)). La derivada de la
funcién candidata de Lyapunov evaluada en (|106)) estd dada por
S ~ . N . U .
V=4' (Kpa - Kva— Cla,4)q) — 4" Kpa + 54" H(a)q
+eq H(q)a —eq' (Kpq — Kvq — C(q,9)q) — cq ' H(q)a- (111)
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Al utilizar las propiedad de antisimétrica de la matriz H(q) — 2C(q, q), la igualdad H(q) = C(q,q) +
CT7(q,q) y la desigualdad ||| < ||q|| + llgql| < 2 se obtiene

T

be | va] ] nal 1)

4] el

donde adicionalmente se usé la propiedad ||C(q, q)q|| < kc||@||* para algtin k. > 0 (Kelly & Santibafiez,
2003). La matriz Q € R?*? est4 dada por

/\min K -1 /\méx Kv
g | Punll 3 ML K} . (113)
_%EkméX{KV} Amfn{Kv} - E(m + ch)

Si la constante ¢ adicionalmente satisface la siguiente desigualdad

)\min{Kp})\min{Kv}
)\méx{Kv}z + )‘min{Kp}(m + 2k0)

>e>0. (114)

Entonces, la matriz () es positiva definida y una cota superior de la derivada de la funcién candidata de

Lyapunov estad dada por

V< uin{ Q) (12117 + lla]®)- (115)

Dado que la derivada de V es una funcién negativa definida se puede concluir por el método directo de
T T
Lyapunov que el punto [[IT qT} = [OT OT} es asintdticamente estable, por lo que se cumple el

objetivo de control.
Finalmente, combinado el resultado anterior con la desigualdad ({109)) se obtiene

V< 2w @), (116)
)‘méX{A}
El resultado anterior implica que el punto de equilibrio no solo es asintéticamente estable sino que es
exponencialmente estable. La estabilidad exponencial es una propiedad deseable en un sistema dindmico
ya que presenta cierta robustez ante una clase de perturbaciones (Khalil, 2002). En este sentido, el
controlador PD propuesto en este trabajo de tesis es una mejora al controlador reportado en (Wen &

Kreutz-Delgado, 1991) donde los autores solo muestran estabilidad asintética. Es importante mencionar

que el modelo alternativo de 4 GDL es una parte fundamental en la demostracién de estabilidad.
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4.2.2. Resultados experimentales del controlador PD

Para validar el modelo de 4GDL y el desempeno del controlador PD se realizaron dos experimentos en
la plataforma experimental presentada en el Capitulo [2| El primer experimento consiste en mover al

vehiculo aéreo desde su posicién inicial bajo las siguientes condiciones:
T
n(0) = [48.0536 —85.0495 —46.6169] [, w =~ O0[rad/s]. (117)
-
donde n = [qﬁ 0 14 son los angulos de Euler, hacia la posicién deseada
T
ga=[1000 = mn=o0 (118)

T
donde ny = [% 04 qu} son los angulos de Euler deseados.

En el primer experimento las ganancias del controlador PD se eligieron de la siguiente manera

K, = diag (0.025 0.0228 0.039 0.0165) (119)

K, = diag (0.0005 0.0065 0.01 0.004). (120)

En todo el documento de esta tesis se hace uso de los dangulos ¢, 8 y v para denotar a los ejes Roll-Pitch-
Yaw. La evolucién temporal de la orientacién del robot en términos de los dngulos de Euler se muestra
en la figura [16] Puede observarse las condiciones de inicio ecuacién donde la respuesta para el
angulo 1 figura (c) es mas suave a comparacién de los dngulos 6 y ¢ esto debido a que regresa a
su punto deseado en un solo giro. A diferencia del angulo 6 figura |16 (b) la respuesta es mds oscilatoria
porque su inclinacién es mayor a ¥ y ¢, sin embargo, se debe a los movimientos que produce cuando
intenta estabilizarse en # = 0 y esto como resultado produce movimientos de alabeo en ¢ figura lo
que hace la inclinacién vuelva a cambiar su orientacién, cuando los tres dngulos llegan a su convergencia

estos llegan a cero en aproximadamente 2 segundos.

De igual forma es posible ver el resultado de controlador visto como Cuaternién unitario figura [17],
la equivalencia de cada dngulo se puede observar. Para ¢ se relaciona con ¢, figura b), para 6
se relaciona con gy figura (c) y para ® se relaciona con g, figura (d). En ambos casos, puede
observarse que se cumple el objetivo de control dado para el Cuaternién unitario deseado ecuacién (|118])

se cumple principalmente porque ¢s(t) — 1y g, (t) — 0 cuando t — oc.
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Eigura 16. Respuesta del cgntrolador PD en angulos de Euler en el primer experimento: (a) Angulo sobre el eje ¢, (b)
Angulo sobre el eje 0 y (c) Angulo sobre el eje 1.

Otra forma de comprobar que el objetivo de control se cumplié es observando la grafica de la norma del

error del Cuaternién unitario mostrada en la figura [I8] la cual converge exponencialmente a cero.

Por otro lado podemos observar las velocidades angulares en la figura donde se puede observar que
también convergen a cero, sin embargo se puede notar que una sefial es mas ruidosa y esto se debe a
que en el experimento sobre el eje x se presentaron vibraciones las cuales pueden ser producto de varios
factores propios de elementos del vehiculo como hélices, motores, etc., no se encontraban en muy buen
estado, o bien, dindmicas no modeladas. Sin embargo, se cumplié de manera satisfactoria el objetivo de

control.

Finalmente, el experimento puede analizarse un poco mas a detalle si se observa ||7|| sefial generada por
la ley de control, la cual se muestra en la figura[20] Se puede notar la presencia de pequeifias oscilaciones

como se comenté anteriormente, sin embargo, de igual forma se cumplié el objetivo de control.
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Figura 17. Respuesta del controlador PD en Cuaternién unitario en el primer experimento: (a) Parte escalar gs, (b)
Cuaternién unitario en  — ¢x, (c) Cuaternién unitario en y — gy y (d) Cuaternién unitario en z — gs.
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Figura 18. Norma del error ||g(t)|| del Cuaternién en el primer experimento.
Wy Wy Wy
T T T T T T T T
5| 4
2
~
n
<
£ 0
=
3
5L i
Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 19. Velocidades angulares w(t) obtenidas del controlador PD en el primer experimento.
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Figura 20. Norma del los pares ||7(t)|| del controlador PD en el primer experimento.

4.2.3. Resultados del segundo experimento del controlador PD

Para el segundo experimento se propuso la siguiente orientacidn deseada

T

-
qd:[0.9877 0.1300 0.0864 —0.0114] = nd=[15 10 0] [9]. (121)

En este experimento el robot parte del reposo, w(0) = O[rad/s] con la siguiente orientacién inicial

.
n(0) = |-17.5334 —13.2614 —141.6468} ] (122)

Se utilizaron las mismas ganancias que en el experimento anterior. Nétese que en este experimento el
error inicial en el eje z es relativamente grande. Puede observarse las condiciones de inicio ecuacién
donde la respuesta para el dngulo v figura (c) es suave dado que es resultado de un giro en
direccién a ¥ = 0, puede notarse que hubo un incremento, sin embargo, fue muy minimo debido a 8
figura (b) se encontraba inclinado girando en conjunto con ¢ y la respuesta rapida de ¢ figura
(a) no permitieron que tuvieran una respuesta oscilante, dado que tanto el dngulo 6 y ¢ se encontraban
muy cerca de su objetivo. Como resultado se obtuvo un respuesta rapida y no oscilante permitiendo que

¢ =15y 68 = 10 cumplieran su objetivo.

De igual forma es posible observar la respuesta del controlador por medio del cuaternidn unitario figura
que muestra la equivalencia de cada dngulo que puede observarse para el dngulo ¢ representado por
gx figura 22| (b), 6 representado por ¢y figura 22 (c) y 9 representado por g, figura 22| (d). En ambos
casos es posible observarse que se cumplié el objetivo de control, sin embargo, dado que dos angulos ¢

y 0 son diferentes a 0 en el caso de ¢ figura (a) es un valor menor a 1.
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Figura 21. Respuesta del controlador PD en dngulos de Euler en el segundo experimento: (a) Angulo sobre el eje ¢, (b)

Angulo sobre el eje 6y (c) Angulo sobre el eje 1.
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Figura 22. Respuesta del controlador PD en Cuaternién unitario en el segundo experimento: (a) Parte escalar gs, (b)
Cuaternién unitario en © — gx, (c) Cuaternién unitario en y — ¢y y (d) Cuaternidn unitario en z — ¢.

Otra forma de comprobar la respuesta del controlador es por medio de la norma del error del cuaternién

unitario figura[23] que nos permite observar que converge rapidamente a cero sin presencia de oscilaciones,

como en el caso anterior de regulacién a cero.
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Figura 23. Norma del error ||g(t)|| del Cuaternién en el segundo experimento.
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Figura 24. Velocidades angulares w(t) obtenidas del controlador PD en el segundo experimento.

En la figura 24 podemos observar el comportamiento de las velocidades angulares presentadas en cada
eje. Se presenta una respuesta rapida y no hay presencia de oscilaciones, sin embargo, en la figura 24
linea roja representa la velocidad angular sobre wy se nota la presencia de cambios de velocidad debidas
a la estabilizacién general de los ejes para llegar a su orientacién deseada. En los ejes wy figura @ linea
de color azul y en el eje w, figura [24] linea de color morado se obtiene una respuesta rapida y uniforme.

Después de 2.2 segundos el objetivo de control se cumple y la velocidad pasa a ser contante.
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Figura 25. Norma del los pares ||7(t)|| del controlador PD en el segundo experimento.

En la figura [25] se observa la norma de los pares ||7(t)|| el tiempo y la magnitud que le llevo llegar al a

su objetivo de control, se puede observar una rapida accién de control y ademds no se observa ruido.
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4.3. Control de seguimiento de trayectoria

El problema de control de seguimiento de trayectoria consiste en determinar una funcién vectorial T de
tal forma que la orientacién y velocidad angular del robot siga con exactitud la orientacién y velocidades

deseadas variantes en el tiempo. El objetivo de control se cumple cuando

lim | = e R® (123)
> 1a(t) 0

el término q = g4(t)—q(t) es el error de velocidad. Los algoritmos de seguimiento de trayectoria incluyen

la dindmica completa de la estructura matematica del controlador en la mayoria de los casos.

4.3.1. Controlador PD con precompensacion

Dado que el modelo de orientacion de 4 GDL tiene una estructura similar a la de un robot manipulador,
para cumplir con el objetivo de seguimiento de trayectorias se propone el control PD con precompensacién
dado por

7= Kpq+ Kyq+ H(qq)da + C(d4,4a)da (124)

donde K, K € R**4 son matrices positivas definidas, g4 € S3, qq4 € R4, 4q € R? son, respectivamente,
la orientacién, velocidad y aceleracién deseadas, las cuales se asumen continuamente diferenciales. El
término de precompensacion en el controlador es consecuencia del hecho de que la ley de control usa la
dindmica del robot evaluada en la trayectoria deseado. El controlador PD con precompensacién es muy

practico a la hora de implementarse para trabajar en tiempo real (Kelly & Santibéfiez, 2003).

Al sustituir la ley de control (124]) en el modelo de 4 GDL se obtiene
H(q)§ = Kpq + Kvq + H(qa)da + C(4q,90)a — C(a: 2)d- (125)
Tomando en cuenta las siguientes relaciones

C(a4,44)4q — C(a,4)d = C(a,4)q + (C(qq, dq) — C(q.q))qq (126)

H(q)q = H(q)qq — H(q)g. (127)
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La dindmica en lazo cerrado se puede expresar de la siguiente manera

H(q)g = —Kpq — Kvq— C(q,q)q — h(t,q,q) (128)

donde h(t,q,q) = (H(qq) — H(qq — @)da + (C(qa: @a)@a — C(qa — @-4a — @))qa se conoce como
dindmica residual (Kelly & Santibafiez, 2003). El término h(t,q, q) satisface h(t,0,0) = 0 y puede se
acotado como sigue (Kelly & Santibafiez, 2003)

Ih(t.q. @)l < k1llgll + k2llql| (129)

donde ki, k2 € R son constantes positivas. De acuerdo con (Kelly et al., 2005), si la ganancia K,
T T
es suficientemente grande, el origen [QT Z]T] = [OT OT} es el tnico punto de equilibrio de la

ecuacion en lazo cerrado descrita por ((128]).

Para analizar la estabilidad del controlador por precompensacién considere la funcién escalar inspirada

en el trabajo reportado en (Kelly et al., 2005)

T
11q K, eH q
W= 1 P @ 7 e>o (130)
q| |€H(q) H(q)| |q
la cual satisface
T T
1 ||lq Amin{ K —em q 1 q Amax I em q
! lql {Kp} lql <we<! lql ax{Kp} lql (131)
4l —em wo | Ll 4l em m all
Al
Si la constante € se elige tal que
)\ml'n K, )\m'x K
“7{?} > €2 M > €2, (132)

m2 m

Entonces, la funcién W es positiva definida y radialmente no acotada, por lo que califica como una

funcién candidata de Lyapunov. Usando la propiedades del modelo de 4 GDL, la derivada de W a lo
largo de ([128]) esta dada por

W=—q"Kyq—q Kyq+eq H(q)q—eq Kvqg+eq' CT(q,9)q—q h—eq'h.  (133)
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Tomando en cuenta ||g|| < 2y las siguientes desigualdades

IC(q, 2)yll < kellzlllyll, Vz,yeR (134)

G CT(q,q)q < kealld|||all + 2k| | (135)

donde o = || ¢4(t)]o, la funcién W satisface

.
. ql] Amm{Kp} — k1 —3(c1+ e k) ql|

lall] |=3(ci+e k) e Al Ke} — k) — 2| |llall

Q/

W< - (136)

donde
c1 :)\méX{Kp}+kCOé+k72, co = m + k.

De acuerdo con el andlisis presentado en (Kelly et al., 2005), la matriz )" es positiva definida si las

ganancias del controlador satisfacen

(2ecy + k1)*
()‘min{Kv} — ko — ECQ)

)\min{KV} > ko + €co. (138)

)\ml’n{Kp} > 1 + k1 (137)

Tomando en cuenta el andlisis anterior se tiene

W < —Auand Q141 + llall*)

)\min{Q/} (139)
< _267Améx{A/} W.

El resultado anterior muestra que si las ganancias del controlador se eligen apropiadamente, el origen

del sistema en lazo cerrado es exponencialmente estable.

4.3.1.1. Resultados experimentales del controlador PD con precompensacion

A diferencia del controlador PD, el controlador PD con precompensacién requiere conocer los pardmetros

del modelo para calcular el término H(q4)dq+C (g4, @4)q4- Para calcular las matrices de inercia y Coriolis
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se requiere conocer la matriz de inercia M € R3*3, la cual es constante y estd dada por Forster (5 08)

16.57 0.83  0.72
M=~ | 083 1665 180 | x 10 °Kgm?].
072 1.80 29.26

L

Para evaluar el desempeio del controlador se eligié la siguiente trayectoria deseada variante en el tiempo

descrita en términos de los dngulos de Euler

oq(t) (20sen(t) + 10sen(3t))
na(t) = | 04(t) | = | (15sen(t) + 6sen(3t)) | [9]. (140)
Ya(t) 0

cos(yq) cos(6q) cos(¢q)
0 0 sen ()
qq(t) = ® o [Tl (141)
0 sen(q) 0
_sen(wd)_ | 0 0]
Las condiciones iniciales de experimento fueron
-
n(0) = [0.0455 —0.0111 —0.0012] [9 (142)
w(0) ~ O[rad/s]. (143)
Las ganancias del controlador se seleccionaron como:
K, = diag (0.0096 0.02316 0.0375 0.0000001) (144)
K, = diag (0.0008 0.0015 0.0020 0.00050) : (145)

Una vez terminado el experimento, se obtuvieron los resultados de la figura 26}, la linea continua de color
rojo indica la trayectoria medida por el robot y la linea punteada en color negro es la trayectoria deseada
es decir, nuestro objetivo de seguimiento de trayectoria. La dificultad de este experimento radica en que

el robot no debe realizar giro sobre el eje 1) como se puede observar en la figura |26 (c), se debe mantener
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en 1) = 0, dado que el robot no se encuentra flotando en el aire este solo realiza movimientos sobre los
ejes ¢(t) y O(t). Como se puede apreciar la respuesta de ¢ figura [26| (a) se obtiene un buen seguimiento
sin embargo se presentan leves desfases posiblemente producidos por perturbaciones causadas por el
viento o incertidumbres en los parametros del robot, a diferencia de 6(t) figura [26] (b) el seguimiento es

m4ds constante y preciso a comparacién de ¢.

= = =Deseado Medido
(a) T T T T T T T T T
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b T T T T T T T T T
O] ]
o 0 .
>
20k .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(C) T T T T T T T T T
20+ .
°. 0
=
20k .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo [s]

Figura 26. Respuesta del controlador PD con precompensacién en dngulos de Euler en seguimiento de trayectoria: (a)
Seguimiento sobre el dngulo ¢, (b) Seguimiento sobre el dngulo 6 y (c) Seguimiento sobre el dngulo 1.

Por otro lado, también es posible observar la respuesta del controlador en términos del Cuaternién
unitario. En la figura [27| (a) se observa la respuesta de la parte escalar del cuaternién unitario gs(%),
como existe esa variacién debida al comportamiento de los ejes ¢, 0,¢, puede notarse que el valor de g
oscila alrededor de 1). Por otro lado, también se puede observar una similitud en el perfil de la trayectoria
de la parte vectorial de cuaternién g, con respecto a las trayectorias en los dngulos de Euler. Aunque en
el experimento no se aplicé ninguna perturbacién intencional cabe destacar que el controlador responde
si durante el experimento intencionalmente se cambia de orientacién. Cabe destacar que los movimiento

realizados por ¢ y 6 tienen diferente amplitud como se puede observar en la trayectoria deseada.

En la figura se puede observar las velocidades angulares correspondientes a cada eje. Se presento
un excelente seguimiento dado sobre cada eje, la linea negra punteada representa la velocidad angular

deseada wq en cada uno de los ejes. Sin embargo, cabe destacar que en wy figura 28| (a) y wy figura
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(b) se presenta un ligero desfase producto del inicio del experimento al instante se converge a wgq, en

w, figura 28] (c) no se observan variantes notarias dado que solo hace giro pequefios sobre su eje.

= = = Deseado Medido

(a) 1.2F T T T T T T T T T ]

L f— ~
o

0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo |[s]

Figura 27. Respuesta del controlador PD con precompensacién en Cuaternién unitario en seguimiento de trayectoria: (a)
Seguimiento parte escalar gs ,(b) Seguimiento sobre el Cuaternién z — gx, (c) Seguimiento sobre el Cuaternién y — gy y
(d) Seguimiento sobre el Cuaternién z — ¢,.

_0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 .5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 28. Velocidades angulares deseadas y medidas en controlador PD con precompensacién en seguimiento de trayectoria:
(a) Velocidad angular sobre el eje z, (b) Velocidad angular sobre el eje y y (c) Velocidad angular sobre el eje z.
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Tiempo [s]

Figura 29. Norma de los pares ||7(t)|| en el controlador PD con precompensacién en seguimiento de trayectoria.

En la figura [29| se puede observar la norma de los pares ||7(t)|| como se comporta la magnitud de la

sefial durante su evolucién en el tiempo del experimento.

4.3.2. Controlador par-calculado

El modelo dindmico de un robot es generalmente no lineal en términos de las variables de estado q vy q,
por lo que el controlador par calculado es no lineal en las variables de estado. El controlador par-calculado

se define como

7= H(a) [4, + Kog + Kya| + Cla, @)a. (146)

Este controlador fue de las primeras estructuras de control de movimiento basadas en el modelo ya que
hace uso explicito de las matrices H(q), C(q, q). La trayectoria deseada g4, ¢4 y 44 asi como la medicién

de la posicién q(t) y de la velocidad ¢ se emplean para la accién de control (Kelly & Santibafiez, 2003).

La dindmica en lazo cerrado obtenida con el control par-calculado estd dada por
q+K.q+K,q=0, (147)

la cual es un sistema lineal invariante en el tiempo. Si las ganancias K, y K, se eligen como matrices

diagonales, la ecuacién en lazo cerrado estd formada por 4 ecuaciones diferenciales lineales de la forma
61+kvzdz+kp261207 221774

cuya solucién (t) converge exponencialmente a cero para cualquier ky; > 0, kp; > 0.
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4.3.2.1. Experimento par-calculado en seguimiento de trayectoria

El experimento consiste en validar la ley de control propuesta en la ecuacién ([146)). Las ganancias del

controlador se seleccionaron como:
Ky, = diag (500 850 2350 480) (148)
K, = diag (100 80 160 300) (149)
Inicialmente el robot se encuentra orientado bajo las siguientes condiciones:

.
n(0) = [-1.7191 3.3497 —0.0205} % (150)

w(0) ~ O[rads/s]. (151)

= = =Deseado
T T

Mledido

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C T T T T T T T T T
()20_ ]
°. 0
=
20+ .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo [s]

Figura 30. Respuesta del controlador par-calculado en dngulos de Euler en seguimiento de trayectoria: (a) Seguimiento
sobre el dngulo ¢, (b) Seguimiento sobre el dngulo 0 y (c) Seguimiento sobre el dngulo .

El objetivo de control en este experimento es llevar al robot a través de una orientacién deseada dada

por los angulos ¢, 6 y 1, es decir se encontrar un movimiento constante producido por los rotores
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siguiendo una trayectoria predefinida en la ecuacién para evaluar el desempefio del controlador.
Una vez terminado el experimento, se obtuvieron los resultados de la figura [30] De igual manera que el
experimento anterior del controlador PD con precompensacién, la dificultad de este experimento radica
en que el robot no debe realizar giro sobre el eje 1) como se observa en la figura |30 (c), se debe mantener
en ¢ = 0. Como se puede observar en la figura (a) se obtiene un seguimiento con un desfase, sin
embargo el desfase es totalmente simétrico y o presenta perturbaciones a partir del 3 segundo, esto
implica que en caso de una perturbacién totalmente aplicada el controlador tendra la capacidad total
de regresar a su trayectoria. La respuesta sobre el eje 6 figura (b) es mejor a comparacién de la
presentada sobre el eje ¢, cabe destacar que la amplitud de la senal sobre 6 es menor a comparacién de

la presentada sobre ¢.

-== D9sead0 ,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 31. Respuesta del controlador par-calculado en cuaternién unitario en seguimiento de trayectoria: (a) Seguimiento
parte escalar g5 ,(b) Seguimiento sobre el Cuaternién  — ¢, (c) Seguimiento sobre el Cuaternién y — ¢y y (d) Seguimiento
sobre el Cuaternién z — ¢,.

También es posible observar su comportamiento mediante cuaternién unitario figura [31] donde se logra
observar que también puede visualizarse la perturbacién no intencional durante los segundos 1.8 y 2.2,

sin embargo cumple su objetivo.

En la figura [32] se puede observar la respuesta de las velocidades angulares, la linea punteada negra

representa la velocidad deseada sobre cada eje. Se puede observar que al inicio del experimento sobre los
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tres ejes figura|32| (a)(b)(c) se presenta una respuesta agresiva, sin embargo el controlador fue capaz de
regresar a la trayectoria. También se puede observa una breve perturbacién durante aproximadamente
los segundos 1.5 y 2 figura (a) lo que significa que el controlador tendréd la capacidad de regresar

nuevamente en caso de perturbaciones que ese presentaran durante el experimento.

Por otro lado se puede observar el comportamiento y evolucién de la magnitud de la norma de los pares
figura[33} se puede notar una serie de sefiales de mayor magnitud y estas son producto de los movimientos

que se realizan sobre los ejes, dado que se encontraba fijo en la plataforma de pruebas.

- - = W

(a) 1 T

—0.4 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo [s]

Figura 32. Velocidades angulares deseadas y medidas con el controlador par-calculado en seguimiento de trayectoria: (a)
Velocidad angular sobre el eje z, (b) Velocidad angular sobre el eje y y (c) Velocidad angular sobre el eje 2.

x10~3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 33. Norma de los pares ||7(t)|| en el controlador par-calculado en seguimiento de trayectoria.
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4.4. Control de posicion

Cdémo se menciond en los Preliminares el robot aéreo se compone de dos subsistemas: orientacién y posi-
cidén. En esta seccidn se aborda el problema de seguimiento de trayectorias en el ambiente tridimensional
para el subsistema de posicién. Dada una trayectoria deseada py(t) € R3 la cual se asume al menos tres
veces diferenciable y la velocidad deseada vq = py(t) € R? se busca que el la posicién del robot p(t) y
su velocidad v(t) sin el perfil de trayectoria deseado, es decir, se debe cumplir el siguiente objetivo de
control

lim py(t) —p(t) =0, lim vq(t) —v(t) =0.

t—o00 t—o00

Para disefiar la ley de control de posicién, el error de posicién se define como

p=pa(t) —p, (152)

el error de velocidad se define como

U = vq(t) — v. (153)

Adicional para los propdsitos del control se define la siguiente velocidad lineal de referencia v, y un

estado auxiliar s, como:

vy =v4(t) +T'pp (154)

Sp=v;—v=0+Iyp (155)

donde I';, es una ganancia positiva. El subsistema de posicion es subactuado, es decir, se tienen mas
variables a controlar que entradas de control. Para superar este problema se introduce una entrada virtual

u € R3 definida como

u = fRa(qq)es (156)

donde Rq € SO(3) es la matriz de rotacién deseada basada en cuaterniones.

Tomando en cuenta ||Rq(gq)es||> = es R] Rqes = ejes = 1, la fuerza de empuje se puede calcular

como

f=1lull. (157)

Por su parte el cuaternién deseado g4 se calcula de acuerdo al algoritmo reportado en (Pliego-Jiménez,
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2021). Teniendo en cuenta las ecuaciones ((152)), (153, (154)), la ecuacién de movimiento ({155 puede

reescribirse de la siguiente forma:

b= —Tpp+sp (158)

mép, = m(v; + geg) —u — f(R — Rq)es (159)

donde v, = v4(t)+Tp0 y f(R— Rq4)es es un término de interconexién entre los subsistemas de posicién
y orientacién. Ahora el objetivo de la ley de control es el disefio de una ley virtual de entrada w tal que:

lfm sp(t) =0, lim p(t) =0 (160)

t—o00 t—o00

Para cumplir con el objetivo de control se propone la siguiente ley de control
u =TI'ysp + app + m(v; + ges) (161)

donde Ty, € R3*3 y o, € R son ganancias positivas y constantes.

Las ecuaciones que gobiernan la dindmica en lazo cerrado del subsistema de posicién estan dadas por:

v=-Iyp+s, (162)
msép, = —ap — I'ysp, — f(R — Rq)es.

Dado que los controladores de orientacién presentados en las seccién anteriores garantizan que el error de
orientacidn converge exponencialmente a cero, el término de interconexién puede considerarse como una
perturbacién que desvance con el tiempo, es decir, f(R(t)—Rq(t))es — 0 cuando t — oo. Para analizar
la estabilidad del subsistema de posicién se supondrd que la ley de control de orientacién garantiza que
los errores de orientacién converjen mds rapido a cero que los errores de posicion (Antonelli et al., 2018;
Lopez-Sanchez et al., 2023), decir, ¢ = g4 = f(R(t) — Rq4(t))es = 0. Considere la funcién candidata
de Lyapunov

1 . 1
U = sallpl* + smils, | (163)

la cual trivialmente satisface

di(IpI* + Ispll*) < U < da(lIpII* + [|s5]%) (164)
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donde di = 3 min{a,m} y do = £ max{a,m}.
La derivada de U a lo largo ([162)) con f(R(t) — Rq(t))es = O satisface

U= —af’TFpi’ - Sgrvsp
< —admi{Tp}HIPI® = Amm{T Hsp 12

o ) (165)
< —ds([IpII” + lIsplI")

IA
|
|
<

donde d3 = min{aA,, \,}. Dado que U es negativa definida las variables en lazo cerrado p(t) y s, (t)
estdn acotados. La desigualdad anterior también implica que el punto de equilibrio (p, s,) = (0,0) es
exponencialmente estable. El error de velocidad se puede expresar como v = —I',p + s;,, dado que el
lado derecho de la expresidn anterior converge exponencialmente a cero, se puede concluir que el error
de velocidad angular también converge exponencialmente a cero y por tanto se cumple con el objetivo
de control. Para trabajar de una manera mas corta, se hard uso de las siglas PDP haciendo referencia al

controlador PD con precompensacién y las siglas CPC haciendo referencia al controlador par-calculado.

4.4.1. Experimento de seguimiento de trayectorias en R* y S* controlador PDP

Ahora el experimento consiste en la unién de los dos sistemas juntos el de orientacién que se encuentra
programado dentro del robot y el de traslacién que se programa de manera externa y el cual hace uso

del espacio tridimensional mencionado con anterioridad.

Para evaluar el desempeifio del control de posicidn, se eligié la siguiente trayectoria deseada

Pa(t) = |axsen(wit) aysen(wat) 0.35(1 — e™t) +0.02 ! [m] (166)

donde ay = 0.4, ay = 0.6, wy = 7/2, wy = /4y ¢ = 0.75. La trayectoria deseada es una funcién
continuamente diferenciable y corresponde a la curva Lemniscata en el plano zy mientras que en el eje

z la trayectoria se mueve de forma suave desde la altura de 0.02 [m] a una altura de 0.35 [m].

En el primer experimento de seguimiento de trayectorias de posicién y orientacién se utilizé para el
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subsistema de orientacién el control PD con precompensacién con las siguientes ganancias

K, = diag (0.025 0.0228 0.036 0.0165) (167)

K, = diag (0.004 0035 0.006 0.0003). (168)

Las ganancias del control de posicion se eligieron de la siguiente manera

I, = diag (0.9930 0.6955 4.875) (169)
T, = diag (0.09945 0.109845 0.24) (170)
o = 0.0001. (171)
Los parametros del robot son:
m
g =981 [S—Q} (172)
m = 0.0324[Kg]. (173)

Inicialmente el robot se encuentra orientado y posicionado bajo las siguientes condiciones iniciales:

n(0 = [—0.0009 —0.0028 —0.0017}T (174)
w(0) = Ofrad/s] (175)
p(0) = [0.2780 0.3530 0.0240}T [m] (176)
v(0) = 0[m/s]. (177)

Se puede observar en la figura[34]1a respuesta del controlador en dngulos, la linea de color negro punteada
son los dngulos deseados y la linea continua de color rojo son los angulos obtenidos o medidos. Puede
observarse en la figura |34 (a) el comportamiento del dngulo ¢(t) donde se observa muy claramente el
seguimiento del dngulo deseado y del obtenido. Nétese que presenta al inicio un transitorio menor, esto
es porque no tiene la direccién de frente del robot como es en el caso del dangulo () figura b).
El transitorio que se muestra al inicio del experimento se debe al error inicial de posicién en el eje y
figura (c). En el caso del dangulo 1) mostrado en la figura (d) no se observa un transitorio y la
trayectoria permanece casi constante, dado que cumple el objetivo de regulaciéon como se observa en

el inicio del experimento este se ve afectado por los movimientos naturales que requiere el robot para
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seguir la trayectoria deseada, sin embargo, este eje no se encuentra girando y por lo tanto siempre debe

ser ¢ = 0.

= = =Deseado—— Medido
T T T T

(a) 20l -

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
T T T T T T T T T
(C) 20 .
o0
=
—20+ .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [s]

Figura 34. Control de orientacién en posicién de PD con precompensacién en dngulos: (a) Angulo sobre el eje ¢, (b) Angulo
sobre el eje 8 y (c) Angulo sobre el eje 1.

De la misma manera podemos observar la grafica del cuaternién unitario figura para el caso de ¢
figura[35[(a) son variaciones muy pequefias casi imperceptibles a simple vista, ¢ figura[35((b) equivalente
a ¢ se observa un comportamiento idéntico, para ¢, figura (c) equivalente a @ y finalmente para ¢,

figura [35] (d) de igual forma es 0 como ocurre en .

Para el caso de posicidn el robot harad el seguimiento de trayectoria de lemniscata, el cual viene dado
por la ecuacién ([166]). Se puede observar que el seguimiento mostrado de color rojo en py figura
(a) se muestra al inicio un transitorio hasta que la posicién del robot converge a la trayectoria deseada
en aproximadamente 6 segundos. Este transitorio se debe a que cuando inicia el vuelo del robot se
encontraba en una posicién diferente a la posicion inicial deseada. Ademds del transitorio, se pueden
observar pequefias diferencias al momento de dar vuelta o incluso una rafaga de viento hizo que se
moviera de su posicién pero este regreso. Un comportamiento similar se observé en la coordenada py
mostrada en la figura b). Se puede verificar que el robot inicio en una posicion diferente y esa es la
razén por la que existe un transitorio al inicio como también se puede observar en el dngulo 6, ademas se

puede apreciar un mejor seguimiento de trayectoria a diferencia de py. Es importante hacer notar que la
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frecuencia de la trayectoria deseada en el la coordenada x es mayor que en la coordenada y. En el caso
de p, figura 36| (c) este representa la altura y su objetivo es llegar a los 35 cm de altura como podemos
observar se logra al altura deseada, sin embargo, se observan un serie de oscilaciones que se presentaron

mientras se encontraba volando el robot.

(a) 15 , , : : = = = Deseado : Medido
1

S i
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(b) 0.2F T T T T T T T T T 7]

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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A

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N
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Figura 35. Control de orientacién en posicién de PD con precompensacién en Cuaternién unitario: (a) Parte escalar gs, (b)
Cuaternién unitario en © — gx, (c) Cuaternién unitario en y — ¢y y (d) Cuaternidn unitario en z — ¢.

En la figura[37] se pueden observar la evolucién en el tiempo de las velocidades angulares de cada eje. La
linea punteada negra es la referencia de cada velocidad angular deseada. Cabe destacar que se observa un
excelente seguimiento, sin embargo es posible notar la presencia de pequenos picos en wy figura (a)
estos debidos a los movimientos que por naturaleza se presentan a la hora del seguimiento de trayectoria
deseada, a diferencia de wy figura|37|(a) la respuesta mejor a diferencia de wy lo que nos lleva a penar que
también radica debido a las perturbaciones naturales que se presentan mientras se encuentra volando.
A diferencia de w, figura (c) la sefial obtenida es muy pequefia sin embargo se hace el seguimiento

correctamente aunque se observe la presencia de ruido en la senal.

La evolucién de la magnitud en la norma de los pares figura se puede observar que al inicio comenzé
con casi tres veces el valor de la magnitud final, sin embargo, aproximadamente después de 1.5 segundos

la magnitud permanece casi constante.
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Figura 36. Control de posicién del controlador PD con precompensacién: (a) Coordenada sobre z, (b) Coordenada sobre
y y (c) Coordenada sobre z.
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Figura 37. Velocidades angulares deseadas y medidas en R® y S en controlador PD con precompensacién: (a) Velocidad
angular sobre el eje z, (b) Velocidad angular sobre el eje y y (c) Velocidad angular sobre el eje z.
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Figura 38. Norma de los pares ||7(t)|| del controlador PD con precompensacién.

4.4.2. Experimento de seguimiento de trayectorias en R? y S* controlador CPC

De igual forma que el en controlador PD con precompensacién ahora el experimento consiste en la
unién de los dos sistemas juntos el de orientacién que se encuentra programado dentro del robot y
el de traslacién que se programa de manera externa y el cual hace uso del espacio tridimensional. Se
hace evaluar el desempeno del control de posicidn se uso de trayectoria deseada antes mencionada en la
ecuacion , donde ax = 0.4, ay = 0.6, @y = /2, we =7/4y ¢ = 0.75. La trayectoria deseada es
una funcién continuamente diferenciable y corresponde a la curva Lemniscata en el plano xy mientras

que en el eje z la trayectoria se mueve de forma suave desde la altura de 0.02 [m] a una altura de 0.35

[m].

Para el sistema subsistema de orientacién para el controlador par-calculado se eligieron las siguientes

ganancias:

K, = diag (300 900 900 900) (178)

K, = diag (300 60 60 60) (179)

Las ganancias del control de posicion se eligieron de la siguiente manera:

I, = diag (1.8999 1.6995 9.785) (180)
I, = diag (0.09845 0.09845 0.220) (181)

a = 0.0001 (182)



Los parametros del robot son:

m
82

g:9.81[ ]

m = 0.0324[Kg].
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(183)

(184)

Inicialmente el robot se encuentra orientado y posicionado bajo las siguientes condiciones iniciales:

= = =Deseado Medido
T T T T T T T T T
Wq‘ e St ‘\MWWM
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
T T T T T T T T T
I
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
T T T T T T T T T
[~
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

.
n(0 = [—0.0008 —0.0030 0.0084}
w(0) = O[rad/s]

.
p(0) = [0.3700 0.5000 0.0230] [m]

v(0) = 0[m/s].

Tiempo [s]

(185)
(186)
(187)

(188)

Figura 39. Seguimiento de orientacién en posicién del control par-calculado en dngulos de Euler: (a) Angulo sobre el eje
@, (b) Angulo sobre el eje 8 y (c) Angulo sobre el eje 1.

Se puede observar en la figura[39]la respuesta del controlador en dngulos, la linea de color negro punteada

son los angulos deseados y la linea continua de color rojo son los dngulos obtenidos o medidos. Puede

observarse en la figur (a) el comportamiento ¢(t) donde se observa muy claramente el seguimiento
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del angulo deseado y el medido, nétese que presenta un transitorio menor dado que no se encuentra en la
frente del robot a diferencia del dngulo 6(t) figura [39| (b) se observa durante los primeros dos segundos
un desfase, este fue causado debido a que se presenta un error inicial de posicién y el controlador regresa
a la trayectoria deseada, posteriormente se observa un seguimiento correcto. En el caso del dngulo v(t)
y mostrado en la figura[39|(c) no se observa un transitorio y permanece casi constante, dado que cumple
el objetivo de regulacidn, sin embargo, es posible que sea afectado por los movimientos naturales que

requiere el robot para seguir la trayectoria deseada por lo tanto este eje siempre debe de ser ¢ =0 .

De la misma manera podemos observar la grafica del cuaternién unitario figura para el caso de g
figura (a) son variaciones muy pequefias casi imperceptibles a simple vista, se observa un comporta-
miento muy idéntico para gy equivalente a ¢ y ¢y equivalente a § cabe destacar que también es posible

observar el desfase que ocurre debido al error de posicién sobre 6. Para g, = 0 como ocurre en .

= = = Desecado Medido
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1
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 40. Seguimiento de orientacién en posicién del control par-calculado en Cuaternién unitario: (a) Parte escalar gs,
(b) Cuaternién unitario en z — g, (c) Cuaternién unitario en y — ¢, y (d) Cuaternién unitario en z — g.

Para el caso de posicién el robot hard el seguimiento mostrado en la ecuacién (166f). Se puede observar
que el seguimiento mostrado de color rojo en py figura (a) se muestra un transitorio hasta que la
posicién converge a la trayectoria deseada en aproximadamente 3 segundos. Esto se debe a que cuando

inicia el vuelo del robot se encontraba en una posicién diferente a la inicial deseada. Se puede observar
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una buena respuesta una vez el robot alcanzo la altura deseada. Un comportamiento similar ocurrié
sobre la coordenada py figura (b) sin embargo que durante los segundos 10 y 18 la sefial no alcanzo
la trayectoria debida a los decaimientos de energia proporcionados por la bateria. Algo similar que se
observo en la coordenada py se puede observa en la altura p, figura 41| (c) cumplié su objetivo de llegar
a los 35 cm de altura como podemos observar se logra la altura deseada, sin embargo se observan una
seria de oscilaciones menores y es importantes observar que antes del segundo 10 y el 18 se observo una

perdida de altura cuando se encontraba volando el robot.

= = = FMdeseada DPinedida
T T T T T T T T T
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 41. Control de posicién del controlador par-calculado: (a) Coordenada sobre z, (b) Coordenada sobre y y (c)
Coordenada sobre z.

En la figura [42] se puede observar la respuesta de las velocidades angulares del controlador par-calculado,
donde la linea punteada de color negro corresponde a cada una de las velocidades angulares deseadas. Se
puede observar que en wy figura [42| (a) se observa un transitorio y este se debié a la correccién del error
de posicién de la ya mencionada anteriormente. De igual forma se puede observar el comportamiento de
la velocidad angular en wy, figura 42| (b) el transitorio del inicio. En w, se observa un transitorio pequefio
debido a los movimientos generados para su estabilizacién del robot figura (c). También es posible
visualizar una perturbacién considerable durante los segundos 16 al 18 y este puede visualizarse por los

decaimientos de energia proporcionados por la bateria.
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El comportamiento y evolucién de la magnitud de la norma de los pares ||7|| figura eI el experimento
se puede notar que en los primeros dos segundos se observa una respuesta rdpida, la magnitud en general
del comportamiento en el tiempo de ||7|| es pequefia sin embargo se puede notar los tres eventos que se
presentaron en el experimento. El primero durante los primeros dos segundos que corresponde al error
de posicidn, el segundo y tercero que son debidos al decaimiento de energia es en los segundos 9 — 10 y

17 — 18 sucesivamente.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 42. Velocidades angulares deseadas y medidas en R* y S* en controlador par-calculado: (a) Velocidad angular sobre
el eje z, (b) Velocidad angular sobre el eje y y (c) Velocidad angular sobre el eje z.
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Figura 43. Norma de los pares con el controlador par-calculado.
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4.5. Comparaciones entre ambos controladores

Si bien hay que aclarar que no es posible hacer una comparacién directa ya que ambos controladores no
poseen los mismos parametros. Sin embargo si podemos observar como se comportaron los controladores
ante el mismo objetivo de control. Los resultados presentados son debidos a los pardmetros y condiciones

realizados.

4.5.1. Comparaciones de seguimiento de trayectoria de ambos controladores

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo [s]

Figura 44. Comparacién en seguimiento de trayectoria controlador PDP y CPC: (a) Angulo sobre el eje &, (b) Angulo sobre
el eje 8y (c) Angulo sobre el eje 1.

En la figura[44]se puede observar la evolucién temporal de respuesta del control PD con precompensacién
y control par-calculado. Inicialmente la referencia o trayectoria deseada se puede visualizar como la linea
de color negro punteada, para el control PD con precompensacién es el azul y para el control par-
calculado es representado por el color rojo. Sobre el angulo ¢ figura 44| (a) se puede apreciar que ambos

controladores van muy precisos, sin embargo, se logra apreciar un desfase simétrico que ocurre en ambos
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controladores, sin embargo después de un corto tiempo convergen a su trayectoria deseada. En @ figura
(b)se aprecia un mejor seguimiento en la trayectoria a comparacién de ¢. También se logra observar que

en v figura [44] (c) se cumple el objetivo de control 1) = 0 presentado anteriormente.

Cabe destacar que ambos experimentos se realizaron sobre la misma plataforma de pruebas e iniciaron en
aproximadamente la misma orientacién. En este experimento se observo mejor seguimiento por parte del
controlador PD con precompensacién a diferencia del controlador par-calculado. La trayectoria o referen-
cia de posicidn se representa mediante la linea negra punteada, el controlador PD con precompensacién

por la linea de color azul y el controlador par-calculado representado mediante la linea de color rojo.

4.5.2. Comparaciones de seguimiento de posicién en R? y S* de ambos controladores

CPC

= = =REF

PDP

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 45. Comparacidn seguimiento en posicién de los controladores PDP y CPC: (a) Coordenada sobre z, (b) Coordenada
sobre y y (c) Coordenada sobre z.

En la figura se puede observar el seguimiento de la trayectoria en posicién del robot con ambos

controladores. Se puede observar en la coordenada py figura (a) ambos controladores convergen
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aproximadamente a los 4 segundos. Se logra observar que el controlador PDP se encuentra mas cerca
de la linea de referencia, sin embargo, es posible notar pequefios desfases cuando el robot se encuentra
haciendo giros. En la figura [45|(b) se logra observar un seguimiento de trayectoria, sin embargo, durante
los segundos 13 — 15 se logra observar un desfase por parte del controlador PDP después vuelve a
converger a la trayectoria deseada. También se logra observar durante los segundos 9 — 11 y 17 — 19
que la sefal por parte del CPC decae, comentado anteriormente que se ve afectado por la bateria. En la

figura (c) se logra observar que ambos controladores cumplen el objetivo de control.

Cabe destacar en la figura(c) se logra observar que el PDP linea azul, le llevo mas tiempo en converger
a la altura deseada, el trayecto fue mas oscilante a comparacién que el CPC que en esta prueba se observa

que converge mas rapido y menos oscilante, sin embargo, se presentaron dos decaimientos de energia.
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Figura 46. Thrust empleado por el controlador PD con precompensacién.

Si analizamos el comportamiento evolutivo de la sefial de thrust figura del controlador PD con
precompensacion, se logra observar que es constante y sin embargo se nota que hubo la presencia de

muchos movimientos a la hora del experimento dado que la sefial cambia de tamaiio.
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Figura 47. Thrust empleado por el controlador par-calculado.
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El comportamiento evolutivo de la sefial de thrust figura [47| del controlador par-calculado se observa que
es mds pequeiia, sin embargo, se nota la presencia de los cambios que existieron durante el experimento,
por ejemplo, se hace notar los transitorios en los segundos 1 — 2 debido al error de posicién y los

transitorios durante los segundos 8 — 10 y 16 — 18 debido al decaimiento de energia en la bateria.

En el presente capitulo se desarrollé el modelo alternativo de orientacidn basado en el cuaternién unitario
asi como su matematica que lo involucra, se presentan los analisis correspondientes a cada algoritmo de
control propuesto también se presenta cada uno de los experimentos propuestos y validados a través del

mecanismo experimental y el entorno tridimensional controlado.
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Capitulo 5. Conclusiones

En esta tesis de maestria se obtuvieron los siguientes resultados:
Se obtuvo un modelo alternativo de orientacién basado en el Cuaternién unitario.
Se disefié y fabricé un mecanismo experimental para la prueba de los algoritmos de control.

Se validé el desempeiio del algoritmo de control propuesto para el caso de regulacién con el clasico PD,

quien mostré muy buen desempefio en respuesta, sin embargo, dependera de la aplicacién.

Se validé el desempefio de los algoritmos de control propuestos para el seguimiento de trayectoria, se
hizo uso de los controladores PD con precompensacion y par-calculado. Al término del experimento, se
concluyé que ambos son eficientes y presentan un desempefio muy idéntico. Sin embargo, el controlador
PD con precompensacién demostré mejor desempefio en el banco de pruebas a comparacién del par-

calculado.

Se validé el desempefio de cada algoritmo de control en un ambiente tridimensional bajo una trayectoria
deseada. Al término se concluyd que ambos son eficientes y presentan un desempefio muy idéntico. Sin

embargo, el controlador par-calculado demostré mejor desempefio
Limitaciones

Si bien el cuaternién unitario esta libre de singularidades no fue posible que el robot hiciera trayectorias
agresivas y giros de 360° dado que su programacién restringe las inclinaciones superiores a +90° des-
activando los rotores por seguridad y generando un bloqueo. Por otro lado también se encontré que las
baterias utilizadas en los experimentos variaban los resultados, es decir cuando la bateria se encontraba
totalmente cargada o vacia mostrada resultados diferentes, por lo tanto no era facil replicar el experimen-
to con otra bateria y se tenia que esperar a cargar nuevamente la bateria para replicar el experimento. Las
actualizaciones recientes en Software y Hardware vuelven obsoleta la implementacién, dado que pierden

compatibilidad los programas utilizados, uno de los mas notorios fue en el uso de Linux, ROS y Python.
Trabajo a futuro

Validacién del modelo alternativo de orientacién bajo otros esquemas de control.

Validacién experimental mediante trayectorias agresivas y giros de 360°.

Hacer un modelo de orientacién mdas completo para comparar si existe una diferencia.
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