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Resumen de la tesis de Nelson Emmanuel Ordoénez Guillén, presentada como requisito parcial
para la obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Computacion.

Heuristica para el problema MAX-CLIQUE basada en un modelo de computo con ADN
utilizando GPU’s

Resumen aprobado por:

Dr. Israel Marck Martinez Pérez

Director de Tesis

En sus inicios, los modelos de coémputo biomolecular fueron concebidos como un nuevo
paradigma para enfrentar los problemas complejos aprovechando la gran densidad de infor-
macion de las moléculas biologicas (principalmente ADN) y el paralelismo masivo de sus
bio-operaciones. El modelo de etiquetas pertenece a estos modelos y es uno de los més prodi-
gos en cuanto al desarrollo de algoritmos que abordan problemas de la clase NP-Completo.
Uno de estos algoritmos es el llamado k-Cliques, que se utiliza para resolver el Problema del
Clique Méaximo (MCP, por sus siglas en inglés). Sin embargo, a pesar de sus ventajas, es
ampliamente conocido que los algoritmos de computo biomolecular aplicados a tal clase de
problemas, presentan algunos inconvenientes que evidencian su inviabilidad préctica. Estos
inconvenientes son principalmente dos: las bio-operaciones son propensas a errores y la entra-
da (cantidad de ADN) aumenta de manera exponencial respecto al tamano del problema. Una
alternativa poco explorada que permite franquear el primero de estos obstaculos, consiste en
la implementacion in silico de los algoritmos de computo biomolecular en arquitecturas pa-
ralelas. El segundo de estos impedimentos se puede atacar combinando estos algoritmos con
heuristicas que les proporcionen entradas de tamano manejable. Tomando esto en considera-
cion, la principal contribucién del presente trabajo radica en el desarrollo de una heuristica
para el MCP, basada en la codificacién de la entrada y el filtrado paralelo del algoritmo
k-Cliques. En su parte central, esta heuristica consiste en la generacion y filtrado de tubos de
prueba. Cada tubo de prueba contiene un subconjunto del espacio de soluciones completo y
se genera tomando subconjuntos de cliques encontrados previamente. El paralelismo masivo
de hebras en el filtrado del algoritmo k-Cliques se replica utilizando el paralelismo masivo
de hilos de CUDA. Para verificar su desempeino, se realizaron pruebas sobre el conjunto de
casos DIMACS. Los resultados obtenidos se comparan con un algoritmo ramifica y acota del
estado-del-arte e indican competitividad en casos de prueba de tamano moderado a grande.
Ademas, una de las principales ventajas del enfoque propuesto, es que permite la obtencién
de mas de una solucién en algunos problemas, lo cual es una caracteristica no encontrada en
ninglin otro trabajo previo de su tipo.

Palabras Clave: Cémputo con ADN, Modelo de Etiquetas, Filtrado Paralelo, Pro-
blema del Clique Maximo, Heuristicas, CUDA.
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Abstract of the thesis presented by Nelson Emmanuel Ordoénez Guillén, in partial fulfillment
of the requirements of the degree of Master in Sciences in Computer Science.

Heuristic for the MAX-CLIQUE problem based on a DNA computing model using GPU’s

Abstract approved by:

Dr. Israel Marck Martinez Pérez

Thesis Director

Biomolecular computing models were initially conceived as a new paradigm to face hard
problems by taking advantage from the high-information density existing in biological mole-
cules (mainly in DNA) and massively parallel bio-operations. The sticker model is one of the
most popular DNA-based models in the development of algorithms for NP-Complete pro-
blems. One of these algorithms, is the so-called k-Cliques sticker algorithm which is used for
the Maximum Clique Problem (MCP). However, it has been widely known that the applica-
tion of DNA computing algorithms for solving such class of problems exhibits two practical
limitations: error-prone bio-operations and exponential growth of the input (amount of DNA)
with respect to the size of the problem. A scarcely explored alternative which could be used
to overcome the inaccuracy of bio-operations, consists of the in silico implementation of
DNA-based algorithms using parallel architectures. Aditionally, the scaling-up issue may be
tackled combining these algorithms with heuristics in order to provide them with inputs of
a manageable size. Thus, the main contribution of this work resides precisely in the deve-
lopment of a heuristic for the MCP, based on the input coding and parallel filtering of the
k-Cliques algorithm. In this heuristic, test tubes containing sets of candidate solutions are
iteratively generated and filtered out to detect current solutions, where each set is in turn,
constructed in an iterative fashion taking subsets from a previously found clique. The parallel
filtering strategy of the k-Cliques algorithm is replicated by harnessing the massive threading
and parallelism of CUDA. For comparison purposes, computational experiments were perfor-
med over DIMACS benchmark set and contrasted with those obtained in a state-of-the-art
branch-and-bound algorithm. Experimental results show that the heuristic introduced here
is competitive on instances ranging from moderate to large size. Moreover, a key feature of
this approach resides in the generation of multiple solutions for some instances, a property
not previously found in the literature.

Keywords: DNA Computing, Sticker Model, Parallel Filtering, Maximum Clique
Problem, Heuristics, CUDA.
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Capitulo 1. Introduccién

1.1. Antecedentes y motivaciéon

A finales de los anios cincuenta, Richard Feynman, famoso fisico estadounidense, impartio
la conferencia titulada “ There is Plenty of Room at the Bottom”, ante la Sociedad Americana
de Fisica, en el Instituto Tecnolédgico de California (Feynman, 1960). En tal charla, Feynman
introdujo la nocion de utilizar estructuras biologicas, tales como células vivas y complejos
moleculares para la construccién de computadoras submicroscopicas. Con esta revolucionaria
vision, Feynman senté las bases para el desarrollo del area del Computo Biomolecular. El
Computo Biomolecular es un area de estudio relativamente nueva que implementa esta idea
de Feynman: la informacion es codificada en moléculas biolégicas y se aplican técnicas de
laboratorio de Biologia Molecular para modificar esta informacién y producir un resultado.
Leonard Adleman es considerado el precursor del drea de Computo Biomolecular, al demos-
trar la viabilidad experimental de este enfoque; resolviendo un pequeno caso especifico del
problema de rutas Hamiltonianas con moléculas de ADN (Adleman, 1994). Este logro de Ad-
leman, provoco el interés del estudio dentro del area y surgieron nuevos modelos de computo
basados en ADN. Algunos de estos modelos son: el modelo de Lipton (Lipton, 1995), el mo-
delo de enzimas de restriccion (Ouyang et al., 1997), el modelo de etiquetas (sticker) (Roweis
et al., 1998), el modelo de computo basado en superficies (Smith et al., 1998), el modelo de
auto ensamblamiento (Winfree et al., 1998) y el modelo de formacion de horquillas (hairpin)
(Sakamoto et al., 2000). El modelo de etiquetas representa cadenas binarias utilizando hebras
de ADN y define cinco operaciones que actian concurrentemente sobre todas las hebras con-
tenidas dentro de un tubo. Es un modelo de computo universal (Kari et al., 1998). Dado que
es un modelo no auténomo, masivamente paralelo que simula la operacién de una méquina
de registros vertical, resulta adecuado para su implementacion in silico, particularmente en
arquitecturas paralelas (Martinez-Pérez y Zimmermann, 2009). En la literatura existe una
gran variedad de trabajos que utilizan el modelo de etiquetas principalmente enfocados en
la solucion de problemas NP-Completos (en el Capitulo [3| se presenta una revision). Sin
embargo, la mayoria de estos articulos presentan algoritmos que son meramente teoricos o

son implementados en laboratorio para problemas de tamanos pequenos. Ademaés, la imple-



mentacion en arquitecturas paralelas de algoritmos basados en este modelo se ha explorado
muy poco. Tomando esto en consideracion, el presente trabajo de investigacion toma como
referencia principal lo propuesto en (Martinez-Pérez y Zimmermann, 2009) donde presentan
algoritmos para problemas NP-Completos haciendo énfasis en su implementacion in silico, y
en (Martinez-Pérez et al., 2008) donde implementan las operaciones del modelo de etiquetas
en arquitecturas FPGA y combinan la exactitud del filtrado de un algoritmo molecular, con
una heuristica de generaciéon del espacio de soluciones para resolver el problema de clique
maximo. De esta forma, la presente tesis se enfoca en primer término, en el desarrollo de
una plataforma para la implementacion de algoritmos del modelo de etiquetas, utilizando
CUDA para representar el paralelismo de las operaciones del modelo. En segundo término,
desarrollar una heuristica para la generacion del espacio de soluciones basado en el modelo de
etiquetas y combinarla con un algoritmo molecular para el filtrado paralelo de las soluciones

para el problema de clique méaximo.

1.2. Planteamiento del problema

En la mayoria de los modelos de computo biomolecular, las implementaciones experimen-
tales in wvitro de los algoritmos son propensas a errores; dado que los equipos, mecanismos y
técnicas de laboratorio existentes en la actualidad, no permiten llevar a cabo con precisiéon
algunas de las operaciones biologicas que se consideran en tales modelos, de forma que tales
operaciones no producen el resultado esperado. Mas atn, muchos de los materiales y equipos
necesarios son caros o poco disponibles. Estas limitaciones dificultan el estudio de los modelos
de computo biomolecular.

Las implementaciones in silico son simulacionesﬂ en medios electronicos de las operaciones
biolégicas de los algoritmos de computo biomolecular. Tales implementaciones constituyen
una alternativa para los experimentos in vitro, costosos y propensos a errores. Algunos autores
incluyen una implementacion in silico de sus algoritmos, en lugar de probarlos experimental-
mente. Sin embargo, existen pocas implementaciones in silico que consideren el paralelismo
masivo de los modelos de computo biomolecular. Por lo tanto, es necesario el desarrollo de

nuevas herramientas de simulacién in silico que exploten las caracteristicas de paralelismo

LA lo largo de la presente tesis, el término simulacidn es utilizado en un sentido mas laxo: llevar a cabo la
funcién logica de los algoritmos, sin tomar en cuenta los factores fisicos, quimicos y biolégicos involucrados
en las operaciones biolégicas.



de tales modelos, de manera que su operacion sea lo mas semejante posible a la forma en que
fueron definidos biologicamente.

Por otro lado, los modelos de filtrado paralelo, tales como el modelo de etiquetas, conside-
ran en sus algoritmos una entrada que consiste en el espacio de soluciones completo para un
problema combinatorio. Particularmente, el algoritmo k-Cliques introducido en (Martinez-
Pérez y Zimmermann, 2009), considera una biblioteca con un niimero combinatorio de cade-
nas binarias de longitud n. Esto trae como consecuencia que, aiin para problemas de tamano
moderado, la representacion del espacio de soluciones completo consuma recursos fisicos (me-
moria, procesamiento) que no estan disponibles ni en las mas modernas supercomputadoras
de la actualidad. Ademaés, la cantidad de posibles soluciones es tan grande que, el utilizar un
enfoque meramente aleatorio para la seleccion de soluciones candidatas, tendria probabilida-
des cercanas a cero en la bisqueda de soluciones. Por lo tanto, al realizar una implementacion
in silico del algoritmo k-Cliques es indispensable considerar estrategias heuristicas para la

generacion de un conjunto soluciones candidatas.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Explorar el desempeno de una implementacion in silico del paralelismo del modelo de
etiquetas en la Arquitectura Unificada de Dispositivos de Computo (CUDA, por sus siglas en
inglés). Utilizar el filtrado paralelo y la codificacion del espacio de soluciones del algoritmo k-

Cliques del modelo de etiquetas para disenar e implementar una heuristica para el Problema

MAX-CLIQUE.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Almacenar las hebras de forma que tomen un bit por regiéon y disenar funciones que

operen a nivel de bit.

2. Implementar las operaciones del modelo de etiquetas de manera secuencial (CPU) y

paralela (GPU).

3. Indagar las mejores opciones de filtrado paralelo en CUDA.



4. Obtener resultados experimentales de la aceleracion (speed-up) del algoritmo k-Cliques

en CUDA.
5. Disenar una estrategia para aproximar los tamanos de clique 6ptimos.

6. Disenar una estrategia heuristica de generacion del espacio de soluciones del algoritmo

k-Cliques del modelo de etiquetas.

7. Obtener resultados experimentales, en tiempos y calidad de las soluciones, del desem-

peno de la heuristica utilizando casos de prueba de DIMACS.

8. Comparar los resultados contra otras implementaciones.

1.3.3. Preguntas de investigacion

De la presente investigacion se desprenden las siguientes preguntas:

= ;Qué tan eficiente es el paralelismo de hilos de CUDA para simular el paralelismo de

las operaciones del modelo de etiquetas?
» ; Cuél es la mejor estrategia para realizar el filtrado del algoritmo k-Cliques en CUDA?

= ;En qué criterios nos podemos basar para la generacion de un subespacio de soluciones

para el Problema de Clique Maximo, basado en la codificacién del algoritmo k-Cliques?

1.4. Metodologia

Para la consecucion de los objetivos planteados, el desarrollo del presente trabajo fue

realizado en las siguientes etapas:

= Revision de literatura. En la primera parte se efectué una inmersion en el area de
estudio. Se revisaron los articulos que implementan algoritmos del modelo de etique-
tas, particularmente, los enfocados a implementaciones in silico. Se estudié a fondo la
arquitectura de CUDA y el desarrollo de algunas implementaciones. Se hizo un repaso

de las estructuras de datos y su manejo en C-++-.

= Diseno y programacién de plataforma. Posteriormente, se hizo el diseno de la

interfaz de la plataforma, se disenaron las funciones necesarias para su funcionamiento



y se plante6 la forma de una implementacion paralela de las funciones secuenciales. Se
implementaron las funciones disenadas. Las funciones secuenciales fueron programadas
utilizando el lenguaje de programacion C y las funciones paralelas se implementaron

utilizando las extensiones correspondientes del modelo de programacion CUDA.

Pruebas de funcionamiento (secuencial). El siguiente paso, una vez completa la
plataforma, consistié en implementar el algoritmo k-Cliques y realizar pruebas de su
correcto funcionamiento. Se propuso una mejora de tal algoritmo que consisti6 en la
revision de las adyacencias no existentes en el grafo. Se implementaron cuatro formas de
algoritmo k-Cliques secuencial y se obtuvieron resultados experimentales de su desem-
peno utilizando casos de prueba de DIMACS. Estos resultados se incluyen en la seccion

de resultados preliminares del Capitulo

Pruebas de funcionamiento (paralelo). Se implementé el algoritmo k-Cliques uti-
lizando las funciones paralelas del modelo de etiquetas. Adicionalmente, se disefiaron
diferentes formas alternativas de filtrado en CUDA y se midi6é su desemperno en tiempo
de ejecucion, sobre diferentes casos de DIMACS. Con lo anterior, se obtuvieron resul-
tados preliminares del desempetio de tres diferentes formas de filtrado paralelo y las

aceleraciones sobre las diferentes implementaciones secuenciales.

Diseno y programaciéon de estrategia de aproximacién de cliques. Se disené
e implement6 un algoritmo de bisqueda de cliques iniciales. Este algoritmo genera un
conjunto de cliques iniciales de tamano aproximado al maximo, que son procesados en

una etapa posterior.

Diseno y programaciéon de estrategia de generaciéon de espacios de bisqueda.
Se disenié una estrategia heuristica para la generacion de tubos de prueba que contienen

espacios de busqueda.

Pruebas exhaustivas. En la etapa final, se realizaron pruebas de ejecucion de la
heuristica para obtener resultados de desempeno en tiempos de ejecucion y de calidad
de soluciones. Se utilizaron 66 diferentes casos de prueba de DIMACS. Se realizaron 10
ejecuciones para cada caso de prueba registrando la mejor (la que obtiene los mejores

resultados de acuerdo a ciertos criterios) y el promedio.



1.5. Organizacién de la tesis

La estructura de la presente tesis es como se describe a continuacion: el Capitulo[I]consiste
en una introducciéon al tema del computo biomolecular, motivacion de la tesis y objetivos de la
investigacion. El Capitulo 2] presenta conceptos matematicos y computacionales manejados
a lo largo del documento, se define el problema de clique méximo y se presentan algunos
trabajos previos en el tema. Ademaés, se proporciona una breve introduccion a la arquitectura
de CUDA. El Capitulo |3| incluye los fundamentos biolégicos para entender la operacion de
los modelos de computo biomolecular, se describen los trabajos seminales del area asi como
el modelo de etiquetas y trabajo previo relacionado. El Capitulo [4] aborda los aspectos de
la implementacion de la plataforma de simulacion. Se presentan las consideraciones hechas
al disenar las funciones necesarias para la operacion de dicha plataforma. En el Capitulo
se detalla la operaciéon de la heuristica para el problema de clique maximo propuesta en la
presente tesis. En el Capitulo [6] se presentan los resultados experimentales preliminares y
finales obtenidos. Por tltimo, en el Capitulo [7] se discuten las conclusiones obtenidas y se

presentan algunas perspectivas de trabajo futuro.



Capitulo 2. Fundamentos matematicos y computacionales

En este capitulo se introducen los conceptos matematicos y computacionales bésicos que se
manejan a lo largo de la presente tesis. Comprende definiciones de teoria de conjuntos, teoria
de grafos, complejidad computacional, Problema de Clique Maximo y una introduccién a
CUDA. La bibliografia principal consultada para el desarrollo del presente capitulo incluye las
siguientes refrencias: Cormen et al. (2001), Garey y Johnson (1990), Kreher y Stinson (1999),
Bomze et al. (1999), Nickolls et al. (2008), Sanders y Kandrot (2010), NVIDIA Corporation
(2013) y Kirk y Hwu (2010).

2.1. Conjuntos, permutaciones y combinaciones

Un conjunto es una coleccion de objetos distintos entre si. A estos objetos se les llama
elementos del conjunto. Para describir conjuntos, se utiliza la notacion: A = {2, 3, 5, 8, 11}.
Lo cual significa que el conjunto A consiste de los elementos 2, 3, 5, 8 y 11. No se considera el
orden de los elementos en los conjuntos, de esta forma el conjunto {7, 2, 4, 1} es equivalente
al conjunto {4, 1, 7, 2}. La cardinalidad de un conjunto A denotada como |A| es la cantidad
de elementos en el conjunto. Se escribe a € A para indicar que a es un elemento del conjunto
A,y a ¢ A para indicar lo contrario. Un conjunto vacio es el que tiene cardinalidad cero,
y se denota con el simbolo (). Para un entero no negativo k, un k-conjunto es un conjunto de
cardinalidad £.

Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A es subconjunto de B, si cada elemento de A
es también elemento de B, es decir, si se cumple la condiciéon a € A = a € B. Cuando
A es subconjunto de B se escribe A C B. Un k-subconjunto de A es un subconjunto que
contiene k elementos de A. A= Bsi AC By B C A, es decir, si se cumplen las condiciones
a € A = a€Bybe B = be A A es un subconjunto propio de B (se denota
A C B), si A es subconjunto de B, pero A # B. El producto cartesiano (o producto cruz)
de Ay B se denota A x B, es el conjunto de todos los pares ordenados (a, b) donde a es
elemento de A y b es elemento de B. De manera formal A x B = {(a,b)|la € Ay b € B}.
El conjunto potencia de A se denota P(A) y es el conjunto de todos los k-subconjuntos de

A, con 0 < k < |A|. Si |A| = n, entonces |P(A)| = 2". Una relacidn de A hacia B es un



conjunto que relaciona elementos de A con elementos de B. En otras palabras, una relacion
es un subconjunto R C A x B. Una relacion sobre A es un subconjunto R C A x A.

Una lista es una colecciéon ordenada de objetos llamados items de la lista. Para describir
listas se utiliza la notacion X = [2, 6, 2, 7|, lo que significa que la lista X contiene los items
2, 6,2y 7, en ese orden. Al ser una estructura ordenada, se tiene que |2, 6, 2, 7| # |2, 2,
6, 7|, por ejemplo. También cabe senalar que una lista puede contener items repetidos. La
longitud de una lista X es el nimero de ftems que contiene. Una lista vacia es la que tiene
longitud cero y se denota por | |. Para un entero no negativo n, una n-tupla es una lista de
longitud n.

Si A es un conjunto de n elementos, entonces una permutacion de A es una lista 7 de
longitud 7 de manera que cada elemento de A aparece exactamente una vez en la lista .
Hay exactamente n! =n x (n—1) x --- x 1 permutaciones de un n-conjunto. Para un entero
positivo k < n, una k-permutacion es una lista 7w de longitud k£ de forma que cada elemento

de A aparece a lo mas una vez en la lista 7. Hay exactamente

n!

m:nx(n—l)x---x(n—k+l) (1)

k-permutaciones de un n-conjunto. De manera similar, para un entero positivo k, una k-

combinacion de A es un subconjunto S C A de cardinalidad k. Hay exactamente

n!
El(n — k)! @)

k-combinaciones de un n-conjunto.

2.2. Grafos

2.2.1. Definiciones béasicas

Un grafo G es un par de conjuntos (V, E) donde V es un conjunto no vacio (V # 0), y
E es un conjunto (posiblemente vacio) que relaciona elementos de V', es decir, el conjunto
E es una relacion sobre V' (E C {e;; = (v;,v;)|vi,v; € V,i # j}). Si se considera el orden
en los pares, es decir, (v;,v;) # (vj,v;) se trata de un grafo dirigido, si (v;,v;) = (vj,v;),

hablamos de un grafo no dirigido. Los elementos de V' se llaman vértices y los elementos de



E se denominan aristas. Se escribe V(G) y E(G) para referenciar los vértices y las aristas
del grafo G, respectivamente, o simplemente V y FE, si el grafo G se conoce por contexto.
Usualmente, se denota el nimero de vértices |V| en un grafo con n y el namero de aristas
|E| con m.

Las cantidades n y m corresponden al orden y el tamano del grafo, respectivamente. Si
e;; € E, entonces v;,v; son adyacentes y terminales de su arista incidente e;;. Dos o més
aristas son adyacentes cuando son incidentes a un mismo vértice. Las aristas que tienen los
mismos vértices terminales son paralelas. Una arista incidente a un mismo vértice es un bucle.
Un grafo es simple si no contiene aristas paralelas ni bucles. Un grafo que contiene aristas
paralelas es llamado multigrafo. Un grafo que contiene bucles es un pseudografo. Un grafo sin
aristas (E = () es un grafo vacio. También se considera el concepto de un grafo sin vértices
(y por lo tanto, sin aristas) el cual es llamado grafo nulo. Un grafo con un solo vértice es un
grafo trivial. El grado de un vértice v;, denotado por d(v;), es el nimero de aristas incidentes
a v;. El grado minimo de los vértices en el grafo se denota 6(v;) y el maximo A(v;). Un vértice
con grado igual a 1 es un vértice colgante. Una arista es colgante si tiene un vértice colgante.
Un vértice con grado igual a cero es un vértice aislado. Si todos los vértices en el grafo tienen
un mismo grado k, entonces se dice que el grafo es k-regular. Un grafo es completo si existe
una arista para cada par de vértices del grafo. Dicho de otra forma, un grafo es completo si
es (n — 1)-regular. Un grafo puede ser finito o infinito, dependiendo si el conjunto de vértices

es finito o infinito. En el presente texto consideramos solamente grafos finitos.

2.2.2. Representacion de grafos

Un grafo G = (V, E) esta definido univocamente por sus conjuntos V' y E. Se puede
representar en un diagrama dibujando los vértices como puntos en el espacio y las aristas
como lineas que conectan estos puntos. En la Figura [I| se muestra un ejemplo de un grafo de
5 vértices. Para almacenar la informaciéon de un grafo, tipicamente se utilizan dos representa-
ciones: listas de adyacencia y matriz de adyacencia. En la primera, se mantiene una lista L;
para cada vértice v; del grafo. En cada lista L; se almacena el conjunto de vértices adyacentes
a v;. La segunda consiste en una matriz de n x n, A = [a;;], donde a;; = 1 si (v;,v;) € E
y a;; = 0, en caso contrario. La Figura [2| muestra la representacién del grafo de la Figura

tanto en listas de adyacencia como matricial.
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Figura 1: Un grafo G con V = {v1,v9,v3,v4,v5} v E = {(v1,v2), (v1,v3), (v2,v3), (vs3,v4),
(v3,v5), (v4,05)}.

Vi Vo V3 Vg4 ¥V

LA

v, e V) e vy \ Y10 1 1 0 O

v, °® N * v \ W1 0 1 0 o0

v3 ® v * v * vy ° o\ w1 1 0 1 1

Vy | ® v; ¢ vs \ w 0 0 1 0 1

i Vs * Ve, \ v 0 0 1 1 0
(A) (B)

Figura 2: Representacion del grafo de la Figura . (A) Listas de adyacencia. (B) Matriz de
adyacencia.

2.2.3. Subgrafos

Dado un grafo no dirigido G = (V, E'), un subgrafo de G es un grafo G' = (V’, E’) tal que
cada vértice de G’ es un vértice de GG, y cada arista de G’ es también una arista de G. En

otras palabras, V(G') CV(GQ) y E(G') C E(G).

2.2.4. Grafo complemento

Dado un grafo no dirigido G = (V, E), el grafo complemento de G es G = (V, E), donde
E = {(u,v)|lu,v € V,u # v,y (u,v) ¢ E}. En otras palabras, G es el grafo que contiene los

mismos vértices que GG, pero solamente las aristas que no estan en G.
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2.3. Complejidad computacional

2.3.1. Notacién asintotica

La notacioén asintodtica proporciona formas de expresar funciones en términos de cotas
superiores e inferiores. Las notaciones méas utilizadas son O, Q y ©. Sean dos funciones f(n)

y g(n). Se dice que

» f(n) = O(g(n)) cuando para alguna eleccion de constantes ¢y ng, ¢ g(n) es una cota

superior de f(n), es decir, 0 < f(n) < c¢- g(n), ¥n > no (Figura 3(B)).

» f(n) =Q(g(n)) cuando para alguna eleccion de constantes ¢ y ng, ¢ - g(n) es una cota

inferior de f(n), es decir, 0 < ¢- g(n) < f(n), Vn > ny (Figura [3(C)).

» f(n) =0O(g(n)) cuando para alguna eleccion de constantes ¢y, c2 y ng, ¢1 - g(n) es una
cota inferior y ¢5-g(n) es una cota superior de f(n), es decir, ¢;-g(n) < f(n) < c3-g(n),

Vn > ng (Figura B[(A)).

28(n) cg(n)

/ - f(n) / fin)
' - _jﬁn _—

(
(n)

/1 ya
: __/r'l
/ // ~/
_/ /;{_ S
Vet |
: n gl ’I n
U . . o no
f(n) = ©(g(n)) f(n) = 0(g(n)) f(n)=Q(g(n))
(A) (B) (€)

Figura 3: Crecimiento asintotico de las funciones: A) f(n) = ©g(n), B) f(n) = Og(n), C)
f(n) = Qg(n). Imagen extraida de Cormen et al. (2001, p. 45).

2.3.2. Tiempo polinomial

Un algoritmo se ejecuta en tiempo polinomial si su tiempo de ejecucion T(n), en el peor

de los casos, esta acotado por arriba por un polinomio en el tamano de la entrada n, en otras
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palabras, si T(n) = O(n*), para alguna constante k. En tal caso, se dice que el algoritmo es

polinomial.

2.3.3. Problemas, algoritmos y complejidad

Los problemas computacionales consisten en preguntas generales que se buscan respon-
der, contienen usualmente parametros o valores de entrada y definen una salida deseada, que
corresponde a una configuracion de los parametros de entrada. Esta configuracion que espe-
cifica valores particulares para cada parametro de entrada determina un caso especifico del
problema. La definiciéon formal de un problema computacional debe incluir: una descripcién
general de sus parametros, y la relacion explicita entre la entrada y la salida, esto es, las
propiedades que una respuesta o solucién debe satisfacer. El ejemplo clasico que ilustra el
concepto anterior es el del problema de ordenamiento, el cual se define formalmente como
sigue:

Entrada: una secuencia de n nimeros [ay, as, ..., Gy,

Salida: una permutacion (reordenamiento) [a}, aj, ..., al ] que satisface la condicion o) <
ay < ... <a,.

Un algoritmo es un procedimiento computacional bien definido que resuelve un problema
computacional bien definido. Un algoritmo construye un valor o conjunto de valores de salida
a partir del parametro o conjunto de parametros de entrada. En base al ejemplo anterior,
un caso especifico del problema es, por ejemplo, ordenar la secuencia 3, 2, 5, 9, 1], en el
que un algoritmo correcto debe producir la salida [1, 2, 3, 5, 9]. Un algoritmo es correcto
cuando para cada caso especifico de problema produce una salida correcta, de acuerdo a las
especificaciones del problema, y se detiene.

El término complejidad computacional tiene dos connotaciones que estan intimamente
relacionadas. En primer término, se refiere a la cantidad de recursos computacionales que un
algoritmo requiere. Estos recursos pueden ser: tiempo de ejecucion, memoria, ancho de banda,
cantidad de procesadores, etc. Usualmente, el tiempo de ejecucion es el recurso computacio-
nal que es sujeto de andlisis en mayor medida. El tiempo de ejecucién de un algoritmo se
mide en funcién de las operaciones bésicas que éste realiza. Una operacion bésica es una
asignacion, una comparacion, una operacion aritmética o logica, un acceso a memoria. Las

operaciones basicas no incluyen los ciclos, llamadas a funciones y bifurcaciones. En el anélisis
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de los recursos computacionales que consume un algoritmo, se busca obtener una cantidad
de operaciones basicas en funcién del tamano del problema. Por ejemplo, si el problema con-
siste en ordenar un vector de n nimeros, se busca obtener una cantidad f(n) de operaciones
bésicas para realizarlo.

Por otro lado, de forma més general, el estudio de la complejidad computacional es una
rama de las Ciencias Computacionales. Se refiere a establecer clasificaciones para los pro-
blemas computacionales de acuerdo a su complejidad, a saber, la dificultad de resolverlos,
tomando como métrica la cantidad de resursos computacionales utilizados. De acuerdo a su
complejidad, los problemas son asignados a conjuntos llamados clases de complejidad. Es de
particular interés la demostracion que ciertos problemas son wntratables, es decir, no exis-
te hasta el momento forma alguna de encontrar un algoritmo que encuentre soluciones en

tiempo razonable.

2.3.4. Problemas de optimizacién y problemas de decisién

La gran mayoria de los problemas de interés son problemas de optimizacion. En este tipo
de problemas, las soluciones factibles tienen un valor asociado y se buscan aquellas soluciones
que tengan el “mejor” valor, es decir, el valor maximo o minimo de entre todos los demas. Por
otro lado, los problemas de decision son aquellos en los que se busca responder a una pregunta
de forma binaria, es decir, se espera un “Si” o un “No” como respuesta (o, equivalentemente 1
0 0). Aunque el estudio de la complejidad computacional se refiere unicamente a problemas
de decision, existe una relacion estrecha entre ambos tipos de problemas. Asi, cada problema

de optimizacién tiene su correspondiente versién como problema de decision.

2.3.5. Reduccién de problemas

Sean Ay B, dos problemas de decision. Se dice que A se reduce polinomialmente a B, si
existe un algoritmo que traduzca cada caso especifico del problema A, a un caso especifico
del problema B. El algoritmo utilizado para la traduccién debe ser polinomial y la respuesta
de cada caso especifico del problema B debe coincidir con la respuesta del caso especifico

correspondiente del problema A. Cuando tal reduccion es posible, se denota por A <p B.
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2.3.6. Clases de complejidad

En este estudio, se consideran cuatro clases de complejidad para los problemas de decision:
P, NP, NP-Completo y NP-Dificil. La clase de complejidad P contiene los problemas que
se pueden resolver en tiempo polinomial en el tamano de la entrada del problema. La clase
NP agrupa aquellos problemas que son “verificables” en tiempo polinomial. Esto significa
que, dado un certificado de solucion del problema, se puede disenar un algoritmo polinomial
que compruebe que este certificado cumple con los requerimientos para ser efectivamente
una solucion. Entonces, por definicion se sabe que P es subconjunto de NP. La cuestién que
queda por resolver y que actualmente constituye uno de los grandes problemas de las Ciencias
Computacionales es si P C NP, o no.

La clase NP-Completa incluye los problemas que pertenecen a NP y que son al menos
tan dificiles como cualquier otro problema en la clase NP. La demostracion de esta cota en
la dificultad de un problema A, se realiza comprobando que un problema B, el cual se sabe
pertenece a NP-Completo, se reduce polinomialmente al problema A. Por ultimo, la clase
NP-Dificil contiene problemas para los cuales se ha demostrado la cota en dificultad con

otros problemas de su misma clase, pero que no pertenecen a la clase NP.

2.4. Problema de Clique Maximo

Dado un grafo G = (V, E), un clique es un subconjunto C' C V' de manera que existe una
arista en F para cualquier par de vértices de C'. Dicho de otra forma, un clique es un subgrafo
completo de G. Un clique es de tamano maximal si no puede ser extendido agregando otro
vértice o, de manera equivalente, no es subconjunto de ningin otro clique. Por ejemplo, el
grafo de la Figura {4 tiene los cliques maximales {vq, vo, v3, v4}, {vs, v4, v6}, {vs, v5} v {v4, v7}.
Un clique es de tamano méximo si es el que tiene la mayor cantidad de vértices de los cliques
maximales de un grafo, tal como {vy, v, v3,v4}, en el ejemplo anterior. En general, un grafo
puede tener mas de un clique de tamano méximo. El problema de clique méximo (MCP)

consiste en encontrar los cliques de tamano maximo en un grafo.
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Figura 4: Grafo con diferentes cliques maximales ({v1, va, v3,v4}, {v3, v, 06}, {v3, 5}, {v4,v7}).

2.4.1. Meétodos de biisqueda de soluciones para el MCP

El problema de clique maximo es uno de los primeros problemas para los que fue demos-
trada su pertenencia a la clase NP-completo (Karp, 1972). Esto significa que a menos que
P=NP, los algoritmos que lo resuelvan de manera exacta tomaran un tiempo que aumenta
de manera exponencial en la cantidad de vértices del grafo. Incluso, en (Hastad, 1996) se
demuestra que no es posible aproximar, en tiempo polinomial, el clique méximo de un grafo
arbitrario dentro de un factor de n'~¢, para cualquier € > 0. Atn asi, existe una gran variedad
de articulos que presentan alternativas de solucién para el problema de clique maximo. De
manera general, estas alternativas se dividen en métodos exactos (para casos especiales o
pequetios) y heuristicas. Las heuristicas son métodos que no garantizan una calidad especi-
fica de solucion. Dado que a menudo proporcionan soluciones aproximadas al 6ptimo, en la
literatura se refieren como métodos aproximados (aunque esto puede ser inapropiado, dado
que existen los algoritmos de aproximacion los cuales si garantizan cierta calidad aproxima-
da de solucion). Un estudio extenso sobre las diferentes estrategias de solucion, ademas de
las aplicaciones del problema de clique méaximo se puede encontrar en (Bomze et al., 1999).
Entre las diferentes estrategias heuristicas para abordar el problema de clique maximo se
incluyen algoritmos basados en redes neuronales (Grossman y Jagota, 1993) y (Jagota et al.,
1996), recocido simulado (Aarts y Korst, 1989), (Jerrum, 1992) v (Homer y Peinado, 1996),
algoritmos genéticos (Hifi, 1997) y (Marchiori, 1998), bisqueda tabu (Soriano y Gendreau,

1996). La estrategia de ramificar y acotar (branch-and-bound) ha sido una de las que maés se
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ha trabajado y que ha demostrado ser de las mas veloces. Uno de los primeros algoritmos
ramifica y acota es (Carraghan y Pardalos, 1990). Su idea principal es cortar ramificaciones
utilizando como cota el tamano méaximo de clique en un conjunto de vértices candidatos.
Ademés, considera un ordenamiento especial de los vértices para reducir la extension del
arbol de busqueda. Otro algoritmo es el propuesto en (Fahle, 2002) donde se aplica una es-
trategia de cota mas eficiente. Aqui se utiliza el nimero croméatico como una cota superior
del tamano de clique méaximo. Para esto, se utiliza una heuristica para el coloreado de un
grafo de vértices candidatos. Entonces, se toma el ntimero de colores como una cota superior
del tamano de clique maximo. También utiliza técnicas de filtrado basadas en costos y de
acuerdo a ciertas observaciones en el conjunto de vértices candidatos. Los algoritmos MCQ),
MCR y MCS encontrados en (Tomita y Seki, 2003), (Tomita y Kameda, 2007) y (Tomita
et al., 2010), respectivamente, son versiones muy parecidas entre si que utilizan la idea de
coloreo de grafos no solo con propésitos de acotar sino tambidn como criterios de ramifica-
cion. MCR y MCS son versiones mejoradas de MC(QQ. La tnica diferencia entre MCQ y MCR
consiste en el ordenamiento inicial de los vértices, MC(Q en orden no creciente de los grados
mientras que MCR utiliza el ordenamiento especial de (Carraghan y Pardalos, 1990). MCS
agrega ademds una nueva rutina que colorea un vértice de color més grande con otro mas
pequenio. El trabajo mas reciente encontrado en la literatura es (Batsyn et al., 2013). Aqui
se mejora el algoritmo MCS de (Tomita et al., 2010) utilizando una heuristica de busqueda
local iterada (ILS) introducida en (Andrade et al., 2012) para la bisqueda de una solucion
inicial de alta calidad para acotar ramas. Esto produce una reduccién en el tamano del arbol

de busqueda especialmente en grafos grandes y densos.
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2.5. Arquitecturas de computo paralelo

El paralelismo es la caracteristica que presentan algunos problemas de poder dividirse en
una cantidad de tareas o subproblemas independientes que pueden ser llevados a cabo de ma-
nera simultanea. En el sentido mas simple, el computo paralelo es el uso de diferentes recursos
computacionales para la solucién de un problema computacional que exhibe paralelismo. El
problema es dividido en partes discretas que pueden ser resueltas concurrentemente. Para ca-
da parte, se disena una serie de instrucciones que se ejecutan simultaneamente en diferentes
elementos de procesamiento.

En general, las arquitecturas de computo paralelo se dividen por la forma en la que acce-
san los datos en memoria, existiendo tres grupos: sistemas de memoria compartida, sistemas
de memoria distribuida y sistemas hibridos. En el primer grupo, la memoria se comparte a
través de un espacio de direcciones global, accesible para todos los procesadores. Los procesa-
dores operan de manera independiente pero comparten los mismos recursos de memoria. Los
cambios en alguna localidad son visibles para todos los procesadores. En el segundo grupo,
cada procesador tiene su espacio de memoria y este espacio solo es compartido a través de
un ducto de comunicaciones. La comunicacién de datos entre procesadores debe ser definida
explicitamente por los programadores, asi como la sincronizacion de las tareas. Finalmente,
los sistemas hibridos son los que emplean tanto arquitecturas de memoria compartida como
distribuida. Este grupo comprende las computadoras mas veloces actualmente, al integrar
las capacidades de ambas arquitecturas.

El paralelismo puede ser soportado en diferentes niveles en el hardware. Bajo esta nocion,
las computadoras paralelas pueden ser clasificadas en diferentes grupos: computo multinicleo,
multiprocesadores simétricos (SMP’s), computo distribuido, clasters, procesadores masiva-
mente paralelos (MPP’s), grids, computadoras paralelas especializadas, computo reconfigu-
rable con arreglos de compuertas programables en campo (FPGA’s), computo de proposito
general con unidades de procesamiento grafico (GPGPU), circuitos integrados de aplicacion
especifica y procesadores vectoriales. Estos grupos no son excluyentes entre si, de manera

que, comunmente, las computadoras paralelas se clasifican en méas de uno de ellos.



18

2.6. Fundamentos de CUDA

2.6.1. Introduccion

Debido a la creciente demanda de aplicaciones que requieren cémputo intensivo, parti-
cularmente aplicaciones que requieren procesamiento grafico tales como los videojuegos, la
capacidad de los procesadores graficos (GPU’s) se ha ido incrementando considerablemente
en los ultimos anos. El procesamiento grafico es una tarea inherentemente paralela, en la
que grandes conjuntos de pixeles y vértices son renderizados independientemente unos de
los otros. Esta caracteristica ha provocado que las companias fabricantes de tarjetas graficas
hayan invertido una gran cantidad de recursos para el desarrollo de nuevas y mejores plata-
formas de hardware, que soporten las cada vez més exigentes necesidades de procesamiento
de las nuevas aplicaciones. Como resultado, los nuevos GPU’s, son dispositivos especializados
en computo paralelo e intensivo que han logrado establecer una gran brecha en desempeno

en tales aplicaciones, con respecto a los procesadores tradicionales (CPU’s) (Figuras [5|y @
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Figura 5: CPU’s vs. GPU’s. Operaciones de punto flotante por segundo. Imagen adaptada de
NVIDIA Corporation (2013, p. 2).

La Arquitectura de Dispositivo de Computo Unificado (CUDA, por sus siglas en inglés),
lanzada en 2007 por NVidia, es al mismo tiempo una arquitectura fisica (hardware) y un

modelo de programacion. Como arquitectura fisica, CUDA consiste en una disposicion de los
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Figura 6: CPU’s vs. GPU’s. Ancho de banda de memoria. Imagen adaptada de NVIDIA
Corporation (2013, p. 3).

componentes de hardware en los GPU’s. Los GPU’s compatibles con CUDA estan confor-
mados por un conjunto de multiprocesadores de flujo (Streaming Mutiprocessors-SM) SIMT
(Single Instruction Multiple Thread), cada uno integrado por varios procesadores escalares
(Scalar Processors-SP). La Figura |7] muestra la configuracion de un GPU que contiene 14
SMs. Cada SM consiste de ocho niicleos escalares SP, dos Unidades de Funciones Especiales
(SFU - Special Function Units) para funciones trascendentales, una Unidad de Instruccion
Multihilo (MT TU - Multithreaded Instruction Unit), y memoria on-chip compartida.

Como modelo de programacion, CUDA es un paradigma que pone las capacidades al-
tamente paralelas de los GPU’s a disposicién de los programadores. CUDA hace posible la
escritura de programas no enfocados exclusivamente en problemas graficos, sino aplicaciones
de computo de proposito general (GPGPU Computing). A través de algunas extensiones del
lenguaje C/C++, los programadores escriben funciones que generan millones de hilos, con

miles de ellos ejecutandose de manera concurrente.

2.6.2. El paradigma de CUDA

La idea principal detras de la filosofia de CUDA es lo que se denomina computo hetero-

géneo. Esto consiste en permitir que el GPU funcione como un co-procesador que se encarga
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Figura 7: GPU dividido en 14 SMs con 8 SPs cada uno. Imagen basada en Nickolls et al. (2008).

de las tareas que exhiben paralelismo, mientras el CPU funge como el procesador maestro a
cargo de la ejecucion secuencial. Un programa en CUDA se organiza en dos partes: el codigo
que se ejecuta en el CPU, llamado codigo del anfitrion (host); y el codigo que se ejecuta en
el GPU, llamado codigo del dispositivo (device). El codigo del dispositivo a menudo es una
funcion llamada kernel en la terminologia de CUDA. Cuando se invoca un kernel, se produce
un conjunto estructurado de hilos que ejecutan las instrucciones del kernel de manera inde-
pendiente sobre diferentes datos. El flujo tipico de un programa en CUDA es mostrado en la
Figura 8l El CPU empieza a ejecutar las porciones iniciales de codigo secuencial. Cuando se
va a ejecutar una tarea paralela, se “lanza” un kernel que crea un grid de hilos independientes.
Cuando todos los hilos en el grid terminan su ejecucion, el flujo regresa al CPU hasta que

una nueva tarea paralela requiera ser llevada a cabo.

2.6.3. Organizacién de los hilos

Cuando un kernel se invoca, se crea un grid de hilos. El grid estd formado por bloques,
donde cada bloque es un conjunto de hilos que reside fisicamente en un procesador. Los hilos
dentro de un mismo bloque forman un conjunto fuertemente acoplado que pueden colaborar
a través de un espacio de memoria compartido y de sincronizaciéon por medio de barreras.
Por otro lado, el modelo de programacion de CUDA requiere que los hilos de diferentes

bloques dentro del grid sean independientes, de forma que puedan ser ejecutados en cualquier
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Figura 8: Flujo de un programa en CUDA: La parte secuencial se ejecuta en el CPU mientras que
las tareas paralelas se envian al GPU. Imagen basada en NVIDIA Corporation (2013).

orden sobre cualquier cantidad de nicleos, para permitir la escalabilidad transparente del
modelo en una cantidad arbitraria de nicleos de procesamiento. Debido a lo anterior, los
hilos de diferentes bloques son débilmente acoplados, de forma que sus capacidades de trabajo
colaborativo son mas limitadas.

Un grid puede ser una estructura unidimensional, bidimensional o tridimensional de blo-
ques. Asimismo, los bloques también pueden contener hilos estructurados en una, dos o tres
dimensiones. Todos los bloques dentro del grid tienen las mismas dimensiones. CUDA propor-
ciona variables integradas que permiten la identificacion univoca de cada hilo. Estas variables
almacenan las dimensiones del grid, las dimensiones de los bloques, las coordenadas de cada
bloque dentro del grid y las coordenadas de cada hilo dentro del bloque. Con estos valores,
es posible calcular un indice tnico que identifique a cada hilo dentro del grid. La Figura [9]
describe un grid de 2 x 3 bloques de 3 x 5 hilos. Cada hilo y cada bloque tiene sus coordenadas
dentro del bloque y dentro del grid, respectivamente.

Las dimensiones del grid y los bloques son definidas por el programador al momento de
invocar un kernel. Una vez que se ejecuta el kernel, el hardware de CUDA se encarga de las

tareas de administracion de los hilos (creacion, calendarizacion y destruccion). Debido a esto,
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se considera que los hilos de CUDA son ligeros. Ademas, el hardware también divide cada
bloque en grupos de 32 hilos (normalmente) llamados warps que son calendarizados para
ejecutarse simultaneamente dentro del procesador. Aunque esto dltimo es transparente para
el programador, es importante a la hora de seleccionar las dimensiones del grid y los bloques

para maximizar el desempeno del kernel.
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Hilo (0,0) Hilo (0,1) Hilo (0,2) Hilo (0,3) Hilo (0,4)

Grid O §

Bloque (0,0) Bloque (0,1) Bloque (0,2)
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Bloque (1,0) Bloque (1,1) Bloque (1,2)

Figura 9: Organizacion de los hilos en un grid. Imagen basada en NVIDIA Corporation (2013).

2.6.4. Asignacion de hilos a datos

Dado que se cuenta con un identificador inico para cada hilo, se puede asignar un hilo
para que se encargue de un dato particular identificado por su posiciéon en memoria (o su
indice dentro de un arreglo). Por ejemplo, suponiendo que la invocacion de un grid genera
N hilos en total, y que es necesario procesar un conjunto de M > N datos independientes,
se puede hacer un “mapeo” de hilos a datos de forma que el i-ésimo hilo se encargue de las

posiciones (i,7 + N,i + 2N, ...) de datos.

2.6.5. Jerarquia de memorias

Dentro del dispositivo, existen diferentes espacios de memoria que pueden ser accesados
por los hilos durante su ejecucion. Estos espacios son: memoria global, memoria de cons-
tantes, memoria de texturas, memoria compartida, memoria local y registros. La Figura
describe los diferentes espacios de almacenamiento. Los registros y la memoria compartida
son memorias on-chip. Los datos almacenados en estos espacios pueden ser accesados a gran-

des velocidades y de manera altamente paralela. Los registros son de acceso exclusivo de
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cada hilo y su duracion es la misma que la vida del hilo, mientras que los datos en memo-
ria compartida estan disponibles para todos los hilos de un bloque durante la ejecucion del
bloque. La memoria local es espacio reservado en memoria global para acceso exclusivo de
cada hilo. Se utiliza para vaciado de registros cuando el espacio en registros es insuficiente.
La memoria global es la memoria principal del dispositivo a la que todos los hilos tienen
acceso. Finalmente, las memorias de constantes y de texturas son memorias caché nivel 2 de
solo lectura. La memoria de constantes es util cuando muchos hilos requieren leer los mismos
datos. La memoria de texturas es un tipo de memoria especializada para aplicaciones gréficas.
Los datos que residen en memoria global, de constantes, y de texturas, duran hasta que la
aplicacion termine o que los espacios sean reasignados a nuevos datos.

Los espacios de memoria en el dispositivo estan fisicamente separados del anfitrion. Por
esto, en el caso de las memorias global, de constantes y de texturas, se debe asignar los
espacios y enviar los datos a procesar (cuando se requiera), del anfitrion al dispositivo antes
de la ejecucion de un kernel. Mas atin, una vez terminada la ejecucion del kernel, los datos
deben ser regresados del dispositivo al anfitrion (en el caso de la memoria global). Enton-
ces, la comunicacion anfitrién-dispositivo-anfitrion, agrega una latencia al tiempo global de

procesamiento del kernel.

Grid

Memoria Compartida || Memoria Compartida

Figura 10: Distintos tipos de memoria en CUDA. Imagen basada en NVIDIA Corporation (2013).
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El uso correcto de los distintos tipos de memoria, ademas de las técnicas de coalescencia
de memoria (almacenar en localidades consecutivas los datos que accesan hilos consecutivos),
constituyen un factor determinante para alcanzar el maximo desempeno de las capacidades de
CUDA. Sin embargo, a excepcion de la memoria global, todas las memorias son de capacidad
limitada. Por lo tanto, lo contrario también se cumple: el uso indiscriminado de registros y
memoria compartida, puede provocar que muy pocos hilos puedan ser clendarizados para
ejecutarse concurrentemente dentro del multiprocesador, obteniendo un pobre desempeno

como consecuencia.

2.6.6. Limitaciones

A pesar de las capacidades de computo y paralelismo del modelo de programacion de

CUDA, existen algunas restricciones:

» El compilador de CUDA soporta solamente lenguaje C/C++ simple. El uso de las
caracteristicas de programaciéon orientada a objetos de C-++ no es soportado en el

codigo de dispositivo.

= Debido a la interaccion CPU-GPU de la arquitectura de computo heterogéneo, los
datos deben ser copiados de la memoria del anfitrion a la memoria del dispositivo.
También deben ser copiados de regreso del dispositivo al anfitrién, una vez terminada

la operacion del kernel.

= Un grid solamente puede ser creado en la invocacion a un kernel, desde el CPU. No es
posible invocar a otro kernel cuando se estd ejecutando codigo en el GPU, por lo que

no se pueden crear més hilos después de la invocacién inicial.
» Las funciones kernel no regresan ningun valor (directamente).

= La recursiéon no se permite, debido a la gran cantidad de requerimientos de memoria

para los miles de hilos.

= La asignaciéon y liberacion de memoria sélo se puede realizar en el anfitrién, antes y

después, respectivamente, de la ejecucion del kernel.

= La memoria compartida solo es visible para los hilos de un mismo bloque.
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= [a comunicacion y sincronizacion de hilos so6lo es posible para los hilos dentro de un

bloque.

= Restricciones de los tipos de variables en memoria global, compartida y de constantes.
Estas restricciones consisten en que no se puede utilizar todos los tipos de variables de

C/C++ en variables que se alojan en el GPU.

Si bien, estas limitaciones constituyen un obstaculo para el desarrollo de ciertas aplicaciones,
el modelo de programacion de CUDA continta siendo uno de los modelos de computo paralelo

més robustos actualmente.
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Capitulo 3. Fundamentos de computo biomolecular

En el presente capitulo se presentan los fundamentos biolégicos del Cémputo Biomole-
cular, se revisan los trabajos considerados seminales dentro del area. Se define el modelo de
etiquetas y se hace una revision de la literatura relacionada a tal modelo. La bibliografia mas
relevante consultada para el desarrollo del capitulo consiste en: Ignatova et al. (2008), Amos
(2005), Kari et al. (2012), Martinez-Pérez (2007), Adleman (1994), Lipton (1995), Ouyang
et al. (1997) y Roweis et al. (1998).

3.1. Conceptos de biologia molecular

3.1.1. Estructura del ADN

El modelo de la estructura del ADN se debe a James Watson y Francis Crick, quienes
en 1953 descubrieron como esta conformada esta macromolécula (Watson y Crick, 1953).
Una hebra simple de ADN consiste en una secuencia de cuatro diferentes tipos de unidades
llamadas bases o nucledtidos (abreviado nt) encadenadas juntas en una columna vertebral
orientada, como si fueran cuentas unidas a un cable. Estas bases estan conformadas por un
grupo fosfato, un azticar (desoxirribosa), y una base nitrogenada. Existen cuatro tipos de
bases nitrogenadas que se clasifican en dos grupos: en el grupo purinas estan la Adenina
y la Guanina, mientras que en el grupo pirimidinas se tiene a la Citosina y a la Timina.
Cada base se abrevia por su inicial (A, G, C, T). El grupo fosfato y el azicar de las bases
forman una columna vertebral que las une en una secuencia de enlaces covalentes, del grupo
fosfato de una base al grupo hidroxilo de la siguiente. Estos enlaces se conocen como enlaces
fosfodiéster y son los que le dan la orientaciéon a la columna vertebral que encadena las bases
en las hebras. Por convencion, se dice que las hebras inician en un grupo 5'-fosfato y terminan
en un grupo 3-hidroxilo. Comunmente, en la literatura se hace referencia a una secuencia
corta de nucledtidos (generalmente menor de 30) como oligonucledtido o simplemente oligo.
Matematicamente, una hebra de ADN se define como una palabra sobre el alfabeto {A, G,
C, T}

La estructura quimica de las bases permite la formacion eficiente de enlaces de hidrogeno

entre dos pares de bases. De esta forma, A se puede unir mediante un enlace doble de hidro-
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geno a T, y viceversa, mientras que G se puede unir mediante un enlace triple de hidrogeno
a C, y viceversa. Esta propiedad de unién entre pares de bases se conoce como complemen-
tariedad de Watson-Crick. Dos hebras simples de ADN (ssADN) con orientacion opuesta y
con bases complementarias en cada una de sus posiciones (llamadas hebras antiparalelas) se
pueden unir para formar una hebra doble (dsADN) en un proceso conocido como empareja-
miento de bases (ver Figura[l1]). Cuando se trata de hebras dsADN se utiliza la abreviatura
pb (pares de bases) para denotar la longitud de las secuencias. A la unién de una subsecuen-
cia o fragmento de hebra con su respectiva subsecuencia o fragmento complementario se le
conoce como hibridacion (annealing o hybridization). Al proceso opuesto de separacion de
dos fragmentos de hebras unidos se le denomina desnaturalizacion (denaturation). Ambos
procesos son fundamentales en los modelos de computo biomolecular y seran definidos con

mayor detalle mas adelante.

3.1.2. ARN

La molécula de ARN (4cido ribonucleico) es otro tipo de molécula que puede ser utilizada
para realizar computo. E1 ARN es muy similar al ADN, de hecho sélo difiere en tres aspectos
principales: los nucle6tidos en el ARN contienen el azicar ribosa, mientras que el ADN
contiene el azicar desoxirribosa; el ARN usualmente consiste de hebras simples a diferencia
del ADN que generalmente se presenta en hebras dobles; en el ARN la base Uracilo (U)
sustituye a la base Timina del ADN. La regla de complementariedad de Watson-Crick también

aplica en el ARN, con la diferencia de que es la base Uracilo la que se une a la base Adenina.

3.1.3. Enzimas

Otros componentes que juegan un papel muy importante en los procesos bioldgicos y que
particularmente contribuyen en la actividad molecular del ADN son las enzimas. Las enzimas
son los agentes naturales que fungen como catalizadores en las reacciones quimicas y como
decodificadores de la informacion contenida en el ADN. Las enzimas de restriccion reconocen
ciertas regiones en el ADN y cortan la secuencia de nucleotidos para formar subconjuntos
de secuencias. Las endonucleasas son enzimas de restriccion que reconocen una subsecuencia
corta especifica dentro de la hebra, llamada sitio de restriccidon, y corta los enlacen covalen-

tes entre nucledtidos adyacentes. Las exonucleasas hidrolizan los enlaces fosfodiéster de los
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@ Grupo fosfato Grupo hidroxilo .

Figura 11: Diagrama esquematico del ADN. Dos hebras simples antiparalelas se unen para formar
una hebra doble. Formacion de enlaces dobles y triples de hidrogeno entre (A, T) y (G, C),
respectivamente. Imagen basada en Amos (2005).

extremos 5" o 3’ tanto de hebras simples como dobles y remueven los residuos uno a la vez.
La enzima ligasa crea enlaces covalentes entre los extremos 3’-hidroxilo de un nucleotido y
5'-fosfato de otro, uniendo fragmentos de hebras de esta forma.

Aunque el uso de enzimas se incluye en varios modelos de computo basado en ADN, éste
constituye una caracteristica no deseable en tales modelos. Esto es debido a que las enzimas
son materiales relativamente costosos y de corta vida tutil, por lo que su utilizacion altera en
buena medida el siempre importante factor econémico de las implementaciones préacticas de

computo biomolecular.

3.1.4. Bio-operaciones

Las operaciones definidas en los modelos de computo basado en ADN consisten en procedi-
mientos biolégicos (llamados cominmente bio-operaciones) bien definidos, que son aplicables
a conjuntos de hebras de ADN. Esta bio-operaciones son realizadas de manera cotidiana por

biologos moleculares en laboratorios equipados adecuadamente.
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Sintesis

La sintesis de ADN de estado so6lido esta basada en un método en el cual se une un
nucleétido inicial a un soporte sélido y, paso a paso, se van anadiendo nucleétidos sucesivos
en la direccion 3" a 5’ en una solucion reactiva (Figura . Hebras de ADN de longitudes de
hasta 100 bases pueden ser facilmente sintetizadas de forma completamente automatizada.
Como resultado, se obtiene un pequeno tubo de prueba con una pequena cantidad de masa

blanca amorfa que contiene una poblacién homogénea de ADN de hasta 10'® hebras.

)
\BJ
Ze
<

Figura 12: Sintesis de ADN. (A) Nucledtidos iniciales se adhieren a un soporte solido. (B) Se
agregan nucleotidos paso a paso en la direcciéon 3’ — 5" en una solucion reactiva. (C) La solucion
reacciona y se van formando las hebras.

Hibridacién y desnaturalizacién

Estos procesos son también llamados recocido (annealing) y fusion (melting), respectiva-
mente. La union con los puentes de hidrogeno entre dos hebras antiparalelas es mas débil
que los enlaces covalentes que unen nucle6tidos en la misma secuencia. Estas operaciones son
llevadas a cabo alterando condiciones fisico-quimicas simples tales como la temperatura y
el pH de las soluciones que contienen al ADN. El incremento en la temperatura rompe los
puentes de hidrogeno separando las hebras y la disminuciéon forma de nuevo estas uniones.
Cada hebra doble tiene una temperatura especifica, llamada temperatura de fusiéon, en la

cual se separa en sus hebras constituyentes (Figura [13)).
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Figura 13: Procesos de hibridaciéon y desnaturalizacion.

Cortado

También conocido como digestion, en el que se utiliza enzimas de restriccion (endonu-
cleasas). Cada enzima de restriccion reconoce una secuencia corta especifica de ADN (sitio
de restriccion). Cualquier hebra doble de ADN que contenga este sitio de restriccion en su
secuencia, es cortada de acuerdo a un patron especifico. Segun el tipo de enzima utilizado,
la hebra doble puede quedar dividida en dos hebras con los extremos lisos o con fragmentos
de hebra simple llamados extremos pegajosos (sticky ends) (Figura . Existen cientos de

enzimas de restriccion conocidos y muchas de ellas estan disponibles comercialmente.

Ligado

Proceso opuesto al anterior. Realizado por otra enzima llamada ADN [ligasa que crea los
enlaces covalentes en hebras con extremos complementarios restituyendo las partes cortadas

en la columna vertebral por las enzimas de restriccion (Figura [14]).

Separaciéon

Clasificacion de hebras de ADN por tamano utilizando una técnica llamada electroforesis
en gel. La electroforesis consiste en el movimiento de moléculas cargadas a través de un campo
eléctrico. Las moléculas de ADN tienen la misma carga negativa por unidad de longitud, de
manera que tienden a moverse uniformemente a través de un medio acuoso. Sin embargo,
cuando el medio consiste en un gel (de agarosa, poliacrilamida o combinacion de las dos), la

tasa de migracién de las moléculas se ve afectado por su tamano. El procedimiento consiste
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Figura 14: Accién de las enzimas sobre las dSADN. Dos enzimas de restricciéon hipotéticas
reconocen diferentes sitios de restriccion y cortan la dsADN dejando extremos escalonados
(pegajosos) o lisos. La ADN ligasa realiza la operacién opuesta uniendo los extremos cortados.

en colocar las moléculas de ADN en una ranura hecha sobre el gel y aplicar una carga
eléctrica. Las moléculas se distribuyen en bandas a lo largo del gel quedando mas cerca de la
carga positiva las de menor tamano. Por tdltimo, se tiie el ADN con tinta y se visualizan los

resultados utilizando luz ultravioleta (Figura [15).

Gel G
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ond - | HIBEE BN
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Figura 15: Electroforesis en gel. Se aplica un campo eléctrico que mueve las moléculas de ADN a
través del gel, quedando clasificadas por tamaio.

Extracciéon

Se extraen las hebras que contienen una subsecuencia especifica en una mezcla heterogénea
de ssADN. El proceso mediante el cual se lleva a cabo esto se conoce como purificacion por
afinidad. Se utilizan sondas las cuales son hebras simples que son antiparalelas a la region

o subsecuencia que se quiere detectar. Se fijan estas sondas a un soporte sélido (tal como



32

cuentas magnéticas). Se hace pasar la solucion heterogénea de ssADN a través del medio
donde se encuentran las sondas. Las hebras que contienen la subsecuencia deseada se adhieren
(hibridan) a las sondas y son retenidas. Las demas hebras pasan por el medio libremente. Al

final, las cuentas magnéticas pueden ser removidas de la mezcla y las hebras deseadas son

extraidas (Figura [16).

ol elrlel ]
HEUEAg, &
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9 &
5

Figura 16: Proceso de purificacion por afinidad. Para extraer (separar) las hebras que contienen
la subsecuencia 5’ —TGA—3' se agregan las hebras a una solucién que contiene sondas adheridas a
un soporte solido. Estas sondas corresponden a la subsecuencia 3'—ACT—5" complementaria. Las
hebras que contienen la subsecuencia deseada hibridan con las sondas. Se lava el contenido
removiendo de la mezcla aquellas hebras que no contienen la subsecuencia deseada. En la practica,
se requieren subsecuencias més largas para que el proceso funcione.

Replicaciéon

Esta operacién también es conocida como amplificacion. Copias idénticas de ADN son
creadas en un proceso iterativo llamado Reaccion en Cadena de la Polimerasa (PCR por su
siglas en inglés) que se basa en el uso de la enzima ADN Polimerasa. Dada una dsADN que
sirve como plantilla, oligos cortos iniciadores (primers) que contienen las primeras bases de los
extremos 5’ de cada ssADN que compone la plantilla, y la presencia de suficientes nucleotidos,
la ADN polimerasa extiende los primers cuando estan hibridados en la plantilla. Un ciclo
de PCR consiste de los siguientes pasos: calentamiento para desnaturalizar las plantillas,
enfriamiento para la hibridacion de los primers en los extremos 5 de cada ssADN de la
plantilla, la ADN polimerasa extiende los primers anadiendo sucesivamente nucleotidos en

sus extremos 3’ (siempre en la direccion 5 — 3') (Figura [L7). Al final de n iteraciones se
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producen 2" copias de una plantilla.

PLANTILLA

55—-ATCTGGAATCTC-3
3 _TAGACCTTAGA G—5" desnaturalizacién

PRIMERS . ’

55-ATCTGGAATCTC-3"

5°-ATC-3" 3'-GAG-5

I Siguiente ciclo l hibridacion

gi—ATCTGGA{}; 55-ATCTGGAATCTC-3*

TCTC-3°
AGAG-5

- < T extension 3’ -GAG-5°
5-ATCTGG——= -3’ 55— ATC-3"°
3I'-TAGACCTTAGAG-5° 3I’-TAGACCTTAGAG-5

Figura 17: Un ciclo de PCR. Se aplica calor para separar la plantilla en ssADN. Se enfria la
solucion para que los primers hibriden en los extremos 5" de las ssADN. La ADN polimerasa
extiende los primers en la direccién 5 — 3’ hasta que cada ssADN forme una dsADN. El proceso
se repite duplicando la cantidad de hebras en cada iteracion.

3.2. Coémputo biomolecular

3.2.1. Antecedentes

El computo biomolecular es un campo de estudio relativamente nuevo donde los compo-
nentes fundamentales de computo consisten en moléculas bioldgicas. Es un érea de conver-
gencia de conocimientos y experiencia de diversas areas de estudio, tales como la quimica,
ciencias computacionales, biologia molecular, fisica y mateméaticas. Historicamente, la idea
de usar moléculas biolégicas como sustrato fisico para almacenar informaciéon, se debe al
fisico estadounidense Richard Feynman, quien a finales de los anos cincuentas impartio la
conferencia There is plenty of room at the bottom, donde propuso este nuevo paradigma de
entender como los complejos moleculares almacenan una gran cantidad de informacion y
ademas, que estos complejos no son estaticos, sino que existen mecanismos naturales que los
hacen muy activos. Con esta idea de poder manipular esta capacidad de almacenamiento
y dinamismo de los complejos moleculares, Feynman sent6 las bases para el desarrollo del
computo biomolecular. El computo con ADN, que forma parte del computo biomolecular,
ofrece un nuevo paradigma de computacion. Este paradigma consiste fundamentalmente en

codificar la informacion en hebras de ADN y aplicar operaciones basadas en técnicas de la-
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boratorio de biologia molecular. Estas operaciones son llamadas bio-operaciones, y a través
de ellas se simulan operaciones aritméticas y logicas sobre la informacion codificada en las
hebras y asi, se obtiene un resultado. Una de las caracteristicas principales de los modelos de
computo con ADN es la vasta capacidad de informacién que es posible almacenar en espacios
muy pequenos. Ademés, el computo con ADN ofrece un paralelismo masivo de datos, dado
que las bio-operaciones actiian de manera concurrente sobre la informaciéon codificada en una

gran cantidad de hebras.

3.2.2. Trabajos principales
Experimento de Adleman

El interés por el estudio en los modelos de computo basados en ADN surgi6 a partir del
trabajo de Leonard Adleman, quien fue el primero en lograr resultados experimentales re-
solviendo un pequeno caso particular del problema de biisqueda de trayectorias de Hamilton
(HPP, por sus sigles en inglés) utilizando moléculas de ADN y técnicas de laboratorio de
biologia molecular para realizar computo con ellas (Adleman, 1994). Dado un grafo dirigido
G = (V,E)conV = {vy,vq,...,v,} y un par de vértices v;, y v;, designados del grafo, una
trayectoria de Hamilton consiste en una secuencia (v;,, vy, ..., v;,_,,v;, ) de los n vértices de
manera que (v;,,;,,,) € E, V(1 <r < n). Adleman resolvio el caso particular de grafo de la

Figura [18 a través del Algoritmo

Figura 18: El caso particular de grafo de Adleman. La secuencia de vértices
(vo,v1, v2, V3, V4, V5, V) corresponde a una ruta de Hamilton.
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Algoritmo 1: Rutas de Hamilton — Adleman

Entrada : Grafo G = (V, E) con V = {vy,vy,...,v,}, vértices inicial y final v;,,v;, .
Salida : Trayectoria(s) de Hamilton en G.

1 Generar trayectorias aleatorias en G;

2 Mantener sblo aquellas trayectorias que empiecen en v;, y finalicen en v;_;

3 Mantener s6lo aquellas trayectorias que contengan exactamente n vértices;

4 Mantener s6lo aquellas trayectorias que consideren cada vértice al menos una vez;

5 Leer las trayectorias restantes (si existen);

Cada paso en el algoritmo de Adleman se implementa mediante un procedimiento de
laboratorio biomolecular. Para la codificacion del caso particular (paso 1) se disenaron y
sintetizaron secuencias de 20nt para los vértices y las aristas dirigidas. La secuencia de cada
arista dirigida se divide en dos partes, cada una correspondiente a una mitad del complemento
de la secuencia de un vértice origen v, y un vértice destino vy. Asi, las secuencias que codifican
vértices se unen a secuencias que codifican aristas para después ligarse entre si (Figura .
Para el paso 2, se amplifican las hebras obtenidas en el paso 1, utilizando como primers las
secuencias correspondientes a v;, y el complemento de v;,. S6lo las hebras que inician en v;,
y finalizan en v;, son amplificadas. El paso 3 se realiza separando las hebras por tamano a
través de electroforesis en gel. Las hebras que incluyen exactamente los 7 vértices del caso
particular tienen una longitud de 7 x 20 = 140nt. Para el paso 4, primero se producen ssADN
de cada dsADN obtenida del paso anterior (desnaturalizacion). Posteriormente, para cada
vértice se aplica el procedimiento de purificaciéon por afinidad de forma iterativa. En cada
iteracion 1 < ¢ < n se mantienen las hebras que incluyen al i-ésimo vértice. Finalmente, para
el paso 5 se amplifican las hebras (en caso de existir) resultantes del paso anterior para su
deteccion.

El trabajo de Adleman se considera seminal en el area del coémputo biomolecular por
demostrar la viabilidad practica de resolver problemas utilizando el paradigma de coémputo
con moléculas biologicas. Esto provocé el interés por desarrollar nuevas investigaciones en el

campo del computo biomolecular.
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Figura 19: Codificacion del caso particular del problema. Las aristas estan formadas por mitades
antiparalelas de las secuencias de los vértices. Una ruta posible se produce por la hibridacién de los
fragmentos que codifican vértices con los que codifican aristas, y el posterior ligado entre los
vértices.

El problema de satisfactibilidad

En (Lipton, 1995) se describe una metodologia para el resover el problema de satisfacti-
bilidad (satisfiability— SAT). Este problema se define como sigue: dado un conjunto finito de
variables logicas V' = {vy, va,...,v,}, se define una literal como una variable v; o su comple-
mento T;. Un conjunto de literales {v],v), ..., v/ } forma una cldusula C;. Una caso particular
I del problema SAT consiste en un conjunto de clausulas y una soluciéon se compone de una
asignacion de valores booleanos para cada una de las variables, de manera que cada cada
clausula sea verdadera. Entonces se dice que el caso particular I se satisface. El problema de
satisfacibilidad pertenece a la clase NP-Completo (Cook, 1971).

Lipton enfrenté este problema basandose en el mismo enfoque general de Adleman: ge-
nerar todas las posibles formas de solucién para mantener aquellas que se puedan considerar
“legales” (que cumplan los requerimientos de una solucion). La codificacién del problema
también estd basada en la utilizada por Adleman. Para esto, la idea clave fue codificar una
cadena binaria arbitraria como una ruta a través de un grafo especifico GG,,. La Figura
muestra el grafo de Lipton para una codificaciéon de dos bits. Al generar trayectorias a través

del grafo GG, se producen cadenas correspondientes.
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Figura 20: Grafo G,, que produce la codificacién de 2 bits. Las trayectorias (a1, z1, az, x2, as),
(a1,T71, az, x9,as3), (a1, 1, a2, T3, as), {a1,T1, az, Tz, as), codifican las cadenas 11, 01, 10 y 00,
respectivamente.

Aunque en (Lipton, 1995) no se definen explicitamente las operaciones necesarias, la
propuesta de solucidon puede ser planteada con el Algoritmo [2] en términos de las siguientes

operaciones definidas en (Adleman, 1994).

» Separar(T, S). Dado un conjunto T de cadenas y una subcadena S, obtener un conjunto
+(7,S) con todas las cadenas que contienen S y un conjunto —(7,.5) con todas las

cadenas que no contienen S.
w Unir(1y1,Ts,...,T,). Dados los conjuntos 11,75, ..., T, obtener Ty UTo U ---UT,.

» Detectar(T). Dado el conjunto T', regresar VERDADERO si T # (). Regresar FALSO,

en caso contrario.

Algoritmo 2: Satisfacibilidad — Lipton
Entrada : Conjunto de clausulas I = {C1,Cs, ..., C,,}.

Salida : VERDADERQO, si la formula se satisface; FALSO, en caso contrario.

1 Generar T}

[\

for a <+ 1to |I| do

3 for b+ 1 to |C,| do

4 if vf = x; then T}, + +(T, vf = 1);
5 else Tj, < +(T, vy = 0);
6 end

7 T < Unir(T\, Ty, ..., T);

8 end

©

Regresar(Detectar(T));
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El primer paso (linea 1) consiste en generar todas las posibles rutas a través de G,, (equi-
valentemente, todas las diferentes cadenas de n bits). Cada iteracion del ciclo de las lineas
2 — 8 procesa una clausula C, = {v{,v3,..., v} del conjunto I. Para cada clausula C,, el
ciclo de las lineas 3 — 4 recorre las literales que la forman, manteniendo aquellas cadenas
que contienen una asignacion de la literal que hace verdadera la clausula. Por ejemplo, sea
I =(x1 VT3) A (T1 V x3) A T3. Inicialmente, T' contiene las hebras que codifican las cadenas
{000, 001,010,011, 100,101,110, 111}. Las tres iteraciones del ciclo de las lineas 2 — 8 mantie-
nen los conjuntos {000,001, 100, 101, 110, 111}, {000,001, 101,111} y {000}, respectivamente.
Al final, el algoritmo regresa VERDADERO (linea 9) dado que T' contiene la cadena 000 que

satisface el caso particular I del problema.

Cémputo de cliques maximos

El problema de clique méximo (MCP) fue inicialmente abordado en (Ouyang et al., 1997),
donde se presentan resultados experimentales de la soluciéon de un caso particular de grafo
de seis vertices (Figura . El primer paso en la estrategia utilizada consiste en codificar
cada posible clique en el grafo con una cadena de n bits b,,_1,b,_o,...,b1,by. Por ejemplo,
el clique de tamafio méaximo de la Figura 21(A) es {vs, vs, v, v2} que se representa con la
cadena 111100. Después, para cada arista (v;,v;) € E se remueven las cadenas que tienen
las posiciones correspondientes a v; y v; en estado “encendido” (1). Por definicién, estas
cadenas no pueden representar un clique en GG dado que consideran un par de vértices v;,
v; para los cuales la arista (v;,v;) ¢ E. Tomando de nuevo el ejemplo de la Figura 21|(B),
las aristas (vg, v2), (vo,vs), (v1,v3), (v1,v5) € E, por lo que las cadenas XXX1X1, 1XXXXI1,
XX1X1X y 1XXX1X deben ser removidas (las X representan cualquier estado de bit). Las
cadenas restantes representan cliques de (. Estas cadenas son ordenadas posteriormente
para distinguir los cliques de tamano méximo, esto es, las cadenas que contengan la mayor
cantidad de 1’s.

Para construir un conjunto de hebras de ADN que representen todos los posibles subgrafos
se consideran hebras dsADN. Cada bit ¢ en un ntimero binario se representa por dos secciones:
una que codifica el valor del bit (V;) y la otra su posicion (FP;). Para un namero de seis bits hay
seis secciones de valor Vy — V; intercaladas con siete secciones de posicion Py — Ps (la seccion

extra Ps se agrega con propositos de amplificacion por PCR). Cada seccion P; se construye
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Figura 21: Grafo utilizado en (Ouyang et al., 1997). (A) G = (V, E). (B) G = (V, E).
utilizando secuencias de 20pb. Para la longitud de las secciones de valor se consideran dos
casos: si V; = 1 se destinan Opb, si V; = 0 se utilizan secuencias de “relleno” de 10pb. De
esta forma, la secuencia de mayor longitud es de 200pb (correspondiente al nimero 000000),
mientras que la menor es de 140pb (que codifica el nimero 111111). La remocion de cadenas
que no pueden codificar un clique se realiza utilizando enzimas de restriccion. Cada enzima
reconoce y digiere una seccién V; = 1. Para cada arista (v;,v;) € E se separan las hebras
en dos tubos Ty v T1. En Ty quedan las cadenas con seccion V; = 1, en donde se agrega la
enzima correspondiente que reconoce y corta la seccion. De la misma forma, en T} se mezclan
las cadenas con seccion V; = 1 y las enzimas correspondientes. Los contenidos de los tubos
Ty v T} son unidos en una operacion posterior. Asi, las hebras con secciones cortadas por el
paso anterior no son amplificadas exponencialmente por medio de PCR utilizando primers
Py y Ps, siendo eliminadas del computo. Finalmente, la lectura de los resultados obtenidos se
implementa con electroforesis en gel. Debido a la codificacion utilizada, las hebras de menor
tamano son las que codifican cadenas con mayor cantidad de 1’s. En la banda mas corta se
encontraron hebras de 160pb correspondientes a las cadenas 111100 que codifican el clique

maximo en el grafo.

3.2.3. Modelo de etiquetas

El modelo de etiquetas (sticker model) introducido en (Roweis et al., 1998) es un mo-
delo de computo biomolecular que utiliza hebras de ADN como el sustrato fisico donde se
almacena la informacion. El mecanismo central de computo esta basado en la separacion por
hibridacion. Introduce una ventaja sobre los modelos previamente definidos que consiste en

el manejo de una memoria de acceso aleatorio manteniendo una longitud fija de las hebras.



40

Ademés, las bio-operaciones definidas en el modelo no requieren la utilizacion de enzimas
Y
que modifiquen las hebras, haciendo que éstas sean tedricamente reutilizables en diferentes

coOmputos.

Representacion de la informacion

El modelo de etiquetas representa cadenas de bits en moléculas de ADN. Para representar
una cadena de bits se consideran dos tipos de moléculas ssADN: las llamadas hebras de
memoria y las hebras etiquetas (sticker strands) o simplemente etiquetas. Una hebra de
memoria se compone de N bases en total y se divide en K regiones no traslapadas de M
bases. De esta forma N > K M. Para cada una de las K regiones, se considera una hebra
antiparalela de M bases. Estas hebras son las llamadas etiquetas. Cada etiqueta solamente
puede hibridar en su regién correspondiente y en ninguna otra region de la hebra de memoria.
Cuando una region tiene “pegada” su etiqueta correspondiente, tal region codifica un 1. En
caso contrario, codifica un 0. A una hebra de memoria con sus etiquetas asociadas se le

denomina complejo de memoria (memory complex). Asi, cada complejo de memoria codifica

un nimero binario de K bits (Figura [22)).

(R) oottt kB >

GCTAC TGGCT CGGTA GCTAT
TTTTT1 TTTTT1 TTTTTI TTTTT1

(B) GTTGA ACGAG ATCGT GGCGT
REARE TTTTT] TTTTT1 STTTTT1

<CCGAR  LAGATT  <IAATC

LT T T LT
GCTT|ACCGATGLTCTCTAA[GCCAT[TAGCART TAG CGATALCGCAGTAT

‘ TGGCT ACGAl e ClGGT TAATC GGCGT

(C) L CGATGCARCT

1 0 01 1 01 O 1 0 1

Figura 22: Representacion de informacion en el modelo de etiquetas. (A) Una hebra de memoria

de N =59 bases dividida en K = 11 regiones de M =5 bases. (B) Etiquetas para cada una de las

regiones. (C) Un complejo de memoria formado por una hebra de memoria y etiquetas asociadas a
sus regiones.

A una coleccion de complejos de memoria se le denomina tubo. Esta representacion genera
una gran cantidad de nimeros binarios utilizando una misma molécula ssADN como hebra

de memoria y diferentes asignaciones de etiquetas a sus respectivas regiones. Esto constituye
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otra ventaja respecto a los modelos anteriores (Lipton, 1995) y (Adleman, 1994) donde cada
bit se representa por la presencia o ausencia de una subsecuencia diferente en la hebra, por
lo que cada ntmero es una molécula diferente.

Siguiendo el paradigma de los modelos de filtrado en la busqueda de soluciones de pro-
blemas NP-completos, el computo en el modelo empieza con un tubo inicial. Sobre este tubo
se realiza una secuencia de operaciones que de manera paralela filtra (elimina) los comple-
jos de memoria que no corresponden a soluciones de algin problema particular. En lo que
resta del presente documento, los términos bit/region, complejo de memoria/hebra/cadena,

tubo/conjunto de cadenas, seran equivalentes a menos que se indique lo contrario.

Operaciones sobre colecciones de cadenas

En el modelo se definen cinco operaciones las cuales son bastante flexibles para la imple-

mentacion de algoritmos de proposito general. Estas operaciones consisten en:

» Merge(T, Ty, T1). Combinar (Unir) dos conjuntos de cadenas en uno. Esta es la
operacidén mas basica que consiste en la generacién de un nuevo conjunto que contiene
la union de todas las cadenas de los conjuntos de entrada. En ADN esto significa
producir un nuevo tubo (7') que contiene todos los complejos de memoria de ambos

tubos de entrada (Tg, T1).

» Separate(T, Tp, T1, 7). Separar un conjunto de cadenas en dos nuevos conjuntos, uno
que contiene todas las cadenas que tienen un bit particular ¢ encendido y el otro todas
las cadenas con el bit apagado. Esto consiste en aislar en el tubo 7" aquellos complejos
que presentan la etiqueta en alguna region i de las que no la presentan (sin alterar las

etiquetas en los complejos).

» Set(T, 7). Encender un bit particular i en cada cadena de un conjunto. La etiqueta
correspondiente a la region 7 se “adhiere” (si no esta presente) en todos los complejos

contenidos en un tubo 7.

» Clear(7, 7). Apagar un bit particular i en cada cadena de un conjunto. La etiqueta
correspondiente a la region ¢ se “despega” (si estd presente) en todos los complejos

contenidos en un tubo 7.
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» Discard(7’). Eliminar (descartar) un conjunto de cadenas. Desechar el contenido de

un tubo T.

Conjunto inicial (K, L)

Un conjunto inicial de cadenas (llamado conjunto biblioteca (K, L)) contiene cadenas de
longitud K generadas tomando todas las posibles cadenas de longitud L < K seguidas de
K — L ceros. Asi, hay 2! cadenas en el conjunto. Por ejemplo, el conjunto biblioteca (6, 3)
es {000000, 001000, 010000, 011000, 100000, 101000, 110000, 111000}. Los primeros L bits
son utilizados para codificar el problema y son la parte aleatoria de la biblioteca, mientras
que los K — L bits restantes se utilizan para almacenamiento intermedio y codificacién de
respuesta (en caso de ser necesario). Con este conjunto inicial es posible codificar una gran

variedad de problemas combinatorios.

Trabajo previo

El modelo de etiquetas es un modelo de computo universal (Kari et al., 1998). Pertenece
a la clase de modelos de filtrado, en el sentido que toma una entrada, codificada en hebras
de ADN, que consiste en todas las posibles soluciones para un caso particular de problema, y
aplica una secuencia de operaciones (algoritmo), para eliminar (filtrar) aquellas hebras que no
correspondan al conjunto de soluciones. En la literatura, existe una gran variedad de algorit-
mos que se enfocan en la solucion de problemas de la clase NP-Completo. En (Zimmermann,
2002) se proporcionan algoritmos que calculan k-cliques, k-conjuntos independientes, rutas
Hamiltonianas y arboles de Steiner. Estos algoritmos reportan todas las soluciones de cada
problema en caso de que existan. Los problemas de la mochila (Knapsack) y de suma de sub-
conjuntos (SubSet Sum - S?) se abordan en (Pérez-Jiménez y Sancho-Caparrini, 2002). Estos
algoritmos se basan en un enfoque que permite ordenar por cardinalidad una familia finita
de conjuntos finitos. La técnica usada para lograr esto es diferente de la aplicada por (Ro-
weis et al., 1998) para resolver el problema de Cubrimiento Minimo de Conjuntos. Xu et al.
(2004a) presentan un estudio que resume los trabajos de otros autores. Ademas, introduce los
modelos k-bit sticker y full-message sticker los cuales son una extensién del modelo original
que redefinen la estructura de los complejos de memoria, asi como las operaciones que se apli-

can en el modelo. Adicionalmente, presentan un articulo complementario (Xu et al., 2004b)
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donde se enfocan en las aplicaciones del modelo, introducen una representaciéon matricial del
modelo, y realizan una recopilacion de los algoritmos en la literatura, por dltimo, presentan
un algoritmo para el problema de isomorfismo de grafos. En (Martinez-Pérez y Zimmermann,
2009) se proponen algoritmos para diversos problemas NP-Completos. Hacen énfasis sobre
la implementaciéon in silico para resolver problemas de tamanos pequenos a moderados de
manera exacta y de forma heuristica los de tamano considerable. Los algoritmos dados son
probados en un entorno de simulaciéon en computadora. En (Ahrabian et al., 2008) se pre-
senta una algoritmo para el problema de optimizacién combinatoria de las N Reinas. Este
algoritmo puede ser extendido para resolver problemas como el de Asignacion Cuadratica,
Calendarizacion de Mantenimiento, Asignacion de Recursos, y de Emparejamiento de Grafos.
El problema de Bin-Packing es tratado en (Alonso Sanchez y Soma, 2009), mientras que en
(Darehmiraki, 2009) se resuelve el problema de Cliques Maximales. En (Liu et al., 2010) se
utiliza el modelo hibrido Adleman-Lipton-sticker que utiliza las ventajas de ambos. Se inclu-
yen las operaciones definidas en el modelo de Adleman-Lipton utilizando la codificacion de
informacion del modelo de etiquetas. En este articulo se resuelve el problema de Biseccion
Minima de un Grafo. En (Razzazi y Roayaei, 2011) presentan tres nuevos algoritmos para
sus correspondientes problemas de grafos: el problema de Domatic-Partition, Induced Path
vy Kernel. También se incluye la simulacién de los algoritmos propuestos para demostrar su

efectividad.
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Capitulo 4. Diseno de plataforma de simulacién

En este capitulo se analizan los aspectos del disenio de la plataforma de simulacién de
algoritmos del modelo de etiquetas. Se definen los algoritmos de las funciones necesarias para

la operacion de tal plataforma.

4.1. Paralelismo

Dentro del modelo de etiquetas, el paralelismo se puede analizar en tres niveles: a nivel de
regiones (bits), a nivel de hebras (cadenas), y a nivel de tubos. A nivel de regiones, el modelo
planteado actiia de manera secuencial, es decir, las operaciones no consideran concurrencia
en el manejo de las regiones. Por ejemplo, la operacion SET no considera el encendido con-
currente de dos o mas regiones en la misma hebra. En tal caso, se requiere una secuencia de
operaciones SET, una para el encendido de cada region. Es a nivel de hebras donde ocurre
el paralelismo masivo del modelo de etiquetas. Las operaciones del modelo actian concu-
rrentemente sobre todas las hebras contenidas dentro de un tubo. Finalmente, a nivel de
tubos, se puede considerar la ejecucion concurrente de dos o més operaciones, con la condi-
cion de que no haya dependencia entre los tubos involucrados. Por ejemplo, las operaciones
SEPARATE(Ty, Tpn, Toss,b) v CLEAR(T,,,b) no se pueden efectuar en paralelo debido a
que el tubo T, que es el tubo de entrada de la operacion CLEAR, no esta listo hasta que
se termine la operacion SEPARATE (Figura [23(A)). En contraste, las operaciones SEPA-
RATE(Ty, Ty, Toss,b) y SEPARATE(T1,T,,, Toss,b) si pueden realizarse al mismo tiempo,
pues aunque involucra los mismos tubos de salida, los tubos de entrada no dependen de la

finalizacion de una operacion anterior (Figura [23|(B)).

4.2. Paralelismo de hebras vs. paralelismo de hilos

El modelo de etiquetas y el modelo de programacién paralela de CUDA comparten cier-
tas analogias esenciales. El paralelismo de hebras del modelo de etiquetas corresponde al
paralelismo de hilos de CUDA. Esta correspondencia es, en el sentido que las hebras son
como estructuras que no tienen dependencia entre si, y por lo tanto, las operaciones definidas

en el modelo actian concurrentemente sobre ellas. Los hilos, por su parte, son instancias
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Figura 23: Paralelismo de tubos. A) Operaciones no paralelizables: SEPARATE(Ty, Ton, Torf,b) ¥
CLEAR(T,,,b). B) Operaciones paralelizables: SEPARATE (To, Ton, Torf,b) y
SEPARATE(Ty, Ty, Ty 1,b).

independientes de ejecuciéon de un mismo conjunto de instrucciones sobre diferentes datos,
generalmente independientes. De esta forma, el “mapeo” de hebras a hilos es natural: un hilo
por cada hebra y cada hilo se encarga de ejecutar las operaciones sobre la hebra correspon-
diente, de manera concurrente. No obstante, existe un factor limitante para esta similitud.
Esta limitante consiste en que la cantidad de hebras que se considera en el modelo, es mucho
mas grande (por varios 6rdenes de magnitud) que la cantidad de hilos que se pueden ejecutar
concurrentemente en una implementacion en CUDA, y que la memoria fisica del dispositivo

disponible para almacenar estas hebras.

4.3. Modelo no auténomo vs. computo heterogéneo

Otra caracteristica comin entre el modelo de etiquetas y CUDA, es la forma en la que se
realiza el computo. El modelo de etiquetas es un modelo no auténomo, es decir, cada operacién
requiere de algiin mecanismo que la lleve a cabo. Este mecanismo puede ser una persona que
implemente los procedimientos de laboratorio correspondientes a cada operacion, o bien,
un sistema de control robético que automatice estos procedimientos. En cualquier caso, la
definicion de algoritmos del modelo de etiquetas, considera que las operaciones paralelas del
modelo son llevadas a cabo de manera secuencial. Por otro lado, CUDA es una arquitectura de

computo heterogéneo. Esto significa que ciertas tareas, aquellas intrinsecamente secuenciales,
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son ejecutadas en el CPU, mientras que las tareas que exhiben paralelismo se destinan al
GPU. De esta forma, las operaciones en el GPU son paralelas, pero requieren del CPU para

su ejecucion secuencial.

4.4. Tipos de operaciones

Las cinco operaciones definidas en el modelo de etiquetas se pueden clasificar en dos

categorias:

1. Operaciones de modificaciéon de hebras. Son las que realizan alguna alteracion
de la informacién codificada en las hebras. Dentro de esta categoria se incluyen SET
y CLEAR, que son las tnicas que escriben/borran informacion a través del encendi-

do/apagado, respectivamente, de regiones en las hebras.

2. Operaciones de transferencia de hebras. Son las que realizan el movimiento de
hebras entre tubos. Aqui se considera a las operaciones SEPARATE, MERGE y DIS-
CARD.

4.5. Representacion de estructuras

4.5.1. Hebras

En el modelo de etiquetas, las hebras de ADN codifican y almacenan la informacion
de la instancia del problema. Dada la densidad de almacenamiento en las hebras de ADN,
el modelo de etiquetas considera una cantidad masiva de éstas para la representacion del
espacio de soluciones de un problema. Debido a lo anterior, una implementacion wn silico
de una plataforma para la simulacién de algoritmos del modelo de etiquetas esta limitada
por la cantidad de memoria fisica disponible. Uno de los objetivos de la presente tesis, es
encontrar una representacion eficiente de las estructuras utilizadas en el modelo de etiquetas.
Dicha representacion debe maximizar el aprovechamiento de la memoria, es decir, utilizar la
memoria bit por bit, sin consumir mucho tiempo de ejecuciéon en el acceso lectura-escritura
de cada uno de ellos.

De esta forma, en el presente trabajo, cada hebra se representa como un arreglo de

datos de tipo entero. Cada entero consiste de SIZFE [NT bits. Esta cantidad de bits por
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entero es dependiente de la plataforma de ejecucién del sistema, aunque en la mayoria de
las plataformas SIZE INT = 32 bits = 8 bytes. Para representar cadenas binarias de
K bits de longitud, se necesitan al menos K/SIZFE INT enteros cuando la division es
exacta y (K/SIZE _INT) + 1 enteros cuando la division tiene modulo. En la Figura [24] se
muestra la representacion de una cadena de longitud K = 30 bits utilizando 8 enteros, y su
correspondiente arreglo de enteros. Por razones de simplicidad se utiliza un valor SIZE _INT
= 4 (cuatro bits por entero). Las X representan bits no utilizados en el entero (los bits no

utilizados se manejan como ceros).

(A) 1001 1101 (0011 {0000 |1110 {0001 |1001 |00 XX

(B) 9 13 3 0 14 1 9 0

Figura 24: Representacion de cadenas binarias con arreglos de enteros. (A) Ejemplo de cadena
con K = 30 bits tomando 4 bits por entero (SIZE INT = 4. Las X representan bits no utilizados
en el entero. (B) El correspondiente arreglo de enteros.

Con esta representacion, se utiliza la memoria fisica bit por bit. Aunque la complejidad
asintotica del espacio de almacenamiento sigue siendo O(K), en la practica, la reduccion en el
uso de memoria es considerable. Esta reduccion es por un factor de SIZE INT enteros por
cadena. Para ilustrar lo anterior, supongamos que se desea almacenar cadenas de longitud
K. La Tabla [1| muestra el uso de memoria para diferentes valores de K, utilizando una
representacion trivial que utiliza un arreglo de K enteros y la representacion que utiliza

SIZE INT = 32 bits por entero.

Tabla 1: Reduccion en uso de memoria por cadena para diferentes valores K (en bytes).

. .. Representacion
K Representacion trivial bit por bit
64 256 8
200 800 28
800 3200 100
1024 4096 128

3000 12000 376
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4.5.2. Tubos

Dentro del modelo de etiquetas, las hebras de ADN son contenidas en tubos. Cada tubo
es un recipiente que mantiene temporalmente conjuntos de hebras. Mas atn, las operaciones
definidas en el modelo de etiquetas acttian sobre tubos de entrada, produciendo tubos como
salida. Asi, el enfoque natural de implementaciéon de los tubos en una plataforma de simu-
lacion in silico, seria como una estructura formada por un campo identificador del tubo y
un campo que consiste en un arreglo o lista enlazada de hebras. De esta forma, se tendrian
diferentes estructuras tipo tubo, cada una almacenando un diferente conjunto de hebras, y
la implementacion estaria mas apegada a la definicion del modelo de etiquetas.

Sin embargo, al realizar un analisis mas profundo de los aspectos técnicos de implementa-

cion, notamos que este enfoque natural presenta dos inconvenientes en cuanto al desempeno:

1. Gestion de memoria. En la operacion SEPARATE, no se conoce a priori cuantas
de las hebras de un tubo de entrada 7} tienen el bit indice 7 encendido y cuantas lo
tienen apagado. Esto representa un problema al momento de la gestion de memoria
pues no se puede asignar el espacio exacto para almacenar las hebras correspondientes
en los tubos de salida T, y T,s. Asi, se hace necesaria una funcién de conteo de hebras
previo a la ejecucion de SEPARATE (con su correspondiente contribucion al tiempo de
ejecucion), o manejar un espacio fijo de memoria para los tubos (provocando un gran

desperdicio de memoria).

2. Transferencia de hebras. En las operaciones de transferencia, se requiere el movi-
miento de hebras entre diferentes tubos. Cuando los tubos se implementan en diferentes
estructuras cada uno, es necesario pasar hebras de una estructura tubo a otra, impli-
cando movimientos de informaciéon en diferentes localidades fisicas de memoria. Una
vez més, debido a que en la implementacién se considera manejar una cantidad grande
de hebras (lo mayor posible), estas transferencias consumirian una buena cantidad de

tiempo de ejecucién, lo que afectaria negativamente el desempeiio de la plataforma.

Por estos motivos, se decidié no implementar el almacenamiento de los tubos en diferentes
estructuras como serfa el enfoque natural. En lugar de esto, la alternativa que result6 mas
conveniente fue almacenar todas las hebras en una sola estructura TubeRack (haciendo alusion

a un “estante"de tubos) y almacenar la informacion de los tubos en las mismas hebras, es
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decir, cada hebra registra el tubo al cual pertenece. TubeRack almacena R cadenas S;, donde
cada S; estd asignada a un tubo Tj. La estructura TubeRack puede definirse formalmente

como sigue:

TubeRack ={S; €T; :0<i<R—-1,0<j<MAX TUBES — 1}, (3)

donde MAX TUBES es una constante que define el niimero maximo de tubos a utilizar.
Esto se realizo agregando un campo a la estructura hebra para guardar el tubo correspon-
diente. El primer inconveniente que surge de este enfoque es que el tamafo de las hebras es
mayor, aunque su manejo se simplifica. La Figura muestra la diferencia entre los enfo-
ques de implementacion de los tubos. Es importante senalar que aunque esta modificacién
no corresponde a la definicion del modelo de etiquetas, es equivalente a ella y en esencia su

operacion es la misma.

A
o - e
T, T, T
o
—
Y — s — Y
- -
s N——
(A) (B)

Figura 25: Diferentes enfoques para el manejo de los tubos. (A) Diferentes tubos. (B) Un solo
tubo, las hebras registran el tubo al que pertenecen.

4.6. Funciones de acceso a bits

Una vez definida la forma de almacenar las hebras, es necesario determinar los mecanismos
de acceso a nivel de bit en los arreglos de enteros. Esto es, dado un arreglo de enteros de
SIZE INT bits cada uno, disenar funciones de encendido, apagado y consulta del estado
de una posicion index de bit dentro del arreglo. La Figura [26]ilustra el ejemplo de un arreglo
de cuatro enteros que almacena una cadena de K — 30 bits, con SIZE INT — 8 bits y una

posicion de bit indexr = 19.
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Aunque en la codificacion de las hebras no importa la significancia de los bits, puesto que
no se toma en cuenta el valor posicional del bit sino simplemente su estado, la convencion que
seguimos para su indexacion es de izquierda a derecha. Asi, el bit cero es el que se encuentra
en la posicion mas a la izquierda del entero mas a la izquierda. De manera similar, los indices

de los enteros también se toman de izquierda a derecha.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 [19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

l1oo001101{00111000j]111/1000110j101010XX

0 1 2 3 4 5 6 7 01 23 4 5 67 01 2[3 4567 0123 4 5 6 7
0 1 2 3

Figura 26: Posiciones de bits dentro de un arreglo de 4 enteros tomando 8 bits por entero. Los
nimeros en la parte de arriba de la cadena indican las posiciones de bit en la cadena y los ntimeros
por debajo de la cadena indican las posiciones dentro de cada entero. En la parte inferior se
indican las posiciones de los enteros.

Notese que la posicion de bit indez = 19 corresponde a la posiciéon de bit 3 dentro del
entero 2, en el arreglo de enteros. Sean intPOS y bit POS el indice del entero que contiene
la posicion de bit indexr y la posicion de bit que corresponde a indexr dentro de tal entero,

respectivamente. Es sencillo ver que

. index
mtPOS = m (4)
Yy que
bitPOS = (index) MOD(SIZE INT) (5)

para todo 0 < indexr < K — 1.
Una vez que se ha calculado la posicion del entero y el indice de bit dentro del entero,
s6lo resta determinar la forma de encender, apagar y consultar el estado del bit. Sean z, y y

z tres enteros, de manera que:
= x es el entero en la posicion int POS en el arreglo.

= y es el entero que tiene todas sus posiciones de bit apagadas a excepcion de la posicion

bit POS.

= 2 es el complemento a uno de y (operacion NOT bit a bit).
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Para encender un bit en x, se lleva a cabo una operacion logica OR bit a bit, entre = y
y, escribiendo el resultado en z (Figura R7(A)). Para apagar un bit en z, se realiza una
operacion logica AND bit a bit, entre z y z, escribiendo el resultado en z (Figura 27(B)).
Para consultar el estado de un bit en x, se hace una operacion logica AND bit a bit, entre
x 'y ¥y, escribiendo el resultado en otro entero w. El bit se encuentra apagado si w = 0y
encendido en caso contrario (Figura R7)(C)).

Tomando en cuenta lo anterior, se implementaron las funciones setStrandIndez (Algorit-
mo , clearStrandIndex (Algoritmo W) y getStrandIndexr (Algoritmo , que reciben como
entrada una hebra S y un indice index y encienden, apagan y consultan el estado del bit

index en la hebra S, respectivamente. El tiempo de ejecucion de las tres funciones es ©(1).

11 1|0l01 10 11 1(0lo110 11 1|0lo110

00O0|1/l0O0O0O 11 1(0l1 111 00O0|1/l00 00O

111&]0110 111|3]0110 000|3]0000
(A) (B) (C)

Figura 27: Encendido, apagado y consulta de bit (segin ejemplo en Figura . (A)z=zVy.
B)z=zANz (C)w=zAy.

Algoritmo 3: setStrandIndez(S, index)
Entrada : Hebra S, indice de bit index.

Salida : Hebra S con posicion de bit index encendida.

1 intPOS + L—S]Zigdjﬂ;w 1;

2 bitPOS « MOD(index, SIZEINT);
3 x < S[intPOS];

4y QSIZE_INbeitPOS.

bl

5 £ VYy;

=

Regresar S
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Algoritmo 4: clearStrandIndez (S, index)

Entrada : Hebra S, indice de bit index.

Salida : Hebra S con posiciéon de bit index apagada.
1 intPOS « | grpmdee |
2 bitPOS «+ MOD(;ndex, SIZE INT);
3 x « S[intPOS];

Y ﬁ(QSIZE_INT—bitPOS).

?
I S AN TR

6 Regresar S;

Algoritmo 5: getStrandIndex (S, indez)
Entrada : Hebra S, indice de bit index.

Salida : TRUE si posicion de bit index esta encendida en S, FALSE, en caso
contrario.
1 intPOS « L—S]Zi%d”;NTJ;

2 bitPOS < MOD(index, SIZE _INT);
3 x < S[intPOS];

SIZE INT-bitPOS.
Yy < 2 - )

5 W< T AY;

6 if w =0 then

7 ‘ Regresar FALSE;
8 else

9 ‘ Regresar TRUE;

10 end

4.7. Ordenamiento de hebras por tubo

Las operaciones de transferencia modifican el tubo al que pertenece cada hebra que se
encuentra registrado dentro de la misma. Dado que todas las hebras se almacenan en una
sola estructura TubeRack, si no se mantiene un orden en base a los tubos, las hebras que

pertenecen a un mismo tubo se encontrarédn dispersas dentro de la estructura. Como conse-
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cuencia, se tienen que considerar todas las hebras dentro de la estructura cuando se quiera
realizar alguna operaciéon sobre un tubo particular 7}, en lugar de realizar la operacion so-
lamente sobre las hebras de ese tubo T;. Por ejemplo, suponga que después de realizar una
operacion SEPARATE las hebras dentro de la estructura quedan como en la Figura 28(A) y
que posteriormente, se tiene una operaciéon sobre el tubo 2. Debido a que no se sabe en qué
posiciones quedaron las hebras que pertenecen al tubo 2, se tiene que considerar a todas las
hebras, y verificar, una por una, si pertenecen a tal tubo. En contraste, si se conoce el inter-

valo de posiciones en las cuales se encuentran las hebras del tubo 2, solamente se considera

ese intervalo (Figura [28(B)).

¢ TubeRack ) " TubeRack
\aht_ﬁ______rﬁfjjf \“x‘_ﬁ______rﬁ,ij
Hebra Tubo Hebra Tubo
10010101011 O 10010101011 O
10000011100 2 10101010111 O
11100100111 2 00011000110 O
10101010111 O 10000011100 2
10000111100 2 10000111100 2
00011000110 © 11100100111 2
(A) (B)

Figura 28: Ordenamiento de las hebras en base a los tubos a los que pertenecen. (A) Sin orden: se
debe recorrer toda la estructura. (B) Con orden: se recorre solamente el intervalo.

Notese que esta situacion solamente se presenta después de una operacion de transferencia
de hebras, pues son las que cambian las hebras de tubo. Mantener el orden de las cadenas por
tubo en la estructura T'ube Rack, significa mantener todas las cadenas S; € T en un intervalo
[l5,...,u;] de posiciones adyacentes dentro de la estructura TubeRack. Para mantener este

orden se implemento lo siguiente:

= Dos arreglos L y U que mantienen los intervalos de las hebras que pertenecen a cada
tubo T}. L[j] y U[j] mantienen la posicion inicial y final, respectivamente, de las hebras
que pertenecen al tubo 7T} dentro de la estructura Tube Rack. Por convencion, si L[j] =

Ulj] = —1, entonces T; = () (Figura [29).

s Una funcién SortTubes que ordena las hebras por tubo dentro de la estructura Tube Rack

y mantiene los intervalos en los arreglos L y U (Algoritmo @
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= Después de la operacion DISCARD se realiza un ordenamiento con SortTubes.

= Si la operacion MERGE se realiza sobre dos tubos adyacentes dentro de TubeRack,
no se requiere ordenamiento posterior, inicamente actualizar los arreglos L y U. Si los

tubos no son adyacentes, se ordena con SortTubes.

» La operacién SEPARATE hace la separaciéon de manera “ordenada’, esto es, al escribir
el tubo correspondiente de cada hebra, dependiendo del estado del bit 7, mantiene las
hebras de un mismo tubo destino, en el mismo intervalo (adyacentes). Al final, actualiza

los intervalos correspondientes en los arreglos Ly U.

TubeRack

\Pas 0..21 |22 ..50 |51..70 |71 ..71 |72 ... 100 \
)Tubo 3 1 2 4 5 )

Arreglos deintervalos Ly U

Pos 0 |12 |3 |4 |5
L -1 (22|51 |0 (71|72
U -1 (50|70 [21|71|100

Figura 29: Arreglos L y U con los intervalos de posiciones de cada tubo.

Ademas, para el correcto funcionamiento de lo anterior, se requiere imponer las siguientes

restricciones:

= Se debe conocer el nimero de tubos a utilizar o no sobrepasar un maximo MAX TUBES

preestablecido de tubos.
= La operacion SEPARATE debe tener ambos tubos destino vacios.

No obstante, ninguna de estas restricciones introduce alguna limitante en la implementa-

cion de algoritmos del modelo de etiquetas, como se explica a continuacion:

= [a primera restriccién es solamente para hacer explicita una condicidén ya existente
en el modelo de etiquetas, pues en todos los algoritmos existentes en la literatura, la

cantidad de tubos a utilizar es constante y conocida de antemano.
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= Si se necesitara utilizar un tubo 7}, no vacio como tubo destino en la operacion SEPA-
RATE, se podria realizar haciendo la operacion SEPARATE sobre un tubo temporal

T, vacio, y posteriormente unir los tubos T}, y T} con una operacion MERGE.

Algoritmo 6: SortTubes(TubeRack
Entrada : Estructura T'ube Rack con la lista de R cadenas (Sp, Sy, ..., Sg_1). Cada

S;€T1;,,0<j < MAX_TUBES — 1.

Salida : Estructura T'ube Rack con la lista de cadenas en orden no decreciente por
tubo. Arreglos L y U con las posiciones inicial y final de las cadenas que

pertenecen a cada tubo T}.

1 p<+0;

2 for j < 0to MAX TUBES —1do
3 if T; # () then

4 L[j] < p;

5 for k< pto R—1do

6 if S, € T; then

7 Intercambiar hebras S; <+ Sp;
8 p—p+1;

9 end

10 end

11 Uljl <p—1

12 end

13 end

El algoritmo SortTubes recorre la estructura Tube Rack desde la posicion p hasta R — 1,
para cada tubo Tj no vacio. En cada iteracion del ciclo de las lineas (2 — 13), coloca las
cadenas Sy, € T} en el intervalo de posiciones adyacentes [p...p+ |T};| — 1] en Tube Rack. Dado
que el ntimero de tubos 7Tj es constante, el algoritmo SortTubes ordena las cadenas por tubo

en O(R) pasos, siendo R el nimero total de cadenas en T'ube Rack.
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4.8. Implementacién de las operaciones

4.8.1. Implementacién secuencial

Para la implementacion secuencial de las cinco operaciones del modelo de etiquetas se
consideraron dos opciones: con ordenamiento de las cadenas por tubo y sin ordenamiento.
El ordenamiento con el algoritmo SortTubes agrega una complejidad de ©(R) pasos en la
operacion DISCARD. Lo mismo sucede en la operacion MERGE cuando los tubos a unir no
son adyacentes dentro de la estructura T'ube Rack. Dado que, en general, la cantidad R de
cadenas en la estructura T'ube Rack es muy grande, este ordenamiento puede consumir mucho
tiempo de ejecucion. Sin embargo, el tiempo invertido en ordenamiento se compensa en las
operaciones, la cuales se realizan solamente sobre las hebras de un tubo particular, en lugar
de la estructura completa. Asi, el ordenamiento es un factor de intercambio entre invertir
tiempo en llevarlo a cabo y disminuir el tiempo necesario para las operaciones del modelo de

etiquetas.

SET

La operacion SET toma un tubo de entrada 7} y una posicion de bit idz y enciende la
posicion idz en cada una de las cadenas S; € 7. Sin ordenamiento, esta operacion consiste en
un ciclo que recorre las R cadenas en la estructura T'ube Rack y en cada iteracion k, enciende
la posicion de bit ¢dz de cada cadena Sj € T}. Esta operacion se realiza con el Algoritmo

en O(R) pasos.
Algoritmo 7: SET1(T;, idx)
Entrada : Tubo de entrada Tj, indice ¢dx

Salida : Cadenas \S; € Tj con posicién idz encendida.
1 for k< 0to R—1do
2 if S, € T, then

3 setStrandIndex(Sy, idzr); > Encender bit 4dz en k-ésima cadena
4 end
5 end

Con ordenamiento, el recorrido del ciclo se reduce al intervalo de las cadenas que perte-

necen al tubo Tj. Este intervalo es [L[j]...U[j]]. Con esto, el nimero de pasos de la operacion
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SET se reduce a ©(|T;]). El Algoritmo [8| muestra este cambio.
Algoritmo 8: SET2(T;, idx)
Entrada : Tubo de entrada Tj, indice idz, arreglos L y U.

Salida : Cadenas \S; € Tj con posicién idz encendida.
1 for k « L[j] to U[j] do
2 setStrandIndex (S, idz); > Encender bit 4dz en k-ésima cadena

3 end

CLEAR

La operacion CLEAR es casi idéntica a SET, con la dnica diferencia del apagado del
bit idz, en lugar de encenderlo. Los Algoritmos [9] y [10] realizan la operacion CLEAR sin

ordenamiento y con ordenamiento, respectivamente.
Algoritmo 9: CLEARI1(T;, idx)
Entrada : Tubo de entrada 7}, indice idz

1 . Salida : Cadenas S; € T} con posicion idz encendida.
2 for k< 0to R—1do
3 if S, € T, then

4 clearStrandIndex (S, idz); > Apagar bit <¢dz en k-ésima cadena
5 end
6 end

Algoritmo 10: CLEAR2(T}, idz)
Entrada : Tubo de entrada Tj, indice idz, arreglos L y U.

Salida : Cadenas \S; € Tj con posicién idzr apagada.
1 for k « L[j] to U[j] do
2 clearStrandIndexz (Sy, idzr); > Apagar bit ¢dz en k-ésima cadena

3 end
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SEPARATE

La operacion SEPARATE toma un tubo de entrada 7} y un indice de bit idz, y transfiere
las cadenas con la posicion de bit idx encendida a un tubo T,., y las cadenas con la posicion
de bit idz apagada a un tubo 7. El tubo de entrada 7} queda vacio al final. La complejidad

de la operacion es ©(R) pasos (Algoritmo [L1)).
Algoritmo 11: SEPARATEN(T;, T,, Ty, idz)
Entrada : Tubo de entrada Tj, indice ¢dx.

Salida : Tubos T, = {5, € T; : ide =1} y T, = {S; € T} : idz = 0}.
1 for k<~ 0toR—1do

2 if S, € T, then

3 if getStrandIndex(Sk, idz) then
4 ‘ T, + T, U{S:};

5 else

6 ‘ Ty < T, U{Sk};

7 end

8 end

9 end

Considerando el orden en T'ube Rack, la oparacion SEPARATE debe mantener las cadenas
de los tubos de salida 7). y T}, en posiciones adyacentes en T'ube Rack. Para esto, se escriben
las cadenas de T, al inicio del intervalo del tubo de entrada 7j, en el intervalo de posiciones
[Lj], L[j] + 1,...,U][r]]. Asi, las cadenas de T, terminan al final del intervalo del tubo de
entrada 7T}, en las posiciones [U[r]+1,U[r]|+2, ..., U[j]]. Este manejo de posiciones no agrega
complejidad adicional a la operacion SEPARATE que en este caso, al recorrer solamente las

cadenas de Tj es O(|1}]).
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Algoritmo 12: SEPARATE2(T;, T,, Ty, idz)
Entrada : Tubo de entrada Tj, indice idz, arreglos L y U.

Salida : Tubos T, = {S, € T; : ide =1} y Ts = {S; € T} : idz = 0}, arreglos L y U con

intervalos actualizados.

1 p <+ Llj;

2 for k < L[j] to U[j] do

3 if getStrandIndez (S, idz) then
4 T, < T, U{Sy};

5 Intercambiar hebras Si <+ Sp;
6 pp+1;

7 else

8 T+ Ty U{Sk};

9 end

10 end

11 Llr] « L[j];

12 Ulr] < p—1;
13 L[s] < p;

14 Uls] < Uj};
15 L[j
16 Ulj

El Algoritmo [12] realiza la operacion de separacién manteniendo el orden descrito. En la
linea 1, se inicializa el apuntador p que indica la siguiente posicion disponible para escribir
una cadena en T,. El ciclo de las lineas (2—10) recorre las cadenas de T}, verificando el estado
del bit idr en cada iteracion, para enviar las cadenas a los tubos 7, o T cuando idz=1 o
idz=0, respectivamente. Las lineas (11 — 14) actualizan los apuntadores en los arreglos L y
U para los tubos de salida T, y Ts. Al final, las lineas (15 — 16) actualizan los apuntadores

en L y U para indicar que el tubo de entrada 7 termina vacio.
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La operacon MERGE une el contenido de dos tubos T y T, esto es, pasa las cadenas de

T, a T;. Sin ordenamiento, esta operacion se realiza en ©(R) pasos (Algoritmo [13).

Algoritmo 13: MERGEL(T;, T,)

Entrada : Tubos de entrada Tj y T,.
Salida : Tubo T; = T; UT,.
1 for k< 0to R—1do

2 if S, € T, then

3 Tj = T3 U{Sk};
4 T, < T, \ {Sk};
5 end

6 end

Con ordenamiento, el ntimero de pasos se reduce a ©(|T|). Sin embargo, cuando los tubos

T; y T, no son adyacentes, se debe ordenar con SortTubes (linea 8), lo cual agrega ©(R) pasos

adicionales. La adyacencia de dos tubos con la funcion adyacent (linea 5) y la actualizacion

de los intervalos con updatelntervals (linea 6) se pueden comprobar en tiempo O(1), pues

solo requieren verificar y modificar, respectivamente, los limites en los arreglos L y U, para

los tubos Tj y T,.. El Algoritmo [I14] realiza la operacion MERGE con ordenamiento.

Algoritmo 14: MERGE2(T;, T,)

Entrada : Tubos de entrada T y 7T, arreglos L y U.
Salida : Tubo T; = T; UT,, arreglos L y U con intervalos actualizados.
1 for k + L[r] to U[r] do
2 | T T3 U{Sk};
3 T, < T, \ {Sk};
4 end
5 if adyacent(T;, T,) then
6 ‘ updatelntervals(T};, T,, L, U);
7 else
8 ‘ SortTubes;

9 end
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DISCARD

La operacion DISCARD vacia el contenido de un tubo 7}. El Algoritmo [I5] realiza esta
operaciéon sin considerar ordenamiento. Recorre las R cadenas en TubeRack (ciclo de las
lineas (1 —5)) y elimina aquellas que pertenecen a T (linea 3). La complejidad del algoritmo

es también ©(R) pasos.
Algoritmo 15: DISCARD1(T})
Entrada : Tubo de entrada Tj.

Salida : Tubo T; = 0.
1 fork+~0to R—1do
2 if S, € T, then

3 Tj < Ty \ { S}
4 end
5 end

Con ordenamiento, se recorren solamente las cadenas de T (ciclo de las lineas (1 — 3))
en O(|T;]) pasos. Sin embargo, se requiere llamar a SortTubes (linea 4) para ordenar la
estructura T'ube Rack, agregando ©(R) pasos. El Algoritmo muestra los pasos para realizar

la operacion DISCARD con ordenamiento.
Algoritmo 16: DISCARD2(Tj)
Entrada : Tubo de entrada Tj, arreglos L y U.

Salida : Tubo T; = 0, arreglos L y U con intervalos actualizados.
1 for k < L[j] to U[j] do
2 | T T3\ {Sk};

3 end

4 SortTubes;

4.8.2. Implementacién paralela

La implementacion paralela de las operaciones del modelo de etiquetas en CUDA se
realiz6 siguiendo el enfoque simple de paralelismo de datos. Cada hebra se puede accesar
de manera independiente con respecto a las demas dentro de la estructura TubeRack. En

la implementacion secuencial, se destina una iteracion k& que se encarga de realizar alguna
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operacion sobre la k-ésima hebra en el tubo, ya sea encender o apagar un bit dentro de la
hebra, transferirla a otro tubo, o desecharla. El enfoque simple de paralelizacion en CUDA
consiste en cambiar iteraciones por hilos. Asi, se destina un hilo para que se encargue de
realizar las operaciones correspondientes para cada hebra, de manera concurrente.

Los cambios en los algoritmos secuenciales presentados (sin considerar ordenamiento) que

paralelizan su funcionamiento son minimos. Basicamente, cada ciclo
for k<~ 0to R—1do
se convierte en

for each thread k do

que transforma las instrucciones ejecutadas en cada iteracion k, a un hilo & que realiza
exactamente lo mismo pero sobre una hebra diferente en T'ube Rack y de manera concurrente

a los demés hilos.
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Capitulo 5. Heuristica para el Problema de Clique Maximo

En este capitulo se introduce la heuristica propuesta para el Problema de Clique Maximo.
Se define la codificacion utilizada para representar el espacio de soluciones. Se introduce la
mejora implementada para el algoritmo de filtrado. Se realiza el planteamiento del problema
y se describen las estructuras utilizadas. Por tltimo, se explica el esquema general de la

heuristica y los médulos que la componen.

5.1. Representacion de cliques

La representacion de cliques como cadenas de bits en el presente trabajo esta basada en
la definicion de Biblioteca Pascal (Zimmermann, 2002). Esta definicion se extiende introdu-
ciendo los conceptos presentados en esta seccion.

Una cadena S, 1) es una cadena de n bits de longitud de los cuales k bits se encuentran
encendidos. Por ejemplo, la cadena 10010100 es una cadena S 3). Una cadena g(mk) denota
a la cadena que se produce al realizar la operacion complemento a uno (operacion NOT, bit
a bit) a una cadena S(, ) dada. En el ejemplo anterior, la cadena g(g’g) correspondiente es
01101011. Notese que una cadena g(n,k) es una cadena S, ,_r). Una biblioteca By, es el

conjunto de todas las diferentes cadenas S, 1) posibles. La cantidad de cadenas en By, es

| Binol| = (Z) : (6)

que considera todas las formas posibles de tener k bits encendidos en un cadena de n bits y
cada forma es una cadena S, ) distinta. La biblioteca E[n,k} representa la biblioteca comple-
mentaria de B, ), en otras palabras, es el conjunto de todas las cadenas g(n,k), o de forma
equivalente, de todas las cadenas S, —g).

Dada una lista P = (p1,pa, ..., pn) de n elementos que consiste en una permutacion de
los elementos de un n-conjunto, una sublista P’ = (p},p}, ..., p;) de k elementos de P, con

0 < k < n, se puede representar con una cadena S, ) de la siguiente forma:

» Haciendo corresponder el j-ésimo bit b; en la cadena, con el j-ésimo elemento p; € P,

y
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= el estado cada bit b; indica si p; € P'.

Por ejemplo, para la lista P = (4,5,7,1,3,2,8,6) y la sublista P’ = (7,3,5,8), la cadena
S(s,4) que representa a P’ es 01101010. Esto es, los bits encendidos by, bs, b5 y b7, indican que
los elementos po = 5,p3 = 7,p5 = 3y p; = 8, estan en la sublista P’.

Es importante notar que en esta representacion depende el orden de los elementos de
la lista P, de forma que, una permutacion diferente de tales elementos puede producir una
cadena distinta para la misma sublista. Por ejemplo, si P = (3,8,7,5,4,2,6, 1), para la misma
sublista del ejemplo anterior P’ = (7,3,5,8), la cadena S(s 4y que representa a P’ es 11110000.

Por definiciéon un clique en un grafo es un subconjunto del conjunto de vértices V. Si
V = {v1,v9,...,0,} es el conjunto de vértices, entonces un clique C' = {v;,,v;, ..., v;, } de
tamano k, es un k-subconjunto de V. Si consideramos una lista P que sea una permutacion
de los n vértices, entonces un clique de tamano k corresponde a una sublista P’ de k vértices
de P. De esta forma, un clique de tamano k en un grafo de n vértices, se puede representar
con una cadena S, ).

De manera similar, el conjunto de todos los posibles cliques de tamano &k en un grafo de
n vértices, se representa con una biblioteca By, ;. La Figura muestra un ejemplo de un

grafo y los posibles cliques de tamano 3.
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Figura 30: Un grafo de 5 vértices con su correspondiente biblioteca Bjs 31 que representa todos los
posibles cliques de tamano 3. Las cadenas S5 3) senaladas con flecha corresponden a cliques
existentes en el grafo para la lista P = (ve, vs, v3, V1, V4).
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5.2. Algoritmo k-Cliques

El algoritmo k-Cliques introducido en (Martinez-Pérez y Zimmermann, 2009) es un al-
goritmo de computo basado en ADN del modelo de etiquetas. Dado un grafo G = (V, F)
y un tubo de entrada 1" que contiene una biblioteca By, de hebras de ADN, el algoritmo
proporciona todos los cliques de tamafio k en el grafo, eliminando aquellas hebras que codifi-
can un clique no existente en el grafo. Basicamente, el algoritmo k-Cliques funciona como un
algoritmo de verificacion de certificados de solucion para el problema de busqueda de cliques
de tamano k. Se le proporciona el espacio de soluciones y el algoritmo verifica todas las so-

luciones en paralelo. El seudocodigo del algoritmo k-Cliques se presenta en el Algoritmo

Algoritmo 17: k-Cliques
Entrada : Grafo G = (V, E), tubo T con biblioteca By, ).

Salida : Tubo T con cliques de tamano k.

1 fori<1ton—1do

2 for j <1+ 1tondo

3 SEPARATE(T, T\, Ty, i);

4 SEPARATE(Ty, Ty, Tho, j);
5 MERGE(Ty, T, T);

6 if adyacentes(v;, v;) then

7 MERGE (T, T);

8 end

9 DISCARD(Tyy);

10 end

11 end

12 if T # () then

13 ‘ Regresar T}

14 else

15 ‘ reportar “no se encontraron cliques de tamano k”;

16 end

En las lineas 3 y 4, se separan en el tubo 77; las cadenas que consideran a los vértices v;

y vj, es decir, las cadenas que tienen las posiciones de bit ¢ y j encendidas. La linea 5 regresa
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las cadenas restantes al tubo T' para que sean procesadas en iteraciones posteriores. En la
linea 6 se prueba la adyacencia entre los vértices v; y v;, de manera que si son adyacentes,
las cadenas en T se regresan al tubo T para que sean procesadas en iteraciones posteriores.
Por definicién, si no existe la adyacencia (v;, v;), las cadenas en 71; no pueden formar un
clique, y son desechadas en la linea 9. Cada iteracion de los ciclos anidados de las lineas 1y
2 produce una combinacion diferente de dos vértices distintos (v;, v;), asegurando con esto la
prueba de adyacencia para cada par de vértices en el grafo. Al final, las lineas 12-16 reportan

los cliques en el tubo 7', en caso de existir alguno.

5.3. Algoritmo k-Cliques mejorado

. . . nn—1) . . )

El algoritmo k-Cliques realiza exactamente — iteraciones, por lo que el nimero
de operaciones que realiza es O(n?). Asi, el algoritmo k-Cliques revisa todas las adyacencias
posibles en el grafo. Sin embargo, para obtener los cliques de tamano k, lo que interesa es
eliminar aquellas cadenas que consideran a los vértices v; y v;, cuando no existe la adyacencia
(v;, v;). Entonces, una mejora consiste en verificar estas dos condiciones en orden inverso,
es decir, primero comprobar que no existe la adyacencia y, entonces, revisar si las cadenas
consideran a los vértices v; y v;. Esto se realiza haciendo algunos cambios simples en el

algoritmo k-Cliques. En el Algoritmo [L§]se presentan estos cambios.
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Algoritmo 18: k-Cliques2
Entrada : Grafo G = (V, E), tubo T con biblioteca By, 4.

Salida : Tubo T con cliques de tamano k.

1 fori<1ton—1do

2 for j <1+ 1tondo

3 if —adyacentes(v;, v;) then

4 SEPARATE(T, T\, Ty, i);

5 SEPARATE(Ty, Ty, Tho, j);
6 MERGE(Ty, Ty, T);

7 DISCARD(Tyy);

8 end

9 end

10 end

11 if T # () then

12 ‘ Regresar T}

13 else

14 ‘ reportar “no se encontraron cliques de tamano £”;

15 end

Aunque la cantidad de iteraciones se mantiene en O(n?), la condicién en la linea 3 reduce
la ejecucion del cuerpo del ciclo de forma que solamente se ejecuta cuando los vértices no
son adyacentes, en lugar de ejecutarse para cada par de vértices. La cantidad de operaciones

disminuye a O(E). Esta mejora es particularmente notoria cuando los grafos son densos.

5.4. Planteamiento del problema

El presente trabajo se basa en la codificacion del espacio de busqueda y el filtrado paralelo
del Algoritmo [17] para la bisqueda de cliques en un grafo. Como ya se ha visto, el algoritmo
k-Cliques proporciona los cliques de tamano k£ de un grafo. Sin embargo, para la bisqueda
de cliques de tamano méaximo k.., se requiere un ciclo externo que vaya incrementando
sucesivamente el tamano k del clique y se detenga cuando el tubo 7T termine vacio, reportando

los cliques en la iteracién anterior, o bien, se puede considerar un ciclo con valores decrecientes
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de k, que se detenga cuando el tubo T no termine vacio y reporte los cliques encontrados en
esa iteracion.
Ahora, aunque la cantidad de cadenas en la biblioteca By, crece polinomialmente pa-
ra valores sucesivos de & = 0,1,...,[5], y estd acotada por un polinomio @} de grado &
n

(Q =0O(n")), al aproximarse a valores cercanos a | 2|, esta cantidad es exponencial. Mas aun,

el total de cadenas de todas las bibliotecas By, con 0 < k < n es

> (1) -2 (7

k=0

que corresponde a la cardinalidad del conjunto potencia del conjunto V' de vértices. La Figura
muestra la grafica de | B, x| = f(k), con n =64 y 0 < k < n. Observe que esta funcién

alcanza un maximo para los valores
_n
» k=%, cuando n es pary,

n k= ”T_l y k= ”T“, cuando n es impar.
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Figura 31: Crecimiento de la funcion | By, )| = f(k), con n = 64 y para valores 0 < k < n. La
funcion alcanza un maximo para el valor k = 5§ = 32.

Ademds, notese también que al aproximarse a un valor de k = § = 32, la cantidad
de cadenas es exponencial, haciendo que la generaciéon, almacenamiento y procesado de tal
biblioteca By, ;) sea inviable.

Para tener una mejor idea de los nimeros involucrados, suponga que se desea procesar la

biblioteca B4 39 (que contiene mas de 1.8 e+18 cadenas) y que cada cadena se almacena en
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64 bits de memoria (8 bytes). Ademas, para generar, almacenar y procesar tal biblioteca, se
divide en bloques de 1 GB de memoria y se cuenta con una funcién que genera y almacena
cada bloque en 10 ms y otra que procesa (filtra) cada bloque en 10 ms. Con estos parametros,
el tiempo que tomaria procesar la biblioteca completa es de aproximadamente 8.66 anos. Cabe
senalar que en el ejemplo anterior las suposiciones hechas son muy optimistas en cuanto al
tiempo de ejecucion, el tamano del problema (considerado modesto con n = 64) y que sdlo
se estd tomando en cuenta un valor de k, por lo que es posible tener que repetir el proceso
para valores sucesivos de k.

Debido a lo anteriormente expuesto, es indispensable determinar criterios para la selec-
cion de un subconjunto de cadenas de una biblioteca B, de manera que sea posible su
generacion, almacenamiento y procesado, en un tiempo razonable. Adicionalmente, es nece-
sario disenar una forma de aproximar el valor k,,.., es decir, encontrar un valor inicial kg, de

manera que la busqueda empiece con el valor kg + 1.

5.5. Estructuras de datos utilizadas

5.5.1. Vector de adyacencias

Con el propoésito de mejorar el desempeno de la consulta de adyacencias, utilizando la
memoria de constantes de CUDA, se implement6 una forma reducida de guardar la infor-
macion del grafo de entrada. LLa memoria de constantes es una memoria de acceso rapido,
sin embargo, su capacidad es muy limitada, por lo que esta reduccion resulta de particular
importancia. Como se revisé en el Capitulo [2| existen dos formas cominmente utilizadas
para la representacion de grafos: matriz y listas de adyacencias. La primera ocupa O(|V]?)
espacios de memoria y el tiempo de acceso para la consulta de una adyacencia es O(1). Esta
representacion es la méas apropiada para grafos densos (aquellos donde |E| = O(|V[?)). La
segunda requiere O(|V| + |E|) espacios en memoria y el tiempo de acceso de consulta de
adyacencias es O(|V]). El uso de esta representacion resulta adecuado cuando los grafos son
dispersos (aquellos donde |E| = O(|V])).

Cuando los grafos son simples, no dirigidos, y las aristas no tienen peso, la matriz de
adyacencia es simétrica con respecto a la diagonal principal, de manera que registra las
adyacencias por duplicado para cada par de vértices. Entonces, es suficiente almacenar la

informacion que se encuentra en alguno de los dos tridngulos, superior o inferior, respecto a
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la diagonal principal. La Figura 32| muestra esta condicion.

vy Vo V3 Vg V5 Vg Vs

Vi
Vs
1;3
Vy
Vs
Vg
vy

L,

Figura 32: Duplicidad de la informacién en la matriz de adyacencias. La matriz es simétrica
respecto a la diagonal principal, por lo que los tridngulos superior e inferior contienen la misma
informacion.

De esta forma, se define la matriz de adyacencia reducida como A = [a;;|(j > ), para
hacer referencia a los elementos por arriba de la diagonal principal, inicamente. Aunque la
complejidad asintotica del espacio de almacenamiento se mantiene en O(|V|?), en la practica,
la cantidad de espacios de memoria se reduce a menos de la mitad. Por ejemplo, en la
Figura 32| la cantidad de espacios de memoria se reduce de 49 a 21.

Ademés, dado que las aristas no tienen peso, la informacién que se desea almacenar
consiste en datos binarios, por lo que para obtener un méximo aprovechamiento de la memoria
se puede emplear un arreglo ADJ de enteros y utilizarlos bit por bit, tal como se describi6
en el Capitulo[d En este caso, la cantidad de bits necesarios para almacenar las adyacencias
del grafo est4 dada por

-1

(8)

Si SIZE INT esla cantidad de bits por entero, entonces el nimero de enteros necesarios

es
ST INT ©)
si la division es exacta. Si la division tiene modulo se requiere un entero mas.
El arreglo ADJ almacena la matriz A = [a;;](j > ¢) de forma “vectorizada”. Esto es,

primero los n — 1 bits correspondientes a las adyacencias de vy, luego los n — 2 bits de vq, y

asi sucesivamente. Para cada vértice v; se guardan las adyacencias (v;, v;) para i < j < n.
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La Figura |33| describe lo anterior para el ejemplo de la Figura y muestra el arreglo ADJ
de enteros, suponiendo un valor SIZFE [INT = 6.

V; v " vy V3 Vy 1Vs
Vilve va vs vy vs Vg | v vs vy vs o vg dva|vg vs v lvg ovs v [ s v b

veviol1 o1 00fo 10 1 031f01 1140 10 [1 111

4dijo001 01 000 1 0 1 0!1J0 1 11!0 1 0|1 11!1 x x X

Figura 33: Forma de almacenamiento del vector de adyacencias ADJ tomando el ejemplo de la
Figura . Se supone un valor SIZE INT = 6. Las lineas punteadas indican las adyacencias (v;,
vj) con i < j < n, para cada vértice v; con 0 < i < n — 1. Las lineas continuas indican los
diferentes enteros en el arreglo ADJ. Las x representan bits no utilizados en el arreglo ADJ.

Por conveniencia, la indexacion de los vértices cambia de {1,2,...,n} a {0,1,...,n—1}. De
esta forma, los valores que toman los indices i, j son: 0 <7 <n—1y1i < j < n. Asi, solo resta
determinar la posicion de bit indez dentro del vector de adyacencias ADJ que corresponda a
la adyacencia (v;, v;) dados los indices ¢ y j. Para esto, primero se calcula el desplazamiento
de las adyacencias para un valor de i. Esto es, la posicion offset; donde inician las adyacencias
del i-ésimo vértice. Dado que el i-ésimo vértice tiene n — (i + 1) adyacencias, entonces para

¢ > 0 la posicion offset; del i-ésimo vértice es la suma de las anteriores:
offsety=n—1)+(n—2)+...+ (n—1). (10)

Entonces, al ser ¢ términos la suma es

i
offset, =i x n—Zr. (11)
r=1
Note que con esta expresion, se incluye la posicion para ¢+ = 0. La Figura muestra los
desplazamientos offset; utilizando el mismo ejemplo de las Figuras 32y [33]
La posicion calculada con offset; accede a la adyacencia (v;, v;) con j =i+ 1, para cada
vértice v;. Entonces, es necesario agregar un desplazamiento offsets en funcion de todos los
valores de j en el intervalo [i + 1,7n). Esto es, para los valores sucesivos de j =i+ 1,14+ 2,i+

3,...,n — 1 corresponden los valores sucesivos de offseto = 0,1,2,....,n — ¢ — 2. De manera
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v; vy Vi V) V3 vy 1vs

\«}- Vi vy ¥3 Wy V5 Vg L L T I U Vi vy V5 Vs Vg V5 Vg Vs Vg Vs
(ivdo 1l 01 000 10 1 of1f0 1 |Lfio 10 |1 1}1
pos |0 1 23 4 56 7 8 9 104m |12 1514115 16 17 [18 19 {20 21 22 23
441001 01 00f0 1 0 1 010 1|10 1 0 (1 1!1 x x X

Figura 34: Calculo de posicion index en vector de adyacencia ADJ. Para cada adyacencia (v;, vj)
se muestra la posicion correspondiente en el arreglo ADJ. Las flechas indican los desplazamientos
offset calculados con la Férmula [11] para cada vértice v;, con 0 < ¢ < n — 1. El rectangulo indica
un ejemplo para la adyacencia (va, vg) a la que corresponde la posicion 14 en el arreglo ADJ. Esta

posicioén se calcula con la Féormula .

general

offsety = j — (1 +1). (12)

Asi, la posicion de bit index dentro del arreglo ADJ esta dada por

index = offsety + offset, =1 xn — ZT +j—(i+1), (13)
r=0

la cual se puede calcular en tiempo O(1) sustituyendo la suma Zizor por la expresion
equivalente @

Por ejemplo, en la Figura , el rectangulo indica que la adyacencia (v, vg) se guarda en
la posicion index = 14. Utilizando la Formula [13] se puede calcular esta posicion a partir de

los valores 1 =2y 7 =6,conn="T:

2(2+1)

index = (2)(7) — 5

+6—(241) = 14,

y asi para cualquier par de valores (i,7) tales que 0 <i<n—1,i<j <n.

Una vez calculada la posicion de bit index en funcion de los valores i, j de la adyacencia
que se desea acceder, se utiliza un procedimiento muy similar a las funciones setStrandIn-
dex y getStrandIndex vistas en el Capitulo 4l para registrar y consultar una adyacencia,
respectivamente. Es importante senalar que ambos procedimientos, de registro y consulta de

adyacencia, llevan a cabo su funciéon en una cantidad O(1) de operaciones.
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5.5.2. Vector de grados

En la presente implementacion se consideran distintos ordenamientos del conjunto V' de
vértices. Particularmente, se desea mantener ordenados los vértices de acuerdo a su grado,
de mayor a menor. También, se utiliza la informacién de los grados para seleccionar un
vértice con una probabilidad proporcional a su grado. Los vértices con mayor grado son
seleccionados con mayor probabilidad. Todas estas consideraciones se veran a detalle en
secciones posteriores.

Para mantener la informacion de los vértices y sus grados, de manera que se puedan
considerar distintos ordenamientos, se utilizé6 un vector de grados. El vector de grados DEG
es un arreglo de n posiciones que almacena una permutacion del conjunto de vértices del
grafo (indices) y el grado correspondiente de cada vértice. La Figura [35| muestra, a manera

de ejemplo, un vector de grados para un grafo de 8 vértices.

v Vi, V3 Vs V. V, YV Vg Vg

dv) 7 5 4 3 3 3 2 1

(B)

Figura 35: (A)Un grafo G = (V, E) con V = {v1,v9,...,v8} v (B) su correspondiente vector de
grados ordenado de mayor a menor.

5.5.3. Vector de cliques

El vector de cliques CV es una estructura que mantiene la informacion de los cliques

encontrados hasta algiin momento. La estructura estd formada por los siguientes campos:

= Un arreglo CLQS que almacena un vector de grados en cada posiciéon. Cada vector de

grados corresponde a un clique encontrado.
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» Un valor Csize que guarda el tamano de los cliques encontrados. Todos los cliques en

el arreglo CLQS tienen el mismo tamano Csize.

= Un valor size que indica el tamano del vector de cliques, es decir, la cantidad de cliques
almacenados en el arreglo CLQS. Este valor también es un apuntador que sefnala la

siguiente posicién disponible para guardar un nuevo clique en el arreglo CLQS.

= Un valor next que indica el siguiente clique a ser procesado, en otras palabras, la

siguiente posicion en el arreglo CLQS a ser procesada.

En la Figura [36]se muestra como se mantiene la informacion de los cliques en la estructura
CV. Cada posicion en el arreglo CLQS es un ordenamiento de los vértices, es decir, un vector
de grados. En la figura se omiten los grados de los vértices, pero también estdn almacenados en
cada vector de grados. El campo C'size indica cudles vértices pertenecen al clique y cudles no,
para cada vector de grados. Los primeros Csize vértices de cada vector de grados forman un
clique. Los n— C'size vértices restantes, son candidatos para extender los cliques almacenados
en cada posicion. Los campos size y next son apuntadores a posiciones dentro del arreglo

CLQS, como se decribié anteriormente.

Csize n— Csize

Vi V4 Vo Vg |V V5 V3 Vg Vg Vg

next —| Vg Vg Vs V3 [Vg Vg Vo Vi Vg4 Vg

Vi Vg Vg Vg V3 Vo V5 Vi V4 Vg

__CLOS

Vg Vo Vyq Vg [V5 Vi Vg V3 V7 Vg

Vo Vo V4 V3 |[Vg Vg Vg V7 V5 Vy

size —

Figura 36: Ejemplo de vector de cliques. Cada posicién es un vector de grados (permutacion de
los vértices). El valor C'size indica el tamano de los cliques y los valores next y size indican la
siguiente posicién a ser procesada y la siguiente posicién disponible para un nuevo clique,
respectivamente.

5.5.4. Vector de hebras

Para la codificacién del espacio de biisqueda se utilizo una estructura tipo arreglo que al-

macena una hebra y el tubo al que pertenece en cada posicion. Cada hebra codifica un posible
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clique en el grafo. El arreglo T'ube Rack almacena este vector de hebras. La implementacion
del vector de hebras se realiz6 como fue descrito en el Capitulo [4]

Es importante tener en consideraciéon que las hebras no guardan informacion sobre los
indices de los vértices, sino de la posicion en el conjunto de vértices. Es decir, cada hebra
representa un subconjunto de vértices, donde el i-ésimo bit representa al i-ésimo vértice, esto
es, al vértice en la i-ésima posicion en la permutacion, pero no al vértice que tiene el indice .
El estado del i-ésimo bit indica la inclusion (“on”) o no inclusion (“off”) del i-ésimo vértice,
en el subconjunto representado por la hebra. Es por esta razén que es necesario guardar la

informacion sobre diferentes ordenamientos de los vértices, como se revisé en la Seccion

5.6. Funciones de filtrado paralelo

En esta seccion se describe la implementacion de tres diferentes enfoques de filtrado para-
lelo en CUDA. Se presentan tres algoritmos que llevan a cabo la misma funcion: dado el vector
de adyacencia del grafo y un vector de hebras que almacena un subconjunto Bfn,k} C B
determinar cuéles de las hebras codifican un clique de tamano k existente en el grafo. Cada
algoritmo presenta diferencias técnicas en cuanto a implementacién, que produce diferente
desempeno en los tiempos de ejecucion.

La funcion de filtrado paralelo consiste en “marcar” aquellas hebras que codifican un clique
no existente en el grafo. Esta operacion de marcado se implementa utilizando los tubos a los
que pertenece cada hebra. La Figura [37] describe esta operaciéon. Al inicio, todas las hebras
en el vector estdn en un tubo cero. La funcién de filtrado determina, en paralelo, cuiles
hebras codifican un clique no existente y asigna tales hebras a un tubo M. Asi, al final se
obtiene el mismo vector con las mismas hebras, pero asignadas a un tubo diferente (las que
no corresponden a cliques).

Los detalles técnicos a considerar en cada uno de los algoritmos son:
= La cantidad de llamadas a kernel.
= La cantidad de operaciones que realiza cada kernel.

» [La memoria donde se almacena la informacion de adyacencias del grafo. Esta memoria

puede ser de dos tipos: memoria del host (CPU) y memoria del dispositivo (GPU).
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hebra
tubo | 0 0 0 o o o o o o T
hebra —— - - -

tubo 0 0 M 0 M M 0 0 M M M O

Figura 37: Operacion de filtrado paralelo. Al inicio todas las hebras en el vector pertenecen al
tubo cero. Se detectan cudles hebras no codifican un clique existente en el grafo y se cambian a un
tubo M. Las hebras que codifican un clique siguen perteneciendo al tubo cero.

5.6.1. Algoritmo A

Este algoritmo es la implementacion del algoritmo k-Cliques (Algoritmo utilizando la
implementacion de las operaciones del modelo de etiquetas de forma paralela (descrita en el
Capitulo . Cada operacion del modelo de etiquetas es un kernel, por lo que la cantidad de
llamadas a kernel corresponde a la cantidad de iteraciones, que es O(n?). Cada kernel realiza
O(1) operaciones. La consulta de las adyacencias se realiza en el CPU. Cabe mencionar que
en esta implementacion, no se consider6 el ordenamiento de las hebras por tubo, como se

describi6 en el Capitulo

5.6.2. Algoritmo B

El funcionamiento de este algoritmo es equivalente a una implementacion paralela del
algoritmo k-Cliques mejorado pero con ligeras diferencias técnicas. El seudocodigo corres-

pondiente se presenta en el Algoritmo



77

Algoritmo 19: Filtrado paralelo B
Entrada : Grafo G = (V, E), tubo T con biblioteca B}, ;.
Salida : Tubo T con cliques de tamano k.

1 fori+1ton—1do

2 for j < i+1tondo

3 if —adyacentes(v;, v;) then

4 for each S, € T in parallel do

5 if bit ¢« = bit j = 1 en S, then

6 Marcar S, como “no clique”;

7 end

8 end

9 end

10 end

11 end

De la misma forma que en el algoritmo k-Cliques mejorado, los ciclos de las lineas 1 y 2
producen todas las combinaciones de dos vértices v;, v;. También, la consulta de adyacencia
en la linea 3 asegura que inicamente se consideren los casos cuando v; y v; no son adyacentes.
Las lineas 4 — 8 corresponden a la implementacion de un kernel que se encarga de verificar en
paralelo para cada hebra, si tiene las posiciones de bit 7 y 7 encendidas, y entonces, marcar
esa hebra como “no clique”.

En este enfoque, el nimero de llamadas a kernel también es O(E), tal como seria una
implementacion paralela del algoritmo k-Cliques mejorado. La diferencia radica en que en
este caso se realiza una sola llamada a kernel por cada no adyacencia del grafo, mientras que
en el otro caso serian cuatro, una para cada operacion del modelo de etiquetas. La cantidad de
operaciones que realiza el kernel es O(1) y la adyacencia debe ser consultada en la memoria

del CPU, al igual que el Algoritmo A.

5.6.3. Algoritmo C

En esta funcion, se trasladan las iteraciones de los ciclos que generan las combinaciones

de pares de vértices a un solo kernel. Cada hilo se encarga de realizar todas las operaciones
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necesarias para verificar si una hebra codifica un clique o no. Esto requiere que la informacion
de adyacencias del grafo se encuentre almacenada en el GPU. Dado que la informacién de
adyacencias no se modifica en ningtin caso, se puede utilizar la memoria de constantes del
GPU. Con esto, se agiliza la consulta de adyacencias mejorando el tiempo de ejecucion
del kernel. Cabe mencionar que, dado que la capacidad de la memoria de constantes es
muy limitada, s6lo se puede considerar para los casos en los que el tamano del vector de
adyacencias, el cual esta en funcion del tamano del problema |V], no sobrepase esta capacidad.

El seudocodigo que realiza lo anteriormente descrito se muestra en el Algoritmo [20]

Algoritmo 20: Filtrado paralelo C
Entrada : Grafo G = (V, E), tubo T con biblioteca B, ;.
Salida : Tubo T con cliques de tamano k.

1 for each S, € T in parallel do

2 fori<1ton—1do

3 if bit 2 = 1 in S, then

4 for j < i+ 1tondo

5 if bit j = 1in S, then

6 if —~adyacentes(v;, vj) then

7 Marcar S, como “no clique”;

8 end

9 end

10 end

11 end

12 end

13 end

Las comparaciones en las lineas 3 y 5, permiten que solo se consideren los casos donde las
hebras tengan ambos bits ¢ y j encendidos. Dado que cada hebra tiene exactamente k bits
encendidos, la cantidad de operaciones realizadas por cada hilo se reduce de O(n?) a O(k?).

Esta reduccién es significativa cuando k es mucho menor que n.
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5.7. Esquema general de la heuristica

En esta seccion, se decribe de manera general, el funcionamiento de los diferentes modu-
los de los que consta la implementacion, para la bisqueda heuristica de cliques de tamano

méaximo. La Figura [38] muestra la operacion de la heuristica de manera esquemética.

Inicio

/ Lectura de caso \@c‘tor de cliques CVMC

&

Ordenamiento Extension de cligues
Aproximacion de cliques @c‘tor de cliques CV;, ( :

A 4 .

@c‘tor de cligues inicial C— [ Seleccion de cliques

\ FASE | /\ FASE Il /

Figura 38: Diagrama esquematico del funcionamiento general de la heuristica. Esta se divide en
dos fases: en la Fase I se produce un vector de cliques inicial con cliques de tamano kg < kyqe; €n
la segunda fase se extienden los cliques encontrados en la Fase I, en tamartos sucesivamente més
grandes (ko + 1,ko + 2, ...).

La heuristica se divide en dos fases, cada una compuesta por diferentes etapas. En la
primera fase, se incluyen las etapas de llenado de estructuras, ordenamiento del vector de
grados y aproximaciéon de los tamanos maximos de clique. La primera fase produce como
resultado un vector de cliques inicial, que se toma como entrada en la segunda fase. La segunda
fase se encarga de la busqueda de cliques sucesivamente més grandes, de forma iterativa. En
cada iteracion r = 0,1, 2..., se procesa un conjunto de cliques de tamano kg + r, almacenado
en un vector de cliques C'V;,, v se buscan cliques extendidos de tamano ky 4+ r + 1. Estos
cliques son almacenados en otro vector C'V,,;. La Fase II finaliza cuando el vector de cliques
CVy termina vacio al final de alguna iteraciéon r, lo cual significa que no se encontraron

nuevos cliques de tamano extendido kg + r + 1.
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5.7.1. Fasel

La Fase I de la heuristica comprende las etapas descritas a continuacion:

Lectura de caso de prueba. En esta parte, se realiza el llenado del vector de adya-

cencias y del vector de grados, correspondientes al caso de prueba del grafo a procesar.

= Ordenamiento. Se ordenan los vértices de mayor a menor grado en el vector de grados.
En otras palabras, se obtiene una permutacion (v;,, v;,, ..., v;, ), de forma que d(v;,) >

d(v;y) > -+ > d(v;,). Para este ordenamiento se utiliza el algoritmo Insertion Sort.

= Aproximacién de cliques. En esta etapa se implementa una estrategia para la aproxi-

macion del tamano maximo de clique k£,,,,. Esta estrategia se describe en la Secciéon

= Vector de cliques inicial. Como resultado de la etapa anterior, se obtiene un vector
de cliques que puede contener hasta n cliques de algiin tamano ky < k4. Los cliques

encontrados forman la entrada de la Fase II.

5.7.2. Fase Il

Esta conformada por las siguientes etapas:

= Seleccion de cliques. Para el procesamiento de la Fase II se establece una cota en la
cantidad de cliques que se pueden almacenar en los vectores de cliques. El parametro
de la heuristica M define esta cota. Cuando la cantidad de cliques encontrados en la
Fase T excede el valor M, se hace una seleccion aleatoria de los cliques almacenados en

el vector de cliques inicial.

= Vector de cliques C'Vj,. Almacena los cliques a procesar al inicio de una iteracion.

Puede contener hasta M cliques de tamano ky + r en la r-ésima iteracion.

= Extension de cliques. En esta parte se implementa una estrategia que extiende pro-
gresivamente los cliques encontrados. Esta estrategia se revisard a detalle en la Sec-

cién

En esta seccion, se explicé de manera general las etapas que componen las fases I y II de

la heuristica propuesta. En las Secciones y se tratard a detalle el funcionamiento de
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las etapas de aproximacion de cliques y de extension de cliques, respectivamente. Las etapas

restantes que componen las fases I y II no requieren explicacion adicional.

5.8. Aproximacion de cliques

En esta seccidon se describe la estrategia empleada para la aproximacion del tamano de
clique maximo k,,,, en un grafo. Ademas, con esta estrategia se encuentran cliques de un
tamano inicial ky que sirven como base para la generacion de un vector de hebras que contiene
un subconjunto de la biblioteca By, j,1]. Asi, estos cliques sirven como “materia prima” para

el funcionamiento de la Fase II de la heuristica.

5.8.1. Coémputo de clique

En principio, la estrategia se basa en la identificacion de un clique Cp dada una permu-
tacion D = (v, vy, ..., v;, ) de los vértices. El Algoritmo 21| muestra esta funcion. En primer
término, en la linea 3 se agrega el primer vértice de la permutacién al clique Cp. El ciclo de
las lineas 4 — 10 considera el resto de los vértices uno por uno, verificando si cada vértice es
adyacente a todos los vértices que han sido agregados al clique (linea 5), para agregarlo al
clique Cp (linea 6). Cuando un vértice no es adyacente a alguno de los vértices en el clique
Cp, por definicion, no puede ser parte de tal clique, y es agregado a otro conjunto Np (linea

8).
Algoritmo 21: Computo de clique

Entrada : Grafo G = (V, E), permutacion de vértices D = (v;,, iy, .. ., Vi, )-
Salida : Un clique Cp en G.

1 Cp + 0;

2 Np + 0;

3 Cp <+ CpU{v, };

4 for k< 2tondo

5 if v;, es adyacente con cada vértice en Cp then
6 ‘ Cp < CpU{v; };

7 else

8 ‘ Np < NpU{v;, };

9 end

10 end
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La cantidad de pasos que realiza el Algoritmo es O(n x |Cpl). Cabe sefialar que cuando
el valor de |Cp| es cercano a n, el algoritmo realiza O(n?) pasos. Sin embargo, aunque estos
casos producen la mayor cantidad de pasos, los tamanos de clique obtenidos son cercanos
al maximo posible en un grafo de n vértices, por lo que el tamano de clique obtenido debe
ser muy cercano al maximo existente en el grafo. La Figura muestra un ejemplo del

funcionamiento del Algoritmo [21] para un grafo y una permutacion de vértices dados.

Cp Np
{v7} 0
{vs, v} 0)
{v:, v3, vs} 0)
{7, V3, Vs, vy} )
{v7, V3, Vs, vy} {v.}

{v7, V3, Vs, V) {va. v}
(V7. V3. Vs, vy ) V2. V1. s}
D=V, V3, Vs, Vy, Vs, V1, Vg, Vg) {v2, V3, Vs, vaf | {2, V1, Ve Vs

(A) (B)

Figura 39: Identificacién de un clique Cp con el Algoritmo (A) Un grafo y una permutacion
de vértices dados. (B) Conformacion de los conjuntos Cp y Np con el Algoritmo . Al final, se
obtiene un clique de tamano 4 que en este caso corresponde al tamano maximo de clique en el
grafo.

Observe que el resultado del Algoritmo depende del orden de los vértices en la per-
mutacion. En total, existen n! permutaciones diferentes para un conjunto de n vértices. Es
evidente que no es posible considerar el total de diferentes permutaciones por lo que, el
enfoque que se sigue, es tomar un subconjunto O(n) de tales permutaciones.

Se consideran tres formas de generar las permutaciones de los vértices, para cada forma

se producen n permutaciones:
= Determinista.
= Probabilistica (basada en probabilidades, similar a una ruleta).

= Aleatoria uniforme.
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5.8.2. Permutacién determinista

De forma determinista, se generan n permutaciones conocidas de antemano. El Algorit-

mo [22] muestra cémo se toman estas permutaciones.

Algoritmo 22: Permutacién determinista

Entrada : Permutacion de vértices D = (v;,, viy, ..., v, ), posicion r de vértice.
Salida : Permutacion D’ de vértices con v, al inicio y los demés vértices en el mismo
orden relativo.
1 U v
2 for k <~ r downto 2 do
3 Vi < Vip_15
4 end

5 U, < Vg

Dada una permutacion de entrada D = (v;,,v;,,...,v;, ) de vértices ordenados de forma
que d(vy, ) > d(vy,) > -+ > d(v;,), y una posicion r de vértice, el algoritmo coloca v;, al inicio
(linea 5), y los demas vértices en el mismo orden relativo de la permutacion de entrada D.

La Figura [40| muestra las permutaciones D y D', para un valor r = 5.

Vg | Vg
b 2 |1
Vg | Vg

D’
d(v;)\3j?543321

Figura 40: Ejemplo de funcionamiento del Algoritmo [22 para una permutacion de entrada D. La
permutacion de salida D’ tiene al inicio el vértice en la posicion 7 = 5 y se mantiene el mismo
orden relativo de los demas vértices.

Cada permutacion determinista se obtiene en O(n) pasos. En total se consideran las n

permutaciones que se obtienen para los valores de r =1,2,...,n.
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5.8.3. Permutacién probabilistica

La permutacion probabilistica se basa en el grado de los vértices. Un vértice con mayor
grado tiene una mayor probabilidad de ser seleccionado antes que los vértices con grado
menor. El algoritmo implementado para realizar lo anterior funciona como una “ruleta” o
“rueda de la fortuna”. Cada vértice no seleccionado tiene una “seccion” o “area” en la ruleta,
que es proporcional a su grado. En cada “giro”, los vértices con mayor area tienen mayores
probabilidades de ser seleccionados.

Lo anterior se define formalmente de la siguiente forma: sea S el conjunto de los vértices
seleccionados y S = V' \ S el conjunto de los vértices no seleccionados, en un momento dado.
Cada vértice v; € S se representa como una secciéon en la ruleta. El area A(v;) de la seccién
correspondiente a cada vértice v; € S es proporcional a la razon del grado del vértice sobre

la suma de los grados de los vértices no seleccionados:

d(v;)

Al o s i)

(14)

De esta forma, para seleccionar un vértice del conjunto S, se “gira la ruleta”, se agrega el
vértice v, que corresponde a la seccion donde “cay6” la ruleta al conjunto S, y se recalculan
las areas de los vértices restantes en S para generar una nueva ruleta. Este procedimiento se
repite hasta que se hayan seleccionado los p vértices deseados (en este caso, deseamos una
permutacion de los n vértices, por lo que p = n). La Figura 41| proporciona un ejemplo de la

seleccion probabilistica usando este mecanismo de ruleta.
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Q) D) 4

Figura 41: Ejemplo de funcionamiento del mecanismo de ruleta. Cada inciso muestra la
configuracion de la ruleta incluyendo los vértices indicados. Los vértices encerrados en circulos son
los seleccionados en cada configuracion. Notese el cambio de areas en cada configuracion debido a

que las proporciones cambian al no considerar vértices previamente seleccionados.

Algoritmo 23: Permutacién probabilistica

Entrada : Permutacion de vértices D = (v, vy, - - ., 05, ), cantidad p de vértices a
seleccionar.
Salida : Permutacion D" de p vértices de D.
1 S < 0;
2 S« D:;
3 for K+ 1topdo
4 Calcular A(v;) para todo v; € S,
5 Girar ruleta;
6 Verificar seccion s donde cayo; > vs es el vértice seleccionado
7 S SU{vsk;
8 S+ S\ {v.};

9 end

10 D'« S,

El Algoritmo 23| muestra el seudocodigo de la selecciéon probabilistica de una permutacién
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de vértices. La ruleta se implementa como un arreglo A de |S| enteros. La i-ésima posicion
en el arreglo A guarda la suma de los grados hasta el i-ésimo vértice que es elemento de S,

esto es,

A= d(vy,). (15)

Con esto, el 4rea en la ruleta para el vértice en la i-ésima posicion de S corresponde al
intervalo [A;_; +1,4;] con 1 <i < |S|y Ag = 0. Asf, al girar la ruleta se genera un ntimero
entero aleatorio en el intervalo [1,A|§|]. Para verificar donde cayd la ruleta se consulta el
intervalo en A, dentro del cual estd el numero aleatorio generado. Si [As_1 + 1, A4] es el
intervalo que contiene el nimero aleatorio generado, entonces el vértice vs en la posiciéon s
dentro de S es el seleccionado. El vértice v, se agrega al conjunto S de vértices seleccionados,
y se elimina del conjunto S de vértices no seleccionados.

Por ejemplo, sea S = {v7, va, V5, Vs, V1, V3, 04} €l conjunto de vértices no seleccionados con
grados (3,5,2,7,5,6,1), respectivamente. Entonces, el arreglo A tendra los valores (3,8, 10,
17,22,28,29). Estos valores almacenan los intervalos [1,3], [4,8], [9,10], [11,17], [18,22],
[23,28] v [29,29] que corresponden, respectivamente, a la posicion de cada vértice en S. Al
girar la ruleta generamos un nimero entero aleatorio en el intervalo [1,29]. Suponga que
el namero aleatorio generado es 25. Este ntimero esta contenido en el intervalo [23, 28] que
corresponde a la posicion 6 en S. Por lo tanto, el vértice seleccionado es vs.

Dado que el conjunto S contiene inicialmente todos los n vértices de V, el computo del
arreglo A y la bisqueda del intervalo donde esté contenido el ntimero aleatorio generado son
ambos O(n). Entonces, la cantidad total de pasos del Algoritmo [23|es O(p x n). Cuando se
quiere calcular una permutacién completa de los n vértices, como es el caso en esta seccion,

la cantidad de pasos es O(n?).

5.8.4. Permutacién aleatoria uniforme

Una permutacion aleatoria consiste en una seleccion de vértices en la cual, todos los
vértices tienen la misma probabilidad de ser seleccionado. Esto es, si S es el conjunto de

vértices no seleccionados en un momento dado, todo vértice v; € S tendra una probabilidad

L

H de ser seleccionado. El Algoritmo [24] selecciona p vértices de un conjunto de n de manera

aleatoria.
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Algoritmo 24: Permutacion aleatoria

Entrada : Permutacion de vértices D = (v, vy, - - ., 05, ), cantidad p de vértices a
seleccionar.
Salida : Permutacion D" de p vértices de D.
1 S« 0;
2 S« D;
3 for k< 1topdo
4 s < generar niimero entero aleatorio en el intervalo [1,[S]];
5 v, < vértice en la posicién s;
6 S+ SU{vs};
7 | S« S\ {v};

8 end

9 D'+ S;

Para cada posicion 1 < k < p se genera un ntiimero entero aleatorio s en el intervalo [1, |.S|].
Este nimero determina la posicidn del vértice a ser seleccionado. Por ejemplo, suponga que en
algtin momento S = {vy, vy, v1, s, Vg, Vs, v7} vy § = 5. Entonces, vy es el vértice seleccionado,
dado que le corresponde la posiciéon 5 en el conjunto S. La cantidad de pasos que realiza el

Algoritmo 24] es O(p).

5.8.5. Funcionamiento general

Una vez que se ha descrito la forma de generar un clique a partir de distintos tipos
de permutaciones, s6lo resta definir de manera general, el funcionamiento de la etapa de

aproximacion de cliques. El Algoritmo [25] describe este funcionamiento.
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Algoritmo 25: Etapa de aproximacion de cliques

Entrada : Grafo G = (V, E), permutacion inicial
D = {vi,viy, .., |d(vyy) > d(vg,) > -+ > d(vy,)}, cantidad p de vértices
a seleccionar.

Salida : Conjunto C'V}, con |C'V,| < n cliques de tamano ko < k-

CViy, + 0;

2 ko« 1;

=

3 for each tipo de permutacion perm = {det, prob, aleat} do

4 for k< 1 ton do

5 Generar permutacion D de tipo perm ; > Algoritmos , y .
6 Calcular clique C'p de tamano kp ; > Algoritmo .
7 if kp > ko then

8 CVip + 0

9 CVin <= CVi U{Cp};

10 ko < kp;

11 else

12 if kp =koy Cp ¢ CV, then

13 CViyp + CV,, U{Cp};

14 end

15 end

16 end

17 end

En primer término, se incializan el vector de cliques C'V},, para almacenar hasta n cliques
y el tamano de clique kg (lineas 1 — 2). El ciclo de las lineas 3 — 17 considera los tres tipos
de permutacion revisados (determinista, probabilistica y aleatoria) de manera que para cada
tipo, el ciclo interno de las lineas 4 — 16 genera n permutaciones, usando los Algoritmos
y (linea 5). Por cada permutacion D, se calcula el clique Cp de tamafio kp correspondiente,
usando el Algoritmo [21] (linea 6). Si el tamanio del clique encontrado es mayor que el mayor
actual, se agrega al vector de cliques C'V;,, borrando todo clique contenido anteriormente y se

actualiza el tamano de clique mayor actual (lineas 7—10). Si el tamano del clique encontrado
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es igual al mayor actual, se verifica que el clique no se encuentre en el vector CV;, para
agregarlo (lineas 12 — 13). De esta forma, el vector de cliques de salida C'V},, termina con los
cliques de mayor tamano, calculados a partir de las 3n permutaciones totales.

Se puede dar el caso de que los cliques encontrados en cada iteraciéon se repitan, ya
sea exactamente o con diferente orden de los vértices. La verificacion de la linea 12, que se
encarga de eliminar estos casos, requiere que el clique actual Cp sea comparado con todos los
cliques almacenados en el vector de cliques C'V;,. Existen dos posibilidades para implementar
esta comparacion: mantener los vértices ordenados (por indice) dentro de los cliques (lo cual
requiere un algoritmo de ordenamiento en cada iteracion, con O(kplog, kp) pasos) o sin
mantener orden. Si no se considera un orden de los vértices en los cliques, la verificacion de
igualdad de cada par de cliques requiere que se compare cada par de vértices en los cliques,
resultado en O(kDQ) comparaciones de vértices. Dado que la cantidad de cliques en el vector
C'Viy, es O(n) y el tamano del clique encontrado es también O(n), la cantidad de pasos total
en la verificacion de la linea 12 es O(n?). Sin embargo, esta complejidad se puede reducir

utilizando el Algoritmo [26| para comparar dos cliques.

Algoritmo 26: Comparacion de cliques

Entrada : Cliques C y (5 a comparar.
Salida : TRUE si ' = (5, FALSE en caso contrario.
1 Inicializar dos hebras S; y S5 en ceros;
2 for each v; € C; do
3 ‘ setStrandIndex (S, 1) ; > Encender posicidén i en hebra 5
4 end
5 for each v; € (5 do
6 ‘ setStrandIndex(Ss, j) ; > Encender posicidn j en hebra S,
7 end
8 if S| = .5, then
9 ‘ Regresar TRUE;
10 else
11 ‘ Regresar FALSE;

12 end

El Algoritmo [26] toma dos cliques C y Cs, y genera dos hebras correspondientes S7 y So
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(ciclos de las lineas 2—4 y 5—7, respectivamente). Si las hebras generadas son iguales, entonces
los cliques de entrada son iguales y el algoritmo regresa TRUE, en caso contrario regresa
FALSE (lineas 8 — 12). La operacion de convertir un clique en una hebra correspondiente,
donde la posicién de bit en la hebra codifica el indice de cada vértice, equivale a ordenar los
vértices en el clique. De esta forma, la verificacion de igualdad se puede hacer comparando

el estado de cada bit en la hebra (Figura [42).

Clique C; Hebra S,
{1}12: Vg, V1> V2. Vao Vs, Vi3, Ve, 1.'3} ‘ Bit1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15
11110101010 1100

Clique ¢, Hebra 5,
V3, Vo, Vg, Vi3, Vigs V3, Vao Vo, vy} ) Bit1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
11110101010 1100

Figura 42: Conversion de cliques a hebras. Dos cliques iguales con vértices en diferente orden se
traducen en la misma hebra. Esta conversién equivale a ordenar los vértices por indice en los
cliques para comparar, posicién por posicién, si son iguales.

Dado que cada clique puede tener a lo més n vértices, los ciclos de las lineas 2—4y 5—7
son ambos O(n). La verificacion de igualdad de las dos hebras en la linea 8 es también O(n).
Por lo tanto, la cantidad total de pasos del Algoritmo [26|es O(n). Utilizando esta estrategia,
la cantidad de pasos en la verificacion de la linea 12 del Algoritmo [25se reduce a O(n?). De
esta forma, la complejidad total del Algoritmo 25 es O(n?).

5.9. Extension de cliques

En esta seccion se describe la estrategia empleada para la bisqueda de cliques de tamanos
progresivamente mas grandes [ko+1, ko+2, . . .], dado un conjunto inicial de cliques de tamano
ko. Primeramente, esta estrategia se describe de forma general, donde se considera la iteraciéon
sobre distintos conjuntos de cliques y posteriormente, de forma particular, se considera la

formacion de un tubo de prueba que se genera a partir de un clique del conjunto.

5.9.1. Descripcién general

El Algoritmo describe la operacion de extension de cliques de la heuristica. Toma
como entrada un vector de cliques C'V;, obtenido de la etapa de aproximacion de cliques

(Seccion |5.8). Inicialmente, este vector contiene cliques de tamano k. La Figura [43| describe
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de forma general el funcionamiento de la etapa de extension de cliques, para una iteracion r.

Con el propésito de simplificar la notacion definimos k, = kg + r, que utilizaremos en lo que

resta del presente trabajo.

Algoritmo 27: Extension de cliques

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Entrada : Vector de cliques C'V;,, con cliques de tamano k.
Salida : Vector de cliques C'V,,; con cliques de tamano k, > k.

if |C'Vi| > M then

Seleccionar M cliques de C'V;,, de manera aleatoria;
end
clq < TRUE;
r < 0;
while cl¢g = TRUE y r <n — ky do
while |CV,| >0y |CV,u| < M do
C' <+ siguiente clique en C'Vj,;
Generar tubo de prueba T
Filtrar tubo de prueba T';
for each hebra S; € T do
if S; es un clique then
CVour = CVour U {Si};
end
end
end
if C'V,,; = 0 then
clq <+ FALSE;
else
CVin <> CVous;
r—r4+1;
end
end

La cantidad de cliques en los vectores esta limitada por un valor predefinido en un para-

metro de la heuristica M. Cuando la cantidad de cliques en C'V},, excede este valor, se hace
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r-ésima iteracion del

cr ciclo principal .
Generar tubo Filtrar tubo Seleccionar C
de prueba de prucba cliques F
G
Cliques de Cliques de .
tamafio k, tamafio k,+1 E,
Iteracion
secundaria

Figura 43: Descripcién general de la etapa de extension de cliques. Consiste en dos ciclos
anidados. En la r-ésima iteracion del ciclo principal, se itera sobre los cliques de tamano k.,
contenidos en C'V;,. Para cada clique se genera un tubo de prueba que contiene posibles cliques de
tamano k, + 1. El tubo de prueba se filtra para marcar los cliques existentes en el grafo. Si la
cantidad de cliques encontrados es mayor que el pardmetro M, se seleccionan aleatoriamente M
cliques y se escriben en el vector C'Vyys. Si |C'Vyye| = M (se llena), o se terminaron de procesar
todos los cliques de CVj,, v CVoyut # 0, los nuevos cliques de tamaifio k. + 1 son procesados en la
iteracion r + 1. Cuando CV,,; = 0 al final de una iteracién r, la heuristica termina.

una seleccion aleatoria de M cliques en C'V;, (lineas 1 —3). En cada iteracion del ciclo externo
de las lineas 6 — 23, se procesan los cliques almacenados en el vector C'V;,. En la r-ésima
iteracion, con 0 < r < n — kg, los cliques en C'V}, son de tamano k,, y se buscan cliques de
tamano k,.+ 1. El ciclo externo de las lineas 6 —23 termina cuando en alguna iteracion r, no se
encuentra ningin clique de tamano k, + 1, o equivalentemente, el vector C'V,,; termina vacio
(lineas 17— 18). En caso contrario, si fueron encontrados nuevos cliques, estos son procesados
en una iteracion posterior, intercambiando los vectores C'V;,, y C'V,y (lineas 19 — 21).

El ciclo interno de las lineas 7 — 16 se ejecuta mientras haya cliques por procesar en C'V;,
y el vector C'V,,; tenga espacio para almacenar nuevos cliques. En cada iteraciéon del ciclo
interno de las lineas 7 — 16 se procesa un clique C' de tamano k, de C'V},. Se genera un tubo
de prueba T' con posibles cliques de tamano k, + 1, en base al clique actual C. El tubo de
prueba 7' se filtra utilizando alguno de las funciones de filtrado descritas en la Secciéon
El ciclo de las lineas 11 — 14 recorre las hebras del tubo de prueba T para detectar cuéles

fueron marcadas como cliques y copiarlas al vector C'V,,;.
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5.9.2. Estrategia de generaciéon de tubo de prueba

La operacion que se realiza en la linea 9 del Algoritmo 27| es fundamental en la heuristica.
Consiste en la generacion de un tubo de prueba T" que contiene un subconjunto B’ C By, i, 111,
para un valor ky y un nimero r de iteracion dados. Este subconjunto se genera heuristicamen-
te, tomando subconjuntos de vértices que pertenecen a un clique C' de tamano k, conocido,
y uniéndolos con subconjuntos de vértices que no pertenecen al clique, de manera que se
obtengan subconjuntos de k, + 1 vértices (formando posibles cliques de tamano k, + 1).

El clique C' que se procesa en cada iteracion, corresponde a una posicion dentro del
vector C'V;, y, por lo tanto, es una permutacién de los n vértices separados en dos grupos:
los primeros k, vértices pertenecen al clique, y los restantes n — k,. vértices no pertenecen al

clique. La Figura [44] muestra graficamente un ejemplo de lo anterior.

No Clique

V3, Viq, Vig. Vis, V17, Vs, V7, Vo, Vig)

V12 V10 V1- V2. Vi Vg, Vi3, Vg,

Figura 44: Permutacion de vértices separados en dos grupos: los primeros k, vértices pertenecen
al clique conocido y los altimos n — k, vértices no pertenecen.

La estrategia de generacion heuristica del tubo 7' se basa en tomar, iterativamente, sub-
conjuntos de ambos grupos de vértices. Lo que se pretende es tomar en cada iteraciéon, una
cantidad progresivamente menor de vértices que forman parte del clique y, correspondiente-
mente, una cantidad progresivamente mayor de vértices que no pertenecen al clique.

De manera formal, la estrategia se define como sigue: en la iteracion ¢, con 0 < i < k,., se
genera un conjunto P; de los subconjuntos de cardinalidad k, — i, tomados de los k, vértices
que pertenecen al clique C, y se genera un conjunto .S; de los subconjuntos de cardinalidad
1+ 1, tomados de los n — k, vértices que no pertenecen al clique C. Los conjuntos P; y .S;

se denominan, respectivamente, conjunto de prefijos y conjunto de sufijos. Notese que en la
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iteracion i, la cardinalidad de P; estd dada por

|P| = (krki Z) (16)

mientras que la cardinalidad de S; esta dada por

1Si| = (”er];) (17)

Una vez que se tienen los conjuntos P; y S;, se une cada elemento de P; con cada elemento

de S;. Esto es, se forma el conjunto
T, ={XUY |XeP NY €S} (18)

Observe que esta operacion es equivalente al producto cartesiano P; x S;. La tinica diferencia
es que en lugar de obtener el conjunto de todos los pares, se obtiene el conjunto de la union
de todos los pares. Asi, el conjunto 7; tiene una cardinalidad |T;| = |P;| x |S;| v sus elementos
son subconjuntos de k, + 1 vértices. La Figura [45] muestra los conjuntos P; y S; para los dos
grupos de vértices dados, con ¢ = 1. La Figura [46] muestra el conjunto 7; que se forma a

partir de estos conjuntos P; y S;.

Figura 45: Ejemplos de conjuntos P; y S; que se forman a partir de los dos grupos dados, con
1=1,k =5y n—k.=5. P es el conjunto de todos los subconjuntos de k, — ¢ = 4 vértices,
tomados de los k. = 5 vértices que forman un clique. S; es el conjunto de todos los subconjuntos de
i+ 1 = 2 vértices, tomados de los n — k, = 5 vértices que no forman parte del clique. Observe que
[Pl =(3) =5y IS = (3 =10.
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4 T, )
V1 V10s V72 o} U {V6, 3}, {V1s Vips V7, Yo} U {vs5, 1}
{1 V105 V72 4} U {6, V3},-- {01 Vigs V7, v} U {vs, 1}
{V1: V10s Vo: 4} U {¥6: V3},-- . {V1s Vigs Vo, ¥4} U {vs, 1}
1, V7, Vo, ¥4} U {vg, W3}oe.{V1, Vo, Vo, W4} U {vs, vo}

{105 V75 Vo, V43 U {¥g, V3 },-.-.{V1g> V7, Vo, ¥4} U {v5, 1}

J

Figura 46: Conjunto T; formado a partir de los conjuntos S; v P; de la Figura T; es el
conjunto que se forma al unir cada subconjunto que es elemento de P; con cada subconjunto que es

elemento de S;. Cada renglén en la figura corresponde a la union de un elemento de P; con cada
elemento de S;. En total, |T;| = |P;| x |S;| = 50.

El conjunto T; se forma en cada iteraciéon i, con 0 < ¢ < k,. Entonces, se define el conjunto

T, que contiene la unién de todos los conjuntos 7; como

T= J T, (19)

0<i<ky

v la cantidad de subconjuntos en T esta dada por

TI= > |Tl= > |P|x|Si. (20)

0<i<k, 0<i<k,

De esta forma, el conjunto 7" contiene subconjuntos de vértices de cardinalidad k. + 1, donde
cada subconjunto representa un posible clique de tamano k, + 1.

Como se recordara de la Seccion [5.1] los conjuntos P; y S; se pueden representar con las
bibliotecas By, k,—i| ¥ Bln—k,i+1], respectivamente. Sin embargo, en la presente implemen-
tacion se maneja una ligera diferencia respecto a lo descrito en tal seccion. Esta diferencia
consiste en hacer que todas las cadenas de las bibliotecas sean de una misma longitud n, pero
se utilizan solamente los primeros k, bits en el conjunto de prefijos, y los dltimos n — k&, bits
en el conjunto de sufijos. Los bits restantes en cada caso son puestos en cero. Es importante
senalar que esta diferencia no cambia las cantidades |P;| y |S;|. De esta forma, se simplifica

la operacion de union de elementos de P; con elementos de S;, resultando en una simple
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operacion OR bit a bit, entre las cadenas que codifican cada elemento. La Figura |47 muestra

las bibliotecas correspondientes a los conjuntos P; y S; de la Figura

Y

11110 00000 00000 11000
11101 00000 00000 10100
11011 00000 00000 10010
10111 00000 00000 10001

\01111 UUUUU/ 00000 01100
00000 01010
00000 01001
00000 00110
00000 00101

\00000 00011_/

Figura 47: Bibliotecas correspondientes a los conjuntos P; y .5; de la Figura En P; se utilizan
solamente los primeros k. = 5 bits y en S; se utilizan los tltimos n — k. = 5 bits. Asi, cada
elemento de T; corresponde a la operaciéon OR bit a bit de una cadena de P; con una cadena de S;.

Las bibliotecas correspondientes a los conjuntos P; y S; llegan a tener una cantidad
exponencial de cadenas, a medida que ¢ crece. Mas atn, la cantidad de cadenas en el conjunto
T; es el producto |P;| x |S;|, por lo que es aun mas grande. Por ejemplo, sean n = 64 y
k., = 32. Para i = 16, se tiene que [P = () = 601,080,390, |S;| = (52) = 565,722,720, y
|T;| > 340 x 10%.

El ejemplo anterior proporciona una idea de la cantidad de cadenas involucrada, incluso
para tamanos modestos de problema (n = 64), y considerando solamente una iteracion ¢ = 16.
Habria que considerar atn, la suma de las cadenas en todas las iteraciones para calcular la
cantidad de cadenas en T

Con esto, es evidente la inviabilidad computacional de la generacion total de un conjunto
T'. Por este motivo, es indispensable la introduccion de criterios que acoten esta generacion.
Un primer criterio basico, consiste en reducir el nimero de iteraciones, esto es, hacer i < [% .
Aunque puede parecer arbitraria, esta reduccion tiene bastante sentido, dado que al generar
nuevos subconjuntos de vértices, es deseable tomar la mayor cantidad de vértices del clique,

y esta cantidad se reduce a medida que i crece.
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5.9.3. Parametros de la heuristica

Para acotar las cantidades | P;|, |S;|, |T;| v |T|, se definen los siguientes parametros de la

heuristica:

» MAXp,. Cota superior para la cantidad de prefijos en la iteracion i (|P;| < M AXp,).
» MAXg,. Cota superior para la cantidad de sufijos en la iteracion ¢ (|.5;] < M AXsg,).

» MAX7,. Cota superior para cantidad de cadenas totales en la iteracion i (|T;] <

MAXr,). Se calcula como MAXy, = MAXp, x MAXg,.

s M AXp. Cota superior para la cantidad de cadenas a generar en el tubo de prueba T

(IT] < MAXr).

Ademas, se considera la probabilidad de repeticion de cadenas cuando no se generan de

forma determinista (descrito en la Seccion [5.9.4). Esta probabilidad es inversamente propor-

cadenas totales

cional a la razén
cadenas a generar

. Esto se debe a que la generacidon no determinista de cadenas

es, en cierta forma, equivalente al experimento de extracciéon de elementos de un conjunto

cantidad de elementos del conjunto
nimero de extracciones

con repeticidén: mientras mayor sea la proporciéon , menor es la pro-
babilidad de obtener elementos repetidos, y viceversa. Utilizando esta nocion, se definen los
siguientes parametros para reducir la probabilidad de repeticién de cadenas:

prefijos totales

s MINp. Cota inferior para la razéon :
prefijos a generar

para utilizar generacién probabilistica

en el conjunto P;.

sufijos totales

= MINg. Cota inferior para la razéon —t=—=—_
sufijos a generar

para utilizar generacion aleatoria en el

conjunto S;.

5.9.4. Formas de generacién de conjuntos P, y 5;

Los conjuntos P; y S; se generan en tres de cuatro diferentes formas. Tanto P; como S;
pueden obtenerse de forma determinista total y determinista parcial. P; también se puede
obtener de forma probabilistica, mientras que S; se puede generar de forma aleatoria. A

continuacion se describen estas cuatro formas:

= Generacion determinista total. Es la generacion del espacio combinatorio completo,
es decir, todas las combinaciones de subconjuntos (equivalentemente, todas las cadenas)

que se pueden formar en cada conjunto.
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» Generacion determinista parcial. Consiste en tomar un subconjunto que contiene

alguna cantidad de las primeras cadenas del espacio combinatorio completo.

» Generacién probabilistica. Cada cadena se obtiene tomando en cuenta los grados

de los vértices, utilizando el Algoritmo
= Generacion aleatoria. Cada cadena se genera utilizando el Algoritmo [24]

Las primeras dos formas son deterministas en el sentido que se tiene la seguridad de que no
se generan cadenas repetidas en los conjuntos. En contraste, las generaciones probabilistica y
aleatoria dependen del azar, por lo que no se puede garantizar que no se produzcan cadenas
repetidas. En la siguiente seccion se describen las condiciones que definen el uso de cada

forma, en cada conjunto.

5.9.5. Generacién de los conjuntos P; y 5;

Dado que el conjunto T se forma de la union de los conjuntos T;, y cada conjunto 7;
se obtiene a partir de los conjuntos P; y .5;, el aspecto fundamental de esta seccion de la
heuristica consiste en la formacion de estos conjuntos. Como ya se revisd, no es posible
generar los conjuntos de forma total en todas la iteraciones, sino que se deben determinar
cantidades que acoten el niimero de cadenas.

Las ecuaciones [16]y [L7] definen las cantidades totales de sufijos y prefijos en cierta iteracion
i. Estas cantidades representan el espacio total (todas las cadenas posibles) de los conjuntos
P; y S;, y son constantes para una iteracion ¢ dada. Para diferenciar la cantidad de cadenas
posibles, de la cantidad de cadenas actualmente almacenadas en los conjuntos P; y .5;, se
redefinen |P;| y |.S;| como las cantidades de cadenas actualmente almacenadas en los conjuntos

P; y S;, respectivamente. Ademas, las cantidades totales se definen como:

» Cp,. El total de prefijos posibles en la iteracion i dado por (kf_z)

")

» (Cg,. El total de sufijos posibles en la iteracion 7 dado por (
Adicionalmente, se definen las cantidades:

» Ap. La cantidad “aceptable” de cadenas para el conjunto F;.

» Ag,. La cantidad “aceptable” de cadenas para el conjunto S;.
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Estas cantidades se dicen “aceptables” en el sentido que no exceden la cota M AXy, de
cadenas méximas por iteracion. Se calculan de forma que maximicen la cantidad de cadenas
en T;, tomando en cuenta las cotas anteriormente descritas. Esto se describird mas adelante
en esta seccion.

El conjunto de prefijos P; contiene cadenas que codifican subconjuntos de vértices que
forman parte de un clique, por lo que cualquier cadena en P; es un clique. Por otra parte,
en el caso del conjunto de sufijos S;, no se conoce cuéles cadenas codifican un clique. Si se
consideran cadenas que no forman un clique en los sufijos, al unirlas con las cadenas en el
conjunto de prefijos, las cadenas resultantes no codificaran un clique. Esta situacion produce
un gran desperdicio de recursos computacionales (memoria, tiempo de procesamiento) en el
manejo de cadenas que no pueden formar un clique. Por ejemplo, suponga que se tienen 2, 000
cadenas en P;, y 2,000 cadenas en .S; de las cuales 1,500 cadenas no codifican un clique. Al
realizar la unién de cada cadena de P; con cada cadena de S; se obtendran 2,000 x 1,500 =
3,000,000 cadenas que no forman un clique de 4,000, 000 totales.

Por este motivo, antes de generar el conjunto P;, se genera el conjunto .S; de manera que

s6lo contenga cadenas que forman un clique. Para esto se realiza lo siguiente:

= Generar el maximo posible de cadenas en S;. El maximo posible de cadenas estéa
acotado por el parametro M AXy. El Algoritmo [28| se encarga de generar el conjunto
inicial de sufijos en alguna de las formas revisadas en la Seccion [5.9.4] Si Cs, < MAXy
(linea 2), se generan todas las Cg, cadenas en S; de forma determinista (linea 9). En

caso contrario (lineas 3 — 7), se genera el maximo M AXr de cadenas en S;.

» Filtrar las cadenas en S;. Utilizando el Algoritmo [19|0 el Algoritmo 20| para marcar
las cadenas que no forman un clique. La seleccion del algoritmo a utilizar depende de

la densidad del grafo y del tamano k de clique a filtrar.

= Eliminar las cadenas que no forman un clique. Recorrer las cadenas en S; para

eliminar aquellas marcadas como “no clique” por el algoritmo de filtrado.
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Algoritmo 28: Generacion inicial del conjunto de sufijos .S;.
Entrada : Parametros M AXr y MINg, iteracion i.

Salida : Conjunto S; de sufijos iniciales.

CSi « (nfkr);

i+1
2 if Cg, > M AXp then

.o Cs
3 if MAS;(T > MINg then

[uny

4 ‘ Generar M AXr cadenas de forma aleatoria;

5 else

6 ‘ Generar las primeras M AX7 cadenas de forma determinista;
7 end

8 else

9 Generar todas las Cs, cadenas de forma determinista;

10 end

Con esto, se obtiene el conjunto S; con alguna cantidad |S;| de cadenas que forman un
clique. El siguiente paso, consiste en determinar la cantidad Ap, de prefijos a generar, y la
cantidad Ag, de sufijos a considerar (de los |S;| que contiene actualmente). Estas cantidades se
calculan en base en las cantidades |S;| de sufijos, C'p, de prefijos posibles, y utilizando las cotas
MAXp, MAXg, y MAXry,. El Algoritmo [29] realiza este calculo considerando cuatro casos.
Consiste en una “jerarquia” de criterios (condiciones) que produce una asignacion diferente
a las cantidades Ap, y Ag,. El criterio principal es que el producto |S;| x Cp, no exceda la
cota MAXy, = MAXp x MAXg, de cadenas por iteracion. Esto se verifica en la linea 1.
Cuando no se excede esta cota, se pueden tomar las cantidades |S;| v Cp, sin modificacion
alguna (Caso 4, lineas 15 — 16). El siguiente criterio es que la cantidad |.S;| no rebase la cota
M AXg, (linea 2). Cuando se cumple, se toman todos los |.S;| sufijos y una fraccion de \Til del
méaximo M AXr, de cadenas por iteracion (Caso 3, lineas 11 — 12). El altimo criterio es que

la cantidad Cp, no rebase la cota M AXp, (linea 3). Si esto sucede, se toman todos los Cp,

1
Cp.

k3

prefijos y una fraccion de sufijos del maximo M AXr, de cadenas por iteracion (Caso 2,
lineas 7 — 8). Si no se cumple este tltimo criterio, significa que ambas cantidades |S;| y Cp,
excedieron sus respectivas cotas, por lo que se deben tomar los maximos MAXp y MAXg,

de sufijos y prefijos por iteracion, respectivamente (Caso 1, lineas 4 — 5). Notese que en los
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casos 1, 2 y 3, donde no se cumple el criterio principal, las cantidades asignadas a Ap, y Ag,,

maximizan la cantidad |7T;| de cadenas por iteracion, haciendo Ap, x Ag, ~ MAXr,.

Algoritmo 29: Célculo de Ap, y Ag,
Entrada : Cantidades |S;|, Cp, y cotas MAXp,, MAXg, y MAXr,.
Salida : Cantidades Ap, y Ag,.
1 if |S;| x Cp, > M AXy, then
2 if |S;| > M AXg, then
3 if Cp, > M AXp, then
4 Ap, +— MAXp, ; > Caso 1
5 Ag, +— MAXg;;
6 else
7 Ap, < Cp, ; > Caso 2
8 As, — | 7525 ;
9 end
10 else
11 Ap, LMC;—)TTJ ; > Caso 3
12 Ag,  |Sil;
13 end
14 else
15 Ap, + Cp, ; > Caso 4
16 Ag, < |Sil;
17 end

Una vez que se han calculado las cantidades definitivas a tomar para los prefijos y los
sufijos, el siguiente paso es tomar los Ag, de los |S;| almacenados y generar los Ap, prefijos.
Si es posible, se toman todas las cadenas de S;, esto es, si Ag, > |5;|, se toman todas
las |S;| cadenas. En caso contrario, se seleccionan Ag, cadenas de las |S;| totales, de forma
aleatoria. La generacion de los Ap, prefijos se hace en una de las tres formas anteriormente
descritas: determinista total, determinista parcial y probabilistica. El Algoritmo [30]se encarga
de la generacion del conjunto P; de prefijos. Se generan todos los Cp, prefijos de forma

determinista cuando esta cantidad no excede la cantidad Ap, calculada con el Algoritmo
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En caso contrario, se generan Ap, prefijos de forma probabilistica cuando las probabilidades
de producir cadenas repetidas son pocas (de acuerdo al parametro MINp), o de forma

determinista (parcialmente).

Algoritmo 30: Generacion del conjunto de prefijos P;.
Entrada : Cantidad Ap,, parametro MINp, iteracion .

Salida : Conjunto P; de prefijos.

Cp, < (kj%—)’

7

[uny

2 if Cp, > Ap, then

s | if 3% > MINp then

4 ‘ Generar Ap, cadenas de forma probabilistica;

5 else

6 ‘ Generar las primeras Ap, cadenas de forma determinista;
7 end

8 else

9 Generar todas las Cp, cadenas de forma determinista;

10 end

5.9.6. Generacion de T;

Una vez que se tienen los conjuntos P; y S;, cada elemento del primero se une con cada
elemento del segundo. Esta operacion es equivalente a obtener el producto cartesiano P; x .S,
con la excepcion de que en lugar de obtener el conjunto de todos los pares de elementos de
P; v S;, se obtiene el conjunto de la uniéon de cada par. De esta forma, T; se genera a partir
de los conjuntos P; y S; como se describe en la Ecuacion Finalmente, se agregan todas
las cadenas en T; al conjunto final 7', y se repite el proceso para la siguiente iteracion i + 1

mientras 7" no alcance el limite predeterminado de capacidad M AXr.

5.9.7. Generaciéon de tubo de prueba T

El Algoritmo [31| muestra el seudocodigo para generar el tubo de prueba T con un sub-

conjunto B' C By, j,+1) generado de manera heuristica de la forma anteriormente descrita.
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Algoritmo 31: Generacion heuristica del tubo de prueba 7'

Entrada : Permutacion de vértices C' = {v;,, v;,, ..., v;, } donde los primeros k,
vértices forman un clique.
Salida : Tubo 7' con biblioteca B' C By, k, +1]-
114 0;
while i < |2 y |T| < MAXr do
3 P, S;, T; + 0;

N

4 Generar S;;

5 Filtrar S;;

6 for each X € S; | X no codifica un clique do
v S S\ X

8 end

9 Calcular Ap, y Ag;;

10 if |S;| > Ag, then

11 ‘ Seleccionar Ag, cadenas de .S; de manera aleatoria;
12 end

13 Generar P;;

14 for each X € P, do

15 for each Y € S; do

16 T, + T,U{XUY};

17 end

18 end

19 T+ TUT;

20 141+ 1;

21 end

El ciclo de las lineas 2 — 21 realiza las iteraciones 0 <1 < Lkg—rj mientras el conjunto 7' no
alcance su capacidad méaxima predeterminada en el pardmetro M AXr. En cada iteracion, se
genera un conjunto 7; formado a partir de las uniones de los elementos del conjunto P; de
prefijos y S; de sufijos. Para esto, se inicializan primero los conjuntos P;, S; y T; (linea 3). Se

genera el conjunto S; con la mayor cantidad de cadenas posible utilizando el Algoritmo
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(linea 4). Este conjunto de sufijos se filtra con algtn algoritmo de la Seccion para marcar
las cadenas que no codifican un clique (linea 5). El ciclo de las lineas 6 — 8 recorre las
cadenas en S; para eliminar las cadenas marcadas por el algoritmo de filtrado. Se calculan
las cantidades Ap, y Ag, usando el Algoritmo 29| (linea 9). Se seleccionan las Ag, cadenas de
forma aleatoria, si esta cantidad es menor que las |S;| que actualmente estan en el conjunto
S; (lineas 10 — 12). El conjunto P; de prefijos se genera usando el Algoritmo (linea 13).
Los ciclos anidados en las lineas 14 — 18 se encargan de calcular la union de cada cadena del
conjunto de prefijos con cada cadena del conjunto de sufijos y agregar la cadena resultante
al conjunto 7;. Finalmente, la linea 19 agrega las cadenas por iteraciéon al tubo de prueba T'
y la linea 20 aumenta la iteracion i.

El ciclo principal de las lineas 2 — 21 tiene dos condiciones de rompimiento (la cantidad
i de iteraciones y que el tubo T" alcance su capacidad M AXr). En cada iteracion se agregan

O(MAXr,) cadenas a T, por lo que el nimero de iteraciones que se requieren para llenar T

MAXp

MAXr, " Asi, el numero de iteraciones que produce el ciclo principal es

es aproximadamente

O(min(|% ], 37355)-

Al final del ciclo principal de las lineas 2 — 21, el tubo de prueba T contiene a lo mas
M AX7 cadenas. Cada cadena representa un subconjunto de k, + 1 vértices de los n totales.
Cada subconjunto fue formado a partir de la union de dos conjuntos disjuntos que forman
un clique cada uno. De esta forma, cada subconjunto elemento de T" es un buen candidato
a formar un clique, debido a que una buena cantidad de los vértices que lo forman son

adyacentes por pares.
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Capitulo 6. Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos de las ejecuciones de los algoritmos
presentados en los Capitulos 4] y ol De acuerdo a los objetivos de la presente investigacion,
estos resultados se dividen en dos secciones. En la primera secciéon se registran tiempos de
ejecucion para diferentes implementaciones del algoritmo k-Cliques de manera secuencial y
paralela, asi como las relaciones entre velocidades paralelas y secuenciales (aceleraciones)
de tales implementaciones. La segunda seccién contiene resultados del funcionamiento de la

heuristica para el problema de clique méximo propuesta en el Capitulo [5]

6.1. Plataforma computacional y casos de prueba

6.1.1. Equipo utilizado

Las implementaciones aqui presentadas fueron ejecutadas en una computadora de escri-

torio equipada con las siguientes caracteristicas de hardware y software:
» Procesador: Intel Core i7-3820 @3.60 GHz.
= Memoria RAM: 8 GB DDR3 RAM.

» Dispositivos CUDA: NVidia GeForce GTX 680 (para procesamiento), NVidia Ge-
Force GT 620 (para graficos independientes).

» Sistema operativo: Windows 7 Home Premium SP1 64 bits.

» Compiladores: Microsoft Visual Studio 2010 Version 10.0.30319.1 RTMRel, NVidia
Nsight Visual Studio Edition Version 2.2 Build number 2.2.0.12313.

6.1.2. Casos de prueba DIMACS

Las pruebas de funcionamiento fueron ejecutadas utilizando los casos de prueba de gra-
fos del segundo desafio de implementacion DIMACS (Center for Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science). Estos casos de prueba son utilizados en una variedad de tra-
bajos, con propésitos de comparacion y cuando un anélisis formal de la complejidad de los

algoritmos no es posible.
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Se utilizaron un total de 66 casos de prueba de grafos con tamanos variados desde 28 hasta
3361 vértices. Para su manejo, estos casos de prueba fueron separados en seis clasificaciones
de acuerdo al tamano del problema. Las tablas [2| a [/ muestran los datos de los distintos casos
utilizados para cada clasificacion, respectivamente. Con el propoésito de reducir el tamano de
las tablas, a cada caso se le asigna un ntimero, el cual sera utilizado en referencias posteriores
en el presente documento. La informaciéon de cada caso consiste en el nimero asignado,
nombre, cantidad de vértices del grafo, densidad y el tamano de clique maximo (cuando

incluye el signo mayor o igual es el maximo encontrado al momento).

Tabla 2: Casos de prueba DIMACS con n < 256 (Clasificacion 1).

No. caso Nombre n  Densidad C*
1 johnson8-2-4 28 0.5556 4
2 MANN a9 45 0.9273 16
3 hamming6-2 64 0.9048 32
4 hamming6-4 64 0.3492 4
5 johnson&-4-4 70 0.7681 14
6 johnsonl6-2-4 120 0.7647 8
7 keller4 171 0.6491 11
8 brock200 1 200 0.7454 21
9 brock200 2 200 0.4963 12
10 brock200 3 200 0.6054 15
11 brock200 4 200 0.6577 17
12 c-fat200-1 200 0.0771 12
13 c-fat200-2 200 0.1626 24
14 c-fat200-5 200 0.4258 58
15 san200 0.7 1 200 0.7 30
16 san200_0.7_2 200 0.7 18
17 san200_ 0.9 1 200 0.9 70
18 san200_ 0.9 2 200 0.9 60
19 san200 0.9 3 200 0.9 44
20 sanr200_ 0.7 200 0.6969 18
21 sanr200 0.9 200 0.8976 42
22 hamming8-2 256 0.9686 128
23 hamming8-4 256 0.6392 16

6.2. Resultados preliminares

En esta seccion, se presentan resultados en tiempos de ejecucion y aceleracion para distin-

tas implementaciones del algoritmo k-Cliques de forma secuencial y paralela. Estos resultados
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Tabla 3: Casos de prueba DIMACS con 300 < n < 400 (Clasificacién 2).

No. caso Nombre n  Densidad C*
24 p_hat300-1 300 0.2438 8
25 p__hat300-2 300 0.4889 25
26 p__hat300-3 300 0.7445 36
27 MANN a27 378 0.9901 126
28 brock400 1 400 0.7484 27
29 brock400 2 400 0.7492 29
30 brock400 3 400 0.7479 31
31 brock400 4 400 0.7489 33
32 sand00 0.5 1 400 0.5 13
33 san400 0.7 1 400 0.7 40
34 san400_ 0.7 2 400 0.7 30
35 sand00_0.7_3 400 0.7 22
36 sand00 0.9 1 400 0.9 100
37 sanr400 0.5 400 0.5011 13
38 sanr400 0.7 400 0.7001 21

se obtuvieron utilizando los primeros cinco casos de grafos DIMACS de la Tabla 2 Por ser
los de menor tamafio, estos casos permiten la generacion de bibliotecas By, ;) completas (para
ciertos valores de k). De esta forma, es posible probar el filtrado de los algoritmos de manera
exacta, obteniendo todos los cliques de un tamano k dado, existentes en cada caso. Cada
medicion de tiempo se obtuvo ejecutando 10 veces cada caso y obteniendo el promedio de

estos tiempos.

6.2.1. Funciones secuenciales de filtrado

En este apartado, se presentan los tiempos de ejecucion para el algoritmo k-Cliques in-
troducido en el Capitulo |5l Este algoritmo se implement6 en cuatro variantes utilizando la
implementacion de las funciones del modelo de etiquetas de manera secuencial, tal como se

describi6 en el Capitulo |4} Estas variantes son las siguientes:
= kCliquesl: Algoritmo k-Cliques sin considerar ordenamiento de las hebras por tubo.

= kCliques2: Algoritmo k-Cliques mejorado sin considerar ordenamiento de las hebras

por tubo.

s kCliques3: Algoritmo k-Cliques considerando ordenamiento de las hebras por tubo.



Tabla 4: Casos de prueba DIMACS con 496 < n < 700 (Clasificacion 3).

No. caso Nombre n  Densidad C*
39 johnson32-2-4 496 0.8788 16
40 c-fat500-1 500 0.0357 14
41 c-fatb00-10 500 0.3738 126
42 c-fath00-2 500 0.0733 26
43 c-fat500-5 500 0.1859 64
44 p_hatb500-1 500 0.2531 9
45 p__hat500-2 500 0.5046 36
46 p__hat500-3 500 0.7519 50
47 p__hat700-1 700 0.2493 11
48 p__hat700-2 700 0.4976 44
49 p_hat700-3 700 0.748 62

Tabla 5: Casos de prueba DIMACS con 776 < n < 1035 (Clasificacion 4).

No. caso Nombre n  Densidad C*
50 kellerb 776 0.7515 27
51 brock800 1 800 0.6493 23
52 brock800 2 800 0.6513 24
53 brock800 3 800 0.6487 25
54 brock800 4 800 0.6497 26
55 p_hat1000-1 1000 0.2448 10
56 p_hat1000-2 1000 0.4901 46
57 p_hat1000-3 1000 0.7442 68
58 sanl1000 1000 0.5015 15
59 hammingl10-2 1024 0.9902 512
60 hammingl10-4 1024 0.8289 40
61 MANN a45 1035 0.9963 345
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s kCliques4: Algoritmo k-Cliques mejorado considerando ordenamiento de las hebras

por tubo.

Las tablas || a [12] muestran los resultados para cada uno de los cinco casos seleccionados.

Cada tabla incluye distintos valores de k (los posibles para cada caso). Para cada valor k se

muestra la cantidad de hebras de la biblioteca By, 5 completa (dada por (Z)), y los tiempos de

ejecucion de cada variante. Todos los tiempos estan dados en segundos. Los tiempos menores

se resaltan en negritas.

En las tablas [§ a se puede apreciar el comportamiento exponencial en el tiempo de

ejecucion de cada una de las variantes, para valores sucesivamente méas grandes de k. A

excepcion del caso 2 para el valor £ = 2, en todos los casos y para todos los valores de k
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Tabla 6: Casos de prueba DIMACS con 1500 < n < 1500 (Clasificacion 5).

No. caso Nombre n  Densidad C*
62 p_hat1500-1 1500 0.2534 12
63 p_hat1500-2 1500 0.5061 65
64 p_hat1500-3 1500 0.7536 > 94

Tabla 7: Casos de prueba DIMACS con 3321 < n < 3361 (Clasificacion 6).

No. caso Nombre n  Densidad C*
65 MANN a81 3321 0.9988 > 1100
66 keller6 3361 0.8182 > 59

considerados, la variante kCliques4 es la mas veloz. Otra caracteristica importante de resaltar,
es la notoria disminucion de los tiempos de ejecucion entre los algoritmos que consideran
ordenamiento respecto de los que no lo consideran. Esta caracteristica se puede apreciar
comparando la columna kCliques3 con la columna kCliquesl y la columna kCliques4 con la
columna kCliques2. En todos los casos y para todos los valores de k, los resultados indican
que es computacionalmente menos costoso realizar el ordenamiento de las hebras por tubo
cuando es requerido, que no realizarlo, e iterar sobre todas las hebras en cada operacién.
Por otro lado, las tablas también precisan la ventaja del algoritmo k-Cliques mejora-
do sobre el algoritmo k-Cliques. Esto se visualiza comparando la columna kCliques2 con la
columna kCliquesl y la columna kCliques4 con la columna kCliques3. Esta mejora es mas
marcada en los casos de grafos densos (tablas [9] y [L0), que en los de menor densidad (ta-
blas y [12). Como se recordara del Capitulo [4] esta mejora consiste en la reduccion de
iteraciones que realiza el algoritmo: en lugar de iterar sobre todas las adyacencias posibles, se
itera solamente sobre las no adyacencias del grafo. Asi, la reduccion en tiempo de ejecucion

es proporcional a la densidad del grafo.

6.2.2. Funciones paralelas de filtrado

En esta subseccion se mide el desempeno de las implementaciones de los algoritmos para-
lelos de filtrado introducidos en el Capitulo[5| Como se recordara del capitulo mencionado, se
diseniaron e implementaron tres algoritmos diferentes, nombrados algoritmos A, B y C. Las
tablas [13| a[L7] describen los tiempos de ejecucién de cada uno de estos algoritmos, utilizando

los mismos cinco casos seleccionados en la subsecciéon anterior y los mismos valores de k. En
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Tabla 8: Tiempos de ejecucion (en segundos) para las variantes del algoritmo k-Cliques secuencial
sobre el caso 1 (n = 28) y los valores 2 < k < 14.

kCliquesl kCliques2 kCliques3 kCliques4

k Numero de hebras
2 378

3 3,276

4 20,475

5 98,280

6 376,740
7 1,184,040
8 3,108,105
9 6,906,900
10 13,123,110
11 21,474,180
12 30,421,755
13 37,442,160
14 40,116,600

0.0026
0.028
0.1075
0.478
1.744
5.43
14.30
31.60
99.10
96.3
135.19
165.27
176.06

0.0017
0.0102
0.0507
0.2148
0.7724
2.4
6.38
14.01
26.41
42.91
60.29
74.14
79.11

0.0022
0.011
0.0425
0.1449
0.4371
1.14
2.54
4.81
7.97
11.4
14.18
15.17
14.28

0.0010
0.005
0.0229
0.0714
0.2123
0.5585
1.25
2.46
4.08
5.89
7.37
8.11
7.65

Tabla 9: Tiempos de ejecucion (en segundos) para las variantes del algoritmo k-Cliques secuencial
sobre el caso 2 (n = 45) y los valores 2 < k < 7.

k  Nuamero de hebras kCliquesl kCliques2 kCliques3 kCliques4
2 990 0.0172 0.0012 0.013 0.0014

3 14,190 0.2551 0.019 0.1594 0.0146

4 148,995 2.58 0.1881 1.51 0.1409

5 1,221,759 20.93 1.52 11.21 1.04

6 8,145,060 132.15 9.71 65.69 6.23

7 45,379,620 649.94 51.57 287.23 30.14

estas tablas se omite la cantidad de hebras por cada valor de k pues son exactamente las

mismas que las indicadas en las tablas[§ a[I2] Los tiempos estan dados en milisegundos. Los

tiempos menores estan resaltados en negritas.



Tabla 10: Tiempos de ejecucion (en segundos) para las variantes del algoritmo k-Cliques
secuencial sobre el caso 3 (n = 64) y los valores 2 < k < 6.

Nitmero de hebras kCliquesl kCliques2 kCliques3 kCliques4

k

2 2,016 0.0713
3 41,664 1.47
4 635,376 21.03
5 7,624,512 257.98
6 74,974,368 2349.45

Tabla 11: Tiempos de ejecucion (en segundos) para las variantes del algoritmo k-Cliques
secuencial sobre el caso 4 (n = 64) y los valores 2 < k < 6.

0.0075
0.1440

2.11

25.48
232.15

Nitmero de hebras kCliquesl kCliques2 kCliques3 kCliques4

k

2 2,016 0.0648
3 41,664 1.22
4 635,376 16.89
5 7,624,512 206.49
6 74,974,368 1968.58

Tabla 12: Tiempos de ejecucion (en segundos) para las variantes del algoritmo k-Cliques
secuencial sobre el caso 5 (n = 70) y los valores 2 < k < 5.

0.0425
0.7908
10.97
134.21
1290.28

Ntmero de hebras kCliquesl kCliques2 kCliques3 kCliques4

k

2 2,415 0.1009
3 54,740 2.27
4 918,895 37.44
5 12,103,014 449.11

0.0247
0.5358
8.72
104.10
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Tabla 13: Tiempos de ejecucion (en milisegundos) para las tres implementaciones de algoritmos

paralelos de filtrado sobre el caso 1 (n = 28)y los valores 2 < k < 14.

k A B C

2 12433 11.36 1.07
3 124.63 11.37 1.18
4 128.86 12.04 1.97
5 146.33 15.35 5.23
6  210.04 26.31 15.29
7 360.75 57.82 38.67
8§ 685.15 128.24 75.95
9 1289.25 239.7 129.59
10 2225.69 436.88 193.18
11 3429.03 713.02 262.33
12 4682.88 1018.06 312.35
13 5626.16 1241.12 317.64
14 5926.18 1329.46 308.74



112

Tabla 14: Tiempos de ejecucion (en milisegundos) para las tres implementaciones de algoritmos

paralelos de filtrado sobre el caso 2 (n = 45) y los valores 2 < k < 7.

k A B C

2 304 38.77 2.22
3 323.98 31.56 2.51
4 420.59 28.29  22.23
5 1121.14  23.14 165.49
6 5560.03 116.48 843.29
7 29902.82 610.17 4085.2

Tabla 15: Tiempos de ejecucion (en milisegundos) para las tres implementaciones de algoritmos

paralelos de filtrado sobre el caso 3 (n = 64) y los valores 2 < k < 6.

A B

C

k
2
3
4
3
6

622.52 33.27

677.21 35.88
1494.91 40.76
10688.37 286.4
100969.84 2396.91

3.41
10.94
138.93

1333.32
11260.36

Tabla 16: Tiempos de ejecucion (en milisegundos) para las tres implementaciones de algoritmos

paralelos de filtrado sobre el caso 4 (n = 64) y los valores 2 < k < 6.

k A B C

2 610.63 88.8 3.31

3 655.26 100.64 8.39

4 1400.39 277.54 82.52
5 8801.17 1958.43 570.01
6

78720.52 16938.90 3752.08

Tabla 17: Tiempos de ejecucion (en milisegundos) para las tres implementaciones de algoritmos

paralelos de filtrado sobre el caso 5 y los valores 2 < k < 5.

k A B C

2 743.51 53.17 3.74
3 845.64 60.73 14.27
4 2320.55 143.61 19441
5

21526.9 1262.13 1832.00
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Del anélisis de las tablas [L3| a [17]| se desprende que, en general, el Algoritmo C es el mas
veloz. Sin embargo, en los casos de grafos densos y para valores de k mayores que un kg inicial,
el Algoritmo B registra mejores tiempos (tablas y [L7). Esto se debe a las variaciones
en los detalles técnicos de cada algoritmo (revisadas en el Capitulo . En todos los casos, el
Algoritmo A registra los mayores tiempos y es méas lento con respecto de los algoritmos B y
C por varios 6rdenes de magnitud. La principal causa del pobre desempernio de este algoritmo
es la cantidad de llamadas a kernel que realiza. Una vez maés, los tiempos para todos los

algoritmos crecen de forma exponencial para valores de k sucesivamente méas grandes.

6.2.3. Aceleraciones

Utilizando los tiempos de los apartados anteriores, en esta subsecciéon se presentan las
aceleraciones de los tiempos de ejecucion de las tres implementaciones paralelas con respecto
de cada una de las cuatro implementaciones secuenciales. Las figuras [48| a [62| muestran estos

datos para cada algoritmo paralelo y por cada una de los cinco casos de prueba seleccionados.
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De las figuras 48| a |62 se destaca la caracteristica de los aumentos en las aceleraciones
de todos los algoritmos a medida que k crece (produciendo una mayor cantidad de hebras).
Esta condicion es producto de la caracteristica de CUDA de obtener un mejor desempeno en

el paralelismo sobre una cantidad masiva de datos.

6.3. Resultados de la heuristica

6.3.1. Configuraciéon de parametros

Como se recordaré del Capitulo5, el funcionamiento de la heuristica propuesta depende de
los valores de algunos parametros. Particularmente, el uso de memoria juega un papel esencial
en la calidad de los resultados obtenidos. Los siguientes valores son los que se utilizaron en

la ejecucion de todos las corridas de la implementacion de la heuristica:

M (Cantidad maxima de cliques en el vector de cliques): 20.

MAXp, (cantidad maxima de prefijos por iteraciéon): 1024.

MAXjs, (cantidad maxima de sufijos por iteracion): 8192.

MAXry, (cantidad maxima de hebras por iteracién): MAXp x MAXj,.

MINp (cantidad minima de prefijos para generaciéon probabilistica): 200.

MINg (cantidad minima de sufijos para generaciéon aleatoria): 200.

La cantidad total de hebras por tubo acotada por el parametro M AXr se configurd
para cada clasificacion de los casos. La Tabla |18 muestra los distintos valores del parametro
M AXr dependiendo de la clasificacion del caso. Para cada clasificacion, se incluyen también
los valores (n) minimos y méximos, el tamafio maximo de cada hebra (Bytes) y el maximo
de memoria a utilizar (MBytes). Las cantidades de hebras fueron definidas de manera que la

memoria maxima total a utilizar no rebase los 512 MBytes de memoria en cada clasificacion.

6.3.2. Resultados

Las tablas a [24] presentan los resultados obtenidos de la heuristica. Se incluyen los
tamanos de clique y tiempos promedio de las 10 ejecuciones de cada caso. Ademas, se agrega el

mejor resultado de estas ejecuciones. El mejor resultado consiste en la ejecucion con el mayor
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Tabla 18: Cantidad de hebras y uso de memoria para las distintas clasificaciones de casos.

Clasificacion ~ MAXpy nmin n max Tamano* Memoria*

1 16,000,000 28 256 33 503.5
2 9,570,000 300 400 56 511.1
3 5.830,000 496 700 92 511.5
4 3,945,000 776 1,035 136 511.7
5 2,795,000 1,500 1,500 192 511.8
6 1,254,000 3,321 3,361 428 511.8

tamano de clique, en caso de empate se considera la mayor cantidad de cliques encontrados
y por ultimo, en caso de coincidir en los primeros criterios, la de menor tiempo de ejecucion.
Con propositos de comparacion, se agregan los resultados de la heuristica ILS propuesta
en (Batsyn et al., 2013) donde a su vez, comparan sus resultados con el algoritmo MCS de
(Tomita et al., 2010) que también son agregados en las tablas. Cabe mencionar que tanto la
heuristica ILS como el algoritmo MCS obtienen los mismos tamanos de clique méaximos y
solamente varia su tiempo de ejecucion. Todos los tiempos estan dados en segundos.

De los resultados presentados anteriormente en las tablas [19 a[24] una de las caracteristi-
cas mas notables es que los tiempos de ejecucion no dependen directamente de los tamanos
de problema. Por ejemplo, el caso nimero 63 con un tamano n = 1500 toma en promedio 401
segundos en ejecutarse, mientras que el caso nimero 6 con un tamano n = 120 significativa-
mente menor toma en promedio 456 segundos. .o mismo ocurre con los tamanos de clique
méaximo de los casos, los cuales no influyen en los tiempos de ejecucion. Esto se debe a que
no es posible establecer un analisis de complejidad del tiempo de ejecucion de la heuristica,
en funcion del tamano del caso particular de problema. Lo anterior es consecuencia de la
naturaleza de la heuristica. Como se recordara del Capitulo [ la Fase II es “alimentada”
inicialmente por cliques encontrados en la Fase 1. Posteriormente, la Fase 11 procesa iterati-
vamente conjuntos de cliques y busca cliques progresivamente mas grandes. Asi, el tiempo
de ejecucion de la Fase IT depende de factores tales como: la cantidad de cliques iniciales
a procesar, la calidad de los cliques iniciales (si contienen una buena cantidad de vértices
presentes en el clique méximo del grafo), y el tamano inicial de clique ky (la medida en que
se aproxima al tamafo del clique maximo del grafo). Estos factores derivan del desempefio
de la etapa de aproximacion de cliques. Tanto la etapa de aproximacion como la de extensiéon

de cliques incluyen componentes no deterministicos en su operacion.
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Tabla 19: Comparaciéon de resultados para clasificaciéon de casos 1. Los tamanos de clique més
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamafios de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS
No. |C*| tam. tiempo cant. tam. tiempo tam. tiempo tiempo
1 4 4 252 20 4  246]| 4 0 0
2 16 16 65.67 20 16 60.49 16 0 0
3 32 32 4.25 2 32 4.22 32 0 0]
4 4 4 5.06 20 4 ) 4 0 0]
5) 14 14 77.45 15 14 71.77 14 1 0
6 8 8 456.53 20 8 146.5 8 2 0
7 11 11 155.57 11 11 256.45 11 7 0
8 21 20 655.52 1 21 883.08 21 7 1
9 12 10.5 36.23 1 12 11.31 12 12 0
10 15 13.2  179.68 1 15 11.86 15 10 0]
11 17 15 77.13 4 15 153.7 17 9 0
12 12 12 883.45 14 12 813.46 12 11 0
13 24 24 13.04 1 24 12.93 24 10 0
14 58 58  124.07 3 58 123.68 58 7 0]
15 30 30 430.94 1 30 17.2 30 6 0
16 18 15.6  214.13 1 18 70.06 18 7 0
17 70 70  980.06 1 70 683.72 70 2 0
18 60 58 1164.08 1 60 853.22 60 2 0
19 44 | 36.1  188.22 3 38 742.29 44 2 0]
20 18 18  140.92 1 18 103.46 18 7 1
21 42 | 39.8 886.96 4 40 886.51 42 28 42
22 128 | 128 40.58 2 128 40.41 | 128 1 0
23 16 16 218.75 20 16 214.58 16 14 0
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Tabla 20: Comparacién de resultados para clasificacion de casos 2. Los tamafios de clique més
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamafios de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS
No. |C*| tam. tiempo cant. tam. tiempo tam. tiempo tiempo
24 8 8 144.31 5) 8 244.8 8 27 0]
25 25 25 122.09 4 25 153.24 25 17 0
26 36 35 1451.06 1 35 1111.19 35 11 3
27 126 125 189.57 20 125  188.93 | 126 4 0
28 27 23 519.61 2 23 680.35 23 483 460
29 29 22.1 120.84 1 23 291.16 24 212 199
30 31 22 112.28 2 22 202.24 24 346 320
31 33 24.1  483.26 1 33 2414.23 26 135 161
32 13 9 338.78 1 13  603.73 13 65 0
33 40 27.5  420.38 1 40 20.2 40 26 1
34 30 19.2  192.78 1 30 967.92 30 33 0]
35 22 | 16,5  276.71 4 18  356.74 22 35 2
36 100 91 2960.74 1 100 2548.5 | 100 6 1
37 13 12 97.29 6 12 115.35 12 50 1
38 21 19.1 60.62 1 20 103.19 20 180 171

Tabla 21: Comparacién de resultados para clasificacién de casos 3. Los tamafos de clique més
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamafios de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS
No. |C*| tam. tiempo cant. tam. tiempo tam. tiempo tiempo

39 16 16 321.43 20 16 315.17 | NA NA NA
40 14 14 1013.1 19 14  939.88 14 62 0
41 126 | 126  181.38 3 126 180.95 | 126 42 0
42 26 26 92.67 19 26 91.78 26 42 0
43 64 64 109.33 3 64 108.7 64 o6 0
44 9 9 28.66 5 9 38.164 9 I6) 0
45 36 35 55.45 1 35 55.04 34 42 1
46 50 49 1727.18 17 49 1724.74 48 171 164
47 11 9 73.85 8 9 86.84 11 147 0
48 44 43 180.2 1 43 179.93 42 81 6
49 62 60 2411.94 3 60 2410.06 60 1303 1529
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Tabla 22: Comparacién de resultados para clasificacion de casos 4. Los tamanos de clique mas
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamanos de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS

No. |C* tam. tiempo cant. tam. tiempo tam. tiempo tiempo

50 27 | 26.2 67.93 2 27 65.77 27 78957 78875
o1 23 19 34.11 2 19 50.28 19 6482 6337
52 24 19 50.99 2 19 50.28 20 5886 5737
53 25 20  260.68 2 20 245.04 19 3994 3830
o4 26 19 33.06 1 19 32.98 19 3009 2849
55 10 10 38.57 3 10 48.76 10 302 0
56 46 43 69.86 1 43 69.33 44 360 272
57 68 63 1296.22 9 63 1225.45 67 214611 > 1000000
58 15 9.9 156.39 5) 10 142.92 15 464 3
59 512 | 512 817.82 2 512 814.95 | 473 0 0
60 40 | 37.1  223.86 2 38 224.77 | NA NA NA
61 345 342 8715.46 20 342 8644.69 | 344 130 126

Tabla 23: Comparaciéon de resultados para clasificacion de casos 5. Los tamafios de clique més
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamafios de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS
No. |C¥| tam. tiempo cant. tam. tiempo tam. tiempo tiempo
62 12 11 65.49 2 11 71.84 11 696 3
63 65 61 401.38 1 61 343.49 61 10231 11859

64 >—94 84 1141.84 1 84 820.45 | NA NA NA

Tabla 24: Comparacién de resultados para clasificacion de casos 6. Los tamafios de clique més
grandes se resaltan en negritas. En los casos de empate en los tamafios de clique, se subrayan los
mejores tiempos. Todos los tiempos estan en segundos.

Caso Promedio Mejor caso ILS MCS
No. |C¥] tam.  tiempo  cant. tam. tiempo  tam. tiempo tiempo
650 >= 1100 | 1096 105272.05 20 1096 104772 | NA NA NA
66 >= 959 45.7  17452.82 1 47 17236.24 | NA NA NA
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Por otro lado, la heuristica propuesta produjo resultados competitivos al encontrar el
tamano de clique maximo en 25 casos en el promedio de la ejecuciones y en 6 casos en la
mejor ejecucion, del total de 66 casos de DIMACS. Con respecto a los resultados presentados
por Batsyn y colaboradores (2013), la heuristica encontré cliques de tamanos mas grandes
en los casos 45, 46, 48, 53 y 59 en el promedio de las ejecuciones y en el caso 31 con la mejor
ejecucon. En los casos 51, 53, 54 y 63 se encuentra el mismo tamano de clique que ambos
algoritmos ILS y MCS, pero con menores tiempos de ejecucion. En el caso 62, el tiempo
es significativamente menor que la heuristica ILS. En los casos 50, 52 y 57, no obstante
que se encuentran cliques de menor tamano, los tiempos son una fracciéon de los algoritmos
comparados. En (Batsyn et al., 2013) no incluyen resultados de los casos 39, 60, 64, 65 y 66.

Por dltimo, cabe mencionar que una de las principales caracteristicas de la heuristica
introducida en el presente trabajo radica en la cantidad de cliques encontrados. La columna
cantidad que se incluye en la secciéon de mejor caso de ejecucion de las tablas, exhibe esta ca-
racteristica. Otros enfoques revisados en la literatura, se basan principalmente en estrategias
de ramificaciéon y cota. Dado que esta estrategia construye cliques més grandes al anadir vér-
tices sucesivamente al mayor clique encontrado, producen una solucién tnica para cada caso
particular de problema. Asi, esta caracteristica cuantitativa constituye una de las principales

ventajas del enfoque presentado en este trabajo.
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Capitulo 7. Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

En el presente trabajo de tesis, en primer término, se indagd sobre el desempeno de
una plataforma para la simulacion del paralelismo de los algoritmos del llamado modelo de
etiquetas. Para esto, se utilizé la arquitectura de paralelismo masivo de hilos de CUDA,
estableciendo una correspondencia con el paralelismo masivo de hebras del modelo de etique-
tas. Se prob6 experimentalmente el desempeiio utilizando el algoritmo k-Cliques definido en
(Martinez-Pérez y Zimmermann, 2009) como caso de prueba. Este paralelismo de hebras del
modelo de etiquetas radica esencialmente en sus operaciones, pues éstas actiian concurren-
temente sobre todas las hebras contenidas en un tubo, ya sea para modificar la informacion
o transferirlas. En el caso de CUDA, el paralelismo de hilos se realiza a través de funciones
llamadas kernels que crean un grid masivo de hilos. De esta forma, la definicion de cada
operacion del modelo de etiquetas en la arquitectura CUDA es natural (y univoca): cada
operacion es un kernel. Sin embargo, a pesar de que la implementacién en CUDA produjo
aceleraciones notables, lo anterior trae como consecuencia que el tiempo de ejecucion de los
algoritmos del modelo de etiquetas no sea el mejor. Esto se debe principalmente a que los
algoritmos tienen una cantidad polinomial de operaciones, lo que se traduce en una cantidad
polinomial de llamadas a kernel en CUDA, con su correspondiente retraso.

Por otro lado, para el logro del segundo objetivo general de la presente investigacion, se
disen6 una heuristica para el problema de clique maximo y se obtuvieron resultados experi-
mentales de su desempeno sobre los casos de prueba de DIMACS. Esta heuristica esta basada
en la codificacion del espacio de soluciones y el filtrado del algoritmo k-Cliques del modelo
de etiquetas. En un principio, se buscan cliques iniciales de un tamano que se toman como
base para la generacion de espacios de busqueda posteriores. Una vez obtenido un conjunto
inicial de cliques se procesa iterativamente uno por uno, generando un espacio de btisqueda
con cada clique. Este espacio de bisqueda consiste en un tubo de prueba que contiene hebras
que codifican posibles cliques en el grafo. La generacion del espacio de bisqueda esta basada
en la propiedad de que se puede tomar cualquier subconjunto de vértices de un clique, e ir

agregando subconjuntos de vértices que formen un clique entre si. De esta forma, cada hebra
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obtenida contiene dos cliques separados y es mas probable que codifique un clique existente
en el grafo. Este espacio de busqueda es filtrado posteriormente para detectar las hebras
que codifican un clique. Para lo anterior, se disenaron dos funciones de fitrado paralelo que
realizan la misma operaciéon que el algoritmo k-Cliques, pero optimizadas para un mejor
desempeno en CUDA. La operacion de filtrado “marca’” las hebras que no codifican un clique
las cuales son eliminadas en una operacion posterior. Las hebras que codifican un clique son
procesadas en iteraciones posteriores y este proceso se repite mientras se sigan encontrando
nuevos cliques.

Los resultados obtenidos en la ejecucion de los 66 casos de prueba de DIMACS se com-
pararon con aquellos publicados en (Batsyn et al., 2013), los cuales constituyen el estado
del arte en algoritmos ramifica y acota para el problema de clique maximo. Estos resultados
parecen indicar que la heuristica introducida, se desempena mejor en los casos de prueba de
tamanos moderados a grandes. Ademads, cabe mencionar que una de las caracteristicas mas
sobresalientes de la heuristica desarrollada en el presente trabajo, consiste en el enfoque de
construccion de un espacio de busqueda y posterior filtrado para la deteccion de soluciones.
Este enfoque permite la obtencion de més de una soluciéon en muchos de los casos, a diferencia
de trabajos anteriores donde se va construyendo una soluciéon tnica. Hasta el momento, y
en lo que al conocimiento del autor de la presente tesis respecta, este el el primer trabajo
donde se reportan miltiples soluciones para un mismo caso de prueba en una heuristica para

el problema de clique maximo.

7.2. Trabajo futuro

El presente trabajo puede servir como punto de partida para futuras investigaciones que
involucren la implementaciéon de simuladores de modelos de computo biomolecular en ar-
quitecturas paralelas y en heuristicas que se basen en la codificaciéon y filtrado paralelo del
modelo de etiquetas. Los siguientes aspectos se dejan como oportunidades de mejora a la

presente implementacién:

= Robustecimiento de plataforma. Implementar otros algoritmos del modelo de eti-

quetas existentes en la literatura. Obtener resultados del desempeno.
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Experimentacién con grafos aleatorios. Obtener resultados del desempeno de la

presente implementacion sobre grafos generados aleatoriamente.

Paralelizacién de otros médulos. A excepcion del filtrado, todo el funcionamiento
de la heuristica es secuencial. Los modulos de aproximacion inicial de cliques, generaciéon
de tubo de prueba a partir de un clique y seleccién de cliques son paralelizables. Con

esto, se espera que los tiempos de ejecucion se reduzcan significativamente.

Escalamiento. Aprovechando las caracteristicas de escalabilidad que ofrece CUDA
y habiendo paralelizado los mo6dulos secuenciales, es posible probar el desempeno de
la presente heuristica en una plataforma GPGPU extendida. Esta plataforma puede

consistir en una computadora con multiples GPU’s o un clister de computadoras.

Operacidén asincrona. Los médulos de generacion de tubo de prueba y de filtrado son
independientes. Con esto es posible traslapar su operacion de manera que se maximice

la utilizacion de los recursos computacionales, reduciendo los tiempos de ejecucion.

Generacion de tubo “plantilla”. En un vector de cliques, los tamanos de clique son
los mismos, por lo que lo inico que varia es el ordenamiento de los vértices en cada
clique. Tomando esta consideraciéon en cuenta, es posible generar un tnico tubo de
prueba para todos los cliques en el vector, en lugar de generar un tubo de prueba para
cada uno. Lo anterior podria no afectar significativamente la calidad de los resultados

obtenidos, pero si reducir considerablemente los tiempos de ejecucion.
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