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Resumen de la tesis que presenta Alejandra Ixchel Sdnchez Martinez como requisito parcial para la
obtencién del grado de Doctor en Ciencias en Ciencias de la Tierra con orientacidn en Geofisica Aplicada.

Propiedades eléctricas y magnéticas en la senal de Radar de Penetracion Terrestre: Modelado
directo y planteamiento del problema inverso

Resumen aprobado por:

Dr. Luis Alonso Gallardo Delgado

Director de tesis

El radar de penetracién terrestre o georradar (GPR) es un método de prospeccién geofisica versatil y
altamente resolutivo cuya sefal se ve afectada por tres propiedades fisicas: permitividad dieléctrica (¢),
conductividad eléctrica (o) y permeabilidad magnética (u); sin embargo, es comun considerar solamente
la permitividad dieléctrica (en escasos casos la conductividad), y asumir que la permeabilidad magnética
tiene una influencia poco significativa en los campos electromagnéticos (EM) en aplicaciones geofisicas.
En este trabajo, analizamos el efecto distintivo de las tres propiedades, y con mayor detalle, el que tiene
la permeabilidad magnética en la senal del radar mas alld de la interpretacién convencional. Para el
modelado directo desarrollamos un algoritmo de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD),
que considera heterogeneidades en ¢, i1 y o para evaluar el transito de la onda electromagnética en dis-
tintos medios. Para los casos en una dimensién (1D) utilizamos modelos homogéneos. Para los ejemplos
en 2D modelamos un ejemplo hipotético de medios equivalentes y modelos considerando un prospecto
arqueoldgico hipotético. Para aproximar el problema inverso, planteamos una funcién objetivo restringida
utilizando operadores de Lagrange y estimamos las derivadas de cada propiedad utilizando el método
de campo adjunto. Del andlisis de la sefial EM considerando las tres propiedades, concluimos que la
permeabilidad magnética no solo es tan relevante como otras variaciones de propiedades, sino que tam-
bién es la tnica que afecta simultdneamente la velocidad y la atenuacién de la onda electromagnética, e
incluso puede producir una distribucién de energia tnica, que se traduce en cambios en la polaridad de la
senal del campo eléctrico o magnético, dependiendo de qué propiedad es la que estd cambiando. Estos
efectos son impredecibles por cualquier combinacién de las otras dos propiedades EM, lo que aumenta
la capacidad del GPR para caracterizar con mayor precisién los materiales del subsuelo.

Palabras clave: conductividad eléctrica, georradar, GPR, permitividad, permeabilidad, suscepti-
bilidad magnética



Abstract of the thesis presented by Alejandra Ixchel Sdnchez Martinez as a partial requirement to obtain
the Doctor of Science degree in Doctor Applied Geophysics.

Electrical and magnetic properties in the Ground-Penetrating Radar signal: Forward modeling
and inverse problem statement

Abstract approved by:

Ph.D. Luis Alonso Gallardo Delgado

Thesis Director

Ground-Penetrating Radar (GPR) is a versatile and highly resolving geophysical survey method whose
signal is affected by three physical properties: dielectric permittivity (£), electrical conductivity (o), and
magnetic permeability (u); however, it is common to consider only the dielectric permittivity (in rare
cases, conductivity), and to assume that magnetic permeability has little influence on electromagnetic
(EM) fields in geophysical applications. In this work, we analyze the distinctive effect of the three
properties, and in more detail, that of magnetic permeability on the radar signal, beyond the conventional
interpretation. For forward modeling, we develop a Finite Difference Time-Domain (FDTD) algorithm,
which considers heterogeneities in €, 1, and ¢ to evaluate the electromagnetic wave transit in different
media. For the one-dimensional (1D) cases, we use homogeneous models. For the 2D examples, we
model a hypothetical coupled-layer example and a hypothetical archaeological prospect. To approximate
the inverse problem, we pose a restricted objective function using Lagrangian operators and estimate
the derivatives of each property using the Adjoint Field Method. From the analysis of the EM signal
considering the three properties, we conclude that magnetic permeability is not only as relevant as other
property variations, but it is also the only one that simultaneously affects the speed and attenuation
of the electromagnetic wave, and can even produce a unique energy distribution, which translates into
changes in the polarity of the electric or magnetic field signal, depending on which property is changing.
These effects are unpredictable by any combination of the other two EM properties, which increases the
ability of the GPR to characterize subsurface materials more accurately.

Keywords: Electrical conductivity, Ground-Penetrating Radar, permittivity, permeability, mag-
netic susceptibility
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Capitulo 1. Introduccidn

El desarrollo de la vida humana depende de su integracidén con el entorno natural y con ello del acceso
a sus recursos; sin embargo, la identificacidén de la existencia y abundancia de estos recursos debajo del

suelo es una tarea dificil y demandante.

En la actualidad, los métodos geofisicos constituyen una de las herramientas mas efectivas y econémicas
para investigar los materiales del subsuelo sin necesidad de excavaciones directas; para ello, podemos
utilizar los distintos tipos de interacciones mecanicas y electromagnéticas (EM) que ocurren entre los

materiales del subsuelo y diversos dispositivos geofisicos de medicion.

Dentro de los métodos geofisicos, la familia de métodos electromagnéticos constituyen una herramien-
ta valiosa, pues permite analizar las cargas eléctricas que suelen ser transportadas a través del agua

contenida en el subsuelo.

El radar de penetracién terrestre o GPR (por su acrénimo en inglés), es especial entre los métodos
electromagnéticos de prospeccién geofisica ya que por la rapidez de sus oscilaciones, no solo detecta las
cargas circundantes, sino que también capta el momento en que las cargas son retenidas en su viaje,
llegando a distinguir materiales de unos cuantos centimetros de espesor. Es por esto que las aplicaciones

del georradar son muy variadas.

1.1. Antecedentes

Algunas de las aplicaciones mas conocidas del GPR son la bidsqueda de objetos enterrados de civilizaciones
antiguas, monticulos y patrones de asentamiento, vestigios de edificios antiguos, tumbas mortuorias,
entre otros (Conyers, 2015; Conyers et al., 2019; Verdonck et al., 2020; Ebraheem & lbrahim, 2021).
En geotecnia, se utiliza para ubicar y evaluar el estado de tuberias de agua y de drenaje; asi como para
determinar las condiciones del concreto y del pavimento en edificios y caminos (Cassidy et al., 2011;
Liu et al., 2020; Zhou & Zhu, 2021; Almalki & Khalid, 2024). Recientemente, se ha implementado en
geofisica forense para identificar objetos y restos humanos enterrados (Schultz et al., 2006; Schultz &
Martin, 2012; Aditama et al., 2015; Pringle et al., 2020). Se ha empleado también para localizar minas
y restos de bombas de guerra sin explotar conocidas como UXO por su acrénimo en inglés -Unexploded

Ordnance- (Arcone et al., 2010; Giannakis, 2016).

Otro de los usos comunes de este método es el estudio de glaciares, nieves perpetuas y permafrost



(Hamran et al., 1998; Murray et al., 2007; Woodward & Burke, 2007; Boisson et al., 2011), y en
contextos geohidroldgicos, para mapear el contenido de agua en las rocas e identificar la transicién
entre la zona saturada y la no saturada (zona vadosa). También se ha utilizado para determinar plumas
contaminantes en distintos ambientes (Strobbia & Cassiani, 2007; Minet et al., 2010; Klotzsche et al.,

2018; Zhou et al., 2019) entre otras aplicaciones.

Para la implementacién del método, es necesario analizar |la propagacién de la onda electromagnética en
el medio. Usualmente la onda EM, que es emitida por una antena transmisora, se propaga de manera
uniforme hasta que encuentra alguna discontinuidad en el medio; esta heterogeneidad puede ser provo-
cada por un cambio litolégico natural o bien por la ocurrencia de cuerpos antropogénicos. La onda es

reflejada y regresa a la superficie donde es detectada por una antena receptora.

La senal captada por la antena receptora contiene los registros de las amplitudes de la sefal EM y
se organiza en perfiles yuxtapuestos conocidos como radargramas. Usualmente esta sefal estd en el
dominio del tiempo y registra la distancia recorrida por el radar en superficie vs el tiempo que tardd en
regresar, el cudl es un indicio de la profundidad de penetracién de la sefial. Ademds de la profundidad,
estos radargramas contienen informacidn sobre las estructuras subterrdneas como cambios litolégicos,
cavidades, tuberias, discontinuidades en el medio, objetos enterrados, entre otros. Para identificar la
presencia de estos rasgos, es necesario hacer un andlisis de la sefial con el fin de mejorar la calidad de

los radargramas.

En la practica es comiln que, a pesar de haber realizado un procesamiento a los registros de radar,
resulte complicado interpretar la sefal, o bien, se necesita identificar con mayor certidumbre, rasgos que el
procesado convencional de datos no puede resolver; en estos casos, el modelado numérico permite recrear

el medio y la propagacién de la onda controlando sus caracteristicas en un esquema computacional.

Los métodos numéricos resuelven computacionalmente las ecuaciones que gobiernan el fenémeno de
propagacién de las ondas, realizando una discretizacién espacio/temporal del medio y la sefial EM; es
decir, pasamos de un medio continuo a uno discreto. Dependiendo como se realiza esta discretizacion,
estos métodos se dividen en familias distintas, entre las mds cominmente empleadas estan los métodos
de volumen finito (Eymard et al., 2000; Versteeg & Malalasekera, 2007; Fumeaux et al., 2008), elemento
finito (Zienkiewicz et al., 1993; Mogi, 1996; Farquharson & Miensopust, 2011; Gallardo-Romero & Ruiz-
Aguilar, ) y diferencias finitas (Taflove et al., 2005; Leveque, 2007; Sullivan, 2013). Todos ellos discretizan
el dominio y pueden ser desarrollados en el dominio del tiempo o de la frecuencia. La eleccién del método

adecuado para modelar cada caso de estudio, dependerd de las capacidades computacionales que se



tengan a disposicion, las caracteristicas particulares del problema y algunas consideraciones adicionales.

El método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD por su acrénimo en inglés) es una
aproximacién a la solucién de las derivadas de las ecuaciones diferenciales, utilizando relaciones ma-
tematicas sencillas para un medio discreto en tiempo y en espacio. Esta discretizaciéon permite modelar
las ondas electromagnéticas en su paso a través de un medio heterogéneo caracterizado por su permiti-
vidad dieléctrica, conductividad eléctrica y permeabilidad magnética. Diferente a otras aplicaciones, en
geofisica cominmente se desprecian las variaciones en la permeabilidad magnética en el modelado de
la sefal de radar por considerar su influencia poco significativa; sin embargo, solo hay un pufiado de

publicaciones cientificas que justifican esta suposicion cominmente aceptada.

1.2. Justificacion

A la fecha, solamente algunos autores han analizado el efecto de la permeabilidad magnética en la senal
de radar, tanto en estudios de laboratorio (Olhoeft, 1998; Cassidy, 2008; Van Dam et al., 2013), como en
modelado numérico ya sea utilizando una solucién por integrales u otras aproximaciones (Lazaro Mancilla,
1999; Pettinelli et al., 2007; Cassidy & Millington, 2009; Persico et al., 2012), o bien usando FDTD
como los trabajos de Daniels et al. (2009), Holliger et al. (2003), Chen et al. (1998), Texeira et al.

(1998), entre otros.

También es cierto que, en los tltimos afios, el efecto de las propiedades magnéticas en la sefial del radar
ha ganado un renovado interés debido a los efectos que muchos objetos antropoldgicos provocan en la
sefial electromagnética. Por ejemplo, en ingenieria civil y estudios geotécnicos (Liu et al., 2020; Almalki
& Khalid, 2024; Ali et al., 2024), modelando minas de guerra (Takahashi et al., 2011; Giannakis, 2016;
Onyebueke et al., 2024), en misiones a otros planetas o satélites (Hamran et al., 2015, 2020; Paige et al.,
2024; Guan et al., 2024), entre otros. En estos objetos se distingue una fuerte respuesta magnética, la

cudl es mucho mdas marcada incluso que su respuesta eléctrica.

En los rangos de frecuencia del radar, la experiencia indica que el efecto de los materiales ferromagnéticos
e incluso paramagnéticos puede tener una respuesta considerable en la senal, pero jes posible determi-
nar individualmente la contribucién de la permeabilidad magnética en la sefal de radar?, jse puede
distinguir mas facilmente la permeabilidad por su respuesta magnética que por la eléctrica?, jincluir la

permeabilidad magnética en el modelado es ventajoso para la interpretacion de los registros de radar?



1.3. Hipétesis

Dado que la influencia de la permeabilidad magnética se suma a la de otras propiedades electromagnéti-
cas, surge la pregunta de si los contrastes en esta propiedad podrian tener un impacto significativo en
la senal de radar y por ende, en el modelado de datos geofisicos. Ademas, considerando las diversas
aplicaciones del radar en materiales naturales y de ingenieria, resulta interesante intentar incorporar los

efectos de 1 en el modelado electromagnético.

Si consideramos que las sefiales de radar operan en un rango de frecuencias relativamente altas, analizar
la influencia de la permeabilidad magnética en conjunto con las variaciones de la permitividad y la
conductividad eléctrica dentro de este rango de frecuencia podria arrojar informacién valiosa. Postulamos
que la permeabilidad magnética afecta las observaciones de manera distinta a la permitividad o la
conductividad, y por tanto, puede aportar informacién complementaria en el proceso de modelado e

inversion de datos de radar.

1.4. Objetivos

Con el fin de estudiar cada propiedad por separado en la sefial de radar asi como su contribucién acoplada,

se plantean los objetivos que a continuacién se enlistan:

1.4.1. Objetivo general

Analizar la influencia de las tres propiedades electromagnéticas y, mas particularmente, la de la permea-
bilidad magnética en la propagacién de ondas para el rango de frecuencia de las senales de radar y sus
implicaciones en la formulacién del problema inverso, implementando un modelado de Diferencias Finitas

en el Dominio del Tiempo (FDTD).



1.4.2. Objetivos especificos

= Analizar la contribucién de la permitividad dieléctrica, la conductividad y la permeabilidad magnéti-

ca de la sefal de radar en distintas componentes de campo eléctrico y de campo magnético.
= Analizar si es posible distinguir una firma de cada una de las propiedades en la sefial de radar.

» Desarrollar los elementos necesarios para plantear una aproximacién al problema de inversién de

datos de radar de penetracién considerando las tres propiedades.

1.5. Estructura de la tesis

Nuestra investigacion se describe en este texto en cinco capitulos. El primero abarca algunos estudios que
se han hecho en radar considerando la importancia de la permeabilidad magnética, y nuestra justificacién
para querer estudiar mas a profundidad su influencia en la senal del radar. El segundo capitulo estudia
los fundamentos tedricos del modelado electromagnético, con un énfasis tedrico/experimental de las
propiedades fisicas a las que es sensible la sefal de radar. El capitulo tres establece la formulacién
matematica del método de diferencias finitas y describe parametros importantes a tener en consideracion
para el modelado numérico. El capitulo cuatro describe el planteamiento del problema de inversion
buscando determinar las tres propiedades electromagnéticas de un medio heterogéneo. El quinto capitulo
contiene los resultados del modelado directo en una y dos dimensiones. Finalmente los dltimos dos
capitulos incluyen algunas conclusiones y discusiones de esta investigacién asi como algunas perspectivas

de trabajo futuro.



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

En los métodos electromagnéticos de prospeccidn geofisica, la propagacion de las ondas electromagnéti-
cas en los medios estd descrita por las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo; estas ecuaciones
pueden plantearse tanto en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia; mientras que ambas
ecuaciones son validas, la conveniencia de usar una o la otra depende de la naturaleza del fenémeno que
queremos estudiar. Estas ecuaciones solamente incluyen relaciones entre campos de fuerza o bien rela-
ciones entre movimiento, por lo que ademas, se deben plantear ecuaciones que las relacionen de acuerdo
a los materiales por los que estos campos estan propagandose (relaciones constitutivas); el conjunto de
todas estas ecuaciones son la base en el modelado de las ondas emitidas por el radar en su transito a
través del subsuelo.

En este capitulo, se describirdn las ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, su relacién con las
propiedades electromagnéticas en materiales cominmente estudiados en geofisica, tanto en medios na-
turales como fabricados artificialmente (de ingenieria). Finalmente, se describirdn los elementos tedricos

mas particulares para la realizacién de experimentos del radar de penetracion terrestre.

2.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell describen la propagacién espacio-temporal de los campos electromagnéticos.

En el dominio del tiempo y en su forma diferencial se expresan como:

1. Ley de Gauss para campos eléctricos:

V-D =p, (1)
2. Ley de Gauss para campos magnéticos:
V-B=0, ()
3. Ley de Faraday:
VX E = _%f, (3)



4. Ley de Ampere:
oD

VxH=J+—. 4
5 (4)
En estas ecuaciones E es la intensidad del campo eléctrico, p es la densidad de carga eléctrica, H es

la intensidad del campo magnético, J es la densidad de corriente eléctrica, B es la densidad de flujo

magnético y D es el desplazamiento eléctrico.

Las relaciones constitutivas definen las relaciones entre la fuerza y el movimiento a través de la materia
y es asi que nos permiten relacionar los campos EM con las caracteristicas del medio. En el caso mas
simple, se asume que el flujo es directamente proporcional al campo que lo impulsa y la constante
correspondiente describe asi el grado en el cudl la materia permite este movimiento. Si ademas se asume
que en el medio no varia la facilidad de transito de los campos con el tiempo, entonces estas relaciones

constitutivas toman la forma:

D = :E, (5)

B = uH, (6)
y

J=0E, (7)

donde €, 1 y o se denominan permitividad eléctrica, permeabilidad magnética y conductividad eléctrica

respectivamente.

Reescribimos las ecuaciones [3] y [4] como:

OE
H- oE -2 =
V x o €5 =S (8)
y
OH
V><E+MW—O, (9)

donde s, corresponde al término de fuente.

A diferencia de lo que ocurre en el aire, la alta disponibilidad de cargas libres en un medio como la tierra
hace que el transporte de cargas por arrastre (J) sea mucho mayor que por desplazamiento dipolar, por
lo que es usual considerar en geofisica solamente la parte difusiva (primer término del lado derecho) de
la ecuacién [4} sin embargo, en radar dada la rapidez de las oscilaciones de la sefial utilizamos todos los

términos de la ley de Ampere.



Si consideramos un medio magnéticamente homogéneo (aseveracién usual en el modelado electro-
magnético) podemos acoplar las ecuaciones [8] y @] en una sola expresién conocida como la ecuacion
de Helmholtz y expresarla ya sea en términos de campo eléctrico o campo magnético formando una
ecuacién de onda atenuada. La ecuacién de Helmholtz en el dominio del tiempo en términos de campo

eléctrico y sin ninguna fuente externa es:

’E E
V2E — ,uea— - ’”8315 =0 (10)

En la ecuacién [I0] el segundo término corresponde a la parte dispersiva de la onda, mientras que el
tercer término corresponde a la parte difusiva o de disipacidn de la energia de la sefial. La sefial de radar

de penetracidn terrestre viaja mayores distancias cuando la disipacidn de la energia por difusién es baja.

En el dominio de la frecuencia la ecuacién [IQ] se convierte en:
V2E + (pew? — ipow)E = 0, (11)

la cudl se suele expresar como:

V?E ++’E = 0. (12)

Donde w = 27 f (f es la frecuencia angular) y v es la constante de propagacién (siendo v% = epiw? (i +

we)):

La constante de propagacién puede expresarse en términos de la atenuacién (Np/m) y la fase (rad/m),

de manera que:

y=a+if (13)
siendo: 1/2
1 2 1/2
a=wyiEs 5 (1+5§w2> —1 (14)
1 o? 1/2 2
B = wy/ue 3 <1+€2w2> +1 (15)

Estos términos estan relacionados a las tres propiedades del medio. En particular, el término (5 se refiere

al skin depth que es la distancia (m) que tiene que viajar una onda antes de que su amplitud se reduzca



en un factor equivalente a e~ o aproximadamente el 37 % (Reynolds, 1997), de modo que:
e =1 (16)

; -1
|.e.6—ﬁ.

Al pasar de un medio homogéneo a otro, o bien al considerar los limites finitos de un medio, las ecuaciones
de Maxwell deben cumplir simples condiciones de continuidad donde: 1) los campos tangenciales son
continuos en las fronteras, tanto del campo eléctrico como del magnético, y 2) las componentes normales

de la corriente total y del flujo magnético son continuos en las interfaces entre medios.

Cunias de
| hielo

Figura 1. Representacién del proceso de erosién en las rocas debido a cufias de hielo; cuando el agua que entra en grietas
y fracturas se congela y expande, ejerce una fuerza lo bastante fuerte como para disgregar la roca. Estos procesos erosivos
alteran las propiedades fisicas de las rocas de manera importante. Modificado de Essentials of Geology (Marshak, 2016).

2.2. Propiedades electromagnéticas

Los materiales que constituyen nuestro planeta, tienen un amplio rango de variaciones respecto a sus
propiedades electromagnéticas, estas variaciones dependen de distintos factores por ejemplo, de su con-
tenido de agua, grado de erosién de los materiales, contenido mineral, entre otros (ver figura . Como se
explicd anteriormente, las relaciones constitutivas nos permiten definir las propiedades electromagnéticas

de los materiales a partir de los campos de fuerza y el movimiento a través de la materia.
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El radar de penetracidn terrestre transmite sefales electromagnéticas de muy alta frecuencia que generan
movimiento de cargas por desplazamiento y rotacion. La intensidad de estas corrientes depende de €, i

y O respectivamente.

De estas propiedades, la mas sensible a la sefial del radar es la permitividad, seguida de la conductividad
mientras que usualmente u se desprecia por considerar que afecta poco la sefal GPR; sin embargo es

interesante analizar la contribucién de cada una de estas propiedades en la seiial EM.

JIRVC, poliester
Morrena [ Asfalto y acgite

Tierras de ag ricultural

oncreto

te

~ Suelo vegetal
(rico en|materia‘drggnica)

Turba/(agua fresqa) [l

Esquistos
Arena (seca)-
Arena (mojada) jggg Il Arena costera (geca)

Limo (saurado) | [ Limo (no saurado)
Arcilla (mbjada) B Arcilla (seca

I Caiiza (seca)

Caliza (mpjada) S

Do[omita.
Hielo mari o- Aire
Agua de mar| I Permafrost
Aguafrgcal Hiel polar B | Nieve pola
BAgua destilada I Hielo puro
100000 10000 1000 100 10 1 01 001 0001  0.0001

Permitividad relativa & (Adimensional)

Figura 2. Rangos de valores de permitividad eléctrica, datos recabados de Reynolds (1997); Butler (2005) y Reichard
(2020). Note la coincidencia de los valores de permitividad para la mayoria de los materiales y que los valores abarcan dos
6rdenes de magnitud.

Permitividad eléctrica.
La permitividad eléctrica -¢- analiza la capacidad de polarizacién de un material en respuesta a un campo
eléctrico. En el Sistema Internacional (SI) se mide en F/m, sin embargo es comin expresar esta propiedad

como permitividad relativa ¢, de modo que:

e =c¢otr = (1 + X.)e0 (17)

donde ¢, es la permitividad en el vacio que equivale a 8.8542 x 107!2 F/m, y &, es la permitividad
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relativa que es adimensional, mientras que yx, es la susceptibilidad eléctrica del material. En el vacio la
susceptibilidad es cero por lo que la permitividad serd igual a ¢,, por esta razén se le conoce también
como permitividad del espacio libre. Los valores de la permitividad eléctrica varian de manera importante
dependiendo principalmente de la presencial de agua en los materiales. Los valores de ¢, oscilan entre
e, = 1 para el aire a &, = 81 en el agua (a 20° centigrados). La figura muestra un compendio de
algunos valores tipicos de permitividad para materiales cominmente estudiados en geofisica. Nétese que

el rango de variacién de €, es de dos 6rdenes de magnitud.

Conductividad eléctrica.

1 | |
Grafitol

Rocas me!mérﬁcas

Sy

(rico en

elo vegeta

materia orgd Basalto

Concreto Sal

Rocas igneg

| Asfalto

Morrena

Arcilla (mojada)

Agua
Arcilla (mojada)
. Carbdn Permafrost
Agua de mar Hielo puro !
T T T |
100000 10000 1000 100 10 1 0.1 0.01 0.001  0.0001

Conductividad eléctrica 0 (mS/m)

Figura 3. Rangos de conductividad eléctrica adaptados de Palacky (1987). Nétese el amplio rango (ocho érdenes de
magnitud) de variaciones de conductividad para materiales individuales dependiendo de las condiciones especificas del
material.

A diferencia de otros métodos electromagnéticos, el mecanismo de transporte de energia dominante en
la sefial de radar es el dispersivo; por lo que, la permitividad dieléctrica juega un papel importante.
Este lltimo pardmetro no juega ningln papel, por ejemplo, en el método de induccién EM donde las
mediciones responden casi por completo a la conductividad eléctrica del subsuelo, particularmente a la

distribucién espacial de zonas conductoras (Everett & Meju, 2005).
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La conductividad eléctrica -0 - es la capacidad que tiene un material de permitir el flujo de corriente
eléctrica a través de él cuando se aplica un campo EM. En los metales, estas cargas estan relacionadas
con los electrones libres, en los fluidos estan relacionadas a las cargas de los aniones y cationes disueltos,
por ejemplo Nat, Ca?*, Cl- (Olhoeft, 1998) . En el Sl la conductividad se mide en Siemens por metro

(S/m), siendo su inverso la resistividad (2-m).

La efectividad del paso de la corriente en los materiales dependera por ejemplo de la estructura molecular
del material, la temperatura, el contenido de liquidos en su fraccién porosa, entre otras consideraciones.
De las tres propiedades EM, la conductividad eléctrica es la que tiene un mayor rango de variacién; la

figura [3| muestra algunos rangos de conductividad para distintos materiales.

Permeabilidad magnética.

Las dos propiedades anteriores se enfocan en variaciones eléctricas, estrechamente relacionadas a: i) los
procesos de transporte de cargas por conduccién iénica (Kai, 1973), ii) la orientacién de la polarizacién
en la molécula dipolar de agua, y su relacién con iones en solucién que interactian con las paredes
de los poros en las rocas (Zettlemoyer et al., 1975; Hasted, 1995), y iii) procesos electro-quimicos,
por ejemplo, reacciones de oxidacién-reduccién u otros procesos de transferencia de carga a través de
interfaces sélido-liquido (Kai, 1973); en general, todos estos procesos estdn altamente relacionados al
contenido de agua en las rocas y los materiales. A diferencia de € y o, la permeabilidad magnética tiene
una relacién muy estrecha con el contenido mineraldgico en las rocas, que a nivel molecular, esta ligado

a la respuesta de los espines a un campo magnético externo.

Los espines y drbitas de los electrones en los materiales crean momentos magnéticos equivalentes, asi un
conjunto de espines genera momentos magnéticos netos apuntando en la misma direccién, esto se conoce
como dominio magnético. Cuando estos espines se reorientan (debido a un campo externo), provoca un
movimiento entre los dominios en regiones donde los momentos magnéticos tienen diferente direccidn
(Olhoeft, 1998). A la facilidad que tienen los materiales de reorientar estos dominios magnéticos y de
permitir el flujo de campos magnéticos a través de los materiales se le conoce como permeabilidad
magnética -u-. De manera andloga a la permitividad, puede ser expresada en términos de permeabilidad
relativa (p,.), que a su vez estd ligada a la susceptibilidad magnética de los materiales (,,,), cantidad
adimensional que varia de una substancia a otra (positiva para los materiales paramagnéticos y negativa

para los diamagnéticos):

W= oty = (1 + Xm)“o (18)

donde f1, = 47 x 10~7 H/m.
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Figura 4. Rangos de Susceptibilidad magnética adaptados de Paranis (1963), Reynols (1997), Sears (Sears & Mark, 2018)
y Reichard (2020). Nétese el rango de variacién y la distincién entre los grupos dominantes identificados como magnéticos
y no magnéticos.

En el vacio donde no hay materia que pueda magnetizarse x,, = 0y © = u,, por lo que 1, se define como
permeabilidad del espacio libre. Si se induce un campo magnético y sus dipolos se orientan en la misma
direccién que el campo aplicado, se le considera un material con alta permeabilidad o ferromagnético
(incluso puede ser superparamagnético si la magnetizacién es muy grande). Ejemplos comunes de estos
materiales son el hierro, el niquel y el cobalto. Por el contrario, si la magnetizacién es débil se dice que el
material es diamagnético ya que tiene una respuesta negativa al campo magnético externo, por ejemplo

el bismuto y el grafito.

Existen materiales intermedios entre estos dos, los paramagnéticos, en ellos sus moléculas se alinean
débilmente al campo externo y esta alineacion desaparece al desaparecer el campo externo. Ejemplos de
estos materiales son el platino y el aluminio. Estas variedades de propiedades magnéticas (ferromagne-
tismo, diamagnetismo, superparamagnetismo, etc.), estaran determinadas por sus dominios magnéticos
y sus espines de manera que dependerd de la distribucién del tamafio de grano magnético (el volumen
afectado por el desplazamiento de la pared de dominio) y la temperatura de los materiales (Hunt et al.,
1995; Dunlop & Ozdemir, 1997); esto es analogo al fenémeno de pérdida y almacenamiento en las cargas

eléctricas solo que ahora, nada tiene que ver con el posible contenido de agua en los materiales.
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De este modo, la susceptibilidad magnética de las rocas estd determinada casi por completo por la
presencia de minerales ferromagnéticos, asi como por su tamafno de grano, modo de distribucién y
otras caracteristicas texturales, lo que la vuelve altamente variable. Aunque se han propuesto diversos
modelos para describir su dependencia en contextos ferromagnéticos, no existe una relacién simple y
universalmente aplicable. Para ciertos grupos de rocas o intervalos especificos de susceptibilidad, es
posible establecer una correlacién estadistica entre el contenido de éxidos de hierro (por ejemplo, FeO)

y la susceptibilidad (Paranis, 1963).

En muchos de los casos, se cree que el efecto magnético en los materiales (ferromagnéticos, paramagnéti-
cos, diamagnéticos, etc.) tiene una influencia pequefia en la sefal EM, por lo que en radar es comun
considerar la permeabilidad magnética igual a la del espacio libre: p, = 47 x 10~7 = 1.26 x 1076 H/m.
Sin embargo los materiales ferromagnéticos pueden tener un efecto considerable en la sefial de radar
(Von Hippel & Labounsky, 1954; Olhoeft, 1998). Materiales con alto contenido de magnetita, maghemita
o hematita, pueden encontrarse en rocas igneas, arenas enriquecidas y suelos y provocar cambios fuertes
en la sefial (Olhoeft & Strangway, 1974; Cassidy, 2008). El hierro, por ejemplo, en combinacién con
azufre, titanio y oxigeno, forma diversos materiales ferromagnéticos y paramagnéticos naturales (Dunlop
& Ozdemir, 1997), mediciones en arenas sintéticas y naturales con hierro en el laboratorio confirman la
presencia de pérdidas significativas por el efecto de la relajacién magnética en materiales en frecuencia

de radar (Olhoeft & Strangway, 1974).

El andlisis de propiedades magnéticas en muestra sin presencia y con contenido de hierro muestra
un amplio abanico de valores de las propiedades magnéticas de los materiales. Aunque de manera
natural algunos de estos valores suelen tener valores de susceptibilidad magnética pequefios, por ejemplo
Xiutita = 013, Xdacita = 012 Xperidotita = 0-17; Xdiabasas = 0-15, etc. (Dobrin & Savit, 1988; Telford
et al., 1990); aplicaciones comunes del radar estan relacionadas a estructuras antropogénicas en las que
hay materiales con altos valores de y, como es el caso de edificios y estructuras con hierro o acero (Sears
& Mark, 2018). Sin embargo, usualmente y a la fecha no se miden las propiedades magnéticas en los
materiales en el rango de frecuencia de radar, por lo que modelar la sefial EM considerando cambios en
las tres propiedades resulta interesante. La figura 4] muestra algunos valores tipicos de la susceptibilidad

magnética en algunos materiales.

Tedricamente, el cambio en el valor de cualquiera de estas propiedades produce una respuesta EM, es asi
que analizar estas variaciones en las respuestas EM, nos pueda dar informacidn sobre las tres propiedades

de los materiales.
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Del andlisis comparativo de las figuras [2, [y podemos destacar lo siguiente:

1) La permitividad dieléctrica del material varia dentro de un rango mucho mas estrecho que la con-
ductividad y la permeabilidad magnética, incluso bajo la influencia de varias concentraciones de fluidos
(agua o aire). Las variaciones se deben a condiciones particulares de la muestra, como su porosidad, la

presencia de agua, su grado de compactacion, entre otros factores.

2) Dentro de sus rangos de variacién, la presencia de agua influye notablemente tanto en la permiti-
vidad como en la conductividad eléctrica; mientras que la permeabilidad magnética es particularmente

independiente del contenido de agua.

3) Por el contrario, la permeabilidad magnética es la propiedad electromagnética mas influenciada di-
rectamente por la composicion mineral, teniendo un amplio rango de variacién, informacién que la

permitividad eléctrica y la conductividad no pueden proporcionar.

4) Algunos materiales, en particular, pueden caracterizarse univocamente por los valores combinados de
las tres propiedades (por ejemplo, basalto, hielo polar, etc.); lo que deberia convertirlos en un objetivo

interesante en la exploracién de radar.

5) Para los materiales de nuestro planeta, el rango de variacién de estas tres propiedades oscila de dos a
diez ordenes de magnitud: la permitividad eléctrica varia en dos ordenes mientras que la conductividad

y la susceptibilidad magnética presentan un mayor rango de variaciones.

Para los materiales de la Tierra, la suposicién de la existencia de heterogeneidades en las tres propie-
dades EM es relevante, por lo que un desafio interesante es estimar su influencia en los datos de radar
utilizando directamente las ecuaciones [1] a [4| para el modelado. Para ello, es importante entender tanto

los fundamentos tedricos del GPR, como el proceso de adquisicién de la sefal.

2.3. Generalidades del método de radar de penetracion terrestre (GPR)

La caracteristica mds importante del georradar respecto a otros métodos EM son los rangos de fre-
cuencia que emplea, que oscilan entre 100 MHz a 3.5 GHz, lo que hace de este método una de las
técnicas geofisicas con mayor resolucién vertical (de hasta unos cuantos centimetros en las frecuencias
mds altas); sin embargo, las distancias efectivas que las cargas eléctricas recorren son proporcionales

a la frecuencia, por lo que la pérdida por friccién de las corrientes de arrastre hacen que se atenten
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rapidamente alcanzando poca profundidad de penetracién, resultando en que a mayor profundidad de

penetracién (mds bajas frecuencias) se tiene menor resolucién en la sefial.

Cuando se realiza un sondeo, el andlisis de la resolucién y la frecuencia es fundamental para seleccionar
el tipo de antena y los pardmetros de la senal a transmitir que permitirdn observar las estructuras que
queremos caracterizar; por ejemplo, para una frecuencia de 100 MHz la profundidad puede llegar al
orden de los 10 m, para 500 MHz 4 m aprox. y para 1000 MHz (que corresponde a una alta frecuencia)

solamente 1 m.

Estos rangos de penetraciéon dependerdn del tipo de material por el que viaja la sefial, asi una sefial con
una frecuencia de 100 MHz alcanzard sus valores de penetracién maximos en granito y piedra caliza
alcanzard hasta 60 m de profundidad, mientras que en arcillas saturadas con agua, esa misma senal
apenas alcanzard 1 metro de profundidad (Reynolds, 1997). La imagen de la izquierda de la figura

muestra los rangos tipicos de frecuencias que se utilizan en GPR.

El equipo GPR esta constituido de un par de antenas (una transmisora -T'z-y una receptora -Rx-), una
unidad de cémputo donde se guarda la senal, un monitor para la visualizacién de imdgenes, un odémetro
y, adicionalmente, puede tener un carro o soporte que permita movilizar todos estos elementos. En la
imagen de la derecha de la figura [5]se observa un diagrama con los principales componentes de un radar

terrestre.

Pantalla

E.OO MHZil ——————— Radio FM

Radio miscelanea

Grabadora

Sincronizacién

500 MHZ

Transmisor Receptor

Radio UHF

teléfono celular 5G

Frecuencia de antenas GPR

Suelo

- T —

Lecho rocoso

Figura 5. Rangos de frecuencias tipicas de radar. Observe que muchas de estas frecuencias pueden interferir con aparatos
comidnmente utilizados (Figura de la izquierda). La imagen de la derecha presenta un esquema sencillo de las principales
componentes del radar. Modificada de Annan (2009).
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Las antenas tienen distintas configuraciones, pueden acoplarse en una misma estructura (configuracién
monoestatica) o ser independientes una antena de la otra (configuracién biestatica). Ademds las antenas
pueden orientarse en distintas configuraciones que permitan 'iluminar’ con mas detalle los objetivos que
queremos estudiar. Existen trabajos donde se investiga, en particular, los efectos de la polarizacién de
la sefial de radar, por ejemplo el de Villela y Mendoza (2013). En ambas configuraciones de antena
(monoestdtica y biestatica), la antena transmisora envia un pulso de ondas electromagnéticas de alta
frecuencia que en realidad no es una sefial continua, sino mas bien un pulso que contiene un conjunto
de ondas que oscilan cerca de una frecuencia particular, conocida como frecuencia central (las antenas

transmisoras pueden emitir pulsos EM en distintos rangos de frecuencias).

A medida que las ondas EM se propagan en el medio ademds de atenuarse, particionan su energia
cuando se reflejan, transmiten y/o refractan. La reflexidn, transmisién y refraccién de las ondas depende
de las propiedades electromagnéticas que tienen los medios en cada lado de una interfaz y la forma de
incidencia de la senal. En su regreso a la superficie, la sefal es captada por la antena receptora trayendo

consigo la informacién de los materiales tanto naturales como antropogénicos por los que transité.

A los registros de la sefial en la antena receptora se les conoce como radargramas. Los radargramas
contienen informacién de los materiales y su acomodo en el interior de la tierra. Usualmente, el eje
horizontal en el radargrama corresponde a la distancia (en metros) a lo largo de un perfil, mientras que
el eje vertical refiere al tiempo que viajo como un aproximado de la profundidad de penetracién. Un

ejemplo tipico de un radargrama puede verse en la figura [6]

Comiinmente, los datos de radar al igual que en otros métodos geofisicos, suelen requerir un tratamiento
posterior con el fin de resaltar la sefial de interés. Para esto, es comin la aplicacién de filtros de paso
de banda para la eliminacién de frecuencias no deseadas ademdas de procesamientos adicionales, tales
como deconvolucién, anélisis de velocidades, migracién, etc. Muchos de estos procedimientos de anélisis

de sefiales son adaptados de los métodos de procesado de datos de reflexién sismica.

Estas correcciones a los datos se realizan porque las trazas suelen presentar ruido ambiental como conse-
cuencia del entorno, este ruido serd mayor si el acoplamiento entre la antena transmisora y el suelo no es
adecuado. Otros factores que pueden aumentar el ruido en la sefial pueden ser la vegetacién abundante,
fuentes electromagnéticas cercanas (como una antena de radio) e incluso las mismas caracteristicas del
subsuelo; por ejemplo, un alto contenido de agua amplifica el efecto difusivo de la sefial. La figura [f]
muestra una traza tipica de radar con un pulso idealizado sin ruido contra un pulso real con ruido am-

biental.



18

Y %

Pulso
idealizado

Pulso real
con ruido

Tiempo (ns)

Tiempo (ns)

Distancia (m)

Figura 6. Ejemplo de traza idealizada de una sefial de radar (arriba), una traza con ruido ambiental (en medio) y de un
radargrama tipico (abajo). Modificado de Conyers (2015).

Caracteristicas de la onda EM y la senal
Las ondas EM se propagan a través de los materiales, algunas de sus principales caracteristicas son: i) la
velocidad de propagacién (V'), ii) la longitud de la onda () y iii) la impedancia electromagnética (Z)

(Annan, 2009). En el espacio libre, la velocidad de la onda es igual a la velocidad de la luz (c¢).

i) Velocidad de propagacion. En general, considerando una aproximacién del régimen de ondas, la

velocidad de la onda EM a través de un material homogéneo viene dada por:

V_l_c
VEL ey

(19)

donde p, es la permeabilidad relativa, €, es la permitividad relativa y ¢ = \/% =~ 3.00 x 10® m/s.

Usualmente el término de permeabilidad relativa se toma como constante en el modelado electromagnéti-

co, por lo que es comin asumir que la velocidad de propagacidén se ve influenciada nicamente por la

permitividad eléctrica.

i) Longitud de onda. Asi como la velocidad es diferente a medida que la onda viaja a través de los

materiales, la longitud de onda también varia de acuerdo a las propiedades del medio; en una ondicula
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con frecuencia central f. que se mueve a velocidad V/, la longitud de onda A viene dada por:

A=— (20)

donde en el Sl la velocidad estd dada en m/s y la frecuencia en Hz. De acuerdo a la expresién la

longitud de onda estara definida inversamente en funcién de la frecuencia.

Otra consideracién importante de la onda como una funcién del espacio y el tiempo, es el muestreo de la
senal. Los sondeos deben disefiarse de acuerdo a los principios fundamentales de muestreo, es decir, para
una frecuencia sinusoidal f, los intervalos de muestreo en tiempo y espacio At y Az respectivamente,

deben satisfacer las siguientes expresiones, conocidas como criterios de muestreo de Nyquist:

At < (21)

1

2f
v

Ax < — 22

<57 (22)

Si los criterios de las expresiones [21]y [22] no se cumplen, se producird una pérdida de la informacién de la

sefal provocando efectos indeseados en ella, por ejemplo el aliasing que es cuando aparecen componentes

de frecuencia falsa en los datos muestreados.

iii) Impedancia electromagnética. Para ilustrar los efectos mds importantes que ocurren a la onda EM
en su incidencia sobre una superficie podemos enunciar que el contraste en las propiedades EM entre
medios adyacentes provoca reflexiones mas intensas cuanto mds fuerte es dicho contraste. La Ley de
Snell (ecuacién estudia estos fendmenos de reflexién, refraccién y difraccién con las velocidades de
propagacion de las ondas en los medios y cuantifica el angulo de refraccién entre medios:

sin(fy) = %sin(@l) (23)

donde n1 y no corresponden a los indices de refraccién del medio 1 y 2 respectivamente, 6; es el dngulo
de incidencia en el primer medio y 2 el angulo del segundo medio; la razdn entre ambos indices se

conoce como impedancia, y se relaciona con los campos eléctrico y magnético como:
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si tomamos un caso particular en que la propagacién en uno de los planos de propagacién (perpendicular
a una direccién fija) es constante, es decir, tenemos una propagacién de onda plana. La impedancia en

el espacio libre se define como:

Zy= | Pe. (25)
€o

En un dieléctrico isétropo, homogéneo y con propiedades magnéticas semejantes a las de p,, es decir

i = p,, €l valor de la impedancia es:

Foblr L 377
7 = = Q 26
\/ Eolr \/€o€r \VEr \/ ( )

A partir de la impedancia podemos calcular los coeficientes de reflexién y transmisidén de la energia:

 Zycos(02) — Zicos(01)
Zycos(02) + Zycos(01)

2Z5c0s(03)

T _o =
12 Zycos(01) + Zacos(02)

donde 6 es el dngulo de la onda incidente, 02 es el dngulo de la onda transmitida, Z es la impedancia,
R1_o se denomina coeficiente de reflexién de Fresnel y T1_o se conoce como coeficiente de transmisién
de Fresnel entre los medios superior (1) e inferior (2). Las ecuaciones de Fresnel cuantifican la cantidad
de reflexién y transmisidon de las ondas en su paso por dos medios distintos. La figura [7/| muestra un

diagrama de estos rayos reflejados y refractados.

Cuando la onda EM incide verticalmente en la interfase, entonces 61 = 62 = 0°, que corresponde a una

incidencia normal, tipicamente utilizada en radar.
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Onda de aire

superficie

Onda dg tierra del suelo
1

Onda reflejada
Onda incidente

Zy Interfaz del subsuelo

Figura 7. Diagrama de la distribucién de los patrones de ondas al incidir sobre una superficie. Se registran al menos 3
ondas: la onda de aire, la onda terrestre que viaja en la interfaz aire-tierra, y la onda reflejada, generada cuando la onda
incidente interactda con la interfaz en el subsuelo.
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Capitulo 3. Modelado numérico de la senal de radar

Los métodos numéricos son técnicas computacionales que dan solucién a problemas matematicos. Estos
métodos permiten replantear un problema matematico para obtener soluciones particulares cuantificables
con la légica digital de un equipo de computo, donde usualmente pasamos de un problema continuo a

uno discreto.

Muchos de los problemas que queremos estudiar en ciencia, estan relacionados a fenémenos que aunque
los podemos expresar matematicamente resultan dificiles de resolver analiticamente. En estos casos los
métodos numéricos se convierten en la tnica manera de resolverlos. El fendmeno electromagnético es
uno de estos casos, por lo que es comun aplicar estos métodos con el fin de analizar la evolucién

espacio-temporal de las ondas en su viaje en el medio.

En el estudio de la propagacion de ondas EM se han utilizado diferentes métodos numéricos; entre
los mas populares se encuentran a) el método de -Ecuacién Integral-, el cudl reduce el fenémeno al
efecto EM aportado por una suma de elementos infinitamente pequefios (integral), el efecto de la suma
en la frontera del dominio del problema puede ser aproximado por métodos numéricos (e.g. Davis &
Rabinowitz, 2007), b) el método de -Elementos finitos-, que discretiza el espacio en un niimero finito de
subdominios denominados elementos, donde se asume que la onda se comporta de una manera prescrita,
y que este comportamiento es estable en todos los elementos del medio (Gallardo-Romero & Ruiz-Aguilar,
; Liu et al., 2022), y ¢) el método de -Diferencias finitas- que discretiza el dominio de las ecuaciones
diferenciales que representan el fenémeno, por valores en posiciones cercanas en tiempo y espacio (e.g.

Virieux and Madariaga, 1982).

En el método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD) se divide el medio en una malla
espacial y se colocan los componentes del campo eléctrico y magnético en posiciones discretas en el

espacio y se resuelven las ecuaciones de Maxwell en instantes de tiempo discretos.

En este capitulo se describe como se realizé la parametrizacién de los modelos, la discretizacién de las
ecuaciones de Maxwell utilizando un esquema de diferencias-finitas, consideraciones importantes para el

modelado y la solucién numérica de las ecuaciones en una, dos y tres dimensiones.
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3.1. Parametrizacion del modelo

El método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD por sus siglas en inglés) se basa
en una aproximacion de los operadores de derivada de las ecuaciones diferenciales, utilizando relacio-
nes matemadticas sencillas para un medio discreto en tiempo y en espacio. Existen varios métodos de
aproximacién, por ejemplo, el método aplicado por Yee (1966), quien en su articulo mds icénico desa-
rrollé un conjunto de ecuaciones para operadores rotacionales, basados en una discretizacién de campos
desplazados. El método de diferencias finitas aplicado aqui, utiliza esta discretizaciéon para aproximar
las derivadas de las ecuaciones [3 y [4] utilizando cocientes diferenciales en puntos de una cuadricula
rectangular equiespaciada. Tanto las derivadas espaciales como las temporales se calculan entonces en

pasos de tiempo equidistantes.

Esta metodologia se ha empleado ampliamente en sismologia, en trabajos de Madariaga (1976), Virieux
& Madariaga (1982) y Komatitsch & Martin (2007), entre otros. En modelado electromagnético se
popularizé con el trabajo de Yee (Yee, 1966); en afios posteriores Chen et al. (1996), Bergmann et al.

(1996), Lampe (2003), Cabrer et al. (2022), entre otros, han empleado esta metodologia.

En teoria EM, cada componente de campo magnético estd rodeado por cuatro vectores desplazados
de campo eléctrico E y de la misma manera, cada vector de campo eléctrico estd rodeado por cuatro
vectores desplazados de campo magnético H, lo que hace del esquema de Yee, una forma muy compacta

y elegante de modelar la propagacién electromagnética (ver figura (8] ).

Modo TM (Ez)

(iLj+1k) >

Figura 8. Diagrama esquemdtico de la celda de Yee. Las componentes de campo eléctrico se representan con flechas
azules, mientras que las de campo magnético se localizan en el centro de las caras con flechas anaranjadas. Se muestran las
componentes en tres, dos y una dimensién. Note que en 2D y 1D podemos tener dos modos para el modelado. Modificado
de Sullivan, 2013.
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En el modelado EM de aplicacién en GPR, solo necesitamos considerar las ecuaciones rotacionales para
el esquema FDTD, ya que las ecuaciones de divergencia se satisfacen en las ecuaciones de actualizacién
de los campos. En su versién discreta, los componentes del campo deben ser referidos no sélo por indices

que indican sus posiciones en el espacio; sino también por un indice que indica su instante de tiempo.

En el modelado de radar, el FDTD ha sido utilizado en miiltiples trabajos (Bergmann et al., 1996;
Lampe et al., 2003; Daniels et al., 2009; Howlader & Sattar, 2015; Ferguson et al., 2021), entre otros;
no obstante, en estos trabajos se toma en cuenta la permeabilidad magnética como una constante. De
hecho, solamente algunos autores han estudiado el efecto de la permeabilidad magnética en la sefial de
radar. Olhoeft (1998) demostrd la importancia de las propiedades eléctricas y magnéticas y su distribucién
geométrica en el modelado electromagnético de radar. Lazaro-Mancilla (1999) consideré variaciones en
las tres propiedades electromagnéticas en capas horizontales en el dominio de la frecuencia y utilizé
matrices de propagacién para obtener el campo eléctrico superficial; estos autores concluyeron que es
imposible recuperar simultdneamente los perfiles verticales de las tres propiedades electromagnéticas.
Pettinelli et al. (2007) analizaron el efecto de las propiedades eléctricas y magnéticas sobre la atenuacién

de ondas para diferentes escenarios de la superficie marciana.

En un trabajo bastante minucioso Cassidy (2008) investigd las caracteristicas de atenuacién y propaga-
cién de la sefial GPR para una gama de mezclas minerales de cuarzo/magnetita en escala nanométrica
a microscépica, este autor determiné que incluso con cantidades relativamente bajas de magnetita, los
materiales magnéticos pueden tener un efecto considerable en la atenuacién de la sefal por lo que es
importante considerar las propiedades magnéticas de los materiales. Cassidy & Millington (2009), desa-
rrollaron un esquema que denominaron 'permitividad efectiva compleja generalizada’ para el modelado
de las propiedades eléctricas y magnéticas de los materiales en radar, incorporando efectos dispersivos
y difusivos en un esquema hibrido entre FDTD y el modelo de Debye. Concluyeron que considerar las
caracteristicas de los materiales magnéticos en el modelado producia cambio sutiles pero identificables
en el espectro de potencia de la sefal y que esto podria utilizarse como herramienta para la identificacién

de zonas de corrosién en tuberias, pues mejoraba los atributos de la sefial.

Pérsico et al. (2012) utilizaron datos experimentales en 3D y una aproximacién de Born bidimensional
para explorar la influencia de las propiedades dieléctricas y magnéticas en la sefal del radar. Sefalaron
una relacién interesante entre la permitividad y la permeabilidad. En un experimento de laboratorio,
Van Dam et al. (2013) describieron el efecto de la magnetita en la sefial de radar y concluyeron que la

magnetita reduce significativamente la velocidad de las ondas de radar.
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En los dltimos afios, el efecto de las propiedades magnéticas en la senal del radar ha ganado interés;
por ejemplo, en ingenieria civil y estudios geotécnicos, con el fin de determinar dafos en edificaciones
y carreteras, identificacién de procesos de corrosion en tuberias, o malformaciones debido a fenémenos
de subsidencia (Liu et al., 2020; Almalki & Khalid, 2024; Ksenija et al., 2024), incluso en estudios mas
detallados donde es necesario reconocer tuberias con distintos didmetros (Lahlal et al., 2020; Ali et al.,
2024; Sadrmohammadi et al., 2024). La Organizacién de las Naciones Unidas (ONU) ha implementado
el GPR para la deteccién de artefactos de guerra que no detonaron, modelando minas de distintas
formas y didmetros (O'Neill & Ferndndez, 2008; Arcone et al., 2010; Takahashi et al., 2011; Giannakis,
2016; Onyebueke et al., 2024), teniendo buenos resultados inclusive con radares montados en drones,
especialmente en areas donde recabar datos en tierra puede resultar peligroso para el operador del radar.
Recientemente se estudia la influencia de las propiedades magnéticas en misiones a otros planetas o
satélites del sistema solar, e incluso en emulacién de condiciones extraterrestres (Hamran et al., 2015,
2020; Guan et al., 2024) entre otros estudios, de ellos se determina la influencia de las propiedades

magnéticas en la sefal de radar.

En nuestro caso, asumimos ¢, ;1 y o como propiedades heterogéneas y, por lo tanto, las ecuaciones 3 y 4
no pueden ser fusionados en una sola ecuacién matemadtica, por lo que planteamos su solucién numérica
como un sistema acoplado de ecuaciones de Maxwell. Comenzamos nuestro desarrollo a partir de las

ecuaciones [3y [4 utilizando un esquema conocido para aproximar las derivadas temporales.

3.2. Discretizacion de las ecuaciones de Maxwell

Para el caso en tres dimensiones, las leyes de Faraday y Ampere pueden ser expresadas como:

0E, 1 (0H, OH,

= — - —_ :mvEm — Sz |, 2
O e ( oy 0z ° s ) (29)
oE, 1 (0H, OH,
Yy - _ Yt B —
ot ey ( 0z ar  Jw Sy>’ (30)

0B, 1 <8Hy  9H,

o= o (3~ 3y ), (1)
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oH, 1 (OE. OE,

i ( 7y W) ’ (32)

oH, | (0E, OE.

ot __u_yy(az a Gm)’ (33)
y

oH. 1 (0B, OE,

T ( dr Oy ) ’ (34)

que corresponden a las ecuaciones discretas de Maxwell para las componentes x, y y z del campo eléctrico

(ecuaciones y [31)) y magnético (ecuaciones y B4).

Como casos particulares, es factible considerar una o dos direcciones invariantes, de manera que resulte
suficiente con determinar una o dos componentes de los campos F' y H en modelado numérico. Es usual

aplicar esta consideracion a fin de simplificar el problema y consumir menos recursos computacionales.

Para un caso bidimensional para una antena de longitud 'infinita’, los campos EM se propagan en dos
modos completamente desacoplados: el modo transversal eléctrico (TE) y el modo transversal magnético
(TM); la figura El muestra un diagrama esquematico de la distribucién de las antenas respecto a estos

dos modos de polarizacién.

Figura 9. Modos de polarizacién de la sefial EM, a la izquierda el campo eléctrico es paralelo al perfil (Modo TM o
polarizacién H), a la derecha el campo eléctrico es perpendicular al perfil (modo TE o polarizacién E). Tz y Rx se refieren
a la antena transmisora y receptora respectivamente.
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Desarrollamos nuestra aproximacién para el modo TM, de manera que se tiene una componente en
la direccién z para el campo eléctrico (E.), y dos componentes para el campo magnético (H, y Hy);
ademds, a diferencia de las ecuaciones [29)a[34] donde las propiedades fisicas tiene subindices que indican
posible anisotropia, para las ecuaciones en 2D consideramos que las propiedades tienen condiciones de
isotropia, por lo que para las siguientes expresiones no necesitamos incluir en las propiedades subindices,

de modo que:

aEZ = 1 <8Hy — 8H:E — O'Ez - Sz) ) (35)

ot e\ ox oy
0H, 10F,
ot oy’ (30)
y
0H, 10E,
S 7
ot w o’ (37)

que representan las ecuaciones discretas para el caso TM en dos dimensiones.

De manera similar, las ecuaciones de Maxwell se reducen a dos componentes para el caso unidimensional,

una componente x para el campo eléctrico y una componente en y para el magnético:

0E, 1 (0H,
AL < " +0Ex+sx>, (38)
Yy
0H, 1 (0E,
875_,u<8z>’ (39)

que corresponden a las versiones discretas del caso 1D, las ecuaciones en 2D y 1D describen una onda
plana viajando en la direccién z en el medio, para el caso 1D, el campo eléctrico estard orientado en la

direccién x y el campo magnético en la direccién y.

3.3. Solucién numérica de las ecuaciones de Maxwell

El esquema de Yee (1966) fue propuesto en 1966 para resolver las ecuaciones de Maxwell mediante el

método de Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD). Su estructura se basa en:

1. Diferencias centradas en el espacio:

Para calcular una derivada espacial en una direccién (por ejemplo, OH/0x), se usan los puntos
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Bj‘ o~ Hj+1/2A*Hj—1/2
Ve T

7+ 1,5 —1, es decir:

2. Diferencias centradas en el tiempo ('leap-frog’):
Los campos eléctricos y magnéticos se actualizan en tiempos intercalado: el campo eléctrico E en
t = nAt, y el magnético H en t = (n + 1/2)At, donde n, es un nimero entero que representa
el avance discreto en tiempo en una simulacién. Esto evita resolver sistemas de ecuaciones, pues

permite que la actualizacién de un campo use valores ya calculados del otro campo.

De este modo, los campos se discretizan espacialmente con un desfase de media celda entre si y se
actualizan en tiempos alternos (integracién en el tiempo del tipo 'leap-frog’), por lo que al estimar los
campos se cuenta de forma explicita con toda la informacidn necesaria para su actualizacién en cada

paso de tiempo.

Aplicando el método de diferencias finitas en el dominio del tiempo a las ecuaciones[29] a la[34} obtendre-
mos una aproximacién de diferencia centrada para las derivadas espaciales y temporales. Las componentes

x,y Yy z, de la Ley de Ampere para el caso en tres dimensiones son:

Ato|HiF
gk, = T e o (HL2hy o~ L)
t+AL Ato|idk | Tt Atolbdk ~lig.k t+AL/2 t+At/2
(1+ 555 (1+ Se5m) el Ay
1 At k k-1
7.] 7]
|+ AtolbiF ik Ay (H |t+At/2 H, ’t-i—At/?)’ (40)
( + 2€|7,]k)
Atol|iik
irjik B 2elm?’“) irjik 1 At ik irjik—1
Eylyla: = Ao Byl + Ato[oik [igk H, |t+At/2 Holylns
(1 2;|Ti|,j,k ) (1+ ZET’J,j, )8’ AZ
1 At A
7.7 ?.]?
| o Atolii®y ik Ay (H ‘t+At/2 H, |t+At/2) (41)
( + 2£|2Jk>
y
Ato|3:k
- 25|i,j,k*) ik 1 At igk j
Eelidhe = ——apm Bl + iy (Fulifhye — Huli %)
Ato|i-dk t Ato|i»ds 1,5,k Ylt+At/2 Ylt+At/2
(1+555%) (14 Sl el Aa
- Hy |2k [ ) (42)
Ato|ids I,k ( t+At/2 t+At/2
(1 S el A

De manera similar, para la ley de Faraday tenemos:

ik ik SRV Lk ik p|Bk At ik ik
H, ‘t-i]-At/Z H, 12At/2 - Ay (EZ’iJ - EZ‘:;] ) + Az (Ey‘;] - EZ/ 225] ) ) (43)
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ikAr S g iikAE g
L (Ex|17.77k+1 _ Ex 71;7]7k) + L (Ez‘i-"_lv]vk _ EZ 71;7]7k) , (44)

i,5,k 1,5,k
H ‘t =H ’t At/2

+At/2 T Az Ax
y
gk J, LL|7’7]7kAt 1,5,k i ik M|l7]7kAt i 41,k i Gk
H, ‘t-iJ-At/Q = H; |t]At/2 RN (E i — Byl )+Ty (Ea:ﬁﬁ — B’ ) (45)

Note que para la actualizacién explicita de todas las componentes de un campo, se requiere el estatus
del otro campo en un medio paso de tiempo anterior. Ademas, las propiedades del medio €, y o, se

discretizan a la mitad de cada celda, considerando que los medios son isotrépicos.

Similarmente, las ecuaciones de actualizacién en dos dimensiones, para el modo transversal magnético

considerando un esquema de onda plana, son:

_ Ata’|i’k) 1 At
2¢|t:k ik i—1,k
Plifar = (e P (e s (T~ )
PERU 2e[i:k
1 At ik—1
(14 BEEE) e[ Ay (H e ags — Hx\t+m/2> ) (46)
2 |z k
At ket i
Hy |t+At/2 =H; ’t A2 T iR Ay <EZ PR A ) ; (47)

At i1k ik
H |t+At/2 =H ‘t INTCR ’i,kAx (E | - E2f; ) (48)

De igual manera, las expresiones discretas de las leyes de Faraday y Ampere para el caso unidimensional

se reducen a las siguientes dos expresiones:

(1- 52k 1A
2 k
Ea:|f+At = WEﬂt - Atolk k (H ‘t-}-At/Z H, |t+At/2> (49)
L+ 550 (+ 550 elas
y
At
k k k k
Hyl¢y aejo = Hyli_ae/o — iFAz (E bas Ea:|t>‘ (50)

Estas ecuaciones son las que se utilizaran para modelar la propagacién de los campos en 3D, 2D y 1D

en el siguiente capitulo.
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3.4. Condiciones iniciales, términos de fuente y condiciones de frontera

Para hacer estable la modelacién numérica debemos considerar que los pasos de tiempo deben capturar el
transito de la onda electromagnética propagadndose en el medio a una velocidad no mayor a la velocidad
de la luz; de manera que para capturar ese transito en una celda, se necesita un tiempo minimo de
At = Az/c, (donde ¢, es la velocidad de la luz). En dos dimensiones hay que considerar la propagacién
en diagonal de modo que At = Ax/\/2¢c,, en tres dimensiones At = Az/+/3c,. Una manera general de
expresarlo es mediante la conocida condicién de estabilidad de Courant o CFL (por las iniciales de sus
precursores Courant-Freidrichs, Lewy):

At < —— (51)

donde /n = ¢ .

Una condicién de estabilidad mdas restrictiva para la dimensién espacial mas pequefa es: Ay =

min[Az, Ay, Az], que ademds incluya casos materiales dispersivos en el medio:

e Dmin

At < 7 (52)

2c,

donde n,. corresponde al indice de refraccién del medio. Ademas de la estabilidad del esquema numérico,
es importante determinar las condiciones iniciales del problema. A diferencia de otros métodos en que
se consideran componentes de la fuente en tiempos ¢ < t,, nosotros suponemos como es usual en mo-
delado de radar, que la fuente no emite ninguna sefial antes del tiempo inicial ¢t = t,, es decir, que las
condiciones iniciales del problema se reducen a que no hay excitacién antes del tiempo inicial; teniendo
esto en cuenta, se asume que todas las componentes del campo eléctrico son iguales a cero en un inicio;

de manera similar, todas las componentes del campo magnético en un tiempo t = t,+At,/2 seran H = 0.

Modelado de la fuente

Como definimos en el capitulo 2, la antena emisora envia un pulso de ondas al subsuelo, el cudl se

conforma por un conjunto de ondas EM sinusoidales de frecuencias similares para crear una ondicula.

La ondicula para la fuente es generada por una antena transmisora que conforma un dipolo eléctrico
polarizado. En una sefial, el ancho de banda nos permite definir en qué rangos de frecuencia podemos

recuperar la sefal analégica con precisién.
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1 Gaussiana 1 Pulso 1 Ricker
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Figura 10. Ejemplos de formas de onda que pueden ser utilizados como fuente. Se muestra un ejemplo para una Gaussiana
(izquierda), un pulso modulado (centro) y una onda de Ricker (derecha). En todas las figuras el eje horizontal es el tiempo
(segundos) y el eje vertical la amplitud de la onda.

Usualmente al ancho de banda se le define como la frecuencia a la que la senal de entrada se atentia en
un 70.7 % respecto a su amplitud original (también llamado punto —3dB). En esta ondicula, existen dos
frecuencias en las que la sefial de salida alcanza el voltaje idéneo respecto al ancho de banda y el voltaje
de entrada. Estas frecuencias se conocen como frecuencias de esquina f; y fo. También se les conoce
como frecuencia de corte, de media potencia, etc. A la media geométrica de f; y f2 se le denomina

frecuencia central (f,):

fo = f1f2 (53)

mientras que a la diferencia de las frecuencias de esquina se les denomina ancho de banda (BW):
BW = fa — fi1. (54)

La frecuencia central, el ancho de banda y la frecuencia de esquina estan relacionadas y es importante
considerarlas cuando elegimos el tipo de pulso-fuente con el que vamos a trabajar. Este pulso se puede
modelar considerando distintas formas de onda por ejemplo, sinusoidal, Gaussiana, primera derivada
de la Gaussiana, ondicula de Ricker, onda cosenoidal, entre otras. La ondicula de Ricker por ejemplo
(también llamada ondicula de fase cero o sombrero mexicano) es cominmente utilizada en esquemas de
modelado numérico como pulso para la fuente. La figura muestra un ejemplo de estos tipos de pulso

que pueden ser empleados como fuente.

Para los ejemplos numéricos de este trabajo, se utilizd como fuente un pulso Gaussiano en un rango de

frecuencias usuales en radar (100 MHz - 3.5 GHz) lo que resulta en anchos de pulso de la fuente de
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alrededor de 1 ns a 10 ns. La funcién para dicho pulso estd definida por:

t—to)?
gaussiana = exp | — < > , (55)
T

donde 7 < —— = 05 donde fyqz €s la frecuencia central de la onda, to = 67 y ¢ es el tiempo de

T fmaz fmaz

modelado.
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1k -
x /\ /\
w
°
=
= 0
£
<<

-1t 1 1 1 1 1 1 1 1 L 7

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
x10°3
T T T T T T T T T

1k -
>
T
3 N\
=0
o
£ \/
<

-1k 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Figura 11. Pulso Gaussiano viajando en el medio numérico 1D para una ventana temporal de cien pasos. Se muestran las
componentes Ex y Hy.

En el modelado numérico esta fuente se puede afiadir como un término multiplicativo en alguna compo-
nente del campo eléctrico o sumandola en alguna posicién especifica. En el primer caso en que multiplica
una componente del campo E, se le conoce como 'fuente dura’ y no resulta la forma mas idénea de anadir
la fuente, pues produce un cambio muy grande en el valor de campo eléctrico que multiplica (Sullivan,
2013). En contraste, una 'fuente suave’ se suma, ocasionando un cambio gradual en la componente del

campo donde se inyecta, lo que genera una propagacién mdas suave del pulso-fuente:
ex[10] = ex[10] + gaussiana, (56)

en la expresion [56| se inyecta como fuente un pulso Gaussiano en la componente x del campo eléctrico
E, en la posicién 10 del espacio numérico. La expresién discreta del campo eléctrico para este ejemplo,

corresponde a la ecuacién

En el modelado en tres dimensiones el pulso-fuente viaja por todo el espacio numérico distribuyéndose

en todas direcciones, sin embargo, para los modelos 2D y 1D en que hay direcciones en las cudles las
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propiedades fisicas son invariantes, es conveniente considerar que también la antena se extiende en esas
direcciones del espacio y que sus frentes de onda son invariantes en dichas direcciones. Obteniendo frentes

de onda cilindricos y planos. Un frente de onda plano, en términos de las constantes de atenuacién y

fase (ecuaciones y se representa como:

Eei(”/z—wt) _ Eei(a—i—i,@)ze—iwt — Eeiaze—ﬂze—iwt — Ee—ﬁzei(az—wt)’ (57)

donde el comportamiento arménico de la onda y la atenuacién de su amplitud estdn relacionados a la

constante de fase y de atenuacién respectivamente.

La figura muestra un pulso Gaussiano generado con un pulso de onda plana para una dimensién.

Condiciones de frontera

Ademds de estas consideraciones debemos determinar las condiciones de propagacién en los limites del
dominio. En un caso real de propagacion, las ondas viajan a través de los medios atravesando distintas
interfaces produciendo reflexiones, refracciones y difracciones asi como pérdidas graduales de la sefal,
que se conocen como efectos de dispersidn y difusidn de la energia. Gracias a estos procesos, la sefial va

perdiéndose gradualmente conforme se aleja de la fuente hasta anularse completamente a la distancia.

En el espacio computacional, la distancia modelada no puede extenderse indefinidamente por lo que la
sefal viajard hasta alcanzar las fronteras del modelo y al llegar a ellas regresara al interior del espacio
del modelo (cosa que no ocurriria en una propagacién real); estas fronteras finitas ocasionan un efecto
de interfaz provocando ondas numéricas espurias al interior del modelo, lo que hace dificil determinar
cudles ondas son reflejo de contraste entre medios y cudles provienen artificialmente de las fronteras
del modelo. A fin de evitar estos efectos indeseados ocasionados como consecuencia de usar un modelo

finito, es comun utilizar condiciones de frontera absorbentes en el modelado.

Se han implementado distintas técnicas para simular el comportamiento de la onda al alcanzar los limites
del modelo. Una aproximacién es considerar condiciones de frontera tipo Dirichlet, con valor igual a cero,
que corresponde al valor de ocurrencia natural si las fronteras reales se encontraran suficientemente
alejadas de la fuente; de igual manera, se suelen especificar valores hipotéticos en las fronteras del
dominio, generalmente resultado de la idealizacién nuestro problema. Otra aproximacién es la condicidn
tipo Newmann, en la que los valores de las fronteras corresponden al flujo normal del campo de salida.

La condicién tipo Robin resulta de una combinacién de las dos anteriores.
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Figura 12. Condiciones de frontera absorbentes aplicadas a un modelado FDTD, note como el pulso va desplazandose por
el espacio numérico y es absorbido al llegar a las orillas del dominio.

En FDTD para estimar el campo E necesitamos los valores circundantes del campo H en todo el espacio
numérico, pero sabemos que la propagacién en el espacio real continuaria hasta atenuarse de manera
natural. Para el modelado, si tomamos en cuenta la condicién de Courant (ecuacién , es facil notar
que en el espacio libre necesitamos dos pasos de tiempo para que la onda cruce una celda espacial, por

lo que es una aproximacién aceptable determinar como condicién de borde es:
Ex(0) = E; (1) (58)

Esto es simple de implementar, ya que inicamente necesitamos guardar el valor de E;(1) en dos pasos

de tiempo y sustituir por E; (0). Este tipo de frontera corresponde a la condicién tipo Dirichlet.

Un tipo de condiciones de borde ampliamente utilizadas son las 'Condiciones de Frontera Absorbente’
(ABC’s por sus siglas en inglés) (Engquist & Majda, 1977; Mur, 1981; Marcus & Joseph, 1998). En la
figura [12] se muestra un modelo donde se observa un pulso inyectado en el centro del espacio numérico
desplazandose hacia las orillas. Para este ejemplo se utilizaron condiciones ABC's en los bordes. El eje
horizontal representa las celdas discretizadas, y el eje vertical la amplitud del campo eléctrico, en tres

pasos de tiempo distintos t = 100,¢ = 210 y ¢ = 225.
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Figura 13. Diagrama esquemdtico de las condiciones PML.

Condiciones PML.

En 1D condiciones de frontera como las ABC's solucionan el problema de las ondas espurias al interior
del espacio numérico, en 2D existen complicaciones adicionales debido a los dngulos de incidencia que
pueden tener las ondas al llegar a las fronteras. Existen metodologias mds finas para solucionar este
problema, una de ellas son las PML por sus siglas en inglés -Perfectly Matched Layer- (Berenger, 1994)
y la técnica de super-absorcién (Mei & Fang, 1992), ambas ampliamente implementadas debido a su

alta efectividad.

La idea basica es considerar fronteras absorbentes de modo que los bordes numéricos funcionen como
un medio que disipe gradualmente la energia, para que la sefial se atentie sin provocar reflexiones al
interior del modelo. En las PML's la idea basica es la siguiente: si una onda se propaga en el medio A
e incide sobre el medio B, la cantidad de reflexidn estd determinada por la impedancia intrinseca de los
dos medios (ecuacién , que estdn determinados por sus valores de permitividad y permeabilidad. Si
en la ecuacién el producto ue es cero no se produciria ninguna reflexién, estas condiciones de cero
reflexion se implementan en todas las orillas del modelo (ver figura , considerando para ello valores
ficticios de €, 1 y o, especificamente disefados para generar un efecto de perfecta disipacion de la onda.
El ANEXO A contiene las ecuaciones para al implementacién PML para nuestro problema 2D. Aplicando

el esquema FDTD considerando las PML, obtenemos la versién discreta de la Ley de Faraday y Ampere,
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donde:
7]k 7]k Jk’ ,]k
Heli{arse — Hal; a0 L e A L < P P P = 1 P

At €o 2

P ik t—At/2

o ’Z7J7ko- |7'1.]akAt H t] +H ’ J

y z +At/2 t—At/2 1,5,k
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° T=At/2

o 1 E|zjk U;P’]’kAt E| 1,5,k
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)

T=0

es la versidn discreta para la Ley de Faraday, y
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I k '7 ‘7]{:
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la discretizacion de la Ley de Ampere.

Las ecuaciones numéricas se solucionan para el paso de tiempo futuro de los campos E y H. Agrupando
'7j k

los términos H,. N

y E; ’t+At en las ecuacionesy, y después de algunas operaciones algebraicas,

tenemos para la componente de campo magnético H,:

4,7, k 7] k 2 k i:jvk E i7j7k
H, TIt+AL/2 — (mH 1| )H ‘t At/Q MHx2 Cm ’t
(61)
.5,k 0,5,k 3,7,k g,k
+ (mHz3| )ICE + (mH 4 )IH |t At)27
donde:
L kel gkl
6,5,k t € 4e
M1 LR — ° TR 2 s (62)
me0| 5J»
! i?j7k ! i7j7k: ! 1;7j7k ! i?j7k
M0 5,k — i + Gy| + Uz| + Uy| Uz| At (63)
’ At 22, 4e2 ’
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i,k plt
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y
" igik ! |4,5,k
Uy‘ 2J5 o—z| R LYAN A
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meO’ W
Los términos de integracién son:
t
ihj’k — E i’j’k
ICp ™" =) CF, (67)
T=0
y
t—At/2
ik 1,5,k
THo 5= D Hali, (68)
T=At)2
donde el coeficiente Cf\;’]’k: en su forma discreta se reescribe como:
l7]+17k E Z‘?j?'k" E Z7]7k+1 E i7j7k
Eigk _ E.; — Dzl ylt —Ey|;
Ca: ‘t - B : (69)

Ay Az

La ecuacién [61] (junto con las subsecuentes ecuaciones [62)a la[79]) es calculada dentro del loop principal

inmediatamente después de haber estimado los términos de integracién.

De manera andloga que para el campo magnético, estimamos la discretizacidn de la componente = para
la ecuacién discreta del campo eléctrico E,(ec. , para un tiempo At+t. La ecuacién de actualizacién
del campo es:

1,5,k

Eac LAt — <mEz1

uk> E,

i,k igik ) H |idik 0.5,k 0.5,k
L -+ (mExg‘ ) Cx tHA/2 + (mEx3‘ ICH:c‘t_At/Q

(e ) LB 75 4 (s [94) TE, [},

(70)
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i’jyk B 1 O'y’27.77 _|_ O'Z"L?]? O-y 4,75 o—Z|Z7]7 At O-|'Lu.71k3 0-|7/1‘71k:0-x|’l,],kAt
MEz0 - + 2 ik ik
At 2¢, 4e2 2e|bd> 4eoe|bd>

1
MmEz2 bk — —423'2’]7]? 7
mEm0|27]7k
! P
ol [k At
l,j,k . 5og|la]a
MEz3 =
mE{L’O|/L7J7k’
o [Pl [0k AL
i? '7k: —_— 52
Mpga| 7" = — T
mE$0| 5J
ik ik AL
irj.k gl F
Mpes|"™" = —O—M
mEIEO| 5J
y los coeficientes de integracidn:
t—At/2
i7j7k J— H i7j7k
IOHCE|t_At/2 = E Ca: T >
T=At/2
t
Z‘?j?k J— Z‘?j?k
IE, 37" = E B[y,
T=0
donde CH|"7: en su forma discreta se reescribe como:
z litAt/2
i?jvk _ 7/7]_17k i?jvk _ 7’7]7k_1
CH’z',j,k o Hz|t+At/2 HZ|t+At/2 H, L+AL/2 H, t+At)2
z It+At/2 Ay Az )

que corresponden a la componente x de actualizacién del rotacional del campo eléctrico.
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PML en dos dimensiones.
Para el caso en dos dimensiones en que una direccién se considera invariante, las ecuaciones para el
modo TM dnicamente incluyen las componentes E., H, y H,.

Re-ordenando términos, tenemos para la componente H,:

ik A 42
ik ik 1 At gk 1 o " AL ik
H,|” =mpp Hz|, + — (—. colt )+ - Iogely (80)
l“t+At/2 zltwli_At/2 de M|z,k x It die ol zlt ’
siendo sus coeficientes:
o |““At:|
1 _ Yy 7. t
2e, o |7’akAt . .
7k E ’k.
MHz1 = ﬁ; dpz =1+ 7y25 ; Iopal” = Z Cely™s (81)
o.,|% o —
|:1 + ’!425(7} o
ik+1 ik
OE i,k _ EZ|t — EZ’t (82)
x It Ay
La ecuacién de actualizacién del campo magnético para la componente y es:
,
; : 1 At gk 1 o, |PF AL -
H ik — my 1H ’z,k + <_ : E\, + Yy ICE 7, (83)
y‘t+At/2 YLy li—Ae/2 drry ik Y t drry ol ylt ’
siendo sus coeficientes:
1— U;‘;’kAt " ik t
€o g |Z’ At ik E ik
MHay1 = o [kAL] dHy =1+ $2 ; ICEy 1257 = Z Cy 1257 ) (84)
EE= -
2e0 -
CE‘i,k — EZ’i+17k B EZ‘?k (85)
y it Ax
La ecuacion de actualizacién en dos dimensiones para la componente z del campo eléctrico es:
ik o ik A 42
ik ik . L (At gk 1 oo, | AL ik
EZ’t—&—At - mEzlEZ|t + dp. <€’zk C; |t+At/2 dp. - 53 IE. |, ) (86)
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donde: "k ik " ik L ik A 42 ik
1— oLl" +0'y\ AL _ oLl" O'yl AL _ou|bRAL
2¢e, 4e2 :
Mmpg.1 = ) - - ; (87)
14 ol |tk 4o, [k AL n L LN 4 olbkAt
280 45‘2) 25‘11]9'
Nik ik ik o ik
dp. — |14 2T AlTAL ol ol ot (88)
‘ 2e, 46(2) 2|tk |7
t i,k—1
k ZE |zk C’H| H ‘t+At/2 y’t+At/2 H, |t+At/2 Hw’t+At/2 (89)
- zlt t+AL/2 T Ax Ay -
T—=

En este punto es importante preguntarnos si existe alguna manera de corroborar que la implementacién
de las PML’s sea correcta. Una manera simple de verificarlo, es definir los pardametros de las PML'’s
iguales a cero y revisar si las ecuaciones de actualizaciéon de los campos se reducen a las ecuaciones
y 43} Sin PML’s tenemos:

1
- At ',j k

ik i
I = - ) M3
1

MEz1|" =0, Mrza|™F =0, (90)

7
) M2

L2 &~

De modo que aplicando estas simplificaciones a la ecuacién [80] tendremos:

At i k1 ik
Hy |t+At/2 H | A2 T [k Ay (Ezt — E.|; >,

que corresponde a la ecuacién de actualizacién para dos dimensiones sin PML (ecuacién [36)).

En general el esquema FDTD tiene, como muchos métodos, ventajas y desventajas que a continuacién

se enlistan:

Ventajas:

= La solucién de los campos evoluciona en el tiempo y el espacio sin necesidad de criterios matemati-
cos adicionales como en el caso de otros métodos, por ejemplo, el método de momentos (MoM)
o de residuos ponderados, en el que es necesarios encontrar la funcién de Green que mejor define

una aproximacién a la estructura que queremos modelar (Apaydin & Sevgi, 2012).

» Las ecuaciones de Maxwell pueden ser resueltas de manera explicita en tiempo y espacio y sin

necesidad de almacenar matrices volumétricas de la propagacién de los campos en el espacio.

= El método es mas robusto y estable que otras aproximaciones puesto que es independiente de las
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aproximaciones fisicas que puedan hacerse respecto al problema, lo que hace de este método una

aproximacién versatil.

= La solucién corresponde a una aproximacion de segundo orden, lo cudl es aceptable en modelado

numérico.

= Produce una solucién de campo total, operando en ambos campos eléctrico y magnético, si-

multidneamente.

= Pueden implementarse en materiales de distintas caracteristicas: capacitivos, polarizables, perma-
nentemente magnetizados o con condiciones no lineales, por ejemplo, un medio de Lorentz (Chen,

2020).
= Pueden incluirse sub-grids en casos especiales donde se requiera mayor detalle en el mallado.
= Permite recuperar la propagacién de los campos en tiempo y espacio a manera de radargramas.

= Para muchas aplicaciones practicas, se necesitan de 1 — 2 Gb de memoria RAM para el modelado,

capacidad de cualquier computadora convencional.

Desventajas:

= Se debe cumplir la condicién de Courant para asegurar la estabilidad, lo que implica que la propa-
gacién debe realizarse en pasos de tiempo muy pequeiios, por lo que para un modelado de grandes

dimensiones se requerird una gran demanda de recursos computacionales.

» Requiere un incremento espacial pequefio, para obtener una solucién robusta (1/15 de la longitud

de la onda, de acuerdo a Cassidy et al. (2008).

= Las mallas son regulares lo que hace dificil modelar algunas formas geométricas o superficies

topogréficas.

= Condiciones de frontera como las PML exige mas recursos computacionales, mientras que con-
diciones tipo Dirichlet (que son relativamente faciles de implementar) pueden introducir ondas

espurias al modelo.



42
Capitulo 4. Analisis de sensibilidad y teoria inversa

La Tierra es un ambiente complejo, como geofisicos estamos interesados en determinar propiedades
fisicas de las rocas, pues conociéndolas podemos inferir los materiales existentes y su distribucién en el

subsuelo ya sea por un interés econémico o cientifico.

Existe una relacién entre estas propiedades y los campos que inducimos en geofisica (eléctricos, magnéti-
cos, sismicos, electromagnéticos, etc.); aprovechando esta relacién y el hecho de que podemos medir
los campos en la distancia, es posible obtener informacién indirecta del subsuelo, a esta informacién le

llamamos -datos geofisicos-.

En general, podemos realizar el proceso de interpretacion de datos geofisicos siguiendo dos enfoques: el
problema directo y el problema inverso. El problema directo, consiste en reproducir la propagacién de
los campos utilizando nuestro conocimiento del fendmeno. Matematicamente, el problema directo puede

representarse como (McGillivray & Oldenburg, 1990):
ej :fj(m), j:1,2,...,N, (91)

donde m corresponde a aquellos aspectos que definen nuestra representacién simplificada de la realidad
(modelo), que se pueden cuantificar en términos de un vector m = mq, ma,...,my. Si el aspecto a
analizar corresponde a la distribucién espacial de alguna caracteristica, entonces m(r) se puede definir

a partir de valores discretos cuantificables como:

m(n)=37 mipi(r), (92)

siendo ¢ un conjunto de funciones base que nos permiten discretizar el dominio del problema (parame-
trizar el problema), y f;(m) es una funcién que relaciona a dicho modelo m con el j-ésimo dato e;.
La funcién f;(m) puede describir un comportamiento lineal si existe una relacién exacta entre ¢; y los
parametros en m (algunas veces solo variando en un factor de escala); el problema sera no lineal si por el
contrario, no hay una correspondencia observaciones/pardmetros (Meju, 1994). Si el problema es lineal

entonces la expresion 91| puede ser escrita como:

ej = /Kj(r)m('r)dgr, j=1,2,...,N, (93)
Q

donde 2 es el dominio del problema y K ;(r) es el kernel de la funcién asociado al j-ésimo dato. En
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el capitulo tres describimos a detalle como se realiza el modelado computacional para un esquema de

datos de radar, lo cudl corresponde al problema directo.

El segundo enfoque es el problema inverso en el cudl teniendo un conjunto de observaciones, estimamos
el modelo m* que mejor justifique el valor de esas observaciones (Gallardo, 1997). Matematicamente,
podemos expresarlo como:

e = fi(m”), j=1,2,..N, (94)

donde e?bs es la j-ésima observacién realizada y fj(m™)es la mejor solucién estimada. Si el problema es
lineal, existe una gran variedad de técnicas de algebra lineal para determinar m™* a partir de la ecuacién
[94} sin embargo, muchos de los problemas en geofisica son no lineales como es el caso del problema en

2D para el radar y llevan a técnicas mas elaboradas.

obs

En la inversién de datos geofisicos, partimos de las observaciones e;

y las traducimos en mapas de la
distribucién de las propiedades del terreno; utilizamos, por ejemplo, datos de resistividad por corriente
directa y con ello inferimos la distribucién de la conductividad eléctrica en el subsuelo. Cada tipo de dato
geofisico nos permite inferir alglin tipo de distribucién, por ejemplo, la porosidad de los materiales o su

densidad, su conductividad eléctrica, sus propiedades magnéticas, etc.

En problemas no lineales en geofisica, una estrategia cominmente empleada es iniciar con un modelo de
prueba m,(r) y resolver con este modelo el problema directo para obtener un conjunto de datos predichos.
La diferencia entre los datos observados y los predichos proporciona indicios de las modificaciones dm(r)
necesarias para cambiar el modelo de prueba por un nuevo modelo que reproduzca mejor los datos

observados.

Para relacionar estos elementos se pueden expresar los datos a través de una expansién en series de
Taylor, como:

e?bs = fj(mo) + fjl(mo)(sm + %ff(m0)5m2 + o (95)

donde el término fj1 (m) de la expresién corresponde a la derivada de primer orden de f;(m), conocida

tipicamente como la derivada de Fréchet (Chave, 1984).

Para encontrar el mejor ajuste entre las observaciones ejo-bs (datos geofisicos) y la respuesta del modelo

fj(m*), planteamos una funcién matemdtica que cuantifique la disparidad global entre ambos elementos.
A esta funcién matematica se le conoce como funcion objetivo, ya que es deseable que su valor sea lo

mas pequefio posible (minimo), se busca encontrar el modelo m* que mejor predice las observaciones.
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Esta funcidn se puede proponer a partir de la diferencia entre los datos observados y predichos como:

56’j = 6’?1)8 — fj (mo), (96)
reescribimos [95] como:

Sej = 1 (mo)sm + O(||5(m)). (97)

en donde usualmente el término O(||§(m)||?), que representa los términos de orden superiores es des-

cartado. La ecuacién [97] puede reescribirse como:

5ej%/Kj(r,m0)5m(r)d3r, (98)
Q

donde el término K j(r,m) corresponde al kernel asociado a la derivada de Fréchet de la j-ésima obser-
vacion; este término es importante ya que establece la relacién entre la perturbacién de primer orden del

modelo respecto al pequeiio cambio que genera en el dato correspondiente.

De este modo, un paso importante del problema inverso serd encontrar una solucién a la expresién 98]

4.1. Teoria del campo adjunto

Es comiin que cuando el problema directo es expresado como un problema de valores en la frontera,
las derivadas de Fréchet (sensibilidades) puedan ser estimadas resolviendo un problema auxiliar sujeto a
condiciones en la frontera de manera similar (incluso idénticas) a las planteadas en el problema original.
Al igual que el problema directo, este problema auxiliar puede ser resuelto de muchas maneras: por
ejemplo, utilizando algin método discreto que resuelva las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
fenémeno (diferencias finitas, elemento finito, volumen finito, etc); comdnmente reduciéndolas a una

aproximacién algebraica.

Una vez que hemos planteado el problema directo y auxiliar como aproximaciones de valores en la
frontera, podemos considerar distintas metodologias y emplearlas para calcular las derivadas de Fréchet y
finalmente resolver el problema inverso (ecuacién . Una de las metodologias mas sencillas para calcular
estas derivadas es el Método de las perturbaciones; sin embargo, es exigente computacionalmente pues

requiere calcular el problema directo para cada parametro en cada actualizacién del modelo (Parker,
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1977a,b). Otro enfoque para el cdlculo de las derivadas de Fréchet es el Método de Aproximacion a la
Ecuacion de Sensibilidad, el cudl ha sido abordado por Rodi (1976), Oristaglio & Worthington (1980) y
otros, en el problema inverso EM. En él, las sensibilidades son resueltas directamente pero con un costo

computacional semejante al del célculo de las sensibilidades con perturbaciones.

El método del campo adjunto es un método eficiente para calcular las derivadas de Fréchet y su proyeccién
para la solucién del problema inverso (Smith & Vozoff, 1984; Tarantola, 2005; Egbert & Kelbert, 2012).
En este caso, no es necesario calcular un problema auxiliar para cada parametro, sino que solamente se
resuelve un problema directo para determinar la matriz de sensibilidades, y otro problema directo para

determinar el vector gradiente que nos lleva a la solucién.

Para plantear el problema adjunto consideremos una aproximacién electromagnética, donde el medio es
caracterizado por la permitividad dieléctrica -e(r)-, la conductividad eléctrica -o(r)- y la permeabilidad

magnética -(r)-, dada una fuente s(r,t), planteamos una funcién G de modo que:
LG(r,r")=6(r —1'), (99)

donde G(r,r’) se denomina funcién de Green, y L = L(r) corresponde a un operador diferencial lineal
actuando en un espacio Euclidiano R™ en el punto 7, mientras que & corresponde a la funcién delta de

Dirac. La funcién de Green nos permiten resolver ecuaciones diferenciales tales como:
Lu(r) = s(r), (100)

donde teniendo ciertas condiciones iniciales y de frontera, es posible encontrar una funcién de Green para
algunos modelos de geometria simple. De este modo, la funcién G(r,r’) ligada al operador L es disefiada
para que cumpla con [09} con esto en mente, si multiplicamos [99] por s(r’) e integramos respecto a 7”,

obtenemos:

/LG(’I“, )s(r')dr' = /6(7’ —1s(r")dr' = s(r) (101)
debido a que L = L(r) es lineal y solo acttia en r, reescribimos:

L < / Gr, r')s(r')dr’) — s(r), (102)

de manera que

u(r) = /G(r, r)s(r')dr’, (103)
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que corresponde a una solucién a la ecuacién [100] Por lo tanto, una aproximacién a la solucién de [100]

se centra en hallar la funcién de Green relacionada al operador L.

En este punto, retomamos las Leyes de Ampere y de Faraday (ecuacionesy@ y aplicamos, para cada

una, un operador andlogo a las funciones de Green:

A(r,t) - [V x H(r,t) — o(r)E(r,t) — 8(1")8Eg;t) = s(r, t)] (104)
’ 0
£(r,t) - [v < E(r,t) + ,u(r)HgZ’t) - p(r,t)] , (105)

Ahora, para cuantificar el residual entre datos, adoptamos una estimaciéon de minimos cuadrados de la

forma:
2

T
os=3% | [B" - Blr.0] a (106)
J

donde E]O-bs representa el campo eléctrico observado al tiempo t, E(r;,t) es el campo calculado, [0, T

corresponde al intervalo de la serie de tiempo de interés, y j representa el nimero de observaciones.

Dado que la relacién entre E?bs y E(r;,t) es una relacién no lineal, la inversién debe resolverse de manera
iterativa, de modo que nuestro problema se convierte en un problema de optimizacién, entendiendo por
optimizacién al proceso de seleccionar el mejor elemento de un conjunto de elementos disponibles con
respecto a algtin criterio (Nocedal & Wright, 2000). Ademds, para resolver debemos restringir la solucién
de acuerdo al problema EM; considerando los operadores de Green de las ecuaciones [104]y [I05 podemos

reescribir en términos de una aproximacion restringida:

b :% Z/OT [E;-’bs - E(rj,t)rdt
j OE(r,t)

_ /OT/Q)\(r,t) . [v X H(r,t) = o(r)B(r.1) —e(r) =5 = - S(Tvt)] drdt (107)

_ /OT/Qg(r,t) : [v x E(r,t) + u(r)aHC{g:’t) —p(r,t)] d3rdt,
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escribimos en una notacién mas corta:
obs 2
bp = 22/ E — E(rj,t)| dt
—/ /)\(r,t)-[v < H(r,t) — o(r)E(r, ) — e(r)OE(r,t) — s(r.t)] drdt  (108)
0 Ja
T
‘/ / E(r,t) - [V x B(r,t) + p(r)0.H(r,t) — p(r,t)] d*rdt.
0 JQ
Dado que buscamos un punto estacionario de {108, calculamos d¢f de la expresién anterior:
g b 3
S :/ /922 [~ B(r.0)] - 6(r — vyt — 1) SB(r, vt

/ / ) {V xdH(r,t) —6[o(r) E(r,t) —o(r)dE(r,t)

[e(r)] O E(r,t) — e(r)O0 E(r,t) — ds(r,t) }d>rdt

— / / (7, t)drdt

/ / E(r,t) - {V x0E(r,t) + 8 [u(r)| 0: H(r,t) + u(r)0dH(r,t) — op(r,t)} drdt

— /0 /Q S&(r, t)d>rdt.

El valor minimo se encuentra en el punto estacionario d¢ 5 = 0.

(109)

Para resolver la ecuacién [L09] reordenamos los términos, aplicando después algunas identidades y ope-

raciones. El desarrollo completo de la solucién se incluye en el ANEXO B.
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La expresion desarrollada y reagrupada es:
T
Ly z/ / > [E;?"S - E(r,t)} (=1t —ty) - SE(r, t)d*rdt
0 JO=
J

T
—/ /)\(r,t)-{—6[a(r)]E(r,t)—5[s(T)] OE(r 1) — 65(r,1)} dPrdt
/ /{VX)\T O] 6H (r,t) = A(r,t) - o(r)0E(r,t)} d®rdt
- € r O dr — IA(r,t) - € r. t)dr 110
+/)[)\(r t) - e(r)0E(r 1)L d /O /99 t) - e(r)0E(r, t)d3rdt (110)
/ / [V x &(r,t)] - SE(r, t)d3rdt
— / [&(r, t)pu(r)6H (r, f)} dr +/ / O&(r,t) - u(r)dH (v, t)d>rdt

/ /g ) {0 [u(r)| O (r, 1) — Sp(r. £) }dPrdt.

Consideramos ahora las siguientes condiciones iniciales:

E(r,0) =0,

H(r,0) =0, )
0E(r,0) =0,
SH(r,0) = 0,

A(r,T) =0,
(1) =0, (112)

5tA(’f‘, T) = O,

5£(T, T) = 07
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reescribimos [L10}

T
S :/0 /QZJ: (B = E(r,0)| - 3(r —rj,t = t;) - 0B(r, O)d*rdt

—/OT/Q)\(r,t)-{—6[J(r)]E(r,t)—é[a(r)] O E(r,t) — 0s(r,t)} d>rdt
—/T/ {[V x X(r,t)] 6 H (r,t) = X(r,t) - o(r)0E(r,t)} d*rdt

/ /()Z (r,t) - e(r)0E(r, t)d*rdt (113)
—/O /Q[v x &(r,t)] - SE(r, t)drdt

T
—i—/ / Ok(r,t) - p(r)SH (r, t)d3rdt

/ / &(r {6 [u(r)]) 0:H (r,t) — dp(r,t)}d>rdt.

Si agrupamos los términos —dF y 6 H— tenemos:

T ) \
/0 /QXJ:[E;) s _ E(r,t)} “8(r — 7yt —tj)  SE(r, t)d’rdt
T
=/ / [V o (e t) = pulr)0i&(r 1)) -6 H (v, t)drdt (114)

/ / [V x &(r,t) —o(r) - X, t) +2(r) - O A(r,t)] - 6E(r, t)d>rdt
reordenamos términos,

V X €(r,t) — o(r) - A(r,t) +(r) - OA(r 1) = 3 [E;bs - E(r,t)] S(r— 1t — )
j (115)

V x X(r,t) — p(r)og(r,t) =0,

los términos respecto a 0 H se igualan a cero dado que no hay datos magnéticos, mientras que los
términos respecto de JFE se igualan al residual entre los datos observados y los calculados. El tnico

término de d¢ 5 que no se puede resolver directamente una vez igualada a cero es:

T
S = — / / X, t) - {=6 [o(r)] E(r,t) — §[e(r)] O E(r,t) — ds(r,t) Yd3rdt
(116)

/ /{ A8 [w(r)] 8, H (7, t) — op(r,t) yd3rdt.
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Esta expresion provee las derivadas de ¢ respecto a cada parametro:

T
5¢E(€) :/0 /Q)\(T‘,t) 8tE(’I‘,t)(5€(,,.)d3tdt, (117)

T
0O p(0) = /O /Q A(r,t) - E(r,t)8,(md’rdt (118)

Y T
S = /O /Q E(r.1) - OFL (1, 1)3,ydPrdt. (119)

Las expresiones [117] [118]y [119|corresponden a las variaciones en d¢ para cada pardmetro EM. Para

resolver el problema de optimizacién se deben igualar a cero y resolver por un método cominmente

iterativo.

4.2. Ecuaciones de estado adjunto

Para entender la relacién entre las funciones de Green y la teoria de campo adjunto, un buen comienzo
es analizar el principio de formacién de imagenes de Claerbout, quien en 1971 postulé una de las con-
tribuciones mas valiosas a la industria de exploracién sismica, (contribucién que después se extrapolaria
a otros métodos). Claerbout enumerd tres principios: i) un modelo de 'reflector explosivo’, puede utili-
zarse en datos apilados o con desplazamiento cero, ii) las ondas propagadas de la fuente hacia abajo en
el subsuelo inciden en un reflector generando una onda reflejada ascendente, de este modo existe una
coincidencia espacio-temporal de las ondas ascendentes y descendentes vy iii) la obtencién de imagenes
comienza con datos fuente-receptor (en superficie) y predice lo que una fuente y un receptor registrarian
dentro de la tierra, dicho de otro modo, se puede organizar la fuente-receptor para que sean coincidentes
de modo que la relacién entre ambas pueda predecir la distribucién sub-superficialmente de los campos
(Claerbout, 1986). En la figura [14]se sintetiza el razonamiento de los principios i) a iii), la figura supe-
rior izquierda representa una propagacién donde transmisor (Tx) y receptor(Rx) son coincidentes (offset
cero), mientras que a la derecha se representa el modelo de 'reflector explosivo’. Note que en esta dltima,
Tz se localiza en el reflector. El patrén de reflexiéon en ambas imagenes, es idéntico. En las figuras a- d
los 'reflectores explosivos’ se localizan en distintas posiciones (capal, 2y 3). La superposicién de -a, by

c- ocasiona el efecto combinado en d. Esta teoria justifica el relacionar tiempos de viaje retropropagados.
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De tal manera, en las ecuaciones [117} [118|y [L19| podemos estimar la relacidn entre las ondas directas

y las reciprocas; por lo tanto, la trayectoria donde estas ondas puedan ser relacionadas (espacial y
temporalmente respecto a su tiempo de propagacién y amplitud de la onda), indicard los cambios

requeridos en los valores en e, 1 y o.

Podemos plantear un problema auxiliar, en el que la distribucién espacio-temporal sea la misma pero la
onda viaje del receptor a la fuente en tiempo reverso con el fin de correlacionar las trayectorias de viaje
(respecto a una heterogeneidad en el subsuelo); dado que las funciones de Green son invariantes en el

tiempo (t), podemos relacionar A y & con operadores auxiliares invariantes en t:
E(r,t) = Xr,T —t),

H(r,t)=€&(r,T — 1),

(120)

donde a £y H se les conoce como operadores de campo adjunto. Reescribimos entonces la ecuacién

115 en términos de esos campos adjuntos:

V x H(r,t) —o(r) E(r,t) +c(r) O,E(r 1) = Z[E;bs - E(r,t)} S —rt— 1)
j (121)
V x E(r,t) — =0,

es evidente la relacién entre las ecuaciones que gobiernan la propagacién directa y las ecuaciones en [121
en las que la propagacién va en tiempo reverso, de 1" a t. Hay dos diferencias entre ambos tipos de

propagacion: i) el término de fuente y ii) un cambio de signo en las ecuaciones fundamentales.

Respecto a la primera diferencia, mientras que el problema -directo- tiene un término de fuente s(r,t)
en el problema auxiliar o de -propagacion reversa-, la fuente es el residual entre los datos y se le conoce
como fuente adjunta. Respecto a la segunda diferencia, debido al cambio de signo, la propagacién reversa
no es idéntica a la propagacién hacia adelante, esto hace que nuestro problema no sea auto-adjunto.
Lo que implica que el algoritmo numérico para solucionarlo difiere ligeramente del usado en el problema

directo.

Podemos estimar las variaciones en las propiedades fisicas, en términos de los operadores adjuntos:

T ~
0Ppmy =— / / E(r, T —t) - {-[o(r)| E(r,t) — 6 [e(v)] O, E(r,t) — 5s(r,t)}d>rdt
0 Ja (122)

T
— / / H(r, T —t)-{0[pu(r) 0, H (v t) — opl(r.t)}drdt.
0 Q
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Estimacion de derivadas para cada parametro.
Si consideramos que los modelos pueden parametrizarse de acuerdo a la ecuacién [92] para un dominio D,
entonces podemos estimar las derivadas de las propiedades desde el planteamiento del problema adjunto

a partir de [I22} para la permitividad e tenemos:

T
Sdpp = — / / E(r,T —t)- 60, E(r, t)drdt, (123)
0 Q

respecto a una funcién base ¢:

N
e(r) = Z ©;(r)ej, (124)
j=1
reescribimos considerando [124

T B .
(Sa% B _/0 /QEO: T —1) - ¢;(r)0B(r, t)d*rdt, (125)

si
1, en (;

i = _ (126)
0, en cualquier otro lugar,

la ecuacién respecto a ¢; es:

Oop _ T - 3
— == E(r, T —t) - 0.E(r,t)d’rdt. (127)
e 0 Jo,

Del mismo modo, se plantean las derivadas de la conductividad y la permeabilidad magnética a partir

de [123}

8¢E T I 3
—= = —/ / E(r, T —t)- E(r,t)d’rdt, (128)
doj 0 JQ
ang T T 3
—= = —/ / H(r, T —t) -0 H(r t)d rdt. (129)
3Mj 0 JQ,

Las ecuaciones y corresponden a las derivadas de la funcién de desajuste respecto a cada
una de las propiedades que queremos estimar. Una vez que tenemos una propagacion directa y otra
reversa (teniendo como fuente los residuales), correlacionamos los campos de acuerdo a , y.
En este punto, debido a la no-linealidad del problema, hace falta implementar un esquema iterativo
que encuentre el modelo que haga estas derivadas igual a cero. Existen distintos métodos para lograr
este objetivo: métodos de bisqueda aleatoria, busqueda en rejilla, direcciones conjugadas, métodos de

gradiente, de secante, etc. (Nocedal & Wright, 2000).
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Figura 14. Modelos ejemplificativos de los fundamentos de la teoria de imdgenes de Claerbout. La figura superior izquierda
se refiere a una geometria de offset zero, la superior derecha a el caso de reflectores explosivos. Las figuras inferiores

muestran ejemplos de tres 'reflectores explosivos’ para tiempos de viaje de offset cero. Modificada de Yilmaz, 2001.

La mayor parte de los procesos de blsqueda basados en el gradiente de una funcién objetivo contemplan

dos pasos: i) la eleccién de una direccién de bisqueda s* y ii) el movimiento en esa direccién para

encontrar un nuevo modelo m**t! = mF + Am* donde AmF es el producto del tamafio de paso por la

direccién de bisqueda s*; ademds, es importante especificar un vector de valores iniciales y un criterio

de convergencia para la terminacién del proceso iterativo. La eleccién dependerd de las caracteristicas

del problema y de los tiempos de computo que exija la solucidn.
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Capitulo 5. Resultados

Dado que la propagacién del campo EM depende de la permitividad dieléctrica, la conductividad eléctrica
y la permeabilidad magnética, esperamos que cada una de estas propiedades afecte de manera diferente
a la senal del radar y, aunque sus efectos se combinan en una sola senal EM, ain pueden distinguirse
individualmente. Por lo tanto, nuestro objetivo es identificar sus efectos individuales y combinados en
la sefal del radar. Para ese objetivo, recurrimos a modelos de una y dos dimensiones con diferentes
propiedades fisicas y calculamos los campos eléctricos y magnéticos a medida que se propagan a través

de los medios.

Para esto, usamos las versiones discretas de las ecuaciones de Faraday y Ampere y resolvemos la propa-
gacion de los campos EM usando la formulacién descrita en el capitulo 3; en nuestros experimentos, los
pasos de tiempo se establecen muy pequefios (nanosegundos) y se restringen para satisfacer la condicién
de Courant. En los limites del modelo, se consideraron condiciones de frontera absorbentes para reducir

las ondas espurias que se propagan hacia el interior desde los bordes.

Definir parametros de entrada

*  Definir propiedades de los materiales

*  Definir frecuencia central

: t=t+ At

Estimar parametros de la malla Actualizar los campos E y H

« Pasos Ax, Ay, Az

+Tamanio ideal para At
Inyectar la fuente

U E,= E, +g(xt)

Computar la fuente
t—t,\2
0

glx,t) = 8(x)e” (T)

u no

Estimar parametros PML

Reportar

4

@ iniclall

los campos

Figura 15. Diagrama de flujo del algoritmo.
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El diagrama de flujo implementado en el algoritmo se muestra en la figura [I5 En todos los experimentos,
se utiliz6 una sefial gaussiana como fuente. Para los siguientes ejemplos, la sefial de entrada, tiene una
frecuencia central de 200 MHz y se muestreé considerando satisfacer el criterio de discretizacion de

longitud de onda minima para tener una representacién discreta adecuada (Hagness et al., 2005).

5.1. Caso unidimensional

5.1.1. Medios homogéneos

Para analizar la influencia de la sefial electromagnética en cada una de las propiedades del radar, ana-
lizamos la propagacién de los campos en un medio homogéneo, variando cada propiedad por separado.
En las figuras de los siguientes ejemplos 1D- homogéneos (figura , el eje horizontal corresponde a
unidades de grid, el vertical muestra amplitudes de las componentes Ex de campo eléctrico (columna iz-
quierda) y Hy magnético (columna derecha), respectivamente. La figura corresponde a variaciones de

permitividad dieléctrica, los valores de permeabilidad y conductividad son constantes (1, = 1, o = 0.000

S/m).

Amplitud de la componente Ex Amplitud de la componente Hy
10 : : : : - :
_er=1 t=17.5ns _er=1 t=17.5ns
8r 4 1 0.02; ', E
— 6t r i . r
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= af . <001} .
>
& of ] T
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50 100 150 200 50 100 150 200
10 T T T T T T
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8t " 0.02} "
—c = —c=4
— &t r i . r
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> 4t . <001}t ]
& of ] £
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celdas FDTD celdas FDTD

Figura 16. Imdgenes instantdneas de campo eléctrico (columna izquierda) y magnético (columna derecha). En todos los
ejemplos la permeabilidad (i, = 1) y conductividad eléctrica (c = 0 S/m) son constantes. En esta figura, se resaltan las
variaciones en la permitividad dieléctrica. Note el cambio en la velocidad de propagacién de la sefial y en la amplitud entre
la curva anaranjada vs la azul.
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En la figura, la permitividad es €, = 1 para la linea azul, mientras que €, = 8 para la linea anaranjada,
ambos casos para dos distintos instantes de tiempo t = 17.5 ns 'y t = 21.5 ns. En los paneles superiores
donde t = 17.5 ns, la cresta azul que corresponde a £, = 1, tiene su maxima amplitud en la celda
numérica 150, mientras que la traza anaranjada que corresponde a €, = 8, apenas alcanza la celda 30.
En los paneles inferiores que corresponden a t = 21.5 ns, la onda para la propagacién con €, = 1 ha
alcanzado la frontera del espacio numérico, mientras que para el caso ¢, = 8, la sefial se localiza poco
antes de la celda 50, esto se debe al cambio en la velocidad de propagacién de una sefal respecto a la

otra (v = 1.49 x 10® m/s).

Otro fendmeno interesante de notar, es el cambio en amplitud de la sefial debido a los contrastes entre
er = 1ye, =8, siendo la longitud de la onda en el primer caso de A = 1.5 m y de A = 0.5303 m para el

segundo. La figura muestra ejemplos de propagacién con distintos valores de permitividad eléctrica.

a) 15 Amplitud de la componente Ex ) 15 & 10 Amplitud de la componente Hy
t=28.7ns t=28.7ns
— 1r - _ 10}
E E
= 05 <5
x >
Yoo ] To
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-3
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Figura 17. Imdgenes instantdneas de campo eléctrico con valores de permeabilidad y conductividad constantes, en esta
figura se resaltan los efectos en la sefial debido a la permitividad. Note el evidente cambio en la velocidad y amplitud de la
sefial con el aumento de ¢, la sefial en a) y b) viaja mucho mds rapido que en e) y f), debido al incremento en &, también
podemos notar un cambio en la amplitud de la onda.

Los valores en permitividad se seleccionaron de acuerdo a los rangos establecidos en la figura 2l En los
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paneles a-b) e, = 10, para c-d) &, = 20, y en e-f) &, = 40. Con el aumento en el valor de permitividad,
la sefal viaja mds lento y con una menor amplitud. Este efecto es visible en todos los paneles de la
figura[17] De estas primeras figuras, podemos concluir que la permitividad dieléctrica tiene un efecto en
la sefial EM que se traduce en cambios en amplitud y velocidad de la sefial, estos cambios pueden ser

observados tanto en la componente del campo eléctrico como en la del campo magnético.

Para analizar ahora la influencia de la permeabilidad magnética, consideramos distintos rangos en p. En
la figura [18|la permeabilidad varia de p,, = 1 (linea en azul) a u, = 2 (linea anaranjada). En esta figura
se observan efectos en la amplitud y la velocidad de la sefal en ambas componentes. En un radargrama
convencional, lo que visualizamos son un conjunto de trazas empleando distintas posiciones del receptor;
la figura c), presenta 3 trazas de la componente Ex para todos los pasos de tiempo, de forma

andloga como en un radargrama convencional, para u, = 1.

Con el fin de observar con mas claridad los cambios en la sefial debido a i, en la figura [I9) se presentan
ejemplos con 3 valores de p,., dejando constantes las otras dos propiedades. Las imdgenes a-b) corres-
ponden a p, = 1 (caso convencional en el modelado EM), c-d) a p, = 1.5, mientras que e-f) muestran

el caso u, = 2; estos valores se encuentran reportados en la literatura geofisica (figura |4)).
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Figura 18. Imagenes instantdneas de campo eléctrico y magnético para dos valores de permeabilidad magnética. Los valores
se seleccionaron pequefios, para ejemplificar el cambio en la sefal considerando variaciones en p.
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a) Amplitud de la componente Ex b) Amplitud de la componente Hy
10 T T — 0.03 T T T =
= t=32ns - t=32ns
N _[l.r—1 . —/l,r—1
E 5} 1 £ 0.02F 1
2 iO 01
&g o ] T
0
50 100 150 200 50 100 150 200
c) 10 — . ——5 d) oo — . —
T sl r | 002 r .
= iO 01
& o T
0
50 100 150 200 50 100 150 200
f) 0.03 . :2. T =328
£0.02f ' .
=.0.01F 1
T
0
5 L L N L s L
50 100 150 200 50 100 150 200
celdas FDTD celdas FDTD

Figura 19. Imdgenes instantdneas de campo eléctrico y magnético donde &, = 1y o = 0.00 S/m en todos los ejemplos.
Se muestran variaciones en permeabilidad magnética.

En las figuras [I8]y [I9], observamos cambios significativos en la sefial debido a fi,.; estos cambios se
acentdan conforme p aumenta, pero pueden ser observados incluso en valores pequefios (i, = 1.2)

respecto al valor comiinmente utilizado en el modelado convencional de radar (1, = 1).

De las tres propiedades EM que afectan la propagacién de la sefial de radar, la conductividad eléctrica
o es la propiedad EM con el rango de variaciones de mas érdenes de magnitud (ver figuras y
. Para evaluar su efecto en la sefial electromagnética, € y i1 se mantendran constantes y evaluaremos

valores comunes de o, puesto que en los modelos anteriores o = 0 S/m.

En la figura [20| se observan tres trazas, con ¢ = 0.01 S/m, ¢ = 0.001 S/m y o0 = 0.0001 S/m; a
diferencia de las otras dos propiedades, o no afecta la velocidad de propagaciéon. Esto puede verse en los
4 paneles de la figura , donde en a-b), que corresponden a t = 800 s, las tres trazas se encuentran
en la misma posicién espacial, pero con distinta amplitud. Esto, ademds de corroborar el nulo efecto de
o en la velocidad de propagacidén, muestra un efecto de atenuacién, que se incrementa con el aumento

de la conductividad. Los mismos efectos son consistentes en ¢ = 1100 s (incisos c y d).
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Figura 20. Imagenes instantaneas para cambios en la conductividad eléctrica. e, = 1y p, = 1. Los valores de la conduc-
tividad eléctrica se muestran en las graficas.

De los ejemplos homogéneos que constituyen los experimentos mas sencillos de propagacién en un medio,
podemos concluir que la permitividad y la permeabilidad determinan la velocidad de propagacién y la
amplitud de la senal EM, mientras que la conductividad eléctrica decrementa la amplitud de la senal

conforme esta viaja a través del medio.

5.1.2. Medios heterogéneos

Para analizar los cambios en la sefial electromagnética cuando existe alglin contraste en las propieda-
des electromagnéticas, proponemos ejemplos con dos medios homogéneos en contacto. En las figuras
siguientes, la columna de la izquierda correspondera a la componente Fx de campo eléctrico, mientras
que la columna de la derecha mostrara resultados para la propagacién de la componente Hy de campo
magnético. Los valores de las propiedades son y,.; = p,0 = 1.1 y 03 = 02 = 0.0001 S/m en ambos
medios. En nuestro primer experimento, probamos el efecto de la permitividad eléctrica y establecemos
g1 = 3y g0 = 8. Al utilizar una frecuencia central de 200 MHz, la longitud de onda resultante es
A = 0.8252 m para el primer medio y A = 0.5053 m para el segundo medio, y Az = 0.02m para el
primer medio y Az = 0.01 m en el segundo (ecuacién [22)), y At = 0.0714 ns (ecuacién [21)).
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Figura 21. Campos eléctricos (columna izquierda) y magnéticos (columna derecha) para un medio con dos capas contras-
tantes respecto a € en distintos instantes de tiempo. En la transicién entre los medio hay efectos de reflexiéon de la onda
EM. El cambio en la polaridad de la onda reflejada solo ocurre en la componente de campo eléctrico Fx.

En la figura [21] notamos la particién de energia en pulsos reflejados y transmitidos en la interfaz de

contraste. Para Ex (columna izquierda) la onda reflejada invierte su polaridad (solo en campo eléctrico),

mientras que para la componente Hy la onda reflejada no cambia su polaridad; este cambio en la

polaridad normalmente no se percibe en los estudios de radar reales ya que solo se mide el campo

eléctrico.

Para conocer el efecto de ;i en medios heterogéneos, en la figura [22] evaluamos ahora contrastes en

permeabilidad magnética teniendo p,; = 3 y p,5 = 8. La longitud de onda es A = 0.82 m para la

primera capa y A = 0.49 m para la segunda capa. El espaciado ideal de acuerdo a la ec.22]es 0.02 m y

0.01 m para cada capa respectivamente y el paso de tiempo es 0.0714 ns. En este ejemplo, comparado
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con nuestro experimento anterior, la principal diferencia resultante es que el cambio en la polaridad de la
onda reflejada ocurre ahora en el campo magnético. También podemos notar que, en ambos ejemplos,
la velocidad de onda de la primera capa es mayor que en la segunda capa. Los campos transmitidos

cambian de forma, y se amplifica en la componente Ex pero disminuye en Hy.
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Figura 22. Campos eléctricos (columna izquierda) y magnéticos (columna derecha) para un medio con dos capas contras-
tando los valores de . Los valores de los otros pardmetros fisicos son £,1 = g2 =3y 01 = 02 = 0.0001 S/m. Tenga en
cuenta que para este ejemplo, un cambio en la polaridad ocurre solo en el campo magnético.

Esta caracteristica es interesante puesto que el reflejo en la zona de transiciéon nos da una pauta para

saber qué propiedad fisica es la que estd cambiando.

En nuestro tercer experimento, variamos la conductividad eléctrica en ambos medios de contraste; nota-
mos que la amplitud de los campos propagados disminuye sustancialmente con la distancia (figura [23)),

ademds observamos una onda reflejada débilmente. No hay cambio en la velocidad de la onda, el efecto
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mds significativo es la atenuacién de la sefial. Este efecto puede observarse claramente en la figura 23]

donde en t = 9.5 ns la amplitud de la sefial es 1 V/m para la componente Ex, mientras que para

t = 31.5 ns (panel inferior izquierdo), la sefial ha decaido por completo.

Amplitud de la componente Ex

Amplitud de la componente Hy

@ @ t=9.5ns | Toml” 2 t= 9.5 ns|
S\ 2.
x -1 _ — >0JE- _ _ B
L o; = 0.0001S/m 0,=0.01S/m T o; = 0.0001 S/m 0,=0.01S/m
- 2 3 4 - B
—~2 T T T T T T T T —~ oo T T T T T T r T
[= . (1) (2) t= 15.7 ns £ s (1) (2) t= 15.7 ns
~ 17 ~ § T
S VA <, A\
x >
Ww-qt T oosf g
-2 L 1. L 2. L ?.’ L ‘.1 L 00 L ]I_ L .2 L :;. L ‘.t L
2 T r . . : - r — . 0o T T : . : . : : .
c | (2) t=19.1 ns c (1) (2) t2 19.1 ns
~ 17 AL 1
3 0 S/ 0
x >
W -1f T -oosf i
2 L + . 5 T P . — S
—~2 T T T T T T T T T ’g 001 T T T T T T T T T
E 1_(1) (2) t= 22.1 ns > RS () t= 22.1 ns|
e N
<, Z o
x
w -1F T -0005 g
2 . : . " — — : ool — T
2 . ; . . . . . — . oo . T . . . : . . .
€ ) ) @) t= 25.2 ns € @ @ t= 25.2ns
=~ [ A r i
20 <
x >
-1t I 005k 4
-2 L ]|- L 2| s 3" L 4‘1 L 001 L ]I_ L 2. L 3. L 4‘1 L
Az T T T T T T [ 1 T T T T T T T T
E @ @ t=31.5ns E O @ t=31.5ns
=T X o ]
<y Z
5, > °
-1 T osh
_2 1 1 1 1 1 L 1 L L 1 1 1 1 1 1 L 1 1
1 p) 3 2 o 1 2 3 4

Distancia (m)

Distancia (m)

Figura 23. Campos eléctricos (columna izquierda) y magnéticos (columna derecha) para un medio con dos capas con
contrastes en . Los valores de los demds pardmetros fisicos son: e,1 = €2 = 3y 4y = po = 1.1. Para la primera capa:
o1 =0.0001 S/my o2 =0.01 S/m para la capa dos. Tenga en cuenta el efecto sobre la atenuacién de la sefial en campos
eléctricos y magnéticos.

Conclusiones preliminares 1D.

En nuestros resultados, se hace evidente que es posible distinguir un cambio caracteristico de cada

propiedad fisica en la sefial electromagnética. En los ejemplos no homogéneos, se observa una onda

reflejada que lleva parte de la energia original de regreso a la superficie. Estos cambios pueden ser

visualizados si analizamos al menos una componente de campo eléctrico y una de campo magnético.

Observamos que un cambio en cualquiera de las propiedades produce una particién de energia en ondas
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reflejadas y transmitidas con diferente fase y formas de onda tanto para el campo £ como para el
campo H; sin embargo, a partir de estos experimentos 1D, no podemos observar ninguna implicacién
relacionada con la divergencia geométrica. Para ello, llevamos a cabo los experimentos bidimensionales

de la siguiente seccién.

5.2. Caso bidimensional

En dos dimensiones, los campos EM pueden propagarse en dos modos desacoplados: el transversal
eléctrico (TE) y el transversal magnético (TM). Para los ejemplos de calibracién con gprMax, ilustraremos
nuestro desarrollo para el modo TM, de modo que los campos estardn definidos por las componentes

Ez Hxy Hy.

Utilizamos el mismo nimero de cuadricula por longitud de onda, y como fuente una onda plana de manera
similar que en el caso 1D (Ver apartado 3.4- Modelado de la Fuente), presentamos algunas trazas de la
propagacion de la onda, como es usual en radar. Al igual que en los modelos 1D, consideramos variaciones
en €, 4 'y 0 y una respuesta combinada que varia las tres propiedades. Los siguientes ejemplos numéricos
muestran las componentes Ez (columna izquierda) y Hz (columna derecha). Los pasos ideales de espacio
y tiempo que satisfacen las condiciones de Courant son adaptativas y dependen de las propiedades del

medio.

5.2.1. Verificacién numérica

A diferencia de otros esquemas de modelado para radar en que Gnicamente consideran variaciones en dos
de las tres propiedades fisicas, nuestro algoritmo evaltia la propagacién considerando variacién en las tres
propiedades EM: €, ;1 y o, sin embargo, un paso importante es realizar una verificacién de los resultados,
ya sea mediante una aproximacién analitica o numérica. Para ello, evaluamos los resultados utilizando
el software gprMax, el cual es un software libre que simula la propagacién de ondas EM, desarrollado en

los 90's por Giannopolus y colaboradores (Giannopoulos, 2005).
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Figura 24. Trazas seleccionadas del campo eléctrico (izquierda) y magnético (derecha) estimados. Las respuestas de nuestro
algoritmo se muestran en azul, la traza en rojo corresponde al modelo de gprMax. Las figuras de los paneles superiores
corresponden a la propagacién en un medio homogéneo, mientras que los paneles inferiores pertenecen a una propagacion
a través de dos medios con distintas propiedades.

En la figura comparamos las trazas generadas con nuestro algoritmo vs aquellas que resultan del
conocido software gprMax; estos datos se generaron para un total de 2500 pasos en tiempo, una ventana
espacial de 230 unidades de rejilla y una frecuencia central de 1500 MHz. Se compararon dos distintos
tipos de propagacién: i) en un medio homogéneo y ii) en un medio con transicién, utilizando distintos
valores de ¢; las diferencias entre ambos modelos, especialmente en los medios con transicién, pueden
deberse a pequefias diferencias en el tamafio de paso dt entre ambos modelos. Sin embargo, las trazas
son equiparables en un orden de magnitud tanto en la componente eléctrica como en la magnética, por

lo que pueden ser consideradas como una buena aproximacién de modelado numérico.

5.2.2. Ejemplos de radar de pozo en medios con contrastes.

De manera similar al escenario unidimensional, los siguientes ejemplos numéricos de radar de pozo se
desarrollan para analizar la contribucién de cada propiedad en la sefnal. En la figura se presenta un
diagrama de la distribucién de la fuente y los receptores para los siguientes ejemplos. Los seis conjuntos
de trazas en la figura [26] que se desarrollan para el modo TE, se componen con un total de 50 ns pasos

de tiempo.
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Figura 25. Diagrama de distribucién de las antenas transmisoras y receptoras para algunos ejemplos de radar de pozo. El
plano de observacidn se encuentra en x-z.

La columna izquierda corresponde a la componente FEy del campo eléctrico, mientras que la columna
a la derecha muestra la componente Hz del campo magnético. Las figuras a)y b) resultan de
un cambio en los valores de permitividad dieléctrica (¢,1 = 3 y €0 = 8). Es hasta el paso de tiempo
t = 28 ns cuando la onda alcanza el segundo medio, que corresponde al sitio donde los receptores
muestran cambios de velocidad, asi como las interacciones de reflexion-transmisién en los campos Ey
y Hz. Nétese que la amplitud de la onda Hz reflejada es muy pequefia (figura [26}b), por lo que el

contraste en la permitividad se distingue principalmente en la componente de campo eléctrico.

Las trazas en las figuras o)y d) resultan de variaciones en la conductividad eléctrica, siendo
o1 =0.001 S/my o2 =0.01 S/m. En este ejemplo, los efectos de difusién impiden notar reflexiones;

para este escenario, el fendmeno que predomina es la atenuacién de la sefal.
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Figura 26. Conjunto de trazas bidimensionales para un ejemplo de radar de pozo. La columna de la izquierda corresponde
a la componente Ey (campo eléctrico). La columna de la derecha muestra, en todos los casos, la componente del campo
magnético Hz. Para los incisos en a) y b): e,1 = 3, €2 = 8, f,y = H,, 01 = 02. Para -c) y d)- el modelo incluye
variaciones en o, por lo que £ y u son constantes. Las imagenes e) y f) representan la variacién de p,.; = 1.1 en el primer
medio y p,, = 3 para el segundo medio.

Los conjuntos de trazas de la figura e)y f) resultan de una simulacién numérica en un modelo
con un cambio en la permeabilidad magnética, mientras que los valores de € y o son constantes, donde
trr = 1.1y pi,.9 = 3. En este ejemplo, la amplitud de las ondas reflejadas E'y H es mayor que cuando
cambia €. También se nota un cambio en la polaridad de la sehal Hz reflejada. En el ejemplo, los
cambios en la amplitud del campo magnético transmitido son notablemente claros (figura f), pues
inmediatamente después de que la onda EM transita por la capa superior, produce un efecto marcado en
la interfaz de contacto de ambos medios. Ademds, del anilisis de la componente Ey (columna izquierda
en la figura a), notamos que la onda reflejada cambia su polaridad debido al cambio en permitividad.

Por el contrario, en la figura e), donde cambia la permeabilidad magnética, la onda reflejada en el
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campo eléctrico no se invierte. Esta diferencia se puede utilizar para identificar cudl de estas propiedades

es la que estd cambiando.

La figura muestra instantaneas de la propagacion de la componente del campo eléctrico. La fila
superior corresponde a un modelo donde la permitividad eléctrica cambia de ¢,y = 3 a €0 = 8. La
respuesta caracteristica es un débil reflejo y una onda transmitida viajando con un cambio en la velocidad.
La fila del medio muestra la propagacién del campo eléctrico a través de un modelo con un cambio
en conductividad; donde la sefal se atenta significativamente. La tercera fila, representa el campo F
cuando la onda viaja a través de un medio con cambios en la permeabilidad magnética, observamos

ambos efectos, variaciones de velocidad y amplitud cuando la onda alcanza la interfase de contraste.

Ey en t=25.2ns Ey en t=30.3 ns Ey en t=35.3ns V/m
0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03

Ey en t=12.6ns Ey en t=18.9 ns Ey en t=25.2ns V/m

0.02
0.01
-0.01
-0.02
-0 03

Ey en t=25.2 ns Ey en t= 30.3 ns Ey en t=35.2ns

0.02
0.01
0.01
0.02
0.03

Figura 27. Instantdneas bidimensionales para diferentes pasos de tiempo para el componente Ey. Los ejemplos corresponden
a variaciones en la permitividad eléctrica (primera fila), conductividad eléctrica (segunda fila) y permeabilidad magnética
(tercera fila).
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A partir de estos ejemplos numéricos, podemos concluir que es posible distinguir cambios en la senal
caracteristicos de una de las tres propiedades fisicas. Observamos, que las variaciones en la permitividad
dieléctrica y la permeabilidad afectan la velocidad de la onda, pero la permeabilidad magnética ademas
causard atenuacién, disminuyendo o aumentando la profundidad de penetracién. Es interesante también
observar el efecto en los cambios de fase en la onda reflejada en ambos campos, respecto a los cambios

en permitividad y permeabilidad.

5.2.3. Medios acoplados: evaluando la ecuacién de Helmholtz.

En nuestros experimentos, hemos observado la contribucién individual de las tres propiedades en la
senal. Planteamos ahora un escenario en donde dos medios homogéneos tengan condiciones idénticas
en sus propiedades combinadas de propagacion. Para estos ejemplos, consideraremos dos constantes de
propagacion: la velocidad de propagacién de la onda (c), y el factor de atenuacién (o). Estos pardmetros
estan relacionados con la conocida ecuacién de Helmholtz (ecuacién [10)), que es comdnmente utilizada en
modelado electromagnético. Para visualizar con mayor claridad la relacién entre las propiedades fisicas
y estas dos constantes (¢ y «;), la figura enlista las caracteristicas principales de los siguientes
ejemplos de medios equivalentes, donde las propiedades del radar se seleccionaron para reproducir los

mismos valores de c y ay.

RELACION ENTRE CTES RELACION ENTRE
PROPIEDADES

Velocidad Igual velocidad de

. .z €1l11 = 52#2
equilalente propagacion

i Igual factor de
Ater_1uaC|on g T -, 0ufls = ol
equilalente atenuacion
Igual velocidad -C- €= €

Helr_nholtz de propagacion y 1= Gafla
equilalente y factor de atenuacién -@,- Orflr = 02|l

Figura 28. Lista de las propiedades para los modelos de medios acoplados, considerando dos constantes: la velocidad de
propagacién -c-, y el factor de atenuacién -a;-.



69

Dos medios con la misma velocidad de onda EM (-c-).

En la figura [29) mostramos imagenes de la onda EM viajando a través de dos medios con igual velocidad
de onda EM, pero diferente permitividad y permeabilidad magnética, de modo que €1, = €2p15. Para
este ejemplo, definimos ¢,1 = 1, p,q = 10, y g,0 = 10, p,o = 1, teniendo o1 = o9 = 0.001 S/m.
La velocidad y la longitud de la onda en los dos medios son las mismas (v = 9.4803 x 10" m/s y

A = 0.4740 m).

Tiempo (s) x10° Tiempo (s) x10°
a) o 10 20 30 40 )o 10 20 30 40

Ey en t=70ns Ey en t=80ns Ey en t= 100 ns

0.02

u 0.01
0.01

0.02

0.03

Figura 29. Trazas 2D para diferentes pasos de tiempo para las componentes de campo Fy y Hz. Los ejemplos corresponden
a modelos equivalentes respecto a la velocidad de onda (cte ¢): €144, = €2/4,. La conductividad eléctrica permanece constante
en todo el volumen: 01 = 02 = 0.001 S/m.

Las figuras —b), muestran las componentes Ey (campo eléctrico) y Hz (campo magnético) respec-
tivamente. Siguiendo el modelo unificado de Helmholtz, la onda posee las mismas caracteristicas de
propagacion en todo el modelo, por lo que no deberia existir una particién de energia de reflexién-
transmisién; sin embargo, en la figura SI, existe una onda reflejada (linea punteada verde). Se marca
la hipérbola de reflexién con una linea discontinua roja para evidenciar la continuidad de la velocidad de
propagacion. También se observa que las amplitudes de reflexion y transmisién decaen de forma diferente

en ambos medios, mientras la velocidad de la onda permanece idéntica. Ademas, el campo magnético
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Hz es mucho mas sensible a los cambios de propiedades, lo que nos permite notar con mayor claridad

el drea de transicidon entre medios.

Las snapshots en la figura [29 son instantdneas de Ey para distintos tiempos, note que numéricamente,
pese a tener un acoplamiento parcial en las propiedades (pues sélo acoplamos la cte ¢), la sefial muestra

cambios en la zona de transicién entre medios.
Dos medios con el mismo factor de atenuacion (-cu-).

La figura [30] muestra nuestros resultados de la propagacién de una onda EM a través de dos capas
con un factor de atenuacién equivalente (o), donde el producto entre la conductividad eléctrica y la
permeabilidad magnética es idéntico. Para este ejemplo, £,1 = e,0 =1y 01,7 = o2pt,9 = 0.001 S/m.
A diferencia de los experimentos anteriores, el cambio mds importante se produce en la velocidad de la
onda, efecto que puede observarse con claridad en las figuras [30}a) y [30}b) (lineas rojas punteadas);
sin embargo, observamos que la amplitud del campo eléctrico se ve mas afectada que la amplitud del
campo magnético, ya que la componente Hz no muestra un decaimiento significativo al atravesar la

capa mas profunda.

Tiempo (s) x107° b Tiempo (s) x107°
a) 0 10 20 30 40 ) 0 10 20 30 40

|

Ey en t=70ns Ey en t=80ns

Ey en t= 100 ns

-0.01
-0.02
-0.03

Figura 30. Trazas 2D para diferentes pasos de tiempo para las componentes de campo Ey y Hz. Los ejemplos corresponden a
modelos acoplados respecto a la constante de atenuacién donde: o1, = 02pt,.4. La permitividad eléctricaese,1 = €2 =1
en los dos medios.
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En las snapshots de la figura 30} la frontera entre medios se marca con una linea punteada verde. No-

tamos claramente una onda reflejada producto del paso de la onda por la zona de transicién.

Dos medios con igual velocidad de onda y factor de atenuacion (-c- y -cu-).

La figura BI] muestra la onda EM modelada viajando a través de dos capas donde tanto la velocidad
de onda (¢) como el factor de atenuacién (ay) son idénticos en ambos medios. En este experimento,
establecimos ¢,1 = 1, p,q =10y 01 = 0.0001 S/m para la capa mas superficial, y €0 = 10, p,9 =1
y 02 = 0.001 S/m para la capa mas profunda. Estos valores se seleccionaron para obtener constantes
de propagacién idénticos segtin el marco de la ecuacién de Helmholtz. A diferencia de la formulacién
convencional basada en Helmholtz, nuestro algoritmo identifica claramente las diferencias y los efectos
mas notables en el contacto entre las dos capas. Esto también se observa en los cambios en la amplitud
resultantes de esta distribucién de energia. En la figura[31}a) se observa claramente que, después de los

35ns, la onda comienza a viajar a través de la capa inferior y su amplitud decae considerablemente.

10 20 30 40

Ey en t=70ns

Ey en t=80ns

-0.01

-0.02

-0.03

Figura 31. Trazas 2D para diferentes pasos de tiempo, se muestran las componentes Ey y Hz. Estos modelos incluyen
variaciones en los tres pardmetros para condiciones de medios completamente acoplados, de manera que €,144,.; = €r2/t,.5
and o1/, = 024,45, para las componentes eléctricas y magnéticas.



72

De forma similar, en el campo Hz que se muestra en b), también aparece una onda reflejada, y la onda
transmitida a la capa inferior modifica su amplitud. Ademads, los campos reflejados Ey y Hz invierten
su polaridad, lo que puede observarse al medir ambos campos F y H. Las lineas discontinuas rojas en
a) y b) confirman que la velocidad de la onda permanece constante en todo el medio, mds no asi
la amplitud de la senal, mostrando la insuficiencia de la teoria convencional de tomografia de tiempo de

viaje.

Los paneles inferiores de la figura muestran tres instantdneas seleccionadas que muestran la propa-
gacién completa de la componente Ey y la distribucién de energia que no se acompaiia de un cambio

en la velocidad de la onda.

Analisis de la impedancia en medios acoplados.

Para el andlisis de la impedancia, es usual tanto en GPR como en sismica, tener en cuenta dos consi-
deraciones: i) las capas en el subsuelo suelen ser horizontales y tener una velocidad constante, vy ii) la
fuente genera una onda compresiva, que incide en los limites entre las capas con una incidencia normal
(no hay ondas transversales)(Yilmaz & Doherty, 2001). Ambas aseveraciones usualmente no se cumplen
en la mayoria de los casos geoldgicos reales, puesto que hay tanto variaciones laterales como cambios en
la velocidad en un mismo medio, pero constituyen un comienzo para el anilisis de las reflexiones, tanto

en GPR como por ejemplo en exploracidn sismica.

Diversos trabajos se han realizado buscando analogias entre ambos métodos. En sismica, por ejemplo, la
impedancia resulta del producto entre la velocidad (v) y la densidad del medio(p): I = vp. El coeficiente
de reflexidn entre asociado al limite entre dos medios es (Yilmaz & Doherty, 2001):

L-5
L+ L]

Cs

(130)

donde I; e I son las impedancias del medio 1 y 2. Si analizamos el gradiente de la velocidad con
respecto a la profundidad vs el gradiente de densidad, veremos que el gradiente de densidad es mucho
mas pequeino, de modo que es comiin considerar las variaciones en la densidad como constantes, por lo
que la ecuacién [130} queda expresada Gnicamente en términos de la velocidad de propagacién. De este
modo el andlogo EM de la densidad (en exploracién sismica) es la permeabilidad magnética (ver Carcione
& Cavallini 1995), y la ecuacién que nos permite estimar el coeficiente de reflexion EM corresponde a

la ecuacién 271
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Figura 32. Anilisis de la impedancia para el ejemplo de los medios acoplados. Los paneles a) y b) corresponden a una
propagacién sin cambios en las propiedades; en c) y d), la permitividad presenta una variacién muy pequefia, mientras que
en e) y f) se han acoplado los valores de impedancia en ambos medios de modo si no se considera p en el modelado, hay
efectos no predichos en la sefial EM.

De este modo, para el ejemplo de medios acoplados, que corresponde al ejemplo donde los coeficientes
de velocidad propagacién c y atenuacién oy en ambos medios son equivalentes (v; = vo = 9.48 x 107

m/s), la impedancia del medio 1 es Z; = 1191.3 Q (ec.

y Zy = 119.132 para el medio 2; de la
ecuacion [27], el coeficiente re reflexién entre estas capas acopladas es R1_5 = 0.81, positivo, que indica

revés en la polaridad dado que 71 < &9.

Del ejemplo de la figura [31] ahora buscamos acoplar los valores de la impedancia entre dos medios y
analizar si estos valores pueden ser cercanos a casos reales de e,, 1, y 0. En la figura [32] se presenta

la propagacién de campo eléctrico (columna izquierda) y magnética (columna derecha), los paneles a-b,
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corresponden a una propagacién donde €,1 = €, = 7;01 = 09 = 0.0001 S/m y p,; = p,9 = 1 como
es comun en radar. Al no haber un contraste en el medio la onda se desplaza sin reflexiones ni cambios

significativos.

En los paneles c-d), la permeabilidad magnética u sigue constante, pero ,; = 7 mientras que ,o =
8, ambas trazas muestran reflexiones incluso con este cambio pequefio. Finalmente los paneles e-f)
presentan la propagacién acoplando la impedancia, de modo que ¢,1 = 7,1,y = 1y o1 = 0.0001 S/m,
en el medio 1, contra g,9 = 7.91, 1,0 = 1.13 y o1 = 0.0001 S/m, para el segundo medio que son valores

comunes en medios geoldgicos realistas (ver figuras [2, By [4).

De la figura podemos concluir que en a-b) no hay reflexiones, al igual que en e-f), sin embargo, en los
paneles superiores se debe a que no hay contraste de medios mientras que en e-f) es por el acoplamiento
en la impedancia. de modo que i) incluso pequefios cambios en cualquier valor de las propiedades produce
reflexiones en el limite entre los medios, y ii) la impedancia se acoplé considerando variaciones pequefias,
lo que indica que si la permeabilidad no se considera en el modelado, hay efectos de contraste que son

enmascarados o atribuidos completamente a la permitividad.

Las diferencias en c-d) fueron planteadas para acoplar la impedancia, y las variaciones entre €,1 y £,2
son pequefas, pero producen reflexiones la suficientemente claras para que un transmisor de radar las
perciba, especialmente si consideramos que un procesado convencional de datos incluye aumento de la
ganancia de las trazas, los que amplificaria las reflexiones, en estos casos y de acuerdo con Huisman et
al.(2003), es importante para las mediciones de contenido de agua en el suelo: i) estimar la velocidad a
partir de la permitividad, y ii) determinar la permitividad a a partir del coeficiente de reflexién. Ademds,
de acuerdo con Looms et al. (2018), la atenuacién de la onda EM provee informacién a cerca de la
conductividad eléctrica del medio, indicando contenido de arcilla o segin Tsoflias & Becker (2008)
sefalando el contenido de agua salobre en los poros de las rocas; sin embargo, de los resultados de los
ejemplos en medios equivalentes, dado que la permeabilidad magnética tiene influencia en la velocidad de
la sefial, la atenuacién y puede enmascarar efectos de reflexién que pueden ser estudiados analizando la
impedancia, podemos deducir que relacionar estos cambios univocamente a € o ¢ puede no ser acertado.
Estos experimentos muestran, en general, la insuficiencia de la formulacién convencional basada en

Helmholtz.
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5.2.4. Aproximacion arqueoldgica: el caso de la cabeza Olmeca

Para el siguiente ejemplo, utilizamos el esquema convencional de datos de radar utilizando el modo
transversal magnético (TM), de manera que se presentan las componentes Ez y Hy. Los prospectos
arqueoldgicos seleccionados para los siguientes modelos son elementos icdnicos de la cultura precolombina
Olmeca. Las cabezas Olmecas (figura son esculturas de miembros de la nobleza de la antigua cultura
Olmeca talladas en piedra volcanica. Estas esculturas se encontraron en depdsitos aluviales costeros
cuaternarios asociados con las corrientes de los rios Coatzacoalcos y Uxpana en San Lorenzo, Veracruz,
México. Estos bloques de piedra de entre 1 y 2.7 m de didmetro, son materiales aléctonos de las orilla

del rio y se cree que fueron traidos del volcan Cerro Cintepec, cerca de la Sierra de Los Tuxtlas.

Se han descubierto 124 esculturas de piedra desde la década de 1960, y se han desarrollado algunos
estudios geofisicos en la zona, iniciados desde el trabajo pionero de Breiner & Coe (1972), pero se

sospecha que atin hay mdas enterradas.

A pesar de su tamafio y origen aldctono, la identificacién precisa de estos restos arqueoldgicos sigue
siendo un objetivo dificil para los estudios con georradar. Ademads de las alteraciones naturales en la
roca, la firma de la permeabilidad magnética de la piedra basaltica podria ser la caracteristica mds

contrastante, y su identificacién en la sefial deberia permitir distinguir estas rocas volcanicas.

Fronteras absorbentes

£,=1, K, =1 0,=0 00Sm
. .
Eree= 4‘
Hr,=1.01,
T o= 10,0002 S/m

Fronteras absorbentes

= 12,
Hrpn=1.175,
Oions=0.0001 S/m

Profundidad (m)
S9UBGIOSOE SEISIUOLY

6 Fronteras absorbentes

0 2 4 6

Posicién (m)

Figura 33. Fotografia histérica (izquierda) y diagrama esquemdtico para los pardmetros seleccionados para el mode-
lo(derecha). Crédito de la imagen: Richard Hewitt Stewart/National Geographic Creative, Cabeza Colosal Olmeca, Monu-
mento 1, San Lorenzo, 1946, en Matthew Stirling, NationalGeographic, Washington.
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En este escenario, el modelado y la identificacién de la sefial de permeabilidad magnética en los datos de
GPR se convierten en un elemento clave. En la figura [33] esbozamos el modelo hipotético de la cabeza

y las propiedades electromagnéticas seleccionadas.

Para ilustrar las diferencias en el campo eléctrico real que se propaga a través de la cabeza Olmeca,
presentamos algunas instantaneas en la figura [34] Cabe destacar que, después de 5.1 ns, la onda alcanza

el objetivo arqueolégico.

Componente Ez en t= 3.8 (ns) Componente Ez en t= 5.1 (ns) Componente Ez en t= 6.5 (ns) Componente Ez en t= 7.8 (ns)

0.02
0.01
\.‘.'/ 0
-0.02
-0.03

Figura 34. Snapshots seleccionadas de la componente Ez para el ejemplo de Los Tuxtlas. El circulo indica la ubicacién de
la cabeza Olmeca.

S}
o
2

o

Para simular la respuesta del GPR de estos vestigios arqueoldgicos, utilizamos propiedades caracteristicas
de los materiales donde se descubrieron las cabezas Olmecas. Las rocas sedimentarias del drea de San
Lorenzo corresponden a depdsitos de origen marino costero del Mioceno y Jurdsico; son secuencias de

arenas, arcillas y materiales no consolidados sedimentados en un entorno marino de aguas someras.

Los materiales rocosos de esta zona se estructuran en una capa de areniscas compactadas de grano
grueso con arcillas, sobre areniscas de grano mas fino mezcladas con arcillas intercaladas con depdsitos
con un alto contenido de carbono, de acuerdo a las cartas geoldgicas del Servicio Geoldgico Mexicano

(SGM).
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la permeabilidad magnética, lo que confirma la relevancia de p para este tipo de objetivos arqueoldgicos.

En la figura [35] observamos que la primera onda reflejada aumenta su amplitud cuando u aumenta,
mientras que la segunda onda reflejada se retrasa y disminuye su amplitud al atravesar la cabeza, debido
al incremento del valor de la propiedad magnética, este efecto es consistente en todos los incisos (a-f) y
en ambas componentes. Ademds, podemos observar una atenuacién de la segunda onda reflejada con el
aumento de la permeabilidad magnética, este efecto es especialmente notorio en e) y f) y esta sefialado
en los paneles de la figura con circulos rojos, por lo que podemos deducir que las propiedades magnéticas

tienen un efecto combinado caracteristico en la amplitud y la fase de la sefial de radar.

Para simular un escenario mias realista en los ejemplos de San Lorenzo y explorar la complejidad afiadida
por una capa conductora, afiadimos una superficie hipotética de arcilla, localizada por encima y por
debajo de la cabeza Olmeca. Los resultados de este modelo se presentan en la figura [36] y muestran
que la capa de arcilla atenta significativamente la senal electromagnética, sin embargo, la posicién y el
grosor de esta capa pueden enmascarar (paneles superiores) o potenciar (paneles inferiores) la respuesta

del radar; este efecto es especialmente notable en la componente de campo magnético.

. Nzl’lmero:?J deltrazza s Nzﬁmer% deltrazza s
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Figura 36. Radargramas bidimensionales de los componentes Ez (izquierda) y Hy (derecha) del ejemplo de Los Tuxtlas,
incluyendo una capa de arcilla. Los paneles a) y d) corresponden a los diagramas que muestran la posicién de la capa de
arcilla (capa amarilla). Los paneles b, c, e y f corresponden a los radargramas de las componentes de campo eléctrico (b y
e) y magnético (c y f). Observe el efecto de la capa de arcilla en la sefial de radar; en las figuras b y c se puede observar
un efecto de atenuacién esperado.
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Esta caracteristica es interesante, y es la razén por la que el GPR es un método efectivo para mapear las
zonas de transicidn entre la zona vadosa y saturada en estudios geohidrolégicos (Lai et al., 2012). De
hecho, algunos estudios han analizado contribucién del radar terrestre y de pozo en escenarios donde se
espera una fuerte atenuacién de la sefial EM, por ejemplo, en secuencias de materiales arcilloso (arcillas y
arenas o arcillas y tills, depdsitos de grava y arcillas) (Klotzsche et al., 2010), determinando que contrario
la suposicién habitual en que se evitan ambientes arcillosos, acuosos o saturados de agua (Looms et al.,
2008), los fuertes cambios en las amplitudes de la sefial son elementos clave en el mapeo y delimitacién

de estructuras de interés (Tsoflias & Becker, 2008).

Podemos concluir que el contraste de permeabilidad magnética influye notablemente en la respuesta del
GPR, facilitando asi la deteccidén del objetivo y sentando las bases para la inversién conjunta de datos
magnéticos y de GPR en cualquier exploracién arqueolégica moderna y otras posibles aplicaciones y
que constituye una herramienta til en la interpretacién de los radargramas y en la interpretacién de

estructuras a profundidad.
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Capitulo 6. Discusidn

6.1. Del andlisis los ejemplos considerando variaciones en cada propie-
dad en medios homogéneos y con contraste

Sobre el andlisis de cada propiedad podemos deducir: i) que la permitividad dieléctrica tiene un impacto
en la sefal EM que se traduce en cambios en amplitud de la onda y la velocidad de propagacién de la
sefal, estos cambios pueden ser observados tanto en las componentes de campo eléctrico como en las
de campo magnético, ii) respecto a la permeabilidad magnética, observamos cambios en la sefial que se
acentian conforme p aumenta, pero pueden ser observados incluso en valores pequeiios con respecto al
valor comiinmente utilizado en el modelado convencional de radar (u = p,). Estos cambios se traducen
en variaciones en la amplitud y velocidad de la onda en las componentes eléctricas y magnéticas, ademas,
esta propiedad tiene un efecto combinado entre las otras dos, dificil de duplicar solo con permitividad
o conductividad, vy iii) la conductividad eléctrica, no afecta la velocidad de propagacién de la sefial,
Gnicamente provoca un efecto de atenuacién de la sefial conforme o aumenta; esta es una de las
principales caracteristicas por las cudles la sehal de GPR es altamente sensible a medios con altos

contenidos de agua, es decir, altamente conductivos.

De los resultados en medios con contrastes, se hace evidente que es posible distinguir una firma carac-
teristica en la sefal, producto de variaciones en cada propiedad fisica, es decir, las caracteristicas de la
onda EM cambian de un medio a otro y es en esta interfaz entre medios que podemos obtener informa-
cidn respecto a la propiedad que esta cambiando. Estos cambios pueden ser visualizados si analizamos al
menos una componente de cada campo (eléctrico y magnético); en general observamos que i) un cambio
en la permitividad afecta la velocidad de la sefial y en un medio con contrastes, podemos evidenciar este
efecto en un cambio en la fase de la onda reflejada en la componente Ex (solo en Ex), ii) un cambio
en la permeabilidad afecta la amplitud y la velocidad de la senal en ambas componentes, pero el cambio
de polaridad de la onda reflejada en la zona de transicién solo se nota en la componente de campo
magnético, iii) un cambio en la conductividad provoca un marcado efecto de atenuacién de la sefial, tal
cual observamos en los ejemplos de medios homogéneos. De manera que, un cambio en cualquiera de
las propiedades produce una particién de energia en ondas reflejadas y transmitidas con diferente fase
y formas de onda tanto para el campo E como para el campo H, por ello, es importante registrar la
propagacién de ambos campos y iv) el acoplamiento de la impedancia permitié analizar el efecto de

considerar la permeabilidad respecto al coeficiente de reflexion entre medios, de lo que observamos que
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valores de permeabilidad pequefios, como los del caso de materiales sedimentarios, pueden enmascarar

efectos reflexivos, o atribuirlos erréneamente a variaciones en la permitividad.

6.2. Acerca de la calibraciéon con gprMax y los ejemplos considerando
medios acoplados

En la seccidén 5.2 se mostraron algunos resultados del proceso de calibracién utilizando gprMax. Se reali-
zaron diversas pruebas para estandarizar las dimensiones numéricas, condiciones de estabilidad numérica,
el tipo de fuente, las propiedades de los medios, los tipos de condiciones de frontera, entre otras consi-
deraciones. El software gprMax tiene aproximadamente 20 anos de desarrollo y l6gicamente contiene un
buen nimero de caracteristicas, sin embargo, cuando se trata de modelar la permeabilidad magnética
en el dominio del tiempo presenta irregularidades en el modelado, sus desarrolladores sugieren utilizar la
implementacién del modelo de Debye cuando se consideran caracteristicas magnéticas en los materiales.
En los ejemplos de calibracién, podemos notar que las trazas entre gprMax y nuestro desarrollo son
equiparables en un orden de magnitud tanto en la componente eléctrica como en la magnética, por lo

que son consideradas como una buena aproximacién de modelado numérico.

Respecto a los ejemplos en los medios acoplados, podemos inferir que a diferencia de la formulacién
convencional basada en Helmholtz, nuestro algoritmo identifica claramente variaciones y efectos notables
en el contacto entre las dos capas, atin en el caso en el que los medios se disefiaron de manera que
tuvieran las mismas constantes de propagacién. Estas variaciones se traducen en la particidn de la energia
de propagacién en la senal con cambios en la amplitud y atenuacién, tanto en la onda reflejada como
trasmitida. Esto, a pesar de que sus constantes de velocidad y atenuacién convencionales son las mismas.
Inferimos que estos cambios tienen una relacién con la impedancia de los medios, pero el papel de los
contrastes de i va mas alla del concepto convencional de impedancia; si bien, algunos trabajos analogos
en sismica de reflexién han estudiado con mayor detalle las zonas de transicién entre medios elasticos
y viscoeldsticos en el modelado, sin embargo, en radar no hay mucha informacién al respecto. De los
ejemplos con medios acoplados, resulta evidente que existen efectos EM que no podemos recuperar
si no consideramos las tres propiedades en el modelado, lo que muestra la insuficiencia de la teoria

convencional de tomografia de tiempo de viaje.
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6.3. Acerca del ejemplo modelando un prospecto arqueolégico con una
capa conductora

El mapeo de vestigios arqueoldgicos constituye una de las aplicaciones mas usuales en radar, por lo que
consideramos adecuado seleccionar un vestigio como la cabeza Olmeca para el modelado; en los ejemplos
distinguimos claramente la firma EM producto de la cabeza Olmeca, tanto en los radargramas como
en las snapshots. Para evidenciar que los cambios en la permeabilidad magnética producen un efecto
particular y no se debe a un artificio numérico, realizamos pruebas modificando los valores de p con
valores reportados en la literatura. En general, si no consideramos cambios en p, el efecto de retardo y
atenuacién en la senal serd atribuido a combinaciones de las otras dos propiedades EM. Ademas, existe
un gran nimero de casos en que u tiene un valor mas grande que el utilizado convencionalmente en

radar.

La capa conductora afiadida al ejemplo de la cabeza Olmeca enmascara o acentda la sefial EM, de-
pendiendo de su posicién. Es por esta razén que en afos recientes, el radar estd ganando popularidad
en estudios geohidrolégicos para determinar la zona de transicién entre la zona no saturada y la zona

saturada en la bisqueda de acuiferos someros.

6.4. Acerca de la formulacion del campo adjunto para el esquema de
inversion de datos considerando las tres propiedades del radar

La estimacidn matemdtica de las derivadas para €, y o resulta mds sencilla si consideramos H en
las ecuaciones y no B como originalmente aproximamos. De los posibles métodos para estimar las
derivadas, la teoria del campo adjunto resultd ser eficiente, al menos en cuanto al desarrollo tedrico
de refiere, segln se analizé en el capitulo 4. Restringimos la funcién objetivo considerando la ley de
Ampere y de Faraday desacopladas; como resultado del desarrollo pudimos notar que el problema en
tiempo reverso corresponde a un problema -no autoadjunto-, pues recuperamos las ecuaciones de estado
originales, pero con variaciones en los signos. Las derivadas estimadas deben ser aproximadas utilizando

algiin método de optimizacién.
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6.5. Respecto a la calibracion de las derivadas

Debido a las dificultades para calibrar las derivadas estimando una aproximacién analitica, se utilizé el
software gprMax para la calibracién de los modelos con nuestro desarrollo. El proceso de familiarizarse
a la interfaz de gprMax resulté interesante, pues hay varios pardmetros que se deben considerar para
su ejecucion. Se desarrollaron modelos en 2D variando las tres propiedades, en componentes en ambos
campos; gprMax funciona como una 'caja negra’, donde introducimos valores de entrada y arroja valores
de salida, pero, incluye paqueterias que permiten al usuario modelar utilizando diferencias finitas en el
dominio del tiempo, o considerar aproximaciones al modelo de Debye. Sin embargo, como es usual en el
modelado de radar, los articulos de modelado que utilizan esta paqueteria cominmente no consideran

variaciones en permeabilidad magnética.

En este trabajo se muestran ejemplos utilizando como fuente un pulso Gaussiano, sin embargo, se pro-
gramaron otros pulsos-fuente como una ondicula Ricker o un pulso Gaussiano modulado, estos resultados
también se calibraron con gprMax, considerando distintas frecuencias y posiciones para la fuente. Para el
modelado, es importante tener en mente las consideraciones que se hacen respecto a la fuente, pues esto
impacta en la propagacién. En general, se obtuvieron resultados aceptables (de un orden de magnitud)

en los modelos entre ambos algoritmos.

6.6. Acerca de aplicaciones especificas al considerar variaciones en la
permeabilidad magnética

Si bien, el efecto combinado de las propiedades del radar en la sefial GPR puede dificultar su interpreta-
cién, la posibilidad de utilizar tres propiedades electromagnéticas completas y la propagacién de ambos
campos E-H para algoritmos de modelado numérico deberia conducir a una interpretacién mas precisa
y discriminante de los datos. Simultdneamente, la posible adquisicién del campo magnético en estudios
de radar también puede contribuir a una caracterizacién mas precisa de las heterogeneidades causantes.
Dadas todas estas posibilidades, resulta interesante considerar la permeabilidad magnética no solo en
ejemplos arqueoldgicos, sino también en otras aplicaciones donde las propiedades magnéticas pueden
ser importantes, como restos de minas de guerra sin detonar (UXO), estudios geotécnicos, exploracién
en otros planetas, estudios para la delimitacidén de acuiferos, estudios de remediacién de contaminantes,

entre otros.
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6.7. Trabajo futuro

La estimacién de una solucién analitica para el problema de radar no es trivial; en una primera aproxima-
cién intentamos calibrar las derivadas utilizando una estimacién a la solucién analitica, se propone como
trabajo futuro continuar este desarrollo. Se plantea incluir una formulacién mas sofisticada de las PML.
El esquema como se modelé el algoritmo permitiria a futuro considerar anisotropia en el modelado. Una
vez que podemos generar estimaciones del modelado directo y en tiempo reverso, podemos aproximar
el 'mejor modelo’ utilizando un método de optimizacién, por ejemplo, un método de gradiente. Como
trabajo futuro se pretende desarrollar una aproximacién utilizando el método de gradientes conjugados
no lineales como método de optimizacién a la solucién del problema de radar en dos dimensiones. El
interés de considerar la permeabilidad magnética en el modelado de radar es aproximar una solucién
de radar e integrarla en un esquema de inversién conjunta con el método de prospeccién magnética,
se plantea como posible trabajo préximo desarrollar los médulos necesarios a nuestro algoritmo para
cristalizar esta meta. Se propone continuar con el desarrollo del esquemas en tres dimensiones asi como

comparar los modelos numéricos con datos de campo en ambientes de interés.
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Capitulo 7. Conclusiones

Para este trabajo, se desarrollé un algoritmo FDTD escalonado para el modelado de radar utilizando
un esquema desacoplado de las leyes de Faraday y Ampere. Se modelaron las tres propiedades elec-
tromagnéticas individualmente, para analizar su influencia en la sefial de radar. Se estimaron modelos
homogéneos y heterogéneos en una y dos dimensiones y se desarrollaron los elementos necesarios para el
planteamiento de una aproximacién al problema inverso de datos de radar de penetracién considerando

las tres propiedades.

En relacién al primer objetivo de este trabajo, de analizar la contribucién de la permitividad dieléctrica,
la conductividad y la permeabilidad magnética en distintas componentes de campo eléctrico y de campo
magnético de la sefal del radar concluimos que cada propiedad contribuye de una manera caracteristica en
la sefial electromagnética del radar de penetracién. Estas contribuciones son consistentes para distintos
valores de €, y o y se pueden observar en distintas frecuencias. Contrariamente a lo que se suele

suponer, las variaciones de p en la sefial son significativas.

Respecto al segundo objetivo especifico, relacionado a analizar si es posible distinguir una firma de cada
una de las propiedades en la sefial de radar, concluimos que es dificil distinguir el efecto de las tres
propiedades por separado a través de un medio homogéneo, aunque esta dificultad se podria reducir si

se midiera simultdneamente los campos eléctrico y magnético.

En el caso de interfases, la particiéon de energia promovida por las tres propiedades es caracteristica, lo
que significa que es posible distinguir una firma de cada una de las propiedades en la sefal de radar; esto
se debe a que existen mas elementos de andlisis disponibles, como es el caso de la polaridad relativa de
la onda reflejada, la cudl cambia segtin la propiedad que haya cambiado. Inferimos que estas variaciones
pueden ayudarnos a definir en un esquema de inversidn, las variaciones en las propiedades con mayor
precisidén y con ello la posibilidad de estimar simultdneamente la permitividad, la permeabilidad y la
conductividad eléctrica. Esto también confirma que las propiedades del medio no deberian simplificarse

arbitrariamente de tres a dos propiedades.

Los resultados del modelado, muestran que gran parte de la evidencia de lo que yace en el subsuelo
la podria proveer las mediciones del campo magnético. Este campo resulté particularmente dtil para
evidenciar el efecto de las tres propiedades EM del medio, lo que hace recomendable analizar la posibilidad

de registrar el campo magnético en estudios de radar de terreno.

Sobre el tercer objetivo especifico, relacionado a desarrollar los elementos necesarios para plantear una
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aproximacién al problema de inversién de datos de radar de penetracidn considerando las tres propiedades,
concluimos que la aplicaciéon de la teoria de campo adjunto considerando un sistema de ecuaciones
desacoplado (ley de Faraday y de Ampere), nos permitié obtener las ecuaciones de estado adjunto
para nuestro problema y de este modo calcular un campo en propagacién reversa. Estas ecuaciones
de estado, resultaron ser no auto-adjuntas, lo que implicé que, a diferencia de otros problemas en los
que puede utilizarse el mismo algoritmo para la propagacién directa y reversa, nuestro algoritmo de
estimacion del campo adjunto fuera distinto al de la propagacién directa, a pesar de esto, los cambios
resultaron ser facilmente adaptables en el algoritmo. De este modo, el método de campo adjunto permitié
estimar las derivadas necesarias para resolver el problema inverso considerando las tres propiedades

electromagnéticas.

Respecto a la hipétesis de este trabajo, que plantea que la permeabilidad magnética afecta las obser-
vaciones de manera diferente a la permitividad eléctrica o a los contrastes de conductividad, y por lo
tanto, proporciona informacién valiosa en el modelado e inversién de datos de radar, concluimos que,
nuestros experimentos muestran que las variaciones de permeabilidad afectan notablemente la sefal
electromagnética, afectando tanto la transmisién como la particién de la energia electromagnética. Al
ser un factor multiplicativo en la formulacién electromagnética, un contraste en p afecta la senal elec-

tromagnética incluso para materiales de baja permeabilidad.

El uso conjunto de las tres propiedades fundamentales —permitividad, conductividad y permeabilidad
magnética— en conjunto con el registro de la propagaciéon de ambos campos, eléctrico y magnético
en los algoritmos de modelado numérico, favorece una interpretacion mas precisa y discriminante de
los datos. Ante estas observaciones, la posible adquisicién del campo magnético en estudios de radar
contribuiria a una caracterizacién mas detallada de las heterogeneidades responsables de las respuestas

observadas.

En este contexto, resulta relevante considerar la influencia de la permeabilidad magnética no solo en
aplicaciones arqueoldgicas, sino también en otros dmbitos donde las propiedades magnéticas son significa-
tivas, como estudios geotécnicos (dafios en edificaciones, tuberias y andlisis de concreto para carreteras),

deteccidn de artefactos de guerra sin detonar y exploraciones en otros planetas.
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Anexos

Anexo A. Implementacion de las PML.

Para implementar las condiciones PML, comenzamos replanteando las ecuaciones [§ y [0] en el dominio
de la frecuencia:

V x E(w) = —jwpH(w), (131)

V x H(w) = 0E(w) + jweE(w). (132)

Las PML se pueden incluir independientemente en la rejilla como una matriz donde sus diagonales
incluyan valores ficticios de € y o que corresponden a los valores de esos pardmetros solamente para
las PML (en las expresiones sucesivas, estos valores se distinguiran de los valores 'reales’ de los medios,
con una comilla como superindice). De modo que proponemos un arreglo S, que nos permita incluir los

valores ficticios en los limites del modelo:

SyS-
S, 0 0
— S.S.
[Sl=10 55 0
0 0 S
donde:
S;! 0 0 S, 0 0 S. 0 0
[Szal=]0 S, 0, [Syy=]0 s;' of, [S:J=|0 8. 0
0 0 S, 0o 0 S, 0 0 st
Para la componente z tenemos:
’ g
Sz: .Z, 133
Crat e (133)

donde €., y o, corresponde a valores ficticios de permitividad y conductividad respectivamente. Ademds
es usual considerar 5; = 1 por simplicidad (puede considerarse un valor distinto de uno para intentar

atin mejores condiciones de evanescencia de los campos en los bordes:

’
O‘Z

S.=1+ (134)

Jweo

Afadiendo el arreglo [S] a las ecuaciones y [132] tenemos:
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_ O9Ey(w) _

SySz
Oy Oz _]wuxx === H:B( )
V x B(w) = —jop[S]H(w) | W — 05 = —jup,, e H, () (135)
0Ey (w OFE,(w . S!S,
Ale) an( ) = —jwp.. 5 H.(w)
y
Hele) _ W) = g By () + wEan 222 By (w)
V x H(w) = 0E(w) + jwe[S|E(w) aHgZ(w) - aHgm(w) = oyyEy(w) + jweyy ngz y(w) (136)
) _ OHele) _ 5. Fo(w) + e 22 B (w)
Sustituyendo los valores de S,S, y S.:
’ -1 / /
jw (1 + ]Z}s) <1 + sto> (1 + sto> H,(w) = Ml (CE)
/ / -1 /
V x E(w) = —jwu[SIH(wW) < jw <1 + 50 > (1 + - ) <1 + - ) Hy(w) = —i (cf)
/ / / -1
1
jw (1 + o > <1 + > (1 A ) H,(w) = == (CE)
(137)
y para la Ley de Ampere:
/ -1 / /
Jw <1 + jwzo> (1 + jwzo> <1 + jwzo> E‘Z(w)
U;mEx w
/ —1 ’
- Zy 14 -Z= ) Ey(w)
V x H(w) = cE(w) + jwe[S|E(w) < 7 ) ( ! ) < s (138)
( H) _ oyyBy(w)
51/1/ Y Eyy
’ / / -1
Jw <1 + jZ“é(,) (1 + jw§o> <1 + jZ§o> E.(w)
_ 1 H UzzEz(w)
€22 (CZ ) T T e..
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donde
chw) - 2 OB (139)
ofw) = W) OB (140)
chw) - 20 (141)
ciw) = ) 20 (142)
chi) = Ml ) (143
CHw) = ahg!;w) - afg;(w)_ (144)

Expandiendo las expresiones anteriores al multiplicar y re-acomodar los términos, tenemos para la com-

ponente x del grupo de ecuaciones y 138}

o +o 1 o0 cE 1 !
Jora@) + T ) 4 T ) =~ G @) LT om (1)
€o ]w Eo :uacw ]w Mxxao
y
o, +o. 10,0 cH 1 o E '
jUJEz(w)—FMEm(w)—F% y2ZEx(o.)) _ (w)+.7 (o Cf(w)—amm :p(w)_ .Oszz Ex(w)

(146)

Las ecuaciones y estan definidas en el dominio de la frecuencia (buscando incluir las condiciones
PML). Para aplicarlos a nuestro modelado, ahora las trasladamos al dominio del tiempo, de modo

que,para la ecuacién [145] tenemos las siguientes correspondencia entre el dominio de la frecuencia, y el
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del tiempo:
) 0H . (w
JwH,(w) & ;t( )
o, + 0, o, + o0,
MHQ:(W) . ZHz(t)
Eo €o
1 0;0; ¢ 0;0;
o e H,(w) & /_Oo -z H,(T)dr
cE 1
_M e ——CE@w)
/J/II ILLI[Z'
1 !/ t /
_‘7&05((&,) o _/ &CE(TWT
JW Hpr€o —oo MHzz€o

De manera andloga, podemos encontrar las relaciones para las componentes del campo eléctrico. Consi-
derando las expresiones anteriores, las ecuaciones en el dominio del tiempo para la componente z (en el

entendido de que el desarrollo es similar para las otras componentes), para la ley de Faraday y Ampere

son:
OH,(t) o, +0. t o0 1 ! l
o) Oty / V7 b (r)dr = — OB (1) / Ta_CB(r)dr,  (147)
ot Eo —0o o Hoz —oo HazCo
y

OE,(t) o, +0, b ooy,
0, 2te Ex(t)—i—/ T0%2 By(r)dr =

ot €o oo E2
1 g too H
—C (1) +/ —=C; (r)dr (148)
Exx —00 Exz€o
t ’
~Z2E) - [ P E (.
Exx —0o Ezz€o

Una vez que tenemos las expresiones en el dominio del tiempo, discretizamos cada uno de los términos

de las ecuaciones 147 [148] Retomando la ecuacién 147} tenemos:
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4,7,k 0,9,k
OH(t) . Hy |t+At/2 H,l? At/2
ot At
! / ,] k ivj’k
o, +0, o, to, He |t+At/2 + Hal
Hz(t) =
€o €o 2
ro ro gk 1,5,k t—At/2
t o0 oo At [ Hl, 7 + H,|,
Yy ZHx(T)dTg Y-z t+At/2 t— At/Q + H ‘ 7]](2
2 2
€ € 4
—o0 0 o T=At/2
1 1 ik
NS (e —e o
T fgg | PR T
t ' " ik t
g E ~  Og["TAL CEid;
—/ > CI(T)dTZ—‘TZWZ e
—oco Mgz€o Mxx’ T Eo T=0

Reescribimos entonces, la ecuacidn [147| respecto a los términos anteriores, para el dominio del tiempo:

7‘7 k / / ‘?jk i7j7k
Hy |t+At/2 Hy |t At/2 +Uy+UZH t+At/2+H |t—At/2
At €o 2
ro H | 1,7,k + H | 1,5,k t—At/2
0,0, Al zltrAt/2 Tlt—At/2 ik
= 1 + > Helg (149)
° T=At/2

ANV t
1 CE[iik _ o, ["F At Z Elik,

- gk @ It ok
Mxx’zj anc e €o T=0
De manera andloga desarrollamos para la ley de Ampere,
7] k iajzk ! i, A,k‘ ! i, ‘,k‘ ivjvk 7] k
E, |t+At_E$‘t +0y| S S A O t+At+E |t
At €o 2
" iygk 5 14,0,k 1,5,k 1,5,k
Jy’ 0, At Ey |t+At + By |t Z E, | 1,7,k
g2 4
" ik t—At/?
_ 1 H‘i7j7k o U:E| IRAL CH| J>k 150
i7j7kA E i?jyk + E | 7] k
_U:m:’ t Ll A x|t
Ex ivjvk 2

gk ! 1k Jok 1,5,k t
Likg |BRAL [ By |t+At+E N ZE |z‘,j,k
4 x|T )

6061:1:‘i7j7k

Ozxx

que constituyen la versidn discreta de las leyes de Ampere y Faraday para nuestra formulacién.
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Anexo B. Desarrollo de las ecuaciones de campo adjunto.

Para resolver la ecuacién [109] desarrollamos por separado los términos. Comenzamos por re ordenar los
términos agrupando las variaciones en los pardmetros y las variaciones en los campos para Ay & por

separado:

85 = Jif fQ > [EP = E(r,t)] - 6(r —rj,t —t;) - 6E(r, t)drdt

— Jo JoA(r,t) - {=3[o(r)] E(r,t) — 6 [e(r)] OE(r,t) — ds} drdt

— A r,t) {V x6H(r,t) — o(r)0E(r,t) — e(r),0E(r,t)} d3rdt
—fo Jo & t) - [V x 6E(r,t) 4+ pu(r)0,0H (v, t)] d*rdt

— [ S €(r t) - [Op(r)0 H (v, t)] dPrdt
— i O, ) dPrdt

fo Jq 6&(r, t)dPrdt.

La primera linea de la ecuacién [109, que se refiere al desajuste y la segunda linea, relacionada a las

variaciones en los pardmetros se conservan como estan, de modo que retomamos los términos siguientes:
3

fo Jo A( <[V x0H (r,t)] d°rdt

Si de acuerdo a las identidades:

V- (AxB)=(VxA)-B—A-(VxB)

A (VxB)=(VxA)-B-V-(AxB)

tenemos:

fo Jo AP, 6)-[V x 6H (r,t)] d*rdt = fo Jo {IV xX(r, t)] - 6H(r,t) = V - [A(r,t) x §H (v, t)]} d*rdt.
Si consideramos el teorema de la divergencia:

[,V -Fdv= [ F-nds,

donde 7 es el vector normal unitario a la superficie s, podemos reescribir:

T f A, ) - [V x O H (7, 1)] dPrdt =
Jo fg— X A, )] - SH (r, t)dPrdt + [, N(r,t) x §H (r,t) - ad?rdt.
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Los términos F -7 = [A(r,t) x §H (r,t)] -7 = 0, por lo que:
A, ) - [V x SH (r,8)] dPrdt = — [ [, [V x A(,1)] - 6H (7, t)d>rdt.
El término:

- fOT JoA(r,t) - —o(r)SE(r, t)r, t)drdt,

se conserva como estd. Ahora, si operamos sobre:

—fOT JoA(r,t) - [—e(r)O 0 E(r,t)] drdt,

y cambiamos los términos de integracién e integramos por partes:

- Jo fo r,t) - [e(r)O 0 E(r,t)] dtd®r
- fQ ~e(r)oE(r, t)]t Odgr + fQ fo OX(r,t) - e(r)0E(r, t)dtd>r.

El siguiente término se obtiene de manera semejante al ejemplo , de modo que:

T [ (e, t) - [V x OE(r, )] drdt = — [ [ [V x &(r,t)] - 0E(r,t)d*rdt;

continuamos con:

- g & (T)0, 6 H (7, t)d>rdt,

si en la expresion anterior, cambiamos los términos de integracién y resolvemos la integral por partes:

-Ja fo ()00 H (v, t)dtd®r =
+ Jo [&( ) (r )5H(r )y dr — fo [T 0&(r,t) - pu(r)SH (r, t)dtdPr.

Estas ecuaciones constituyen el desarrollo paso a paso de las ecuaciones para la estimacién de las

derivadas aplicando el esquema de campo adjunto.
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