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Resumen de la tesis que presenta Alejandro Flores Lamas como requisito parcial para la
obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Ciencias de la Computacion.

Algoritmo para encontrar el conjunto independiente fuerte
maximo sobre un grafo tipo cactus

Resumen elaborado por:

Alejandro Flores Lamas

Esta tesis analiza el problema del conjunto independiente fuerte (CIF) maximo sobre
un grafo cactus K = (Vk, Er). El CIF es un problema bien conocido en el &rea de teoria
de grafos y algoritmos, que se define como subconjunto de vértices del grafo tal que para
todo par u,v € CIF, la trayectoria mas corta entre ellos es de al menos tres aristas. La
solucion a esta problematica tiene diversas aplicaciones entre las que se incluyen el es-
tudio de moléculas y atomos, modelado de redes, planificacion de rutas, de operaciones
y asignacion de instalaciones. En el area de teoria de juegos, existen aplicaciones en el
campo econdmico, ingenieril e incluso bélico. Hasta el momento, se desconoce la exis-
tencia de algun algoritmo para el grafo cactus o para el grafo general capaz de resolver
el CIF maximo en tiempo polinomial y las propuestas que existen Unicamente encuentran
conjuntos maximos en topologias muy restringidas o conjuntos maximales en grafos mas
complejos. En este trabajo, se resuelve el CIF maximo sobre grafos tipo cactus mediante
un algoritmo (CIF-MAXIMUM-CACTUS) que descompone el grafo en componentes bico-
nectados y que mediante un recorrido sobre el grafo e informacion acerca de los compo-
nentes visitados y vértices previamente marcados, encuentra el CIF en cada componente
biconectado. La unién de los vértices marcados produce un CIF maximo sobre el grafo
original. La complejidad computacional del CIF-MAXIMUM-CACTUS es de O(n?) unidades
de tiempo, donde |Vik| = n. El algoritmo se codificd en lenguaje JAVA version 1.8.0 .05y
se aliment6 con dos conjuntos de prueba: el primero con grafos simples cuyo CIF maximo
es conocido o facilmente identificable; el segundo con 120 grafos (arboles, cadenas de
ciclos, sistemas de engranes y cactus) generados de forma aleatoria. El analisis formal
del algoritmo, asi como los resultados obtenidos mediante la implementacion y evaluacion
de los casos de prueba, demuestran la correccién del algoritmo propuesto.

Palabras Clave: Conjunto independiente fuerte, grafo cactus, conjunto independien-
te.



Abstract of the thesis presented by Alejandro Flores Lamas as a partial requirement to
obtain the Master of Science degree in Master in Sciences in Computer Science.

Algorithm to find the maximum 2-Packing set in a cactus graph

Abstract by:

Alejandro Flores Lamas

In this thesis we analyze the problem of the maximum 2-packing set in a cactus graph
K = (Vk, Ex). The 2-packing set is a well known problem in the fields of graph theory and
algorithms. In a graph G = (V, E'), a subset S C V is a 2-packing if for every pair u,v € S
the shortest path between them is at least three edges long. The solution to this problem
results in a wide range of applications such as the study of molecules and atoms, network
modeling, route planning and operations, and allocation of facilities. Also, there are several
applications in game theory, ranging from economics, engineering and warfare. Hitherto,
to the best of the author knowledge, there is no algorithm for the cactus nor do exists for
the general graph to solve the maximum 2-packing set in polynomial time; other propo-
sals find maximum sets in restricted graph topologies or maximal sets in more complex
graphs. In this study, we propose an approach to solve the maximum 2-packing set pro-
blem in cactus graphs using an algorithm (CIF-MAXIMUM-CACTUS) which decomposes
the graph in biconnected components and finds its 2-packing set following a path through
the graph and applying previously gathered information about visited components and
marked vertices. The union of marked vertices produces a maximum 2-packing set in the
original graph. The running time of the algorithm is O(n?) time units, where |V | = n. The
CIF-Maximum-CAcTUS was implemented in JAVA 1.8.0_.05 and two test sets were em-
ployed to evaluate its performance: the former includes simple graphs which its maximum
2-packing set is known or easily identified; the other consists of 120 randomly generated
graphs (trees, cycle chains, cycle arrangements and cactus). The formal proof of the al-
gorithm, its implementation and results in the test sets show the algorithm’s correctness.

Keywords: 2-packing set, cactus graph, independent set.
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Capitulo 1. Preliminares

El presente trabajo de tesis cae dentro del ambito de diseno y analisis de algoritmos
para grafos. Un algoritmo es una herramienta para resolver problemas computacionales
bien definidos. Se dice que un algoritmo es un procedimiento ordenado que se puede
aplicar a cualquiera de ciertas clases de entradas simbdlicas, las cuales eventualmente
convergen produciendo salidas simbdlicas (Rogers, 1987). Una definicion alternativa se
encuentra en (Cormen et al., 2009) y describe al algoritmo como un proceso computacio-
nal bien definido que recibe como entrada un conjunto de valores y produce un valor o
conjunto de valores como salida o respuesta. Asimismo, este trabajo se relaciona fuer-
temente con el area de teoria de grafos que se encarga del estudio de las estructuras
matematicas empleadas para modelar relaciones entre objetos mediante grafos. Formal-
mente, un grafo G es una representacion matematica compuesta por el par (V, E), donde
V' es un conjunto finito de vértices de G, y E es el conjunto de aristas que describen una
relacidn binaria sobre V' (Cormen et al., 2009). Los vértices normalmente se representan
por pequenos circulos o puntos, mientras que a las aristas por arcos o lineas que unen
a los vértices. Existen diversos tipos de grafos, entre ellos se encuentran grafos simples,
completos, bipartitos, planos, conexos, ponderados, densos, ciclicos, entre muchos otros

7

mas.

En particular, esta tesis presta atencion al grafo cactus. Un grafo K = (Vi, Ex) es
un cactus si cada arista ¢ € E pertenece a lo mas a un ciclo en K; equivalentemente,
cualquier par de ciclos adyacentes comparten a lo mas un vértice en comun. La Figura[]
muestra un grafo cactus con 2 componentes conectados. Un grafo G = (V, E) es un grafo
planar si es posible dibujarlo de tal forma que cualquier par de aristas se crucen uUnica-
mente en los vértices. Los cactus son una subclase del grafo outerplanar, el cual se define
como un grafo G = (V, E') que es planar y cuyos vértices recaen en la periferia del grafo
(Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2014). La Figura [2a muestra un grafo outerplanar
que no es cactus puesto que la arista {a — ¢} pertenece a dos ciclos. La Figura[2pb es un
grafo que no es outerplanar ya que el grafo no se puede redibujar de tal forma que los

vértices queden en la periferia sin que se crucen en las aristas.

Uno de los objetivos de la teoria de grafos es el desarrollo de algoritmos para resolver
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Figura 1: La imagen de la izquierda representa un componente conectado, mientras que el grafo de
la derecha es el segqundo componentes.

Figura 2: a) Ejemplo de grafo outerplanar. b) Ejemplo de un grafo no outerplanar.

problemas modelados en la forma de grafos; por ejemplo, busquedas en anchura y pro-
fundidad, ordenamiento topoldgico, arboles de esparcimiento, rutas mas cortas entre uno
y multiples puntos, recorridos, caminatas, busqueda de ciclos, coloreo de grafos, marcado

de vértices, entre otros.

Dentro de los problemas de marcado de vértices se encuentra la busqueda de con-
juntos. Dado un grafo G = (V, E) un marcado de vértices I C G es un conjunto in-
dependiente si ningun par de vértices arbitrarios u,v que pertenecen a I son vecinos
(Haynes et al., 1998; Diestel, 2005). Otra definicion de este concepto se encuentra en
(Valiente, 2002), el cual define al conjunto independiente como un conjunto de vértices
I C V, tal que el subgrafo de G inducido por I no tiene aristas, esto es, {u — v} ¢ E para
todos los vértices distintos u, v € I. La Figura[3) muestra un conjunto independiente sobre

G, los vértices marcados u obscuros pertenecen al conjunto.

Frecuentemente, al trabajar con conjuntos es necesario medir su tamano. De aqui que

un conjunto R de vértices sea maximal si no existe otro subconjunto R’ tal que R C R/,



b)

Figura 3: Conjuntos independientes, los vértices marcados pertenecen al conjunto. a) Conjunto
maximo. b) Conjunto maximal.

ver la Figura[3g. Un conjunto es maximo, si dentro de los conjuntos maximales éste es
el de cardinalidad maxima (ver la Figura[3p). Sobre un grafo G = (V, E), el problema
del conjunto independiente maximo significa marcar la mayor cantidad de vértices que
legalmente puedan existir en el grafo, lo cual es un problema NP-Dificil para topologias

de grafo general (Johnson, 1985).

Otro problema de marcado de vértices sobre un grafo es el conjunto k-packing que
consiste en encontrar aquellos vértices del grafo tal que la trayectoria mas corta entre
cualquier par de vértices seleccionados sea mayor que k, donde k es un entero positivo
y la distancia entre un par de vértices se mide como el numero minimo de aristas que
los separa (Mjelde, 2004). La Figura 4] muestra un conjunto 3-packing. Al conjunto inde-
pendiente también se le conoce como 1-packing (Meir y Moon, 1975). Un caso especial
del problema k-packing es cuando k = 2. Este problema también se conoce como el con-
junto independiente fuerte (CIF). De esta forma, un CIF es un subconjunto S de vértices,
S C V, tal que la longitud del camino mas corto entre cualquier par de vértices u,v € S

es mayor que 2 (Gairing et al., 2004).

Los autores en (Castro et al., 2011) emplean la notacién p(G) para denotar la cardina-
lidad del CIF maximo sobre el grafo. La Figura [ba presenta un CIF maximal sobre un grafo
cactus, mientras que la FiguraBp un CIF maximo. Encontrar un CIF méaximo en tiempo
polinomial sobre un grafo general es al menos tan complejo como encontrar el conjunto

independiente maximo, que es un problema NP-Dificil para grafos en general.



Figura 4: Los vértices marcados sobre el grafo pertenecen al conjunto 3-packing.

b)

Figura 5: a) CIF maximal. b) CIF maximo.

El conjunto dominante es otro problema de marcado de vértices (relacionado al an-
terior) que se formula de la siguiente manera: dado un grafo G = (V, E), se dice que
un conjunto D C V es dominante si cada vértice que no esta en D es adyacente al
menos a un vértice que si esta en D (ver la Figura[g)). Al conjunto dominante de cardina-
lidad minima se le denota por +(G), mientras que al de cardinalidad maxima como I'(G)
(Chellali et al., 2012). Es bien conocido que para cualquier grafo G = (V, E), v(G) > p(G)
(Imrich et al., 2008) (ver la Figura[7). Asimismo, Haynes et al. (1998) demostraron que el
problema de encontrar el conjunto dominante minimo es el problema dual del CIF maximo

en cuanto a programacion lineal se refiere.

Generalmente, para resolver este tipo de problemas sobre un grafo G = (V, E) es ne-

cesario conocer el vecindario de los vértices. El vecindario de un vértice v € V son todos
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Figura 6: Los vértices 1,2 y 3 son adyacentes al vértice 0, mientras que los vértices 4 y 5 lo son al
vértice 6.

P
Figura 7: Conjunto dominante minimo y CIF maximo. a) Conjunto dominante minimo, b) CIF maximo.
En este caso, la cardinalidad del conjunto dominante minimo es mayor que la cardinalidad del CIF.

los vértices que son adyacentes a v, es decir, aquellos que se encuentran conectados a v
por medio de una arista (Chellali et al., 2012). Al vecindario de v se le denota como N (v);

por su parte, a la union de N(v) Uv = N[v] se le conoce como vecindario cerrado de wv.

Un vértice de articulacion o de corte en un grafo conectado (ver Figura[8) es aquel
vértice que al eliminarse del grafo, junto con todas sus aristas vecinas, parte el grafo en
dos 0 mas componentes conectados. Un componente biconectado es un grafo maximal
gue no tiene vértices de articulacion. En el caso del grafo cactus, los componentes bico-
nectados pueden tomar la forma de un conjunto de vértices en un ciclo, o de un “clique”de
tamano 2. Un clique en un grafo no dirigido G = (V, E') es un conjunto de vértices C C V
tal que todo par u,v € C' se encuentra conectado por una arista (ver Figura[9). Al des-
componer el grafo en componentes biconectados es posible generar a partir de éstos,
un arbol de componentes biconectados (1's), en el cual los vértices son los componen-
tes biconectados obtenidos de GG y donde existe una arista entre aquellos componentes
gue comparte un vértice de articulacion. En (Reingold et al., 1977) se emplea la nocion

de separar un grafo por componentes biconectados; no obstante, los autores le llaman
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Figura 8: El vértice 1 es un vértice de articulacion puesto que descompone el grafo en 2 o mas
componentes conectados; asimismo lo son los vértices 6 y 7.

A o

Figura 9: Clique de tamano 4 (izquierda) y clique de tamafo 2 (derecha).

blogues. Asimismo, Hedetniemi et al. (1986) proponen la descomposicién del cactus en
bloques para encontrar conjuntos dominantes. Posteriormente, Das (2012) utiliza nueva-
mente este concepto para construir el arbol Tzc para calcular el conjunto independiente

sobre grafos tipo cactus.

1.1. Conceptos basicos de algoritmos distribuidos

Como se menciono al inicio de este documento, un algoritmo es un proceso sistemati-
co para resolver problemas especificos mediante una secuencia finita no ambigua de
reglas, donde se garantiza que en un numero finito de pasos el procedimiento termina
(Blass y Gurevich, 2003). En la misma forma en que existen diversos enfoques para ata-
car un problema, también hay mdltiples tipos de algoritmos que se pueden clasificar de
acuerdo a cdmo ejecutan los pasos involucrados en ellos. Por ejemplo, un algoritmo se-
cuencial realiza una operacion a la vez, mientras que los algoritmos paralelos o distribui-

dos pueden llevar a cabo varias operaciones de forma simultanea (Berman y Paul, 2005).

En este trabajo, se tiene especial interés en el estudio y desarrollo de algoritmos se-
cuenciales para resolver problemas relacionados con el area de teoria de grafos; no obs-
tante, algunos de los mejores algoritmos que se encuentran en la literatura para resolver
este tipo de problemas son algoritmos distribuidos. Es por ello que en esta seccion se

incluyen conceptos adicionales para su comprension.



De forma general, un algoritmo distribuido se implementa sobre una coleccion de pro-
cesadores, posiblemente heterogéneos, conectados entre si por medio de algun tipo de
red. En este modelo no existe un control central ya que cada procesador o vértice en
la red tiene sus propios recursos tanto de hardware como de software, y éstos realizan
calculos de forma independiente a los demas, y donde la sincronizacion esta involucrada

en varios niveles (Berman y Paul, 2005; Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2012).

Dentro del computo distribuido, un enfoque innovador es la auto-estabilizacion. La
auto-estabilizacion es una propiedad relacionada con la tolerancia a fallas transitorias en
sistemas distribuidos. Las fallas transitorias son aquellas que generan alteraciones 16gi-
cas en un procesador y una vez que se corrigen, el procesador continda funcionando
normalmente. Dijkstra (1974) define a un sistema auto-estabilizante como aquel que, ini-
ciando en un estado arbitrario, garantiza su convergencia en un namero finito de pasos.
La tolerancia a fallas de los algoritmos auto-estabilizantes es una propiedad muy desea-
ble en sistemas distribuidos donde pueden ocurrir fallas transitorias, de tal manera que
le permita al sistema recuperarse y retomar un estado legitimo sin intervencion externa

(Johnen y Beauquier, 1995).

Shukla et al. (1994) consideran tres modelos diferentes para seleccionar cuales pro-
cesadores se ejecutaran en cierto instante, el modelo de calendarizador central, maximo
paralelismo y paralelismo restringido. Con el calendarizador central sélo un procesador
puede ejecutarse a la vez; mientras que en el calendarizador de maximo paralelismo,
todos los procesadores habilitados pueden ejecutar tareas en paralelo. En el modelo de
paralelismo restringido, cuando 2 0 mas procesadores se encuentran privilegiados, so6lo
un subconjunto de ellos se selecciona para ejecutar tareas. Ademas, se dice que un ca-
lendarizador es adversario cuando éste selecciona los vértices de tal forma que maximiza

el tiempo de ejecucién del algoritmo que se esta ejecutando.

1.2. Vision general del problema del CIF maximo sobre el grafo cactus

En esta tesis se desarrolla un algoritmo secuencial para encontrar un CIF de cardinali-
dad maxima sobre grafos tipo cactus en tiempo polinomial. En el trabajo de Butenko (2003)

se pueden encontrar diversas aplicaciones para conjuntos independientes en areas co-



mo recuperacion de informacion, teoria de clasificacién, economia, planificacion, disefio

experimental, vision por computadora, ingenieria biomédica, entre otras.

Asimismo, Abello et al. (1999) analizan el grafo de llamadas que es una represen-
tacion de un grafo masivo en telecomunicaciones mediante el clique maximo. En esta
representacion, los vértices son nimeros telefonicos y las aristas unen pares de vértices
al realizarse una llamada telefénica entre ellos. En cuanto al modelado de mercados me-
diante grafos, existe trabajo por parte de Michael y Battiston (2009), donde se estudian las
relaciones de agentes econdmicos en un grafo. De forma particular, Butenko (2003) tam-
bién presenta una aplicacion para el conjunto independiente y clique, donde los mercados
se representan por vértices y donde las aristas describen relaciones entre los mercados
cuyos precios se encuentran en fluctuacién. El mismo autor estudia el problema de cons-
truir eficientemente una columna vertebral para una red de sensores ad-hoc mediante la

solucion al problema del conjunto dominante.

Algunos de los problemas modelados por el grafo cactus son: la ubicacion de insta-
laciones (Manne y Mjelde, 2006), designacion de servidores en una red, asignacion de
diferentes frecuencias a estaciones transmisoras de radio para eliminar o minimizar in-
terferencia (Hale, 1980), manejo de materiales en una red al usar vehiculos automatiza-
dos (Kariv y Hakimi, 1979) y en el modelado de rutas perimetrales de lineas telefonicas
para conectar a los usuarios hacia la columna vertebral principal (Koontz, 1980); de for-
ma general, se aplica en situaciones que involucran la distribucion de recursos evitando
el traslape entre las asignaciones y a la vez cubriendo completamente la red. Ademas,
Paten et al. (2010) presentan al grafo cactus como una estructura de datos para compa-
rar conjuntos de genomas relacionados. Siendo el cactus una representacion superior
a otras para la comparacion de genomas, puesto que soporta duplicidad y es capaz de

descomponer subestructuras comunes en cadenas jerarquicas y redes.

Como ya se ha mostrado, tanto el modelado y estudio del grafo catus y de los con-
juntos independientes tienen diversas aplicaciones para la resolucién de problemas. La
importancia del CIF recae precisamente sobre el estudio de los conjuntos independientes,
puesto que es la continuacion del analisis de los mismos. En lo referente al valor teorico,

los grafos tipo cactus han atraido la atencion de la comunidad cientifica al descubrirse que



algunos problemas NP-Dificiles para topologias arbitrarias admiten soluciones en tiempo

polinomial sobre esta configuracion (Ben-Moshe et al., 2005; Zmazek y Zerovnik, 2004).

En este documento se desarrolla un algoritmo secuencial para encontrar el CIF maxi-
mo sobre grafos cactus en tiempo polinomial, bajo la suposicién de que todos los grafos
a evaluar estan formados por un sélo componente conectado; de no ser asi, se pro-
cede a evaluar cada componente por separado. Para alcanzar este objetivo, se adapta
la estrategia de descomposicién por componentes biconectados presentada tanto por
Hedetniemi et al. (1986) como por Das (2012), ademas de tomar elementos de la meto-
dologia de Mjelde (2004).

1.3. Organizacion de la tesis

Ya se han presentado varios conceptos que forman el sustento de esta tesis y sobre
los cuales se construye en capitulos posteriores. En cuanto a la estructura del resto de

este trabajo, los capitulos se organizan de la siguiente forma.

= Capitulo Il: Se introduce el marco tedrico asociado al problema del CIF sobre topo-
logias de grafos como anillo, arbol, cactus y grafo general. Lo anterior, mediante la
exposicion de los algoritmos que se encuentran en el estado del arte para encontrar
conjuntos de cardinalidad maximal y maxima para problemas similares al conjunto
independiente. Asimismo, se presenta un algoritmo para calcular el conjunto domi-
nante minimo sobre un grafo cactus. Tanto las metodologias como los algoritmos
qgue aqui se presentan difieren entre si, varian desde programacion dinamica has-
ta modelos extendidos del vecindario de un vértice. Adicionalmente, los algoritmos

pueden ser secuenciales o auto-estabilizantes.

= Capitulo Ill: Se describe el algoritmo de tiempo polinomial desarrollado para encon-
trar el CIF maximo sobre grafos cactus. Primero se presenta la idea general detras
del algoritmo, luego se explica de forma mas detallada sus componentes. Posterior-
mente, se incluyen los pseudocdédigos; el capitulo finaliza con la formalizacién del

algoritmo y la incorporacion del analisis del tiempo de ejecucion.

= Capitulo IV: En este capitulo se presentan detalles adicionales de implementacion
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del algoritmo descrito en el Capitulo Il y de la experimentacion realizada. Se ex-
plican los tipos de grafos sobre los cuales se evalud el algoritmo y se comparan
los resultados obtenidos, en el caso del grafo tipo arbol, contra aquellos obtenidos
por otros algoritmos en la literatura. Ademas, en la seccion final de este capitulo
se discuten los desafios encontrados para la realizacion del algoritmo y el como se

solucionaron.

Capitulo V: Finalmente se presentan las conclusiones y aportaciones de este trabajo
de investigacion. Asimismo, se discuten brevemente algunos problemas no resuel-
tos que existen y las posibles rutas que puede tomar el trabajo futuro sobre esta

linea de investigacion.
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Capitulo 2. Marco tedrico

2.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es explicar brevemente los algoritmos existentes para re-
solver problemas similares al conjunto independiente sobre ciertas tolopogias de grafos
como anillo, arbol, cactus, grafo outerplanar y grafo general. Dichos algoritmos vy litera-
tura que los acompana se toman como bases para esta investigacion. A pesar de que
algunos de estos algoritmos son capaces de encontrar conjuntos de cardinalidad maxima
en algunas topologias de grafos, hasta la fecha, el autor de este documento desconoce
la existencia de algun algoritmo que pueda calcular el CIF maximo en tiempo polinomial
sobre grafos cactus. En la parte final de este capitulo, las tablas[1]y [2 muestran la infor-

macién condensada de los algoritmos descritos.

2.2. Algoritmos para encontrar conjuntos maximos y minimos

En esta seccion se discuten algunos algoritmos para encontrar conjuntos de cardina-
lidad maxima para los problemas del conjunto independiente, 2-conjunto independiente,
CIF, y conjunto k-packing. También se expone un algoritmo para encontrar el conjunto do-
minante minimo. Este ultimo algoritmo es importante porque sienta algunas bases para

el algoritmo del CIF desarrollado en esta tesis.

2.2.1. Conjunto independiente y 2-conjunto independiente sobre cactus

El problema del conjunto 2-independiente maximo busca determinar sobre un grafo G
dos conjuntos independientes disjuntos /;, I tal que la cardinalidad del conjunto I; U I,
sea maxima. La generalizacion de este problema recibe el nombre de maximo conjunto
k-independiente (MKIS) cuyo objetivo es encontrar k& conjuntos independientes disjuntos
tal que UY_,[; sea maxima. Tanto el 2-conjunto independiente (Sarrafzadeh y Lee, 1989)
como el MKIS (Yannakakis y Gavril, 1987) son problemas NP-Dificil para topologias de

grafos en general.

Para encontrar el 2-conjunto independiente sobre el grafo cactus, Das (2012) propone

el siguiente procedimiento: obtener los componentes biconectados y vértices de corte del
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cactus. Como siguiente paso, etiquetar como S, aquellos componentes biconectados con
numero impar de vértices y como S a los que contienen un nimero par. Para los com-
ponentes en Sy se sigue una técnica de borrado para aquellos vértices que no sean de
corte. Posteriormente, de forma secuencial se etiquetan los vértices restantes como Ry
M de tal manera que dos vértices consecutivos no tengan la misma etiqueta. Finalmente,
los vértices en R forman el primer conjunto independiente, denotado por S; y los vértices
en M el segundo conjunto, S,. Asi se obtienen dos conjuntos independientes disjuntos,
donde el conjunto 2-independiente maximo es S; U S,. El tiempo de ejecucion de este
algoritmo es O(n) unidades de tiempo (u. t.), donde n es el nUmero de vértices. Para en-
contrar un solo conjunto independiente maximo, se sigue un procedimiento similar, pero
en esta ocasion al etiquetar los vértices alternadamente se selecciona aquel conjunto que
sea mayor por componente, no importando si son pares o impares siempre y cuando la

seleccidn no afecte a otros vértices.

2.2.2. Conjunto independiente sobre grafo arbol

Un conjunto independiente I en un grafo tipo arbol se puede definir como aquella se-
leccion de vértices tal que si un vértice u se marca para pertenecer al conjunto, entonces
ningun vértice hijo de u pertenece a I, pero si los nietos de u. De forma similar, si un vérti-
ce w es marcado para formar parte de I, entonces su padre no puede ser marcado para el
conjunto (Valiente, 2002). El numero de independencia de un grafo G = (V, E), denotado
por 3(G), indica la cardinalidad del conjunto independiente maximo que se obtiene de G
(Valiente, 2002; Chellali et al., 2012).

Como se menciond, para encontrar el conjunto independiente en grafos tipo arbol
existen dos posibilidades, marcar tanto el vértice u y sus nietos o marcar unicamente a
los hijos de u. Esto se puede expresar mediante la ecuacion [1] donde I(u) es el tamafio

del conjunto independiente maximo del subarbol enraizado en el vértice .

I(u) = max oI 1+ ) I(w) (1)

v € hijos(u) w € nietos(u)

Para evitar la evaluacion exponencial de cada vértice que normalmente aparece en la
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Figura 10: Conjunto independiente maximo en un arbol.

programacion dinamica, se puede evaluar el arbol mediante un recorrido postorden. Por
lo que el tiempo de ejecucion de este algoritmo es O(n), ya que cada arista u —v € E
es examinada a lo mas 2 veces durante el recorrido. La Figura [{0] muestra una seleccion

posible de vértices para el conjunto independiente maximo sobre el grafo.

2.2.3. Conjunto k-packing sobre grafo arbol

El algoritmo secuencial propuesto por (Mjelde, 2004) se basa en la metodologia de
programacion dinamica y se divide en dos fases. La idea general de la primera fase es
comenzar en las hojas del arbol, realizar una serie de calculos e ir avanzando hacia la
raiz. Durante esta fase, se hace distincion entre los vértices del arbol y se les clasifica
en: hojas, vértices intermedios y raiz. Al finalizar los calculos de la primera fase, cada
subarbol enraizado en el vértice v conoce el tamano de la solucidén 6ptima, pero no iden-

tifica cuales son los vértices marcados para el conjunto.

La segunda fase comienza en la raiz y se desplaza hacia las hojas. Durante esta fase,
se usa la informacion obtenida en la fase anterior para detallar la solucién encontrada y

asi marcar los vértices del conjunto.

Cada vértice del arbol mantiene una tabla con informacion de tamano & + 1; para
llenar las celdas de cada tabla se necesitan O(C,) u. t., donde C, es el nimero de hijos
del vértice v. Por lo tanto, para cada vértice v se utiliza un total de O(kC,) u. t., puesto
que el numero total de hijos en el grafo es n — 1 (el vértice raiz no es un hijo) el tiempo de

ejecucion total del algoritmo es O(kn + n) = O(kn) u. t.

Durante la Fase 1, el algoritmo va llenando la tabla que se encuentra asociada a cada
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vértice del arbol; las dimensiones de la tabla son & renglones y 4 columnas, donde el
indice ¢ de cada renglén indica el nUmero de vértices no marcados que existen debajo
del vértice v, incluyéndose a si mismo. La primera columna de la tabla indica el nUmero
de vértices marcados que pueden llegar a existir si se tienen i vértices no marcados
debajo de v; el encabezado de la tabla se denota por la letra M. La convencién que
utiliza el autor para indicar cuales vértices pertenecen al conjunto es como sigue: un
vértice esta marcado si pertenece al conjunto, apagado en caso contrario. El resto de las
columnas de la tabla llevan por encabezado pd, sd y heir cuyo significado es: distancia de
padre, distancia a hermano y heredero, respectivamente. El algoritmo comienza haciendo

un recorrido del arbol en postorden para llenar la tabla de cada vértice.

Si el vértice es una hoja, entonces la columna M se llena con ceros en todos los
renglones, excepto en el indice 0 donde se coloca un 1. Esto significa que la hoja se

marca.
Para cualquier otro vértice que no sea hoja, existen tres posibilidades de acuerdo al

indice 7, éstas son:

» Si el indice i = k, entonces para llenar la celda correspondiente en la columna M

se utiliza la ecuacién

M,[k] = Mk —1]. (2)

» Sj el indice i se encuentra en el intervalo: £k — 1 > i > 1. En este punto, existe la
posibilidad de que un par de vértices hijos de v puedan seleccionarse como vértices
marcados pero que se encuentren a una distancia menor que k. Para revisar esta

ocurrencia se utiliza la condicion 8l

if (1 £0 A 2i—1<k). (3)

Si la condicién [3| se evalla verdadera, entonces hay que determinar cual de los

hijos aporta mas vértices marcados (a este vértice se le conoce como heredero)
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al subarbol enraizado en v. Sean u,w los vértices hijos de v, para seleccionar al
heredero se hace una revision de las tablas de los hijos y se guarda en una variable
auxiliar aux1 el resultado de M,[i — 1] + M,[i]; posteriormente, en una segunda
variable auz2 se le asigna M, [i] + M,[i— 1]. Si auxl > aux2, entonces heir,[i| = u;
de lo contrario, el heredero sera el vértice v. Este procedimiento se repite para
todo ¢ € C,. Asimismo, el valor de sd,[i] = k — (i — 1). Si la condicion (3| es falsa,
entonces se puede usar la ecuacion 2 La diferencia es que en esta ocasion hay que

reemplazar k por el valor adecuado de la posicién de la tabla.

= Finalmente, cuando el indice i = 0, el valor de M, [0] es igual a la suma de M._[k] Vc €

C, y a este resultado se le suma una unidad.

A pesar de que ya se ha explicado el llenado de la tabla de cada vértice, hay una
opcién que no se ha considerado, que una solucidn obtenida en algun indice i — 1 no sea
tan buena como la solucién calculada para un indice i (recuerde que el llenado de la tabla
comienza por el indice i = k, y decrece hasta llegar a « = 0). Por ello hay que realizar
una operacion adicional que el autor llama verificacion de antecedentes, en la cual, cada
resultado obtenido en M,[i| se compara contra M, [i + 1]. De aqui se obtiene la ecuacién

M4 que asigna a M, [i] la mejor solucién encontrada.

M, [1) = max{M,[i], M,[i+ 1]}. (4)

El dltimo campo por llenar es la distancia de padre pd,[i], cuyo valor por defecto es
pd,[i] = i. Este campo indica la posicidn de la tabla A,[ ] en donde se encontr6 la mejor
solucion para M, [i]. Es decir, cada vez que la ecuacién |4/ encuentra una mejor solucion
para M,[i] el valor de pd,[i] cambia. Al finalizar el llenado de la tabla del vértice raiz se

tiene toda la informacion necesaria para iniciar la Fase 2.

El propésito de la Fase 2 es marcar los vértices que formaran parte del conjunto; esto
se hace con base en la informacién obtenida en la Fase 1. Para marcar los vértices, es
necesario introducir un nuevo término: la distancia final final,. La distancia final indica la

posicion en M, [ ] donde se encuentra el vértice que se marcara. Si final, = 0, entonces
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el vértice se marca; por el contrario, si el vértice no debe de marcarse, entonces final,
muestra el nimero minimo de vértices no marcados que se encuentran por abajo de v

(incluyendo a v) antes del proximo vértice marcado.

La distancia final de cada vértice v puede caer en cualquiera de los siguientes casos:

1. El vértice v es la raiz.
final, = pd,[0]. (5)

2. El vértice v es el heredero o su padre p no tiene heredero.

final, = pd,[(final, — 1)mod(k + 1)]. (6)

3. El vértice v no es el heredero, pero su padre p si tiene heredero.

final, = pd,[(sd,|final,] — 1)mod(k + 1)]. (7)

De esta forma finaliza la Fase 2 y también el algoritmo. Es importante notar que mien-
tras el recorrido del arbol en la Fase 1 se realiza en postorden, la Fase 2 emplea un reco-
rrido preorden. El tiempo de ejecucion total del algoritmo es O(kn) u.t. Asimismo, existe la
version distribuida de este algoritmo, cuya complejidad es O(n?) u. t. La Figura[fT]muestra

un conjunto 3-packing encontrado mediante este algoritmo.

2.2.4. Conjunto dominante minimo en grafos cactus

Para encontrar el conjunto dominante de cardinalidad minima en un grafo cactus
Hedetniemi et al. (1986) proponen el algoritmo MCACTUS, el cual se compone de tres
rutinas: MCYCLE, CREATEPATH, y DOMSET. MCACTUS identifica los componentes bi-
conectados del cactus y los vértices de corte. Posteriormente, hace uso del algoritmo

MCYCLE para identificar los vértices que forman parte del conjunto dominante.

La rutina MCYCLE trabaja bajo la suposicion que los vértices del grafo se dividen
en tres conjuntos free, bound, required (F, B, R). Los vértices que se encuentran en R

son aquellos marcados para el conjunto dominante, mientras que los vértices de B se
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Figura 11: Conjunto 3-Packing sobre un grafo tipo arbol. Imagen tomada del trabajo de Mjelde (2004).
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encuentran dominados por los vértices de R. Los vértices libres no se encuentran domi-
nados, pero pueden incluirse en R para dominar a los vértices de B. MCYCLE encuentra
el conjunto dominante mixto, es decir encuentra los vértices que se encuentran tanto en
R como en B, de un componente biconectado. Lo anterior se lleva a cabo mediante las
rutinas DOMSET y CREATEPATH. La primera rutina encuentra el conjunto dominante en
un componente no ciclico, mientras que la rutina CREATEPATH recibe un vértice u eti-
guetado como R y un ciclo C, el vecindario de u se re-etiqueta como F'y u se elimina
del ciclo. Finalmente, CREATEPATH regresa el camino generado al borrar al vértice u del

ciclo.

Para encontrar los componentes biconectados, el autor hace uso del algoritmo 5.3
de (Aho y Hopcroft, 1974) cuya complejidad es de O(|E|), es decir, para el grafo cactus
es O(n) u. t. El tiempo de ejecucion tanto de CREATEPATH como MCYCLE es lineal.
Asimismo, MCACTUS manda llamar a MCYCLE a lo mas 3 veces por componente. De

aqui que la complejidad total del algoritmo MCACTUS es O(n) unidades de tiempo.

2.3. Algoritmos que encuentran conjuntos maximales

Diversos procedimientos se emplean para encontrar conjuntos de vértices sobre un
grafo; estos procedimientos suelen emplear tanto secuencias de pasos bien definidos,
como seleccién voraz, e incluso aleatoriedad. No obstante, el resultado que se obtiene
no siempre es el éptimo (debido a la complejidad del problema) y en caso de encontrar el
conjunto de mayor tamano el tiempo de ejecucidon puede llegar a ser muy elevado. Esta
seccion presenta algunos de los algoritmos que es posible encontrar en la literatura para

calcular conjuntos maximales sobre el grafo.

2.3.1. Algoritmo autoestabilizante para un CIF maximal en cactus

El algoritmo propuesto por Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2012) se divide en
2 fases; los autores denominan la primera como eleccion de lider. Esta fase primero
inicializa las variables locales de cada vértice. El proposito de estas variables es construir
de forma gradual un arbol de esparcimiento enraizado en cada vértice que contenga
la etiqueta identificadora con valor mas pequeno. La segunda fase o fase de marcado,

asigna un color diferente del conjunto {rojo,azul} a cada vértices v € V. El coloreo
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se realiza partiendo de la raiz del arbol de esparcimiento y avanza asignando el mismo
color a los vértices que se encuentren en el mismo nivel. La idea de este coloreo es que
los vértices rojos sean el conjunto de vértices S que forman el CIF maximal. Dentro del
conjunto de vértices de color azul existen dos tonalidades azul = {azuly, azuls}, que se
asignan a cada vértice dependiendo de su cercania a un vértice rojo. La complejidad del
algoritmo es O(Dg) u. t., donde Dy es el diametro del cactus. Si el grafo es un anillo, el

algoritmo encuentra el CIF maximo.

2.3.2. Algoritmo autoestabilizante para encontrar el CIF en un grafo arbitrario

Gairing et al. (2004) describe un algoritmo auto-estabilizante para encontrar un CIF
maximal sobre un grafo arbitrario; no obstante, el nUumero de movimientos requeridos para
alcanzar el objetivo es exponencial. La estrategia que sigue el autor es utilizar punteros
para conocer la informacion del vecindario de un vértice a distancia 2. De esta forma
se van construyendo arboles de esparcimiento donde la raiz de cada subarbol son los
vértices marcados para el CIF. Un vértice se agrega al conjunto sélo si todos sus vecinos
apuntan hacia él. Un vértice v € CIF se puede remover del conjunto si existe otro vértice
u vecino de v tal que u también esta en el CIF y tiene menor identificador que v. El
calendarizador que emplea este algoritmo es el adversario. Posteriormente, Shi (2012)
mejora notablemente este enfoque, reduciendo el sobre costo a O(mn) movimientos bajo
cualquier calendarizador y cuya estabilizaciéon se alcanza en O(n?) rondas. El algoritmo
esta compuesto de 4 reglas : c-Decrease, Leave, Join, c-Orphan. La regla c-Decrease se
encarga de actualizar la distancia de un nodo hacia otros si es que existe un nodo en el
vecindario con menor identificador. La regla Leave asegura que la distancia entre cada par
de nodos en el conjunto sea por lo menos 3; esta regla se acompana de la regla c-Orphan
qgue se encarga de que la raiz de cada subarbol enraizado en un nodo que pertenece al
conjunto tenga el identificador mayor del vecindario. Finalmente, la regla Join agrega un
nodo « al conjunto si el vecindario de u se encuentra por lo menos a distancia 2, o que
indica que u se encuentra a distancia de por lo menos 3 de cualquier otro nodo en el

conjunto.
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2.3.3. Metodologias de informacion a distancia &

Los autores en (Goddard et al., 2008) proponen una metodologia (modelo extendido)
para expandir la informacion que un vértice puede tener acerca de los vértices en su
vecindario, extendiendo asi el conocimiento de este vértice hasta aquellos vértices que
se encuentren a una distancia k (ver la Figura[12). En esta metodologia, cada vértice tiene
una variable binaria f, tal que f(i) = 1 si el i-ésimo vértice pertenece al conjunto; f(i) = 0,
en caso contrario. También se emplea la variable ¢ que se encarga de almacenar una
copia de la informacion a distancia k del vértice. Finalmente, se emplea un apuntador —
hacia algun miembro del vecindario cerrado del vértice que se encuentre a lo mas a
distancia k. El algoritmo se compone de 4 reglas UPDATE, ASK, RESET y CHANGE.
La regla UPDATE actualiza y verifica que la informacién guardada por o sea correcta,
mientras que la regla ASK comprueba si un vértice se encuentra privilegiado para realizar
cambios o corregir sus valores en o. Por su parte RESET monitorea los punteros de los
vértices para que cada uno de ellos apunte hacia el vértice con menor identificador dentro
de su vecindario cerrado a distancia k. Finalmente, CHANGE le permite que un vértice
se agregue al conjunto si todos sus vecinos a distancia & apuntan hacia él y si los valores
de o son correctos. Este algoritmo tiene una complejidad de O(n?*m) movimientos. El

Algoritmo [f]encuentra un CIF maximal bajo el modelo extendido.

Algoritmo 1: Algoritmo: 2-Packing suponiendo el modelo extendido
1 ENTER:ifi ¢ S A SN N?(i) =0 then

2 | enterS;

3 end

a LEAVE:ifi € S A SN N?(i) # 0 then

5 | leave S;

6 end

Posteriormente, Turau (2012) retoma la transformacién anterior (renombrandola como
modelo de expresidn) y la mejora a tan sélo O(m) movimientos. El autor desarrolla dos
algoritmos auto-estabilizantes, uno para el calendarizador central y otro para el calenda-
rizador distribuido. Para el calendarizador central, el algoritmo se llama Transformador C
y consiste de 5 reglas: Update, Request, Grant, Execute, y Reset. Update garantiza que
las variables de las expresiones tengan valores correctos. Un vértice hace uso de la regla

Request cuando éste quiere realizar algun movimiento; el permiso se otorga mediante la
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Figura 12: De izquierda a derecha, informacion a distancia 4, 2, y 1 desde el vértice i. Bajo este
modelo, la arista punteada (b, ¢) € F no es visible a distancia dos desde el vértice i. Imagen tomada
de (Goddard et al., 2008).

regla Grant, pero unicamente para ejecutar las reglas Execute o Reset. La regla Execu-
te ejecuta cualquier algoritmo que se encuentre dentro se esta regla; conversamente, la

regla Reset cancela los permisos otorgados al vértice.

Bajo un planificador distribuido, los vértices vecinos no pueden llevar a cabo las reglas
Execute y Reset de forma concurrente puesto que estos nodos se podrian aprobar de
forma simultanea; por ello, para este calendarizador, se agregan un par de reglas adi-
cionales LockR y LockE, que simplemente verifican si un vértice quiere pedir permiso y
si quiere ejecutar alguna accién. Ambas reglas le avisan al resto del vecindario que no
ejecuten ninguna accion hasta que el vértice al que se le concedid permiso realice sus
tareas. Posteriormente, las reglas UnlockR y UnlockE cancelan las peticiones del vértice.

El Algoritmo [2] encuentra un conjunto k-dominante minimal bajo el modelo de expresion.

Algoritmo 2: Algoritmo A;: Conjunto k-dominante (modelo de expresion)

1 €4 = {INcount :: |[{w € N(v) : w.state = IN}|}
2 R1:if v.state = OUT A v.Incount < k then

3 ‘ v.state < IN;

4 end

5

R2: if v.state = IN ANv.INcount > k N\ (Yw € N(v) : w.state = IN V w.INcount > k)
then

6 ‘ v.state < OUT;

7 end

Tanto Goddard et al. (2008) como Turau (2012) presentan aplicaciones de la metodo-
logia en problemas como k-packing, conjuntos irredundantes y otros conjuntos maximales
o minimales. Asimismo, Manne y Mjelde (2006) toman la metodologia desarrollada por
Goddard et al. (2008) para encontrar un CIF maximal donde la complejidad temporal del

algoritmo se mantiene, pero la complejidad espacial se reduce.

Asimismo, Turau (2007) presenta un algoritmo auto-estabilizante para encontrar con-



Tabla 1: Algoritmos para conjuntos maximos y minimos.

Problema Grafo | T(n)
%):él,ﬂz]t% . independiente y 2-conjunto  independiente cactus | O(n)
Conjunto independiente arbol | O(n)
Conjunto k-packing (Mjelde, 2004) arbol | O(kn)
Conjunto dominante (Hedetniemi et al., 1986) cactus | O(n)
Conjunto k-packing autoestabilizante (Mjelde, 2004) arbol | O(n?)

identificador sea menor.

Tabla 2: Algoritmos para conjuntos maximales y minimales.

Problema Grafo T(n)
CIF auto-estabilizante cactus O(Dy)
(Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2012) F
CIF auto-estabilizante ,
(Gairing et al., 2004) general exponencial
CIF auto-estabilizante 5
(Shi, 2012) general O(n?)
CIF auto-estabilizante, modelo extendido eneral O(n*m)
(Goddard et al., 2008) 9 nem
CIF auto-estabilizante, modelo de expresion
(Turau, 2012) general O(m)
CIF distribuido outerolanar O(n)
(Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2014) P "
Conjunto k-packing auto-estabilizante eneral O(n?m)
(Manne y Mjelde, 20086) 9 nem
Conjunto independiente auto-estabilizante
(Turau, 2007) general O(n)
Conjunto dominante auto-estabilizante
(Turau, 2007) general O(n)
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juntos independientes maximales y conjuntos dominantes minimales. La estrategia re-
quiere unicamente de un numero lineal de movimientos bajo un planificador central. El
algoritmo se compone de tres estados IN, OUT y WAIT. El estado /N indica que un vérti-
ce se marca para el conjunto. Por su parte, el estado OUT etiqueta al vértice que no
pertenece al conjunto, y WAIT indica que un vértice u podria cambiar hacia el estado

IN si es que el vecindario de u no tiene otro vértice que también este en WAIT y cuyo
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Capitulo 3. Algoritmo para encontrar el CIF maximo en

grafos cactus

3.1. Introduccion

En este capitulo se presenta el algoritmo CIF-MAXIMuUM-CACTUS, que es el algoritmo
de tiempo polinomial desarrollado en este trabajo para encontrar el CIF maximo en un
grafo tipo cactus. El capitulo inicia con la descripcién de alto nivel de como funciona el
algoritmo. Posteriormente, se explican mas detalles acerca de sus componentes; asimis-
mo, se presentan los pseudocodigos y formalizacion del mismo. Finalmente, se analiza

su tiempo de ejecucion.

3.2. Descripcion de alto nivel

El algoritmo para encontrar el CIF sobre un cactus K = (Vk, Ex), se descompone en

las siguientes partes:

1. Si la cantidad de vértices del grafo es exactamente igual a 1, entonces marque el
vértice y termine el proceso. Si la condicion anterior no se cumple, continue con los

siguientes incisos.
2. Divida el grafo de entrada K en componentes biconectados.

3. Genere un arbol de componentes biconectados T, y seleccione cualquier compo-
nente como raiz para el arbol. De los vértices que integran el componente raiz,

seleccione un vértice raiz.

4. Siga el recorrido postorden sobre T y calcule el CIF en cada componente de la

siguiente manera:

a) Si el componente biconectado es una hoja en el arbol, marque la mayor canti-
dad de vértices posibles de tal forma que no se violen las propiedades del CIF,
y donde la distancia mas corta del vértice de articulacion hacia el vértice mar-
cado mas cercano sea lo mas grande posible, llame a esta distancia restriccion

y pasela al bloque padre.
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b) Si el componente es un vértice intermedio o raiz del arbol Tz, primero evalle
las restricciones que recibe de sus hijos y, posiblemente, de su padre, mante-

niendo aquella cuya distancia sea menor (restriccion de mayor peso).

c¢) Dentro del proceso de marcado de vértices, evite marcar el vértice de articu-
lacion hacia el componente padre; el marcado de dicho vértice depende del

componente padre (excepto en la raiz.)

5. Reconstruya la respuesta en K a partir del marcado realizado en 1.

3.3. Notacion empleada

Asi como se menciona en la Seccion [1] un grafo cactus se denota por K = (Vi, Ex)
donde Vi y Ex son el conjunto finito de vértices y aristas de K, respectivamente. El
arbol de componentes biconectados se representa por 75 = (B, Ep), los vértices de
este arbol son los componentes biconectados del grafo K. Al conjunto de vértices de
T se les denota por B = {By, By, ...B;, ..., By}, donde el i-ésimo elemento denota el
orden de aparicion del componente i en el recorrido postorden sobre Tz, de aqui que el

componente By sea el vértice raiz del arbol de componentes biconectados.

Los vértices que integran al componente B;, cuando éste es un ciclo, se denotan si-
guiendo una numeracioén en el sentido de las manecillas del reloj de la siguiente manera:
para el vértice v, ;, el subindice 7 indica que pertenece al componente B;, mientras que el
subindice j, para j > 0, indica que es el j-ésimo vértice que se encuentra en el compo-
nente B;. Considere también que cada B; tiene un Unico vértice de articulacién v; , hacia
su componente padre, y que v; ; es el vértice marcado mas cercano hacia v; . Ademas, si
B; es un componente intermedio, entonces v, ; denota el vértice de articulaciéon hacia uno
de los componentes hijos. Si B; es un cliqgue de tamafio 2, entonces v, es el vértice que
tiene una arista hacia su componente padre y v, ; es el vértice restante en el componente.
El resto de la notacién que se emplea en los componentes ciclicos se conserva para los

componentes cliques.

La distancia mas corta entre entre un vértice v, ; y el vértice marcado mas cercano

se denota mediante dist(v; ;), mientras que la distancia més corta entre un par arbitrario
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Vs, dist(v3p, v31) = 1

restriccion(vip) =1 |(v3, \&) restriccion(vy ;) = 2

dl.Sl‘(Vlj()) =1 @ ( ;
dl'SlL(Vlﬁl, vll,l) =0

dl.St(Vz’3, Vz,]) =2

dl.St(szl, V’z’z) =1

B,

Figura 13: En el arbol T que muestra la figura, el conjunto de vertices es: B = {B;, Bs, B3}, mien-
tras que el conjunto de aristas es: £z = {B; — B3, B — B;}. El componente B; tiene dos vértices
de articulacion hacia componentes hijos, 75, que es el vértice v;, y de forma similar 73, = v3 .
Asimismo, para el componente B;, el conjunto de componentes hijos es Cp, = {B1, B2}

de vértices v;; y v; ), Se escribe mediante la notacion dist(v; ;, vix) Yy la restriccion que
recibe un vértice se denota con: restriccion(v; o). Finalmente, al conjunto de componentes

biconectados hijos de un vértice B; € T se denota por Cp, (ver la Figura[13).

3.4. Descripcion del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS

Esta seccion describe las partes que integran el algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS.
Cada subseccion, iniciando con la descomposicion de componentes biconectados hasta
la reconstruccion de la respuesta en K, detalla en prosa las operaciones que se llevan
a cabo; asimismo, en la subseccion de marcado de vértices, se explica el criterio de

desempate entre las diversas configuraciones de vértices marcados.

3.4.1. Calculo de los componentes biconectados de K

La busqueda de componentes biconectados para el T se lleva a cabo mediante 2

procedimientos preliminares: la busqueda de ciclos y busqueda de cliques de tamano 2.

1. Busqueda de ciclos: se lleva a cabo mediante una busqueda en profundidad (DFS)
sobre el grafo K, y haciendo uso de las aristas traseras se encuentran los ciclos en
el grafo. Cada ciclo se considera un componente biconectado. Los vértices asi como

aristas que forman parte del componente se marcan como visitadas en K, esto es



26

Figura 14: Busqueda de ciclos. a) Grafo K de entrada. b) grafo K sin ciclos. Los vértices punteados
indican que también se encuentran en algun ciclo.

para que un componente biconectado no aparezca en mas de una ocasion (ver la
Figura[14).

2. Busqueda de cliques de tamario 2: Al finalizar la busqueda de ciclos, el grafo K
se compone un bosque. Cada arista con sus vértices extremos (clique de tamarno
2) es un componente biconectado. La Figura[T5 muestra los cinco componentes

biconectados que se desprenden del grafo K de la Figura [T4a.

0
OoNOSERO @
©Q OO0 ® c‘c
@
Figura 15: Componentes biconectados del grafo K.

3.4.2. Creacion del arbol de componentes biconectados

Un paso previo a la construccién del arbol Tz es la construccidon de un grafo intermedio

de bloques G = (B, E’), donde B es el conjunto de componentes biconectados de K
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Figura 16: Grafo Gz con un ciclo.

encontrados por la busqueda (ciclos y de cliques de tamano 2) y donde E' C Ey. Para
formar el grafo intermedio se elige aleatoriamente un componente como raiz para Gp.
Posteriormente, para todo par B;, B, de componentes de B se agrega una arista entre
los componentes B;, By, si existe un vértice v; ; y un vértice v tal que v; ; y vy, tienen el
mismo identificador. La Figura [T6] muestra el grafo de componentes obtenido; los vértices
vs1 Y v4p tienen el mismo identificador, la letra b y los componentes {B;, B, B4} poseen

aristas entre si puesto que tienen un vértice en comun, el vértice e.

A partir de G'g se forma el arbol de bloques T = (B, E), donde Ep C E’, eliminando
las aristas entre los bloques que se encuentran en el mismo nivel, esto se puede realizar
mediante una busqueda en anchura (BFS). Por ejemplo, en la Figura[{6] la arista entre

B, y B3 (pintada en negritas) se elimina generando asi el arbol que se muestra en la

Figura[17]

3.4.3. Calculo del CIF por componente

El calculo del CIF sobre el arbol T sigue un recorrido en postorden (visita el vérti-

ce raiz después de visitar los vértices en sus subarboles (Cormen et al., 2009)), a cada

componente se le aplican los procedimientos descritos en las Secciones (3.4.3.1]a[3.4.4]
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Figura 17: Arbol T;; obtenido al remover las aristas entre componentes hermanos.

a)

b)

Bs

B3

B,
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Figura 18: Vecindario izquierdo y derecho de un veértice. a) El vecino izquierdo de b es el vértice g y el
vecino derecho es c. b) Para el vértice ¢, el vecino izquierdo y derecho es el vértice i; similarmente,

para i, su vecino izquierdo y derecho es e.
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3.4.3.1. Calculo del vecino izquierdo y derecho

Cada componente biconectado tiene al menos dos vértices v; y v; ;. Es necesario que
éstos conozcan su vecindario inmediato, en otras palabras, aquellos que se encuentran
a distancia 1. Ademas, cada vértice debe conocer la posicion de sus vecinos, es decir,
cual de ellos se encuentra a la izquierda y a la derecha. En caso de que el componente
sea un clique, se considera que el vecino izquierdo de v;, es el vértice v, 1; asimismo, el

vecino derecho de v; o también es v;; (ver la Figura[18).

3.4.3.2. Empaquetamiento

La seleccion de vértices para el CIF sigue cuatro procesos:

1. Marcar legalmente la mayor cantidad de vértices que se pueda, evitando marcar el

vértice de articulacion.

2. Si dos 0 mas configuraciones validas (entiéndase por configuracién al marcado de
vértices) aportan la misma cantidad de vértices para al CIF, entonces elija aquella
donde la distancia mas corta del vértice marcado hacia el punto de articulaciéon sea

la mayor posible, es decir: dist(v; v; ;) sea maxima.

3. Si existe la posibilidad de marcar el vértice de articulacion para que la cardinalidad
del conjunto sea mayor, entonces no hacerlo. Note que el vértice v; o por ser vértice
de articulacion también existe en el componente padre B, como v, ;; por lo tanto, si

se marca o no dicho vértice es decision del componente padre.

4. Cada vez que se marca un vértice para formar parte del conjunto, la distancia mas

corta de cada vértice hacia el vértice marcado mas cercano debe actualizarse.

3.4.3.3. Calculo del CIF cuando el componente es una hoja

Considere el componente B, (Figura[17), el cual contiene los vértices {i, j, k} y donde
el vértice de articulacidn es el vértice i. Cualquiera de estos vértices se puede marcar

para formar parte del CIF; no obstante, la configuracion debe ser aquella cuya distancia
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hacia al vértice de articulacion sea maxima, esta distancia se pasa hacia el componente
padre como restriccion. En este ejemplo, podria marcarse el vértice i para formar parte
del CIF; sin embargo, dicho marcado implica que la distancia de i hacia el vértice de
articulacion (que es el mismo) sea cero. Otro posible marcado es tomar como parte del
conjunto ya sea al vértice j o el vértice k, lo cual aporta (al igual que el marcado anterior)
un solo vértice al conjunto; sin embargo, al seleccionar j, la distancia hacia i es de una
arista (algo similar ocurre al seleccionar k), por lo que ésta es una mejor configuracion.
En caso de que se genere un empate en cuanto a qué vértice se marca, elija aquel con
el menor identificador; particularmente, para este ejemplo el vértice ; se marcara para

formar parte del CIF.

3.4.3.4. Calculo del CIF para componentes intermedios o raiz

Si el componente es intermedio significa que sus componentes hijos ya se han evalua-
do (recorrido postorden) y por lo tanto, puede existir alguna restriccion. Un componente
puede tener tantas restricciones como numero de hijos. Asimismo, cada v; ; puede tener
varias aristas hacia sus componentes hijos (una por hoja). Es responsabilidad de cada
componente intermedio, en particular de cada v; ;, ponderar todas las restricciones que
recibe y mantener la de mayor peso, es decir, la que entre todas las distancias sea menor.
Tome como ejemplo el componente B, de la Figura[17] el cual tiene como hijos a B; y
Bs. Se supone que sus hijos asi como los subarboles enraizados en cada componente
hijo ya han sido evaluados, entonces se tiene que el componente B; pasa una restriccion
de distancia uno al componente B, (esto es porque el vértice h se ha seleccionado pa-
ra formar parte del CIF). De forma similar, el componente B3 pasaria una restriccién de
distancia dos. Dadas las anteriores restricciones, el componente B, toma la restriccion
del componente B; (por ser aquella de distancia menor) y la asigna al vértice e como

distancia hacia su vértice marcado mas cercano.

Una vez que el componente conoce todas las restricciones, procede a buscar el mar-
cado de vértices en el componente actual, respetando los cuatro principios generales
mencionados en la seccion de Empaquetamiento. Si el componente a evaluar es el vérti-
ce raiz By, entonces la evaluacion procede igual que si se tratara de un nodo intermedio,

la diferencia es que ya no existe ningun componente padre al cual pasar restricciones;
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dist(a) =2 dist(b) = 1
/
dist(b) = 1 (1)
(s} c
(2 @
() dist(e) = 1
\
dist(e) = 1 Q)LQ dist(e) =2
dist(i) = 1

Figura 19: Arbol T una vez que sus componentes han sido evaluados. Los vértices marcados u
obscuros pertenecen al conjunto S.

ademas, de ser necesario se permite el marcado del vértice raiz para aumentar la cardi-

nalidad del conjunto.

Dentro del algoritmo existe un procedimiento llamado incrementap cuya tarea es sim-
ple: contar el nimero de vértices que se han marcado dentro de cada componente de 7.
De forma similar, existe un método llamado calculap que se encarga de contar el total de

los vértices marcados en todo el arbol T's.

3.4.4. Mejor lista y mejor distancia

Durante la ejecucion del algoritmo se emplean diversas estructuras de datos, entre
ellas se puede nombrar una lista llamada mejorLista que se encarga de mantener el
marcado de vértices que realiza el algoritmo sobre un componente B; que hasta cierto
momento de la ejecucion del algoritmo es la mejor, es decir, aquellos vértices que perte-

necen al CIF.
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Figura 20: Grafo K = (Vx, Fx) con vértices marcados u obscuros que pertenecen al CIF.

Existe un parametro adicional llamado mejorDistancia que mantiene la distancia en-
contrada del vértice v; ; al vértice de articulacion, en caso necesario, este parametro sirve
para desempatar distintas configuraciones de vértices almacenadas en mejorLista tal que

su cardinalidad sea igual entre ellas y a la vez maxima en B,.

3.4.5. Construccion de la respuesta en K

La traduccidn de la respuesta encontrada en el T hacia el grafo K es una tarea trivial
que se construye siguiendo un recorrido en postorden sobre los bloques del Tz y copiando

el marcado de vértices hacia el grafo K.

3.5. Pseudocodigos

En esta seccion se presenta el pseudocédigo del algoritmo propuesto. La sintaxis

empleada se describe a continuacion:

1. Los objetos tales como grafos, nodos y variables se escriben en cursiva: G.
2. La asignacion de valores se indican mediante el signo “«”.

3. El simbolo “="se utiliza en instrucciones condicionales para verificar igualdad.
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. Los comentarios se denotan de la siguiente manera: /*éste es un comentario*/.

. Los procedimientos se escriben en mindsculas si requieren una palabra, por ejem-
plo, “calcular(<valor>)”, en caso de necesitar mas de una palabra para su descrip-
cidn entonces se utilizan mindsculas y mayusculas: “calcularRecorrido(<valor>)”.
Si el procedimiento es bien conocido, como la busqueda en profundidad, entonces

se utiliza la abreviacién del mismo (BFS).

. Si un procedimiento se explica en algun otro algoritmo de esta seccion, se denota

de la siguiente manera RUTINA(<valor>).

. Las variables se denotan con letras cursivas: variable.

. Los atributos de un objeto se acceden mediante el operador “” y se nombran si-

guiendo la misma convencion empleada en los procedimientos, i.e, K.nodo(<identificador>).

. Para acceder especificamente a un objeto o atributo dentro del objeto se hace me-
diante el uso de paréntesis: objeto.atributo(<atributo especifico>); en las estructuras

tipo arreglo, el acceso se realiza mediante indices, arreglo[<indice>].
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Algoritmo 3: CIF-MAXIMUM-CACTUS

10

1

12

13

14

15

16

17
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20

21

22

23

24

Entrada : Un grafo cactus K = (Vk, Ek), donde Yu € Vi, u.marcado = falso.
Salida : Un conjunto independiente fuerte S C Vi, tal que los vértices en S se
marcan sobre K.
begin
if |K| =1 then
K.nodo.marcado < verdadero
else
Sea T’z un arbol de componentes biconectados
Obtenga los componentes biconectados de K, y agréguelos a Tz
Agregue una arista entre cada par de componentes B;, By, si existen los
vértices v; j, vi,; tal que sus etiquetas sean iguales
Elija de los componentes de Tz un componente raiz, By
agregarRaiz(Tg, By, falso) /*xagregue una raiz pero no enraice el
grafox/
BFS(T's, By)
Elimine las aristas entre los componentes de T que se encuentren a la
misma altura
agregarRaiz(Ts, By, verdadero) /*xenraice el grafo en By*/
OBTENERCIF(Tp)
/*Marcado de vértices en el grafo originalx/
for1 <i<|B|do
for0 < j < |B;| do
if v; ;j.marcado = verdadero then
K .nodo(v; j).marcado «— verdadero

end

end

end
end

return K

end




Algoritmo 4: OBTENERCIF(T3).

1
2
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Entrada : Un arbol de componentes biconectados T'z.

Salida

begin

for

end

: El arbol de entrada con los vértices marcados que pertenecen al CIF.

Sea B = {By, Bs, ..., B;,...Bx} €l conjunto de componentes biconectados de Tz
donde el i-ésimo elemento denota el orden de aparicion del componente B; en
el recorrido postorden sobre T'z.

Identifique los vértices de articulacion en cada componente B;.
Sea B, el componente padre de B,.

1<i<|B|ldo
restriccion < restriccion(v, ;)
restriccion(v; o) < restriccion
EMPAQUETAMIENTO(B;)
if dist(v; o) = 0 then

‘ distancia < oo
else

‘ distancia < dist(v; o)
end
if restriccion < distancia then

\ nuevaRestriccion < restriccion
else

| nuevaRestriccion « distancia
end

restriccion(B,.nodo(v; o)) <— nuevaRestriccion
actualizarDistancias(B;, v;p)

end
calculap(Tg)
return 7'z

Algoritmo 5: EMPAQUETAMIENTO(B;)

1"

Entrada : Un componente biconectado B; € T;.

Salida
begin

end

: El componente de entrada con los vértices marcados para el CIF.

calculaVecinolzquierdoDerecho(B;)
if |B;| > 2 then

PROCEDIMIENTO1(B;)

else

PROCEDIMIENTOZ2(B;)

end

reiniciarDistancias(B;)

distancia(v; o, v; ;) < mejor Distancia
actualizarDistancias(B;, v; )
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Algoritmo 6: PROCEDIMIENTO1(B;).

Entrada : Un componente biconectado B; € Tz con mas de dos vértices sobre los
cuales se realizara el recorrido.
Salida : El componente biconectado de entrada con los vértices marcados para el

CIF.
1 begin
2 if tieneRestricciones(B;) = verdadero then
3 U <= Vio
4 reiniciarDistancias(B;)
5 actualizarDistancias(B;, u)
6 RECORRIDO(B;, u, “derecha”)
7 U <= Vi0
8 reiniciarDistancias(B;)
9 actualizarDistancias(B;, u)
10 RECORRIDO(B;, u, “izquierda”)
11 else
12 restriccion(v; o) < 3
13 actualizarDistancias(B;, v;p)
14 EMPAQUETAMIENTO(B;)
15 return B;
16 end
17 end

Algoritmo 7: RECORRIDO(B;, u, sentido)

Entrada : El sentido del recorrido {“derecho”, “izquierdo”}.
Salida : Un marcado de vértices sobre B; iniciando por el vértice u y cuyo
recorrido
sigue la direccion indicada por la variable sentido.
1 begin
2 Sea sentido la direccion por la que se realizara el recorrido
3 for 0 <! < |B;| do
4 BUSCARMARCADO(B;, u)
5 reiniciarDistancias(B;)
6 actualizarDistancias(B;, u)
7 if sentido = “derecho” then
8 | u + B;.nodo(vecinoDerecho(u))
9

else
10 | u « B;.nodo(vecinolzquierdo(u))
11 end
12 end

13 end
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Algoritmo 8: PROCEDIMIENTO2(B;)

Entrada : Un componente biconectado B; con mas de dos vértices sobre los cuales
se
realizara el recorrido.
Salida : El componente biconectado de entrada con los vértices marcados para el

CIF.
1 begin
2 Sea val una variable que mantiene un valor entero
3 if restriccidn(v; o) < (restriccion(vecinoDerecho(v; o)) + 1) then
4 | wal < restriccion(v; )
5 else
6 val < restriccion(vecinoDerecho(v; )) + 1
7 if val < oo then
8 | restriccion(v; ) « val
9 else
10 | restriccion(v; o) 2
1 end
12 reiniciarDistancias(B;)
13 actualizarDistancias(B;, v; o)
14 u <—vecinoDerecho(v; o)
15 if dist(B;.nodo(u)) > 3 then
16 mejorLista U u
17 dist(B;.nodo(u), v; ;) < 0
18 actualizarDistancias(B;, u)
19 end
20 if dist(v; 0, v;;) > 3 then
21 mejorLista U v; o
22 dist(vi, v; ;) < 0)
23 actualizarDistancias(B;, v;p)
24 end
25 mejor Distancia < dist(v, v; )
26 end
27 for 0 <[ < |mejorLista| do
28 if B,.nodo(mejorLista[l]) = v; then
29 ‘ B;.nodo(mejor Lista[l]).marcado «+“rojo”
30 else
31 B;.nodo(mejorLista[l].marcado) «+ verdadero
32 incrementarp(B;)
33 restriccion(B;.nodo(mejor Listall])) + 0
34 end
35 end
36 return B;

37 end
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Algoritmo 9: BUSCARMARCADO(B;, u)

Entrada : El grafo que representa el componente B; y un vértice u para empezar a
buscar el marcado.

Salida : Una lista con los vértices de B; que pertenecen a s;.

1 begin

2 micial <— u

3 for0 <[/ < |B;| do

4 if dist(u, v;o) > 3 then

5 lista U u

6

7

8

9

dist(B;.nodo(u), v; o) < 0
actualizarDistancias(B;, u)

end

u <— vecinoDerecho(B;.nodo(u))
10 end
11 asignarMejorLista()
12 u < inicial

13 reiniciarDistancias(B;)
14 actualizarDistancias(B;, u)
15 | for0 <[ <|B;| do

16 if dist(B;.nodo(u) < 3 then

17 lista U u

18 dist(B;.nodo(u), v; ;) < 0

19 actualizarDistancias(B;, u);
20 end

21 u < vecinolzquierdo(B;.nodo(u))
22 end

23 asignarMejorLista()

24 end

3.6. Estrategia de formalizacion del algoritmo CIF-MAXiMmUM-CACTUS

Esta seccion presenta la correccion del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS. La demos-
tracion se compone por las ecuaciones 8 y 9 que son expresiones matematicas del pro-
blema del CIF sobre el arbol de componentes biconectados T'5. Las ecuaciones 10y 11
muestran el proceso de decision del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS para resolver el
problema anterior. Asimismo, la demostracion esta integrada por los lemas a que
contemplan casos especificos basicos y sin restricciones del marcado de vértices sobre
el arbol Tz, mientras que los lemas y son versiones mas elaboradas de los le-
mas anteriores y que consideran restricciones en el proceso de marcado de vértices. A

continuacion se muestra de forma general la descripcion de estos lemas.
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Lema[3.1]: presenta la cantidad de vértices que un grafo con |V| < 2 aporta al CIF.

Lema 3.2y Lema 3.3} indican el nimero de vértices marcados que un componente
biconectado ciclico aporta al CIF; asimismo, senala la distancia que existe desde el

vértice marcado mas cercano (v; ;) al vértice de articulacion (v; ).

Lema 3.4} muestra el marcado de vértices sobre un grafo tipo arbol enraizado en r

y cuyos hijos estan Unicamente a distancia 1 de r.

Lema [3.5] demuestra que el algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS encuentra el CIF
maximo sobre un componente hoja del T, incluye tres casos que combinan uno
o mas de los lemas anteriores e incorpora restricciones para el marcado de vérti-

ces.

Lema 3.6} demuestra que el algoritmo CIF-Maximum-Cactus encuentra el CIF méaxi-
mo sobre un componente intermedio (sin considerar el vértice raiz) del Tz, considera

dos casos para el marcado de vértices con y sin restricciones.

La demostracion concluye con el Teorema que mediante induccidon matematica,

englobando las ecuaciones 8 y 9 y los lemas anteriores demuestran que el marcado de

vértices que realiza el algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS sobre el arbol Tz es maximo y

correcto. La Figura [21] muestra visualmente el flujo que sigue la demostracién formal del

algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS.

Algoritmo 9

Ecuaciéon 9

‘E'_’ Demostracion de la correccion del
/' >_corema J. algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS

| Lema 3.3 |
A

| Lema 3.3

Lema 3.2

Figura 21: Diagrama con el flujo que sigue la demostracion formal del algoritmo CIF-MAXIMUM-
CACTUS.
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3.6.1. Demostracion formal de que el algoritmo CIF-MAXIMuM-CACTUS es correcto

Sea S C V el conjunto de vértices seleccionados para formar el CIF que describe las

siguientes propiedades:

Si = Scy, U { maximo ndmero de vertices {u € {B; —vio}, v € B; |

dist(u,v) > 3 ANdist(v,z) > 3V € Sc, ) Adist(v] ;,v;0) €s maxima}} paral <i < N.
B; 1,90 Vi,

(8)

SN
S = max (9)

SxuUr,  si (dist(r,vly;) >3 A dist(u,z) > 3Vz € Scg ).

Donde S; denota el CIF que se obtiene al considerar B; U Cp,, mientras que Sc,, es el

CIF de todos los subarboles enraizados en B;.

Por su parte, s; es el maximo numero de vértices {u,v € {B; — v;o}|dist(u,v) > 3}
y sea C = {ci,ca,...cx, ...cic } €l conjunto universo de todos los s; posibles tal que Yu €
si A\Vw € Scy, la dist(u,w) > 3. Asimismo, €' = {c|,c,...c,...c/c, } €s el conjunto de

mejores soluciones de C' (aquellas cuya cardinalidad es la mayor), tal que:

(
Ul e dist(v] ;, vip) €s maxima si |C| > 2.
=1 si[C] = 1. (10)

0 si |C| = 0.

\

Ademas, sea s; el CIF 6ptimo de B; — v;, donde:
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(
¢, € C'"|Vj € alos vértices de ¢}, j es el menor identificador si|C| > 2.

si=1¢ sijc]—1. (1)

0 si |C] = 0.

Finalmente, S; = s; U SOB,.-

Para demostrar que el algoritmo es correcto, se proponen los siguientes lemas.
Lema 3.1 Un grafo con |V'| < 2 contribuye a lo mas con un vértice a S.

Demostracion. Se consideran dos casos.

1. Si |V| =1, el vértice se marca.

2. Si |V] = 2, entonces G tiene la forma de un clique de tamano dos. Sean u, v los
vértices de G. Tanto el vértice w como v se pueden marcar para pertenecer a S,
pero no ambos a la vez. Suponga que u es el vértice raiz. De acuerdo a la Seccién
[3.4.3.3] el algoritmo marca el vértice v ya que la dist(vj; = v,v;o = u) €s maxima,

entonces |S| = 1.

Se completa la demostracion. |

Lema 3.2 Sea G un ciclo que contiene 3k, 3k + 1 0 3k + 2 vértices, para algun k € 7.7,

entonces G aporta exactamente k vértices al CIF, si no hay restricciones.

Demostracion. Se demuestra por contradiccion en el numero de vértices del ciclo. Pri-
mero se demuestra que no pueden existir mas de k vértices marcados para el CIF en el

ciclo, posteriormente que no hay menos de & vértices.

Suponga que hay al menos k + 1 vértices que pertenecen al conjunto .S en un ciclo

con z vértices donde 3k < z < 3k+2. Puesto que los vértices seleccionados forman parte
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de un CIF, entonces éstos deben de estar separados entre si por lo menos por 3 aristas o
2 vértices que no pertenecen al CIF. De aqui que si existen k + 1 vértices en el CIF debe
haber al menos otros 2(k + 1) vértices que los separan. Por lo que el numero total de
vértices en el ciclo debe ser 3k + 3 > z. Lo cual es una contradiccion al nimero supuesto

de vértices.

Ahora suponga que el ciclo aporta a lo mas & — 1 vértices al CIF y que el primer vértice
que pertenece al CIF es el v; 1, después los 2 vértices v; » y v; 3 No pertenecen al conjunto,
mientras que el vértice v, 4 si pertenece y asi sucesivamente. Siguiendo este procedi-
miento, el i-ésimo vértice marcado esta dado por la formula 3(: — 1) + 1, de aqui que el
k — 1 vértice que pertenece al CIF debe ser v; 3,_5. Dado que existen 5 vértices disponi-
bles no marcados, se puede marcar al vértice v; 3,_». Lo anterior contradice la suposicion
inicial de que existen a lo mas k — 1 vértices en el CIF. Por lo tanto, se demuestra que el

CIF tiene exactamente k vértices. [ |

Lema 3.3 Sea B; un ciclo libre de restricciones donde 3k < |B;| < 3k + 2 vértices, para
algun k € Z*; entonces, la distancia del vértice de corte v; , hacia el vértice marcado mas

cercano v; ; esta dado por la ecuacion[12,

1, si|B;| es multiplo de 3.
diSt(Ui7o, U;7j> = (1 2)

2, en caso contrario.

Demostracion. La demostracion se realiza sobre el nimero de vértices que separan a

los vértices marcados, se consideran 3 casos.

1. Si |B;| = 3k, entonces el maximo ndimero de vértices que se pueden marcar bajo
esta configuracion es k (por el Lema[3.2). Bajo esta seleccion de vértices marcados,
la distancia entre cada par de vértices u, v € s; es exactamente 3; ademas, como el
vértice v; o no se puede marcar para s;, entonces v;, debe quedar entre 2 vértices
marcados que se encuentran separados por el par x,y ¢ s;. De aqui que el vértice

vio debe ser el vértice x 0 y y la distancia mas cercana desde v; ; es 1.
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=0 0e~6 0d b

Figura 22: La distancia del vértice u a v es dos ya sea que la seleccion sea v 0 v, solo un vértice se
aporta al conjunto S.

——

Primeros /-1 hijos

Figura 23: No importa el numero de hijos que tenga el subarbol enraizado en el vértice r, si sus hijos
estan a distancia 1 de la raiz y estos ya no tienen descendientes, entonces cualquier par u,v € C, se
encuentra a distancia 2; debido a esto, sélo uno de ellos puede ser seleccionado para pertenecer al
conjunto.

2. Si|B;| = 3k+ 1, entonces el maximo nimero de vértices que se pueden marcar es k
(por el Lema[3.2). Al cumplirse esta condicion, cada par de vértices que pertenecen
a s; se encuentran separados exactamente por 2 vértices, excepto para un par u, v €
s; cuya separacion es de 3 vértices entre ellos. De aqui que el v; , debe ser el vértice
intermedio para maximizar la distancia al vértice u y v. Por lo tanto, la dist(v; ;, vio) =
2.

3. Si |B;| = 3k + 2, éste es similar al caso 2, excepto que la separacidon entre u y v
deben ser 4 vértices; nuevamente, el vértice v; , debe ser algun vértice intermedio
para maximizar la distancia, por lo que la dist(v] ;, v, o) = 2.

2,37

Se completa la demostracion. [

Lema 3.4 Sea G un arbol de altura 1 enraizado enr y donde C., es el conjunto de vértices

descendientes. Bajo esta configuracion, a lo mas un vértice de C, puede pertenecer al
CIF (Ver las figuras[22 y[23).

Demostracion. El diametro del subgrafo de expansion generado por el conjunto rUC,. es

dos; por lo tanto, se puede seleccionar a lo mas un vértice para el CIF. [
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Lema 3.5 E/ algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS encuentra el CIF maximo sobre un com-

ponente hoja B; del arbol T's.

Demostracion. Se consideran 3 casos.

1. El componente hoja B; se encuentra libre de restricciones o no tiene hermanos. Se

consideran 2 posibilidades:

» Si|B;| = 2, el caso se maneja como indica el Lema[3.1]

» Si|B;| > 3, se maneja como lo indican los Lemas 3.2y [3.3]

2. El componente hoja B; tiene restricciones y el vértice de articulacion v; o se compar-
te entre bloques hermanos. Suponga, sin perdida de generalidad, un componente
padre B, que tiene al menos 2 componentes hijos enraizados en v, ;. Sean B;_;
y B; dichos componentes. Ademas, suponga que B;_; es el primer componente
evaluado, y que S;_; es maximo. Notese que v, ; = v;_19 = v;0. Se consideran 2

subcasos.

= La restriccion que B;_; impone al componente B; es 1 (ver la Figura [24). El al-
goritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS, busca restricciones antes de evaluar al com-
ponente hijo. Posteriormente, el algoritmo realiza las operaciones pertinentes
para encontrar el CIF en B;. Sin embargo, la seleccién a distancia 1 de su
bloque hermano B;_; evita que algunos vértices de B; se puedan marcar pa-
ra pertenecer a S;; no obstante, dicha restriccién no disminuye el tamano del
conjunto (ver el Lema[3.4).

= Larestriccion que B;_; impone es 2 (ver la Figura [25). En esta configuracion, el
vértice de articulacién v;, se encuentra a distancia 2 del vértice mas cercano
marcado en B;_;. Bajo esta configuracion, cualquier otro vértice en B, — v,
debe estar al menos a distancia 3, por lo cual, la seleccion de vértices que

realice el componente B; no entra en conflicto con aquella realizada por B;_;.

3. El componente B; tiene restricciones pero los componentes hermanos no compar-

ten el vértice de articulacién con B;. Suponga sin pérdida de generalidad que un



restriccion(vp,) = 1

dist(viio,vian) = 1
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restriccion(vip) = 1

Figura 24: El componente hoja a evaluar es B, el cual recibe restricciones por el vértice v, ;.

restriccion(vp,) = 2

dist(vi1o, Vi) =2

restriccion(vig) = 2

Figura 25: Todo vértice en B; — v; , se encuentra a distancia 3.
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restriccion(vpm) = 1 Vpid Vp.i dist(vpra , vpi) =1

restriccion(vpi) =2

dist(viip, Vi) =1 restriccion(vig) = 2

restriccion(vp,) =2 Vpi- @ dist(vpr ,vpi) =1
/ restriccion(vpi) =3

dist(viip, vii2) =2

restriccion(vip) =3

Figura 27: La restriccion que recibe B; es 3; por lo tanto, B; se evalua como si no tuviese restriccio-
nes.
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componente padre B, tiene al menos 2 componentes hijos B;_; y B;. Ademas, su-
ponga que B,_; se encuentra enraizado en v,,_1 mientras que B; en v,,. Adicio-
nalmente, suponga que la dist(v,,-1,7,;) = 1 arista y que el componente B;_; se

evalua antes que B;. Se consideran 2 opciones.

m La restriccion que imponen los componentes hermanos sobre B; es 2 (ver la
Figura[26). Suponga que la restriccion que impone B;_; sobre v;_1o = 1. De
aqui que la restriccion recibida por v,,_; sea también 1. Ademds, como la dis-
tancia entre dist(v,,-1,7,;) = 1, la restriccion sobre v,; debe ser 2. Bajo esta
configuracion, cualquier otro vértice en B; —v; o debe estar al menos a distancia
3, por lo cual, la seleccion de vértices que realice el componente B; no entra

en conflicto con aquella realizada por B;_;.

» |La restriccion que imponen los componentes hermanos sobre B; es igual o
mayor que 3 (ver la Figura[27). Suponga que la restriccion que impone B;_;
sobre u,;_; es igual o mayor que 2, y como la dist(v,;-1,7,;) = 1, entonces la
restriccion que recibe v, ; debe ser al menos de 3; por lo tanto, el componente

hoja B; se puede evaluar como si no tuviese restricciones.

Se completa la demostracion. |

Lema 3.6 E/ algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS calcula el CIF maximo (sin considerar el

vértice raiz) S; sobre los bloques intermedios del T's.

Demostracion. Sea B; un componente biconectado que es ancestro de al menos un

componente B;_;. Se consideran 2 casos.

1. B, tiene restricciones. El componente B; recibe restricciones por medio de los vérti-
ces de articulacion v; ; de cada uno de sus hijos; asimismo, B; llama a una rutina
para actualizar restricciones, esto para que todo v € B; conozca la distancia a la
que se encuentra del vértice marcado mas cercano. Posteriormente, el Algoritmo [9)

itera sobre los vértices de B;, en sentido izquierdo y derecho para encontrar el CIF.
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dist(a) = oo dist(a) = 4
dist(i) =3 dist(b) =3
dist(h)=2 .. '/'—."c-ﬁst(c) =2 dist(h)=2 . ""/;ﬁst(c) =2
disté;= 3 dist(d) =3
dlsl(c) =2 dist(f) =3 dzst(c) =2

Figura 28: Lado izquierdo: componente a evaluar indicando las restricciones que recibe de los blo-
ques hijos. Lado derecho: componente después de que las restricciones fueran propagadas hacia

el resto de los vértices.

dist(a) =1 dist(a) =1
dist(b) =2 dist(i) =0 dist(b) =2
= dist(e) =2 dist(h)=1_. "—"”";ﬁst(c) -1
dist(d) =2 dist(;;-: 2 dist(d) = 0
dist(f) =0 dlst(e) =1 dist(f) =2 dlst(e) =1

Figura 29: Posibles marcado de vértices cuando el recorrido se hace por la izquierda.

Las respuestas (seleccion de vértices y distancias) se almacenan en las variables

lista y distancia. El criterio de desempate entre las configuraciones (en orden de

importancia) es el siguiente:

a) Conservar la configuracion de mayor cardinalidad.

b) Seleccionar la configuracion tal que la dist(v; ;, vio) €s maxima.

c) Seleccionar la respuesta cuyos vértices tengan el menor identificador.

2. El componente B; no recibe restricciones. En este caso, B; se comporta como si
fuera un componente hoja de Tz, por lo que la demostracion es como en el Lema
3.5

Las figuras [28] [29]y [30] muestran posibles configuraciones de salida. Se completa la

demostracion. n

Teorema 3.1 SeaTyp = (B, E”) un arbol de bloques con |B| = N y sea S C V el Conjunto
Independiente Fuerte con las propiedades de las ecuaciones 8 y[9, entonces S es un CIF

y €s maximo.
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dist(a) =1 dist(a) = 3
dist(b) =0 dist(i) =2 dist(b) =2
""""c‘[isz(c) =1 dist(h) :1 --"-;list(c) =1
dist(d) =2 dist(’é’ﬂ =0 m_.c_list(d) =0
---------------------- dist(f) = 1 -"-m‘c.ﬁst(e) =1

dist(f)=0 dist(e) = 1

Figura 30: Posible marcado cuando el recorrido se hace por la derecha. La mejor configuracion
encontrada es la del lado derecho.

dist(a) =0

dist(i) = 1 dist(b) = 1

dish)=1 7 dist(e) = 1
dist(g) =0 dist(d) =0

dist(f) =1 dist(e) =1

Figura 31: Mejor configuracion, después de aplicar la ecuacion @

Demostracion. La demostracion de que S es maximo se realiza mediante induccion so-

bre la altura del arbol 7.

Como caso base considere que el componente B; es una hoja del T, la correccion
de este caso se discute en el Lema[3.5] Observe que el conjunto S; contiene el maximo
numero de vértices (excluyendo a v; ) que el T puede aportar y que la distancia desde
v; 0 hacia el vértice marcado méas cercano es maxima. Ademas, de acuerdo al Lema[3.4]
el marcado de vértices no interfiere con la cardinalidad del conjunto S;, por lo cual se

cumple la ecuacion 8.

Para el caso inductivo, suponga que el teorema se mantiene para todo subarbol del

Tp enraizado en el componente B;_; para 1 < i < N. Se consideran 2 casos.

1. El componente B; se encuentra libre de restricciones. Por el Lema([3.6] si para el
(1 — 1)-ésimo componente el S;_; es correcto, entonces el S; correspondiente a B; —

v; o también se calculara correctamente.

2. El componente B; recibe restricciones. Este caso es la combinacién del Lema[3.6ly
los casos 2 y 3 del Lema 3.5



50

Finalmente, si B, = By, entonces la ecuacién [9 verifica si es posible agregar r al
conjunto S. La Figura[31] muestra la salida del algoritmo cuando la ecuacion [9] se aplica
al componente By, considere que el vértice a es la raiz del grafo. La cardinalidad del

conjunto es maxima. Se completa la demostracion. |

3.7. Analisis del tiempo de ejecucion del algoritmo

Esta seccion se analiza el tiempo de ejecucion del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS.

Cada una de los pasos que aqui se mencionan se describen en la Seccion [3.2]

El primer paso requiere de O(1) u. t., puesto que se trata de una simple comparacion

del numero de vértices en el grafo.

El segundo paso, se encarga de dividir el grafo en componentes biconectados; esto a
la vez se subdivide en la busqueda de ciclos y busqueda de cliques de tamano 2. Para la
busqueda de ciclos, se hace uso de la busqueda en profundidad (DFS) la cual requiere
de O(n+m) u. t. Por otro lado, la busqueda de cliques de tamano 2 simplemente compara
el conjunto de aristas inicial contra aquellas retiradas por la busqueda de ciclos, lo cual
se resuelve en O(m) u. t. Puesto que el grafo tipo cactus es un grafo disperso, es decir
|Ex| ~ O(Vk), el tiempo necesario para dividir el grafo en componentes biconectados es
O(n) u. t.

El tercer paso, generar un arbol de componentes biconectados T, requiere de O(n?)
u. t. puesto que por componente se revisa si existe adyacencia con el resto de los com-

ponentes.

Para el cuarto paso, calculo del CIF en cada componente, el marcado se realiza me-
diante el recorrido por la izquierda y por la derecha, el cual toma O(n’) u. t. donde n’ es el
nuamero de vértices que integran el componente que se esta evaluando. Dichos recorridos
se realizan tomando como vértice inicial cada uno de los vértices en el componente. En

el peor de los casos n’ ~ O(n), por lo que el tiempo de ejecucién es O(n?) u. t.

Finalmente, la reconstruccion de la respuesta en K (paso 5) toma O(n) u. t., ya que
simplemente consta del recorrido en postorden sobre los componentes en T y de copiar

el marcado de los vértices en cada B; hacia el grafo K.
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Algoritmo 3: CIF-MAXIMUM-CACTUS
Entrada : Un grafo cactus K = (Vk, Ek), donde Yu € Vi, u.marcado = falso.
Salida : Un conjunto independiente fuerte S C Vi, tal que los vértices en S se
marcan sobre K.

1 begin
2 | if |[K|=1then
3 ‘ K .nodo.marcado < verdadero paso 1, 0(1) u. t.
4 else
5 Sea T un arbol de componentes biconectados
6 Obtenga los componentes biconectados de K, y agreguelos a Tp
7 Agregue una arista entre cada par de componentes B;, By, si existen los vértices
V55, Vg, tal que sus etiquetas sean iguales
8 Eljija de los componentes de T un componente raiz, By g paso 2’ O(I’l) u. t.
9 agregarRaiz(Ts, By, falso) /*agregue una raiz pero no enraice el
grafox/
10 BFS(TB, BN)
11 Elimine las aristas entre los componentes de Tp que se encuentren a la misma
altura paso 3, O(n*) u. t.
12 agregarRa{z(Tg, By, verdadero) /*enraice el grafo en By*/
13 OBTENERCIF(T) 1 paso 4, O(n?) u. t.
14 /*Marcado de vértices en el grafo originalx*/ {
15 for 1 <i<|B|do
16 for 0 < j < |B;| do
17 if v; j.marcado = verdadero then
18 | K .nodo(v; ;). marcado «— verdadero > paso 5, 0(n) u. t.
19 end
20 end
21 end
22 end J
23 return K
24 end

Figura 32: Analisis de la complejidad del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS.

Por lo tanto, la complejidad total del algoritmo es O(n?) u.t. en el peor de los casos
(ver la Figura [32).

3.8. Ejemplo final

Ahora que los componentes del algoritmo se han descrito, y después de revisar los
pseudocddigos y analizar su complejidad, se presenta un ejemplo mas desarrollado de la
ejecucion del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS. Considere que el cactus K = (Vk, Ex)

que se muestra en la Figura[33]es el grafo a evaluar.

De acuerdo con la descripcion de alto nivel mostrada en la Seccion[3.2)y al Algoritmo
el primer paso es contar el nimero de vértices del grafo K, puesto que |V | > 1, entonces
se deben obtener los componentes biconectados del grafo (segundo paso). El tercer paso

es generar el arbol de componentes biconectados T, el cual se muestra en la Figura[34]

El cuarto paso del algoritmo encuentra el CIF sobre 75 siguiendo el recorrido postor-

den sobre sus vértices. La evaluacién del componente B; es trivial puesto que es una
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Figura 33: Grafo cactus con 64 vértices.

hoja libre de restricciones, de aqui que el vértice {v,; = 45} se marca. Debido al proceso
anterior, el vértice v, se encuentra ahora a distancia 1 del vértice marcado, es decir,
dist(vip,v7,) = 1. La distancia anterior se pasa como restriccion al componente padre
Bs,. Es responsabilidad de Bs, actualizar las distancias de todos sus vértices de acuerdo
a la restriccion recibida por el vértice de articulacidén hacia su hijo, por lo que, la distancia
de vy 5 ahora es dos hacia el vértice marcado mas cercano, de aqui que el vértice vq
reciba una restriccién de valor 2 (ver la Figura[35). Considerando la restriccién anterior, el

vértice v, ; se encuentra a distancia 3, por lo que se marca.

De forma similar, se evalta el subarbol enraizado en B, (ver la Figura[36). Observe
que el vértice v,0 Sse encuentra a distancia 3 del vértice marcado més cercano, y podria
marcarse; no obstante, el algoritmo indica que en este caso la decision la toma el com-
ponente padre, de aqui que el vértice vs, 7 no reciba restricciones. El resultado de evaluar
los componentes B;; a Bys se muestra en la Figura[37] El vértice de articulacion de los
componentes Bis, Big, Bigs Y Ba2s se encuentra a distancia 3 de su vértice marcado mas

cercano. La decision de marcar el vértice depende del componente Bas.
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Figura 34: Arbol de componentes biconectados obtenido del grafo de la Figura[33]
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Figura 36: El vértice v, o no se marca.
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restriccion(9) = 1

19 25

28 @ 20 24

Bll

21

22

Figura 37: El vértice 6 de cada uno de los componentes de Cj,, esta a distancia 3 de su vértice
marcado mas cercano; a Bs, le corresponde decidir si dicho vértice se marca.

restriccion(9) = 1

Figura 38: El componente Bs, ya tiene todas las restricciones de C5,,, por lo que ya esta listo para
evaluarse.
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Figura 39: Dos posibles configuraciones que muestran el marcado de vértices para B3,. No obstante,
el algoritmo no conserva ninguna de éstas, puesto que la distancia de v}, ; hacia vzz o no es maxima.

Figura 40: Dos configuraciones validas cuya distancia es maxima de v;, ; hacia v;; . El algoritmo
conserva la solucion mostrada en el inciso a.

La evaluacion de los componentes By a Bs; se muestra en la Figura[38] Finalmente,
se evallia el componente Bs,. Las figuras [39]y [40] muestran todas las posibles configu-
raciones de vértices validas dadas las restricciones impuestas por Cp,,. Observe que
si selecciona cualquier configuracién mostrada en la Figura[39, no se podria marcar el

vértice vs2 o = r = 0, asi que estas configuraciones quedan descartadas.

Cualquiera de las configuraciones de vértices que se muestran en la Figura [40] permi-
ten que el vértice raiz pueda marcarse y con esto, aumenta la cardinalidad del conjunto.
Por el proceso de desempate, el algoritmo conserva la configuracion de vértices con el
menor identificador (ver la Figura[40a). Observe también que el vértice {6} que anterior-

mente no se marcé en Cp,,, ahora ya pertenece al CIF.

En la Figura[41]se muestra el arbol 7z completo con los vértices marcados para el CIF.

Finalmente, la Figura [42] presenta el marcado de vértices para el CIF sobre el cactus.
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Figura 41: Arbol 73 completo con todos los vértices marcados para el CIF.



Figura 42: Marcado de vértices sobre el cactus.

58



59

Capitulo 4. Resultados

4.1. Introduccion

Esta seccion presenta las herramientas computacionales empleadas tanto para la
creacion de los grafos como para la codificacion y prueba del algoritmo propuesto en esta
tesis, asi como otros encontrados en la literatura. Para corroborar el funcionamiento del
algoritmo CIF-CACTUS-MAXIMUM se construyeron dos conjuntos de pruebas. El primero
contiene grafos tipo cactus que se encuentran en la literatura: (Mjelde, 2004; Hedetniemi
et al., 1986; Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda, 2012); el marcado de vértices para el
CIF maximo de estos cactus ya se conoce y se usé para comparar los resultados de es-
tos contra los generados por nuestro algoritmo. El segundo conjunto contiene 120 grafos
cactus generados aleatoriamente mediante la codificacion y uso de rutinas en lenguaje C,
scripts en Ry Java. Cada grafo se encuentra compuesto aproximadamente por 4096 vérti-
ces y sirvieron como entrada para el algoritmo de conjunto k-packing de Mjelde (2004)
para el algoritmo del conjunto dominante minimo de Hedetniemi et al. (1986) y para el

CIF-CACTUS-MAXIMUM; nuevamente, se comparan los resultados.

El capitulo finaliza discutiendo cuestiones relacionadas a la solucion del CIF maximo

sobre el grafo cactus.

4.2. Software de apoyo y simuladores

Dentro de las herramientas computacionales empleadas se encuentra el software R
project for Statistical Computing (R) el cual se encuentra en (R Core Team, 2013). Asi-
mismo, se empleod la biblioteca igraph (Csardi y Nepusz, 2006). R es un lenguaje de pro-
gramacion y ambiente de desarrollo para realizar computo estadistico y grafico. Por otra
parte, igraph es una coleccion de paquetes de software y biblotecas que permite trabajar
con diversos elementos de teoria de grafos. De acuerdo a la pagina principal de igraph,

las bibliotecas base que lo componen estan codificadas tanto en lenguaje C como C++.

Las herramientas comerciales anteriores, asi como las que se describen en las Sec-
ciones y|4.2.2, se emplearon para codificar, visualizar y guardar el archivo fuente de

los diferentes grafos con los que se trabaja.
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4.2.1. Simulador BAP

El Simulador BAP fue creado por el grupo de algoritmos del Departamento de Cien-
cias de la Computacion que pertenece a la Division de Fisica Aplicada en CICESE. El
simulador se disefo para trabajar sobre un problema de teoria de juegos conocido como
el problema de “asignacion de guardaespaldas”, la descripcién de este trabajo se en-
cuentra en (Zatarain Aceves, 2011). Los autores del Simulador BAP son: Brizuela C.A.,
Brubeck D., Fajardo D., Fernandez J.A., Zatarain H. La codificacion se realizd en lenguaje
JAVA y se encuentra integrado por los paquetes Algorithms, Data, Enums, Experiments,
Graph, Utils, y bap_simulator, donde de forma respectiva, se encuentran los algoritmos
para resolver las diferentes configuraciones del problema de asignacion de guardaes-
paldas, la forma de cémo guardar los resultados obtenidos en hojas de Microsoft Excel,
valores enumerados que toman las estructuras, el archivo de configuracién que indica los
experimentos realizar, las clases para representar al grafo y finalmente, cédigo auxiliar

para lectura y escritura de los archivos fuente del grafo.

Especificamente, dentro del paquete Graph se encuentran las clases de java No-
de.java y Graph.java. La primera contiene atributos y métodos necesarios para represen-
tar e identificar un vértice en el grafo mientras que la segunda clase incluye la estructura

del grafo, asi como procedimientos para almacenar, borrar, y acceder a los vértices.

Para realizar la codificacion del algoritmo CIF-MAxIMUM-CACTUS fue necesario cam-
biar algunos elementos del Simulador BAP. La clase Graph.Graph.java ahora acepta he-
rencia de clases tipo <T> genérico, de esta forma soporta diversos tipos de vértices
con propiedades distintas. Asimismo, se agregaron métodos adicionales para enraizar el
grafo, realizar recorridos (preorden, postorden, anchura y profundidad), encontrar compo-
nentes biconectados, ciclos de vértices, borrado de aristas, y otros métodos auxiliares. La
clase Graph.Node.java también se modifico para aceptar herencia de clases genéricas.
De esta forma, se elimina la necesidad de adaptar los tipos de datos que se emplean. Las

tablas |3y 4| muestran los atributos de la clase Graph.Graph.java y Graph.Node.java.



Tabla 3: Atributos de la clase Node.class del Simulador BAP.

Atributo Tipo de dato Descripcion
Utilizado para realizar la busquedas en an-
col Z={012} | chura y pr%fundidad. °
d o+ Indica el momento en que se descubre el
vértice durante DFS.
. o+ |dentificador del vértice padre, empleado
pt unicamente para BFS y DFS.
id zZt |dentificador Unico del vértice.
distance zZt Distancia del vértice v; ; a v},
Mantiene la lista de colores que puede tomar
color Enum .
el vértice.
parent Node<E> Apuntador hacia el vértice padre.
neighbors Lista Contiene el vecindario abierto del vértice.
label String Informacién adicional del vértice.
Tabla 4: Atributos de la clase Graph.class del Simulador BAP.
Atributo Tipo de dato Descripcion
P zZ* Cardinalidad del CIF
listBFS Lista Lista los vértices del recorrido en anchura
sobre el grafo.
ciclo Lista Mantiene los ciclos encontrado del grafo.
Block Lista Contiene los componentes biconectados del
grafo.
o Valor légico que se activa si se reciben res-
restriccion Booleano o
tricciones.
listaPo Lista Orden los vértices en el recorrido postorden.
tE Lista Orden de los vértices en el tour de Euler.

Asimismo, se agregaron nuevas clases al paquete Graph con propiedades y compor-
tamientos para representar nuevos vértices y grafos dependiendo de las necesidades de

los diferentes algoritmos. Dichas clases se describen a continuacion:

1. NodoComun. Representacién basica de un vértice en el grafo, esta integrada por

las caracteristicas y comportamiento de la clase Node.java.

2. NodeB. Es la especializacion de la clase Node.java. Contiene atributos y métodos

para trabajar con el grafo tipo arbol cuyos vértices son componentes biconectados.

3. NodeM. Hereda los atributos y comportamiento de la clase Node.java, ademas,
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tiene los elementos y comportamientos requeridos para el algoritmo del conjunto
k-packings (Mjelde, 2004).

. NodoH. También hereda los atributos y comportamiento de la clase Node.java,
ademas de tener las propiedades necesarias para trabajar con el algoritmo de con-
junto dominante minimo sobre un arbol y un cactus que se puede encontrar en
(Hedetniemi et al., 1986).

. GraphB. Esta clase provee los metodos para encontrar los vecinos izquierdo y
derecho de un vértice. Ademas, hereda (atributos y comportamiento) de la clase
Graph.java y forma parte de la clase Block.java. Adicionalmente, el método distancia
de Graph.java se sobrescribio para calcular la trayectoria mas corta desde cualquier

vértice hacia el vértice marcado mas cercano, es decir, para obtener la dist(v; ;, v; ;).

. GraphH. Al igual que GraphB, hereda las propiedades de Graph y contiene la es-

tructura para trabajar con el grafo requerido por Hedetniemi et al. (1986).

. Block. Esta clase contiene los métodos necesarios para acceder y manipular la clase
GraphB.

. BlockH. Implementa los métodos para acceder a la clase GraphH. Adicionalmente,
contiene el método MCyle, que es parte del algoritmo de Hedetniemi et al. (1986).

Ademas de codificar la estructura del grafo, se codificaron las siguientes clases:

. RLauncher. Ejecuta la consola de R mediante instrucciones propias del sistema

operativo y muestra en la pantalla el grafo que con el que se esta trabajando.

. DomSet. Codificacion del algoritmo de Hedetniemi et al. (1986) para encontrar el

conjunto dominante de cardinalidad minima sobre un grafo tipo arbol.

. MCactus. Implementacion del algoritmo de Hedetniemi et al. (1986) para encontrar

el conjunto dominante minimo sobre un grafo cactus.

. Mjelde. Contiene el algoritmo propuesto por Mjelde (2004) para encontrar el k-packing
maximo en grafos tipo arbol. Por el momento, el valor de k esta fijo en 2 para encon-

trar el CIF.
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5. CIF_Total. Implementacion del Algoritmo [4] para encontrar el CIF maximo sobre un
grafo cactus. Esta clase se apoya tanto de la codificacién del Simulador_.BAP como

la codificacion de CIF_Subgrafo.

6. CIF_Subgrafo. Encuentra el CIF maximo de un componente B; € T. Es la imple-

mentacion del Algoritmo [5

4.2.2. Generadores de los casos de prueba

Los 120 grafos de prueba se crearon mediante las rutinas que se describen en esta
seccion. Tal como se mencion6 en la Seccién [4.1] cada grafo contiene aproximadamente
4096 vértices. La razdn detras de esta aproximacion se debe a que el nUmero de vértices
por componente (ciclos de vértices, nUmero minimo y maximo de hijos) se genera alea-
toriamente. Ahora se presenta de forma muy breve las rutinas empleadas, asi como su

pseudocodigo.

1. RandomTree.c Es una adaptacion del codigo encontrado en (Nepusz, 2010). El pro-
grama esta codificado en lenguaje C e incluye la libreria igraph.h para manejar el
grafo generado como objeto de igraph. La firma del programa recibe 3 parametros
de entrada: numero deseado de vértices intermedios, el nimero minimo de hijos por
vértice y el nimero maximo de hijos por vértice. El pseudocodigo se presenta en el
Algoritmo[10] La descripcion de las funciones IGRAPH_CHECK vy igraph_create se

encuentra en (Csardi y Nepusz, 2006).

2. generaCadenas.java. Este programa hace uso de los recursos del Simulador BAP.
Como parametros de entrada recibe el nimero minimo y maximo de vértices que
la cadena de anillos debe tener. Posteriormente, el programa genera aleatoriamen-
te los vértices en el grafo y agrega las aristas pertinentes para generar un ciclo
de vértices. Si no se excede el numero de vértices requeridos, entonces, aleatoria-
mente se escoge un vértice del ultimo ciclo generado (de tal forma que dicho vértice
no se comparta con ningun otro ciclo) y sobre éste se construye el siguiente ciclo
del grafo. Si se excede el numero maximo de vértices que se solicitd, entonces se

destruye el dltimo ciclo y se genera otro aleatoriamente (ver el Algoritmo[17).
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Algoritmo 10: RandomTree para generar arboles aleatorios.

Entrada : numVerticesIntermedios, minChilden, maxChilden.
Salida : Un grafo arbol con los parametros especificados.
begin

Sean:

T un arbol vacio

nP = 0 el identificador del vértice padre

nC = 1 el identificador de un vértice hijo

aristas un vector con la lista de aristas

while nP < numVerticesIntermedios do

numChilden < random() %(maxChilden — minChilden + 1) — minChilden

if nP > nC then

\ ERROR

else

for0 <i<nCdo
IGRAPH_CHECK(igraph_vector_push_back(aristas, nP))
IGRAPH_CHECK(igraph_vector_push_back(aristas, nC))
nC + +

end

end

nP + +

end

igraph_create(T’, aristas, 0, Q)

return T

end

Algoritmo 11: generaCadenas.

Entrada : minVertices, maxzVertices.
Salida : Una cadena de vértices con los parametros especificados.
begin

Sea n un numero aleatorio con minVertices < n < maxVertices
Cree un ciclo con n vértices y agréguelo a G
Sean:
u un vértice cualquiera de G
v el vértice de G con el mayor identificador
while minVertices < |G| < maxVertices do
n = random/()
Iniciando en el vértice u agregue un ciclo de n vértices
Elija un nuevo vértice « de forma aleatoria tal que N(u) = 2
end
return G

end
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3. generaAnillos.java. Se basa en la codificacién de generaCadenas.java en cuanto
a los parametros de entrada, codigo en comun y el uso del Simulador BAP. La
diferencia es que esta clase genera un ciclo de vértices de forma recursiva, el cual
alimenta otro método auxiliar lamado generador que construye anillos perimetrales
al anillo base. Asimismo, cada ciclo adicional se pasa al método generador para
continuar con el proceso anterior. La recursividad se detiene cuando se alcanza el

intervalo de vértices deseado en el grafo.

4. RandomCactus.R es cortesia de Trejo-Sanchez y Fernandez-Zepeda (2012). Dicha
rutina se basa en el modelo Erd6s-Rényi para generar grafos aleatorios; posterior-
mente se utiliza busqueda en profundidad (DFS) y mediante probabilidad se elimi-

nan aristas para generar los cactus.

Cada una de estas rutinas genera como salida un archivo con extension .gm/ el cual
consiste del conjunto de vértices con sus parametros de identificador, etiqueta y color (el

color asignado es blanco, por omision), también contiene el conjunto de aristas.

4.3. Detalles de implementacion

Ahora que se han presentado las herramientas computacionales auxiliares en este
trabajo y se ha descrito el algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS, se proveen detalles mas
practicos de su implementacion. Como lo indica la Seccion [4.2.1] el algoritmo propues-
to se implement6 en lenguaje JAVA, especificamente con la version 1.8.0_05. En esta

seccion se describen las estructuras y tipos de datos empleados en la codificacion.

La estructura de datos que alberga a los vértices es un mapa hash cuya llave es un
entero y contiene elementos de la clase node de tipo genérico <T>. Asimismo, otro mapa
hash almacena las aristas del grafo, cuya llave es un String de la forma u — v, donde u
es el vértice extremo de menor identificador y v el otro extremo de la arista. Para facilitar
la identificacion de la etiqueta menor se utiliza el método Utils.Utils.getEdgeKey(int u,
int v), cuyo parametro de retorno es precisamente la llave identificadora de la arista. El
motivo por el cual se ha utilizado el mapa hash, es debido a la habilidad de soportar

las operaciones de diccionario de insertar, buscar y borrar; ademas de poder hacer uso
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de prestaciones en cuanto a simplicidad de manejo para acceder directamente a alguna
posicién en el mapa en tiempo constante. De acuerdo a (Cormen et al., 2009), el buscar
un elemento en el mapa hash puede requerir O(n) u. t. en el peor de los casos pero por

lo general el desempeio es O(1) u. t.

Para mantener el orden de aparicion de los vértices durante los diversos recorridos,
se emplean estructuras dinamicas tipo ArrayList con la finalidad de tener los elementos
ordenados en forma lineal y mantener las propiedades de un vector de datos, tal como
acceder a un elemento en particular por medio de su indice. Otra estructura empleada es
la lista ligada, esto para poder hacer uso del comportamiento de pila y cola necesarios

para realizar las busquedas BFS y DFS.

En cuanto a la asignacion de restricciones y distancias, los algoritmos [4] y [8 mencionan
el valor infinito; este valor se simula mediante el método estatico Integer.MAX_VALUE que

pertenece a la clase java.lang.Integer cuyo valor es 23! — 1.

Finalmente, el resultado generado por el algoritmo se guarda en una hoja de Microsoft
Excel que contiene el nombre del archivo del grafo de entrada, tipo de grafo, el numero
de vértices y componentes biconectados, asi como la cardinalidad del CIF. Lo anterior se
logra mediante el uso del open source Java Excel Api (http://jexcelapi.sourceforge.net),
gue es un conjunto de bibliotecas codificadas en JAVA para escribir y modificar hojas de

datos de Excel.

4.4. Casos de prueba

Como se menciona en la introduccidn de este capitulo, se cuenta con 2 conjuntos de
grafos de prueba: aquellos grafos encontrados en la literatura y que su CIF maximo es co-
nocido y para el segundo conjunto, se generaron 30 grafos tanto de tipo arbol, cadena de
ciclos, sistemas de engranes y cactus (estas configuraciones se muestran en la Figura
cada uno de ellos creado con las herramientas mencionadas en la Seccién[4.2.2] El algo-
ritmo CIF-CACTUS-MAXIMUM se alimentd con cada uno de estos grafos de la siguiente
manera: se dividié el grafo en componentes biconectados y se utilizé cada uno de estos
componentes como raiz del Tz dando un total de 237,087 arboles T’z distintos, sin contar

gue en cada componente biconectado, cada uno de los vértices se empleé como raiz.
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c) d)

Figura 43: Grafos cactus. a) Arbol. b) Cadenas de ciclos. c) Sistemas de engranes. d) Cactus (com-
binacion de diferentes configuraciones).

El motivo por el cual cada grafo se enraiz6 en cada componente biconectado y en
cada vértice, es para asegurar que no importando la forma del cactus, el algoritmo es
capaz de encontrar el CIF maximo sobre éste, y que la cardinalidad del mismo es igual

en todos los casos. La notacién empleada para nombrar los grafos es la siguiente:

1. Para el grafo arbol, el nombre es: t_a_b_c_d.gml, donde a es el nimero minimo de
hijos por vértice intermedio, b indica la cantidad deseada de vértices intermedios, ¢
es el maximo numero de vértices hijos por vértices intermedio, y d denota el nUmero

total de vértices en el grafo.

2. Las cadenas de vértices se identifican como X X cadenas_YYYY.gml, donde X X
es un numero entre {01 — 30} y YYYY es |V(G)|.

3. Los sistemas de engranes se identifican como X X _engranes_YYYY.gml, la nota-

cion XX y YYYY tiene el mismo significado que la empleada en las cadenas.

4. Los cactus se identifican mediante cac_.YYYY _X X, y conservan el significado de

las cadenas.

Las tablas Bl a8 presentan informacion relacionada a los casos de prueba; mientras
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que las figuras[44] [45]y [46] son una representacion visual de los grafos evaluados. La

disposicion de vértices en dichas figuras utilizan los siguientes algoritmos de dibujo:

1. Kamada-Kawai, es un algoritmo dirigido por fuerzas que coloca los vértices del grafo

de tal manera que las aristas se crucen lo menos posible (Kamada y Kawai, 1989).

2. Reingold-Tilford emplea la estrategia de divide y venceras para encontrar una dis-
posicion de vértices en el grafo tal que el vértice padre esté centrado sobre sus hijos

y que el grafo ocupe el menos espacio posible (Reingold y Tilford, 1981).

4.41. Resultados

El primer conjunto consta de grafos pequefnos como el que se muestra en la Figura [47]
Estos son grafos cuya cardinalidad de vértices es pequena, por lo que incluso mediante
una busqueda exhaustiva es posible encontrar el CIF maximo. Al ejecutar el algoritmo
CIF-MAXxIMUM-CACTUS, el tamano del conjunto encontrado contra el CIF reportado en

este tipo de grafos es el mismo; no obstante, la seleccion de vértices difiere.

Para el segundo conjunto de prueba, los grafos tipo arbol se evaluaron tanto con algo-
ritmos de conjunto dominante minimo, conjunto k-packing y CIF-MAXIMUM-CACTUS. La

cardinalidad encontrada por cada algoritmo en cada uno de estos grafos es la misma.

El resto de los grafos se evaluaron con el algoritmo de Hedetniemi et al. (1986) y el
propuesto en esta tesis. Los resultados muestran que se mantiene la propiedad descrita
en (Imrich et al., 2008), la cual indica que para cualquier grafo G = (V, E), la cardinalidad
del conjunto dominante minimo es mayor o igual que la cardinalidad del CIF maximo, es
decir v(G) > p(G). Satisfactoriamente, no importando la forma del arbol de componentes
biconectados T, ni el componente raiz seleccionado, la cardinalidad del CIF es siempre
igual, aunque la seleccién de vértices varia. Las figuras 48]y [49 presentan una gréfica
comparativa que relaciona los grafos evaluados y la cardidalidad de los conjuntos encon-
trados; CDM denota al conjunto dominante minimo. La relaciéon observada en cuanto a

vértices marcados contra el nimero de vértices del grafo se muestra en las tablas [9]y [10]



Tabla 5: Casos de prueba del grafo tipo arbol.

Grafo |V(G)| | Componentes | |5| V(@) /|S|
t.0.16.512.4056.gml | 4057 4056 447 | 0.110179936
t.11.31.199.4284.gml | 4285 4284 191 | 0.044574096
t.1.10_777_4292.gml | 4293 4292 637 | 0.148381085
t1.11.677.4007.gml | 4008 4007 565 | 0.140968064
t.1.11.709 4324.gml | 4325 4324 598 | 0.138265896
t1.11.857.5126.gml | 5127 5126 707 | 0.137897406
t.1.2.3000.4510.gml | 4511 4510 1440 | 0.319219685
t.1.32.256.4354.gml | 4355 4354 240 | 0.05510907
t-1.3.2000.4008.gml | 4009 4008 1133 | 0.282614118
t.1.3.2048 4126.gml | 4127 4126 1175 | 0.284710443
t.1.7.1024 4277.gml | 4278 4277 777 | 0.181626928
t 2 13.587.4469.gml | 4470 4469 518 | 0.115883669
t 2 .32 256 4633.gml | 4634 4633 240 | 0.051791109
t 2 64128 4239.gml | 4240 4239 125 | 0.029481132
t2.7.1000.4484.gml | 4485 4484 784 | 0.174804905
t 27999 4489.gml | 4490 4489 788 | 0.175501114
t2.8.1000.4986.gml | 4987 4986 804 | 0.16121917
t.3.12.640.4836.gml | 4837 4836 555 | 0.114740542
t 35997 3975.gml | 3976 3975 763 | 0.191901408
t 3.5.999 4008.gml | 4009 4008 760 | 0.18957346
t.3.7.701.3486.gml | 3487 3486 572 | 0.164037855
t.3.7.811.4059.gml | 4060 4059 656 | 0.161576355
t 3.7.888.4417.gml | 4418 4417 718 | 0.162516976
t.3.7.997 5063.gml | 5064 5063 806 | 0.159162717
t.3.8.768.4128.gml 4129 4128 625 | 0.15136837
t 3.9 666 4090.gml | 4091 4090 564 | 0.137863603
t4.128 64 4520.gml | 4521 4520 64 0.01415616
t4.21.320.4118.gml | 4119 4118 295 | 0.071619325
t.59.97.53.4095.gml | 4096 4095 53 | 0.012939453
t7.11.460.4156.gml | 4157 4156 410 | 0.098628819
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Tabla 6: Casos de prueba del grafo tipo cadenas.

Grafo |V(G)| | Componentes | |5| V(@) /|S|
01_cadenas_4050.gml | 4050 577 1236 | 0.305185185
02_cadenas_4051.gml | 4051 596 1236 | 0.305109849
03_cadenas_4050.gml | 4050 570 1229 | 0.30345679
04_cadenas_4054.gml | 4054 576 1240 | 0.305870745
05_cadenas_4054.gml | 4054 599 1236 | 0.304884065
06_cadenas_4053.gml | 4053 574 1235 | 0.304712559
07_cadenas 4051.gml | 4051 588 1234 | 0.304616144
08_cadenas_4054.gml | 4054 556 1231 | 0.303650715
09_cadenas_4053.gml | 4053 575 1232 | 0.303972366
10_cadenas_4060.gml | 4060 551 1237 | 0.304679803
11_cadenas_4052.gml | 4052 594 1228 | 0.303060217
12_cadenas_4055.gml | 4055 578 1230 | 0.303329223
13_cadenas_4057.gml | 4057 578 1235 | 0.304412127
14 _cadenas 4051.gml | 4051 578 1235 | 0.304862997
15_cadenas_4053.gml | 4053 584 1225 | 0.30224525
16_cadenas_4056.gml | 4056 595 1223 | 0.3015286
17_cadenas_4050.gml | 4050 576 1244 | 0.307160494
18_cadenas_4059.gml | 4059 578 1238 | 0.305001232
19_cadenas_4050.gml | 4050 590 1227 | 0.302962963
20_cadenas_4054.gml | 4054 586 1228 | 0.302910705
21_cadenas_4050.gml | 4050 574 1229 | 0.30345679
22_cadenas_4053.gml | 4053 584 1228 | 0.302985443
23_cadenas_4051.gml | 4051 574 1230 | 0.303628734
24 _cadenas_4053.gml | 4053 573 1237 | 0.30520602
25_cadenas 4051.gml | 4051 580 1231 | 0.303875586
26_cadenas_4053.gml | 4053 569 1236 | 0.304959289
27 cadenas 4054.gml | 4054 589 1230 | 0.303404045
28_cadenas_4052.gml | 4052 591 1229 | 0.303307009
29_cadenas_4053.gml | 4053 583 1231 | 0.303725635
30_cadenas_4055.gml | 4055 581 1240 | 0.305795314
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Tabla 7: Casos de prueba del grafo tipo engranes.

Grafo |V(G)| | Componentes | |5 V(G)| /S|
01_engranes_4098.gml | 4098 901 1136 | 0.277208394
02_engranes_4053.gml | 4053 910 1119 | 0.276091784
03_engranes_4061.gml | 4061 912 1121 | 0.276040384
04 _engranes 4114.gml | 4114 910 1144 | 0.278074866
05_engranes 4129.gml | 4129 938 1129 | 0.273431824
06_engranes 4113.gml | 4113 919 1131 | 0.274981765
07_engranes_4068.gml | 4068 886 1126 | 0.276794494
08_engranes_4093.gml | 4093 918 1128 | 0.275592475
09_engranes 4119.gml | 4119 907 1144 | 0.277737315
10_engranes 4106.gml | 4106 918 1139 | 0.277398928
11_engranes 4148.gml | 4148 929 1151 | 0.277483124
12_engranes 4104.gml | 4104 919 1140 | 0.277777778
13_engranes 4108.gml | 4108 905 1144 | 0.278481013
14 _engranes_4072.gml | 4072 914 1123 | 0.275785855
15_engranes_4051.gml | 4051 895 1120 | 0.276474944
16_engranes_4109.gml | 4109 912 1132 | 0.275492821
17_engranes 4142.gml | 4142 945 1145 | 0.276436504
18_engranes _4052.gml | 4052 921 1113 | 0.274679171
19_engranes 4085.gml | 4085 896 1134 | 0.277600979
20_engranes 4130.gml | 4130 919 1148 | 0.277966102
21_engranes_4064.gml | 4064 905 1128 | 0.277559055
22_engranes_4094.gml | 4094 926 1131 | 0.276257938
23_engranes 4111.gml | 4111 896 1141 | 0.277548042
24 _engranes_4078.gml | 4078 917 1139 | 0.27930358
25_engranes 4107.gml | 4107 899 1130 | 0.275140005
26_engranes 4110.gml | 4110 920 1144 | 0.278345499
27 _engranes 4148.gml | 4148 911 1152 | 0.277724204
28_engranes 4101.gml | 4101 918 1135 | 0.276761765
29_engranes_4081.gml | 4081 896 1132 | 0.277382994
30_engranes_4117.gml | 4117 926 1143 | 0.277629342
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Tabla 8: Casos de prueba del grafo tipo cactus.

Grafo |[V(G)| | Componentes | |S] V(@) /|S]
cac_4096_.19.gml | 4096 2096 1276 | 0.311523438
cac 4096 20.gml | 4096 2078 1276 | 0.311523438
cac_4096_29.gml | 4096 2130 1277 | 0.311767578

cac 4096 6.gml | 4096 2053 1283 | 0.313232422
cac 4098 4.gml | 4098 2105 1284 | 0.313323572
cac_4098_7.gml | 4098 2106 1281 | 0.312591508
cac_4099.10.gml | 4099 2065 1285 | 0.313491095
cac 4099 21.gml | 4099 2084 1277 | 0.3115394
cac 4099 25.gml | 4099 2059 1290 | 0.314710905
cac 4099 3.gml | 4099 2076 1266 | 0.308855818
cac.4101_2.gml | 4101 2132 1291 | 0.314801268
cac 4102_14.gml | 4102 2120 1288 | 0.313993174
cac 4102.23.gml | 4102 2113 1282 | 0.312530473
cac_ 4102.30.gml | 4102 2048 1281 | 0.312286689
cac 4102 5.gml | 4102 2043 1271 | 0.309848854
cac 4103_17.gml | 4103 2034 1281 | 0.312210578
cac 4103.26.gml | 4103 2078 1284 | 0.31294175
cac 4104_.13.gml | 4104 2072 1283 | 0.312621832
cac 4104_15.gml | 4104 2035 1279 | 0.311647173
cac 4104 22.gml | 4104 2119 1273 | 0.310185185
cac 4105_16.gml | 4105 2108 1288 | 0.313763703
cac 4105.24.gml | 4105 2162 1287 | 0.313520097
cac 4105.28.gml | 4105 2084 1273 | 0.310109622
cac 4105.8.gml | 4105 2119 1277 | 0.311084044
cac 4106_12.gml | 4106 2067 1286 | 0.313200195
cac4106.9.gml | 4106 2083 1271 | 0.309547004
cac 4109_1.gml | 4109 2074 1287 | 0.313214894
cac4109_11.gml | 4109 2087 1294 | 0.314918472
cac4111.27.gml | 4111 2142 1287 | 0.313062515
cac4112.18.gml | 4112 2115 1283 | 0.312013619

Tabla 9: Relacién tamaiio del CIF contra tamano del grafo.

Grafo: Arbol Cadenas Engranes
Maximo | 0.319219685 | 0.307160494 | 0.27930358
Minimo | 0.012939453 | 0.3015286 | 0.273431824

Promedio | 0.139410429 | 0.304131863 | 0.276839431

Tabla 10: Relacion tamaino del CIF contra tamaio del grafo, continuacion.

Grafo: Cactus Concentrado
Maximo | 0.314918472 | 0.319219685
Minimo | 0.308855818 | 0.012939453
Promedio | 0.312335344 | 0.258179267
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Figura 44: Grafo t_1_11_709_4324.gml, la disposicion de los vértices que se emplea es Kamada-Kawai.
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Figura 45: Grafo cactus de 4096 vértices, la disposicion de los vértices empleada es Reingold-

Tilford.
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Figura 46: Grafo de sistemas de engranes con 4148 vértices en disposicion Kamada-Kawai.
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Figura 47: Arbol con |[V| = 9y r = 3. Los vértices que pertenecen al CIF maximo se encuentran
marcados.

4.5. Discusion

Se ha presentado un algoritmo para encontrar el conjunto independiente maximo so-
bre un grafo cactus, asi como algunos detalles de su implementacién. Ahora, en esta
seccién se discuten las interrogantes que guiaron el transcurso del presente trabajo de

investigacion.

La caracteristica que describe a un CIF, es que la distancia minima entre cualquier
par de vértices marcados es al menos de 3 aristas. No obstante, el marcado de vérti-
ces a distancia 3 no debe ser arbitrario, puesto que se cae en el riesgo de crear un
conjunto maximal en lugar de uno maximo. Debido a lo anterior, se debe seguir un
procedimiento ordenado e informado para marcar los vértices del grafo. Como se men-
ciond en la Seccién [2.2] existen algoritmos que dividen el grafo por secciones como lo
son (Hedetniemi et al., 1986; Das, 2012). También existen algoritmos que, mediante re-
corridos sobre grafos aciclicos y de forma ordenada, calculan el conjunto maximo hasta
cierto punto o vértice en el grafo, tal es el caso del algoritmo descrito en la Seccién[2.2.2]
y el trabajo de (Mjelde, 2004). Una de las preguntas que participaron en el proceso para
generar el algoritmo es si existe la necesidad o no de romper los ciclos presentes en el
cactus y como llevarlo a cabo. Una forma de lograr lo anterior es eliminando aristas del
ciclo, para asi obtener una estructura similar a la de un arbol. No obstante, esto genera el
inconveniente de que los vértices extremos a los que se les elimina la arista, desconocen

que en realidad son vecinos. Por lo tanto, al borrar la arista entre ellos, existe la posibilidad
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04_engranes_4114.gml|
05_cadenas_4054.gml 1
05_engranes_4129.gml| :
06_cadenas_4053.gml
06_engranes_4113.gml :
07_cadenas_4051.gml
07_engranes_4068.gml :
08_cadenas_4054.gml
08_engranes_4093.gml :
09_cadenas_4053.gml
09_engranes_4119.gml 1
10_cadenas_4060.gml 1
10_engranes_4106.gml 1
11_cadenas_4052.gml 1
11_engranes_4148.gml 1
12_cadenas_4055.gml 1
12_engranes_4104.gml :
13_cadenas_4057.gml
13_engranes_4108.gml 1
14_cadenas_4051.gml :
14_engranes_4072.gml
15_cadenas_4053.gml 1
15_engranes_4051.gml 1
16_cadenas_4056.gml :
16_engranes_4109.gml
17_cadenas_4050.gml :
17_engranes_4142.gml
18_cadenas_4059.gml :
18_engranes_4052.gml
19_cadenas_4050.gml 1
19_engranes_4085.gml 1
20_cadenas_4054.gml 1
20_engranes_4130.gml 1
21_cadenas_4050.gml 1
21_engranes_4064.gml :
22_cadenas_4053.gml
22_engranes_4094.gml :
23_cadenas_4051.gml
23_engranes_4111.gml :
24_cadenas_4053.gml
24_engranes_4078.gml 1
25_cadenas_4051.gml 1
25_engranes_4107.gml 1
26_cadenas_4053.gml 1
26_engranes_4110.gml 1
27_cadenas_4054.gml 1
27_engranes_4148.gml :
28_cadenas_4052.gml
28_engranes_4101.gml 1
29_cadenas_4053.gml :
29_engranes_4081.gml
30_cadenas_4055.gml :
30_engranes_4117.gml ]
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Figura 48: CDM contra el CIF maximo.
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cac_4096_19.gml
cac_4096_20.gml
cac_4096_29.gml
cac_4096_6.gml
cac_4098_4.gml
cac_4098_7.gml
cac_4099_10.gml
cac_4099_21.gml
cac_4099_25.gml
cac_4099_3.gml
cac_4101_2.gml
cac_4102_14.gml
cac_4102_23.gml
cac_4102_30.gml
cac_4102_5.gml
cac_4103_17.gml
cac_4103_26.gml
cac_4104_13.gml
cac_4104_15.gml
cac_4104_22.gml
cac_4105_16.gml
cac_4105_24.gml
cac_4105_28.gml
cac_4105_8.gml
cac_4106_12.gml
cac_4106_9.gml
cac_4109_1.gml
cac_4109_11.gml
cac_4111_27.gml
cac_4112_18.gml
t_0_16_512_4056.gml
t_11_31_199_4284.gml
t_1_10_777_4292.gml
t_1_11_677_4007.gml
t_1_11_709_4324.gml
t_1_11_857_5126.gml
t_1_2_3000_4510.gml
t_1_32_256_4354.gml
t_1_3_2000_4008.gml
t_1_3_2048_4126.gml
t_1_7_1024_4277.gml
t_2_13_587_4469.gml
t_2_32_256_4633.gml
t_2_64_128 4239.gml
t_2_7_1000_4484.gml
t_2_7_999_4489.gml
t_2_8_1000_4986.gml
t_3_12_640_4836.gml
t_3_5_997_3975.gml
t_3_5_999_4008.gml|
t_3_7_701_3486.gml
t_3_7_811_4059.gml
t_3_7_888_4417.gml
t_3_7_997_5063.gml
t_3_8_768_4128.gml
t_3_9_666_4090.gml
t_4_128_64_4520.gml
t_4_21_320_4118.gml
t_59_97_53_4095.gml
t_7_11_460_4156.gml
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Figura 49: CDM contra el CIF maximo. En los grafos tipo arbol, las cardinalidades de los conjuntos

son iguales.
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gue ambos sean marcados para el conjunto, lo cual viola las propiedades del CIF, puesto

que por ser vecinos la distancia entre ambos es 1.

Otra forma para romper ciclos que fue considerada es la de eliminar tanto un vértice
del mismo como todas sus aristas adyacentes, este procedimiento se sigue en el trabajo
de Hedetniemi et al. (1986). Por ejemplo, sean {...u,v,w, z,y...} vértices que pertenecen
a un ciclo arbitrario del grafo, tal que v tiene aristas hacia u y hacia w; el vértice w tiene
también arista hacia z, y asi sucesivamente. Si se elimina el vértice w, el ciclo se descom-
pone y la dist(v,z) = 2, puesto que se eliminan 2 aristas. Nuevamente, existe el riesgo
de que los vértices v, z puedan ser marcados y de esta forma se viola la propiedad de

distancia entre vértices del CIF.

En la literatura es posible encontrar otros métodos para romper los ciclos presentes
en el grafo, tal como manejar aristas dirigidas en lugar de no dirigidas, evadir ciertos vérti-
ces e incluso aristas para asi generar trayectorias aciclicas. Sin importar cual fuera la
metodologia, se obtendria un segundo grafo G’ tal que V(G') C V(G) y E(G') C E(G).
Entonces, surge la inquietud de por cual arista o vértice iniciar, qué conjunto de vértices
o aristas borrar, conservar o qué combinaciones realizar para obtener el CIF maximo.
Ademas, se observo que G’ tendria la forma de un arbol. Por ello, se tomé la metodo-
logia de descomponer el grafo en componentes biconectados, tal y como se hace en
(Hedetniemi et al., 1986). De esta forma, se conservan todos los vértices del grafo origi-

nal G'y los componentes biconectados también conservan sus aristas originales.

Retomando la relacion de la cardinalidad del CIF contra el nimero de vértices del gra-
fo, la tercera columna Tabla[{0l indica que en los experimentos realizados, sélo el 26 %
(aproximadamente) de los vértices es marcado para el CIF. No obstante, existen configu-
raciones en las cuales dicho porcentaje es cercano a 33 %; por ejemplo, en los ciclos de
vértices. Incluso, es posible elevar la tasa al 50 % en cliques de tamarno 2 o en grafos que
exhiben una configuracion de vértices como muestra la Figura[50} Si se tiene un grafo
trivial, i.e. de un sélo vértice, la relacion |S| / V(G) = 100 %. Entonces, la tasa promedio
obtenida por los experimentos realizados se debe a que en los grafos arbol, se tienen
arboles cuyos vértices tienen grafo alto, es decir, con muchos vértices hijos. Por lo cual,

para un vértice intermedio v cualquiera y del conjunto C,, es posible marcar un sélo vérti-
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ce para el CIF; de aqui que, el porcentaje de vértices marcados es considerablemente

menor.

Figura 50: Grafo con 16 vértices, de los cuales 8 pertenecen al CIF.
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Capitulo 5. Conclusiones

En esta tesis se presentd la literatura concerniente al estado del arte para resolver
problemas similares al conjunto independiente; particularmente se propuso el algoritmo
CIF-MAXIMUM-CACTUS para resolver el problema del CIF maximo sobre grafos cactus
y se realizd la formalizacidén y experimentacion para demostrar su correccion. La estra-
tegia empleada para resolver el CIF une metodologias y algoritmos de diversos autores.
Siguiendo sus ideas, se hicieron recorridos sobre el grafo, busquedas informadas y des-
composicién en componentes biconectados, entre otras técnicas. Todo esto forma parte

de nuestro algoritmo.

Es importante resaltar que el algoritmo desarrollado resuelve en tiempo polinomial
el problema del CIF maximo sobre grafos cactus para el cual, como se menciona en el
Capitulo 2 hasta el momento s6lo existian algoritmos eficientes para obtener conjuntos
maximales y en el caso del conjunto maximo, los algoritmos se reducen a 2 opciones:
considerar topologias mas sencillas que el cactus o incrementar exponencialmente el

tiempo de ejecucion.
5.1. Aportaciones y discusion

La aportacion principal de esta tesis es el algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS (ver el
Capitulo[3), el cual es capaz de identificar los componentes biconectados del grafo, sus
vértices de articulacion y generar un grafo secundario (el cual recibié el nombre de arbol
de componentes biconectados), en donde mediante un recorrido informado se resuelve
el problema del conjunto independiente fuerte. Posteriormente, el algoritmo reconstruye a
partir de la respuesta encontrada en el grafo secundario el marcado de vértices sobre el
cactus denotando asi el CIF maximo. Adicionalmente, se tienen los siguientes productos

secundarios:

= Actualizacion del Simulador BAP, el cual ahora contiene la codificaciéon del algoritmo
propuesto (CIF-MAXIMUM-CACTUS), asi como los algoritmos secuenciales encon-
trados en la literatura para solucionar el problema del CIF maximo sobre grafos tipo

arbol y el conjunto dominante minimo para grafos tipo arbol y cactus. Asimismo, el
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simulador BAP contiene otras mejoras en cuanto a la codificacién y ejecucion au-
tomatica de la consola de R para visualizar los resultados obtenidos tras la ejecucion

de algun algoritmo (ver la Seccion 4.2.1).

= También se cuenta con scripts en R, C/C++ y JAVA para generar de forma aleatoria
tanto grafos tipo arbol como cactus y guardar su representacion en formato .gml (ver
la Seccion 4.2.2).

= Un conjunto de grafos de prueba descritos en la Seccion donde |V (G)| ~ 2!2
vértices por grafo, asi como los libros de Microsoft Excel que contienen los re-
sultados de evaluar cada uno de dichos grafos mediante la implementacion del

CIF-MAXIMUM-CACTUS.

5.2. Trabajo futuro y problemas no resueltos

La estrategia que se propone en esta tesis para resolver el CIF maximo en grafos
cactus es tan sélo el inicio de un gran abanico de oportunidades y problemas que se
pueden trabajar. Comenzando con el algoritmo que se describe en el Capitulo [3] se con-
sidera viable la exploracion de la optimizacion de recursos empleados, es decir, disminuir
la complejidad espacial de las estructuras de datos y variables. Adicionalmente, estudiar
la posibilidad de eliminar la construccion y uso del arbol de componentes biconectados y
en su lugar, emplear alguna estrategia similar a la uniéon de vértices como la encontrada

en (Hedetniemi et al., 1986).

También existe la posibilidad de reducir el tiempo de ejecucion del algoritmo. Actual-
mente, la complejidad total del CIF-MAXIMuM-CACTUS es de O(n?) u. t. No obstante, con
base en la experimentacion realizada y analisis de algoritmos similares, se conjetura que
es posible disminuir el tiempo de ejecucion a O(n) u. t. Sin embargo, seria muy aventura-
do el tratar de reducir alin mas dicha cota, puesto que en algin momento, se tiene que

recorrer al menos en una ocasion cada vértice del cactus.

Otra area de oportunidad concerniente al CIF, es realizar la version ponderada del mis-
mo, es decir, resolver el problema del CIF maximo considerando que ahora los vértices o

aristas tienen pesos asociados, lo cual es utilizado en problemas como el de asignacion
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de instalaciones y el modelado de rutas que manejan algun tipo de trafico. Asimismo, se
puede estudiar el problema del conjunto k-packing maximo sobre el grafo cactus, dado
que es la generalizacion del conjunto independiente y del CIF. Lo anterior debido a que
hasta el momento y al mejor de nuestro entendimiento, para el cactus Unicamente existen
algoritmos para k£ = 1 (conjunto independiente en (Das, 2012)) y k£ = 2 que es el algoritmo
que aqui se propone. Aunado a esto, se considera de interés el extender nuestra meto-
dologia a este problema, seguir trabajando con el cactus y evaluar los resultados que se

deriven de ella.

Asimismo, se puede evaluar la pertinencia de utilizar esta metodologia o alguna adap-
tacion, como la descomposicion de orejas para marcar vértices en el grafo que corres-
pondan a conjuntos tanto de cardinalidad maxima como minima. Entre los conjuntos que
se pueden afrontar se encuentran el problema del conjunto de cobertura, cubrimiento de

aristas, cubrimiento de vértices e incluso el conjunto dominante extendido.

Ademas del trabajo futuro descrito, existen otro par de nichos de investigacidon muy
grandes, el primero es realizar el rediseno del algoritmo CIF-MAXIMUM-CACTUS hacia
su version distribuida e incluso autoestabilizante. El segundo, la modificacion de este
algoritmo o diseno de otros para encontrar un CIF maximo sobre topologias de grafos

mas generales que el cactus, por ejemplo, el grafo outerplanar y el grafo cordal.
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