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Resumen de la tesis que presenta Isaac Ruiz Ramos como requisito parcial para la
obtencion del grado de Maestro en Ciencias en Electronica y Telecomunicaciones con
orientacion en Instrumentacion y Control.

Sincronizacion de sistemas mecanicos con acoplamiento horizontal-vertical tipo

Huygens.
Resumen aprobado por:
Dr. Joaquin Alvarez Gallegos Dr. Jonatan Pena Ramirez
Codirector de Tesis Codirector de Tesis

La sincronizacion es un fenomeno natural (o controlado) que se puede observar en
sistemas de diversa naturaleza como fisicos, biolégicos o de ingenieria, por mencionar
algunos. Hablar de sincronizacion es hablar de “coincidencia en el tiempo”. El primer
reporte sobre sincronizacién se debe al cientifico holandés Christiaan Huygens, quien
observd que dos de sus relojes de péndulo, los cuales estaban colocados sobre una
estructura flexible, mostraban cierta “simpatia” —los péndulos de los relojes oscilaban al
unisono pero en direcciones opuestas. Actualmente, lo que Huygens observo se llama
sincronizacion en contra fase. Aunque Huygens no tenia las herramientas matematicas
necesarias para explicar su descubrimiento, concluyé que el elemento fundamental para
que dos o mas sistemas se sincronicen es la existencia de un medio por el cual los
mismos transfieran energia entre si. A dicho medio se le llama acoplamiento y en el
caso de la estructura usada por Huygens, se suele referir como acoplamiento tipo Huy-
gens. En esta tesis se estudia el fendmeno de sincronizacidén en sistemas dinamicos
que interactian a través de un medio flexible. En particular, se considera una red de
osciladores mecanicos (metrdnomos), los cuales estan acoplados por medio de una
estructura flexible que consiste de dos plataformas, la cual se denomina acoplamiento
horizontal-vertical de Huygens. Se considera el caso de sincronizacion natural, es decir,
cuando los metrénomos se sincronizan sin que se requiera una fuerza externa. En el
analisis presentado, se emplea el método de perturbaciones de Poincaré para el estudio
analitico. Ademas, se deriva un modelo matematico, con el cual se realiza un estudio
numérico exhaustivo con la finalidad de obtener los comportamientos limite de la red. Di-
cho estudio revela que, ademas de los regimenes de sincronizacion —en fase y en contra
fase— existen otros comportamientos como la sincronizacion en frecuencia con amplitud
variable. Adicionalmente, se presenta un analisis experimental y los resultados obtenidos
se comparan con los resultados analiticos y numéricos. La importancia de este trabajo
de investigacion se enmarca por el hecho de que los resultados, tanto analiticos como
numéricos y experimentales aqui presentados, proporcionan un nuevo entendimiento del
fendmeno de la sincronizacion.

Palabras Clave: Sincronizacion, Huygens, acoplamiento, oscilador, fase.
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Abstract of the thesis presented by Isaac Ruiz Ramos as a partial requirement to ob-
tain the Master of Science degree in Master in Electronics and Telecomunications with
Instrumentation and Control orientation.

Synchronization of mechanical systems with horizontal-vertical Huygens coupling.

Abstract approved by:

Dr. Joaquin Alvarez Gallegos Dr. Jonatan Pena Ramirez

Thesis Co-Director Thesis Co-Director

Synchronization is either a natural or controlled phenomenon which can be observed
in different fields like physics, biology and engineering, to name a few. Talking about syn-
chronization is talking about “agreement in time”. The first report about synchronization
is due to the Dutch scientist Christiaan Huygens, who observed that two of his pendu-
lum clocks, mounted on a flexible structure, showed some “sympathy” —the pendula of
the clocks oscillated in unison but in opposite directions—. Currently, the phenomenon ob-
served by Huygens is called anti-phase synchronization. Even that Huygens did not have
the necessary mathematical tools to explain his discovery, he concluded that the key for
two or more systems to synchronize is the existence of a channel through which energy
is transferred between the systems. This channel is called “coupling”, in the case of the
structure used by Hygens, it is called “Huygens coupling”. In this thesis, the phenomenon
of synchronization in dynamical systems interacting through a flexible channel is studied.
In particular, it is considered a network of mechanical oscillators (metronomes), which are
coupled through a flexible structure that consists of two platforms, called horizontal-vertical
Huygens coupling. The case of natural synchronization —i.e., when the metronomes are
synchronized without an external force — is considered. In this study we use the Poincaré
method for perturbations to study the system in an analityc way. In addition, a mathemati-
cal model is derived, with which allows to coduct an exhaustive numerical study in order to
obtain the limit behaviors. This study reveals that in addition to the synchronization regime,
in phase or anti-phase, there are other behaviors in the system, such as frequency syn-
chronization with variable amplitude. In addition, an experimental analysis is realized and
the obtained results are compared to the analytical and numerical results. The impor-
tance of this research is framed by the fact that the analytical, numerical and experimental
results presented here provide a new knowledge of the phenomenon of synchronization.

Keywords: Synchronization, Huygens, coupling, oscillator, phase.
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Capitulo 1. Introduccion

La sincronizacién es uno de los fendmenos mas comunes en la naturaleza y se puede
encontrar desde niveles microscopicos, (v. g., el efecto Josephson, las células marca-
pasos, las neuronas, etc.) hasta macroscépicos (v. g., animales, personas, sistemas
mecanicos, cuerpos celestes, etc.). Estos y otros ejemplos se describen en (Blekhman,
1988; Blekhman et al., 1997; Danino et al., 2010; Mirollo y Strogatz, 1990; Pikovsky et al.,
2001; Spoor y Swift, 2000).

De acuerdo con la Real Academia Espanola, el término sincronizacion se define como
la “accion y efecto de sincronizar”, mientras que sincronizar es “hacer coincidir en el
tiempo dos 0 mas movimientos o fendmenos”, por lo que se puede decir que el término
sincronizacion es la accion de hacer que dos o mas fenédmenos sucedan al mismo tiempo
(Real Academia Espanola, 2016). De hecho ambos términos se derivan de la palabra
griega sincrono, cuyo origen proviene de los vocablos griegos “xpdévos (cronos) y oiv
(sin) que significan tiempo 'y al mismo, respectivamente”. De lo anterior, se puede inferir

que el significado de la palabra sincrono es al mismo tiempo (Pikovsky et al., 2001).

Es posible encontrar dos clases de sincronizacion: natural y controlada. La primera
se debe a propiedades naturales de los propios procesos y su interaccion natural, por
ejemplo, el vuelo sincronizado de una parvada o las células marcapasos, y la segunda es
aquélla que persigue un objetivo de control (Alvarez et al., 2010; Blekhman et al., 2002;
Pefia Ramirez, 2013). Sin embargo, para que este fendmeno emerja, ya sea de manera
natural o controlada, debe existir un medio por el cual los sistemas interactien mediante
la transferencia de energia, a este medio se le llama acoplamiento (Alvarez et al., 2010;
Pikovsky et al., 2001).

Dentro del campo de los sistemas dinamicos, la sincronizacion se estudia de mane-
ra amplia. Algunos de los trabajos que se pueden encontrar en la literatura engloban
sincronizacion de sistemas lagrangianos (Alvarez et al., 2010), osciladores electronicos
(Steur et al., 2008), circuitos conmutados (Toledo Gallardo, 2014), sincronizacion en lazo
abierto (Pena Ramirez et al., 2015), entre otros. También el estudio de la sincronizacion

ha tenido aplicaciones importantes; v. g., en Junio del 2000 durante la inauguracién del



Puente del Milenio, en Londres, el puente empez6 a generar peligrosas oscilaciones en el
momento en que por él cruzaban los peatones, lo cual generd una sincronizacion lateral
del mismo con la gente. Cabe mencionar que éste tuvo que ser cerrado hasta solucionar
el problema (Ulrichs et al., 2009). Anos mas tarde, Strogatz et al. (2005) realizaron un
andlisis tedrico acerca de tal fenémeno, en el cual encontraron que la razén de dicha
sincronizacion se debia al amortiguamiento que el puente presentaba y no al diseno del
mismo. De acuerdo con los mismos autores, la aproximacién que realizaron puede ser

usada para evitar la sincronizacion lateral desarrollada por lo peatones en los puentes.

Pero un tipo de sincronizacion que, al menos en las ultimas dos décadas, ha obtenido
una mayor atencion por parte de la comunidad cientifica es la sincronizacion tipo Huygens
o sincronizacion de Huygens, la cual, a pesar de haber sido ya estudiada, aun permanece

como un problema abierto (Pena Ramirez, 2013).

1.1 Notas historicas

Durante la segunda mitad del siglo XVII, el cientifico holandés Christiaan Huygens,
Figura 1a, descubrio, de manera casual, un fenédmeno peculiar cuando se encontraba
trabajando en un método para medir la coordenada longitudinal sobre el mar mediante
el uso de dos relojes de péndulo. Un dia, mientras Huygens se encontraba enfermo y
recostado sobre su cama, observé que dos de sus relojes que colgaban de una misma
barra de madera, después de cierto tiempo, oscilaban al unisono pero en sentido opuesto;
la configuracion que él emple6 se puede apreciar en la Figura 1b. Inicialmente, Huygens
penso que este fendmeno era causado por las corrientes de aire compartidas entre los
péndulos; sin embargo, después de realizar varias observaciones, concluyé que este
fendmeno se debia a las pequenas oscilaciones, casi imperceptibles, que se generaban
en la barra. A este fendmeno lo nombroé la simpatia de dos relojes. También observé que
después de perturbar a uno de los péndulos, la sincronizacion se restauré media hora
después. Debido a las escasas herramientas matematicas, Huygens no pudo realizar un
modelo de dicho sistema; en cambio, logro realizar una buena descripcion del fendmeno.
Actualmente, al fenémeno observado por él, se le denomina sincronizacién en contra fase
(Boda et al., 2013; Pena Ramirez, 2013; Pikovsky et al., 2001).



(a) Christiaan Huygens (b) Configureacion empleada por Huygens

Figura 1: Huygens y su experimento de sincronizacion (Pikovsky et al., 2001).

Medio siglo después, John Ellicot realizd experimentos similares con dos relojes de
péndulo. Pero, a diferencia de Huygens, Ellicot observé que uno de ellos siempre se
detenia después de dos horas de estar trabajando. El concluyé que los relojes de péndulo

se afectaban mutuamente (Pefia Ramirez, 2013).

En 1873, Williams Ellis coloco sobre un estante de madera dos relojes de péndulo,
y al igual que Huygens, observé que estos se sincronizaban en contra fase. Después
agregd nueve relojes al estante de madera y observé que el fenomeno previo habia desa-
parecido. De sus observaciones concluyé que los relojes se comunicaban a través del
estante (Pena Ramirez, 2013). De acuerdo con (Pena Ramirez et al., 2016) ni Ellicot ni

Ellis hicieron referencia a las observaciones realizadas por Huygens.

En 1905, Korteweg modeld por primera vez el sistema descrito por Huygens y de-
mostrd que éste se descompone en tres modos normales, de los cuales, dos implican
oscilaciones considerables de la estructura. De su andlisis concluy6 que la sincronizacion
en contra fase es el modo mas dominante. A finales del siglo XX, Blekhman agregd un
término de Van der Pol al modelo de Korteweg para describir el mecanismo de escape de
los relojes, proveyendo una primera teoria no lineal del sistema. Con su analisis concluy6
gue el mecanismo de sincronizacion en fase y en contra fase se encuentra en el sistema

y que la manifestaciéon de uno de los dos regimenes de sincronizacion (en fase o contra



fase) depende de las condiciones iniciales (Jovanovic y Koshkin, 2012; Pena Ramirez,
2013).

1.2 Contenido de la tesis

Como se puede apreciar en los parrafos anteriores, la sincronizacion de Huygens tiene
mas de tres siglos bajo investigacion, en los ultimos 20 afios el numero de estudios acerca
de este fendmeno creci6 de tal forma que es posible encontrar aquéllos en los que los
relojes se sustituyen por otro tipo de osciladores y la barra por otro tipo de acoplamiento,
como se vera mas adelante. En este trabajo se realiza un estudio, tanto de manera
analitica como numérica y experimental, sobre la sincronizacion de Huygens, pero ya no
vista de la manera clasica, i. e., se modifica la configuracion original, de tal forma que el
estudio se amplia a mas de dos osciladores acoplados mediante una estructura de dos

plataformas. Para su mayor compresion, el documento se divide en seis partes.

En el presente capitulo se hace una recopilacion de algunas investigaciones que
se han desarrollado sobre la sincronizacién de Huygens, asi como las caracteristicas
gue deben tener los sistemas involucrados para que se pueda dar el fendmeno de sin-

cronizacion. Por ultimo, se dan a conocer la motivacion y los objetivos de este trabajo.

En el siguiente capitulo se da a conocer el método empleado para el andlisis del
sistema bajo estudio. También en dicho capitulo se presentan, de manera formal, las

definiciones de sincronizacion que se manejan en este trabajo.

En el tercer capitulo se presenta el modelo y el andlisis del sistema propuesto, al
cual se le da el nombre de sistema horizontal-vertical de Huygens, o bien, sistema HV
de Huygens. Cabe mencionar que el andlisis se realiza con el método expuesto en el

segundo capitulo.

En el cuarto capitulo, se presenta el estudio tanto analitico como numérico sobre la
sincronizacion de dos osciladores empleando el sistema antes mencionado. De igual
manera, en el quinto capitulo se presenta el estudio analitico y numérico para el caso de

una red de cuatro osciladores, es decir, se amplia el estudio a mas de dos osciladores.

El sexto capitulo trata sobre el estudio experimental que se realizd para comprobar



los resultados obtenidos en los capitulos previos. Se inicia con la presentacion de la
instrumentacion empleada para la medicién de los desplazamientos de los metronomos y
de la estructura. Posteriormente se dan a conocer los experimentos realizados tanto para

dos osciladores como para la red estudiada en el quinto capitulo.

Finalmente, en el séptimo capitulo se presentan las conclusiones a las que se llegd
después de analizar los resultados obtenido. De igual manera, se presenta algunas re-

comendaciones y posibles aplicaciones.

1.3 Estado del arte

En un intento por develar el secreto de la sincronizacion de Huygens, se han rea-
lizado diversas investigaciones acerca de este fendmeno. En algunos trabajos se han
aplicado diferentes métodos de andlisis, en otros se han creado nuevas configuraciones
y encontrado nuevos comportamientos. En este apartado se presenta el estado del arte

relacionado con la sincronizacion de Huygens.

De acuerdo con (Pefia Ramirez, 2013), dentro de las investigaciones que se han rea-

lizado se encuentran dos tipos de aproximaciones: la teorica y la experimental.

Dentro de la aproximacion tedrica se pueden encontrar aquellos trabajos que dan una
explicacion desde un punto de vista analitico y comprueban sus resultados mediante un
analisis numérico o experimental, con lo cual se crean aproximaciones que explican los
comportamientos que se desarrollan en la sincronizacion de Huygens. Asi mismo, se
encuentran los limites de los parametros y las condiciones bajo las cuales emergen los
diferentes fendmenos ya observados. Algunas técnicas que se emplean para el estudio

analitico son:

e Método de Poincaré para perturbaciones (Jovanovic y Koshkin, 2012; Pena Ramirez
et al., 2014b; Pefia Ramirez y Alvarez, 2015).

e Linealizacion arménica o funcion descriptiva (Fradkov y Adrievsky, 2007).

e Método del balance de energia (Czotczynski et al., 2011; Czolczynski et al., 2013).



En otros trabajos relacionados con esta aproximacién, se considera que la sincroniza-
cion se da por la flexibilidad de la barra de la cual se encuentran suspendidos los os-
ciladores (Dilao, 2009), y se amplia el estudio a una red de osciladores bajo la misma
consideracion (Dilao, 2014). En otros, el mecanismo de escape de los relojes se modela
de diversas formas, por ejemplo en (Gu et al., 2010) se modela con una funcion signo
y en (Oliveira y Melo, 2015) se emplea un modelo de Andronov. Se amplia el estudio a
osciladores de segundo orden (Pena-Ramirez et al., 2012a,b; Rijlaarsdam et al., 2010), y
se estudia el ruido inducido en el acoplamiento de los osciladores (Pankratova y Belykh,
2013).

De acuerdo con (Pena Ramirez, 2013), en la segunda aproximacion se realizan expe-
rimentos en los que la configuracién de Huygens se modifica. Por ejemplo, en (Panta-
leone, 2002), donde los relojes son sustituidos por metronomos y la barra por una tabla
sobre la cual se colocan los osciladores, ver Figura 2a. Cabe mencionar que en este
trabajo se aplica el método de promediacion para explicar los fendmenos observados. En
(Bennett et al., 2002) donde los relojes de péndulo son sustituidos por dos péndulos que
cuelgan de una barra, ver Figura 2b, y en (Oud et al., 2006) donde el mecanismo de es-
cape de dos metronomos se ensamblan a un barra de metal cuya masa y rigidez pueden

ser variadas.

Ademas, existen otros trabajos en los cuales el estudio es tanto numérico como expe-
rimental algunos de ellos son (Boda et al., 2013; Czolczynski et al., 2011; Hu et al., 2013).
Cabe mencionar que la configuracién de Huygens también fue modificada. En (Czolczyn-
ski et al., 2011) se presenta una revision de la sincronizacién de Huygens, ver Figura 2d,
donde se encuentra que la emergencia de la sincronizacion en contra fase depende de
las discrepancias entre los relojes. En (Hu et al., 2013) se realizan experimentos con
tres metrénomos empleando la plataforma de (Pantaleone, 2002). Los fenbmenos que
se observan son sincronizacion completa en fase, sincronizacién parcial, entre otros. En
(Boda et al., 2013) se propone un nuevo acoplamiento, se trata de un disco que gira li-
bremente, ver Figura 2e; sobre el disco se colocan los metronomos de manera simétrica
en el perimetro del mismo. Los resultados obtenidos, en ese trabajo, muestran que el

grado de sincronizacién incrementa conforme la frecuencia aumenta, y decrece conforme



el nimero de metrénomos se incrementa.

(a) Plataforma de Pantaleon (b) Plataforma de Wiesenfelt
(Pantaleone, 2002) (Bennett et al., 2002)

(c) Plataforma de Nijmeijer (d) Experimento con relojes
(Oud et al., 2006) (Czolczynski et al., 2011)

(e) Experimento con
plataforma giratoria
(Boda et al., 2013)

Figura 2: Plataformas experimentales para el estudio de la sincronizacion de Huygens.

Hasta el momento sélo se ha mencionado la existencia de sincronizacion en fase y
en contra fase en todos los trabajos realizados en relacion a la sincronizacion de Huy-
gens. Pero, en el afno 2013 fue descubierto un nuevo fendmeno dentro de este tipo de

sincronizacion, los estados quimera. Sin embargo, antes de continuar, se definira lo que



es un estado quimera. De acuerdo con (Panaggio y Abrams, 2015), un estado quimera
es un patrén espacio temporal en el cual un sistema de osciladores se divide en regiones
coexistentes de oscilaciones coherentes e incoherentes. Lo anterior se refiere a que en
un sistema de osciladores acoplados unos se sincronizan mientras que otros permanecen
oscilando de manera asincrona. Este fenomeno fue reportado por primera vez en (Ku-
ramoto y Battogtokh, 2002). En dicho documento los autores trabajan con la ecuacion de
Ginzburg-Landau, y encuentran que la aparicién de este fendmeno se debe a la fuerza

de acoplamiento.

Cabe mencionar que anos mas tarde el nombre de estados quimera fue acunado en
(Abrams y Strogatz, 2004). A este fendmeno los autores lo nombraron como estados
quimera por la similitud con la quimera, una bestia de la mitologia griega, la cual era un

hibrido de cabra, ledn y serpiente (Panaggio y Abrams, 2015).

Lo anterior se menciona debido a que en (Martens et al., 2012), ademas de los com-
portamientos antes mencionados, se reportan por primera vez los estados quimera en
un sistema con acoplamiento de Huygens. En dicho trabajo los relojes se sustituyen
por grupos de metrénomos sobre unos columpios y la barra por un resorte, ver Figura
3. Los autores encuentran que para un resorte cuya constante elastica es muy ‘grande’
los metronomos se sincronizan en fase. En cambio, cuando la misma constante es muy
‘pequena’ el movimiento de los mismos es en contra fase. Sin embargo, para ciertos

valores entre los limites de la constante elastica se logran observar los estados quimera.

Set-up and Measurements

Pivot i | \ I|I - Spring

Metronome Metronome

N - i
Pi < Py

Adjustable bob
(frequency)

UV Fluorescent
spot

Swing 1

Figura 3: Estudio de la sincronizaciéon de Huygens, en el cual se encontraron los estados quimera
(Martens et al., 2012).

En (Kapitaniak et al., 2014) se reporta otro comportamiento relacionado con la sin-



cronizacion de Huygens y los estados quimera, los estados quimera imperfectos. En
dicho trabajo los autores mencionan haber descubierto este comportamiento al estudiar
osciladores mecanicos acoplados. De acuerdo con los autores, estos estados se presen-
tan cuando osciladores solitarios aparecen dentro de los estados quimera y demuestran

una dinamica cadtica.

Por ultimo, en (Pefia Ramirez et al., 2016) se presenta una nueva version del experi-
mento de Huygens. En dicho trabajo se emplean dos relojes monumentales y una base
de madera sobre la cual se colocan éstos, ver Figura 4. A diferencia de los trabajos ya
citados, el mecanismo de escape se modela por medio de una funcién por partes; y el
acoplamiento, mediante el uso del método del elemento finito, el cual toma en cuenta
la flexibilidad del sistema. Cabe mencionar que el estudio se realiza de tres maneras:
analitica, numérica y experimental. De los resultados experimentales, sélo se encuentra
sincronizacion en fase a diferencia de Huygens que observo sincronizacion en contra fase
y ésto se comprueba por medio del analisis tedrico. La razon de lo anterior, mencionan
los autores del trabajo, se debe a que las propiedades del sistema empelado por ellos
son diferentes a las del sistema empelado por Huygens. De los resultados numéricos se
encuentran regiones de sincronizacion en fase y contra fase, y regiones en las cuales la

diferencia de fase no es ni cero ni 7, pero se mantiene constante.

Figura 4: Version moderna del experimento de Huygens (Pefia Ramirez et al., 2016).

De los trabajos citados en los parrafos anteriores se puede decir que el estudio de
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redes con acoplamiento de Huygens no se aborda de manera amplia, ya que solo algunos
trabajos, como son (Boda et al., 2013; Hu et al., 2013; Martens et al., 2012; Kapitaniak
et al., 2014), presentan un estudio acerca de ello. En este trabajo no sélo se estudia
el caso para dos osciladores, sino también se amplia a una red de éstos. Ademas, se
cambia el acoplamiento, de tal forma que se tienen dos plataformas unidas de manera
vertical, por lo que a este tipo de acoplamiento se le denomina acoplamiento horizontal-

vertical de Huygens, o bien, acoplamiento HV de Huygens.

1.4 Entendiendo la sincronizacion de Huygens

En la seccion anterior se presentaron algunos de los trabajos que se elaboraron desde
que Christiaan Huygens descubrid la “simpatia de relojes”, nombre que él acuno, y que
ahora se conoce como sincronizacién de Huygens. Estos trabajos tiene algo en comdn, y
es que todos ellos presentan osciladores conectados a través de un acoplamiento flexible.
Independientemente del tipo de oscilador, cada uno de ellos comparte ciertas similitudes
con los otros, y de igual manera sucede con los acoplamientos empleados. De lo anterior

surgen las siguientes preguntas:
e ;,Cdmo es posible que dos 0 mas osciladores puedan sincronizarse?
e ;Cuadles son las caracteristicas que, entre cada uno de los trabajos presentados,

comparten los elementos para que emerja la sincronizacion?

Para responder a estas preguntas, en la presente seccion se dan a conocer, de manera
general, las caracteristicas de los osciladores y del acoplamiento para que se pueda dar

el fenomeno de sincronizacion.

1.4.1 Osciladores

En todos los trabajos que se presentaron en la seccion anterior, los osciladores son
el elemento principal en cada una de las configuraciones. En los siguientes parrafos se

presentan las caracteristicas que comparten cada uno de ellos.

En la configuracién empleada por Huygens se usaron dos relojes de péndulo, por lo

que se describira de manera breve la produccién de la oscilacion de dichos relojes. En
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la Figura 5 se presenta el mecanismo que un reloj de péndulo tiene y el cual, se encarga
de que el Ultimo permanezca oscilando por tiempo indefinido. Para empezar, el péndulo
[1] se conecta a un escape [2], el cual libera o bloquea una rueda de escape [3] de
acuerdo al movimiento del péndulo. Ademas, la rueda de escape se conecta, por medio
de un sistema de engranes [4,5,7] a una fuente de energia, la cual puede ser una pesa
cayendo [8] o una resorte desenrollandose, y quienes controlan a la rueda de escape,
quien finalmente entrega energia al péndulo. A este sistema se le llama mecanismo
de escape, el cual proporciona al péndulo un movimiento oscilatorio y estable, incluso
después de aplicar una pequena perturbacion, siempre y cuando la masa sea levantada
o el resorte rebobinado. La oscilacion se puede cuantificar s6lo tomando en cuenta los
parametros internos del reloj y ésta no depende de las condiciones iniciales (Pikovsky
et al., 2001; Bennett et al., 2002). Cabe mencionar que los nimeros que se encuentran

entre los corchetes indican el numero al que corresponden en la Figura 5.

Figura 5: Maquinaria de un reloj de péndulo (Kapitaniak et al., 2012)
De acuerdo con (Pikovsky et al., 2001), estos sistemas son llamados osciladores auto-

sostenidos y pueden presentar ritmos de formas variadas. De acuerdo con el mismo

autor, los osciladores auto-sostenidos presentan las siguientes caracteristicas:

e Contienen una fuente de energia que compensa la disipacion de energia.
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e Se describen, de manera matematica, como sistemas dinamicos’.

e Puesto que un sistema dinamico lineal no puede generar sus propias oscilaciones,

estos presentan no linealidades.

e La oscilacion esta determinada por los parametros internos del sistema y es estable

ante pequenas perturbaciones.

La representacion grafica del comportamiento de un oscilador se puede hacer me-
diante el diagrama de fases?, como el mostrado en la Figura 6. Puede observarse que a
un punto de la curva cerrada en el diagrama de fase (izquierda) le corresponde un valor
de la senal (derecha) el cual se repite de manera periodica. A este comportamiento se le

llama ciclo limite.

Si el ciclo limite es estable, las trayectorias del sistema tenderan a él después de una
perturbacion. En caso contrario, se dice que es inestable si después de una perturbacion
no regresa al mismo, o medio estable si por un lado regresa y por el otro se aleja (Pikovsky
et al., 2001; Strogatz, 1994).

Figura 6: Diagrama de fase de un oscilador auto-sostenido (Pikovsky et al., 2001).

Puesto que un oscilador auto-sostenido tiene un ciclo limite estable, cualquier pertur-
bacion tendera al mismo, o a un punto cercano a él, después de un tiempo. Como se
menciond anteriormente, las oscilaciones se pueden determinar de los parametros inter-
nos del sistema, por lo que la forma del ciclo limite dependera de estos (Pikovsky et al.,
2001).

Los sistemas dinamicos son modelos idealizados que no incorporan fluctuaciones naturales de los
parametros del sistema y otras fuentes de ruido que son inevitables en los objetos de mundo real Pikovsky
et al. (2001).

2Un diagrama de fases es la representacion grafica del comportamiento de un sistema, en el cual se
trazan las trayectorias que el mismo sigue y que a su vez cada punto en dichas trayectorias juega el papel
de una condicidn inicial (Strogatz, 1994).
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1.4.1.1 Fase de un oscilador auto-sostenido

Una de las principales caracteristicas que tienen los osciladores auto-sostenidos es
gue es posible modificar su fase, lo cual permite la sincronizacién de dos o mas de ellos

al estar débilmente acoplados (Pikovsky et al., 2001).

De acuerdo con (Pikovsky et al., 2001), los osciladores cuasilineales presentan un
ciclo limite circular y se pueden representar por una onda sinusoidal x(t) = A sin(wyt+¢y),
donde A es la amplitud, w, es la frecuencia natural del oscilador y ¢, es la fase inicial del
mismo. La fase de dicho oscilador esta dada por ¢ = wgt + ¢y, puede apreciarse que
ésta crece en funcién del tiempo y que depende de la frecuencia del oscilador. Esto
ultimo permite que dos o mas sistemas puedan sincronizarse; pues al presentarse la

sincronizacion, las frecuencias cambian y, por ende, las fases de los osciladores.

Como se mencion6 antes, la amplitud de un oscilador auto-sostenido es estable y por
lo tanto después de ser perturbado tiende al mismo ciclo limite 0 a un punto cercano a
él; sin embargo, su fase puede ser modificada. Ahora, considere una perturbacién de la
forma e cos(wt + ¢.) y suponga que la amplitud de la perturbacién se atenta, lo Gnico que
permanece constante es la fase de la misma, es decir, ¢.(t) = wt + ¢, . De lo anterior se

pueden dar tres casos (Pikovsky et al., 2001):

e Si wy > w, el punto de fase se mueve a una velocidad w, — w alrededor del ciclo

limite y en sentido opuesto a las manecillas del reloj .

e Siwy < w, el punto de fase se mueve a una velocidad w — wy y en sentido de las

manecillas del reloj alrededor del ciclo limite.

e Siwy = w, el punto de fase permanece inmovil.

De acuerdo con (Pikovsky et al., 2001), cuando ¢ # 0 se tiene una fuerza oscilante. En
este caso e es un vector y su influencia afecta tanto a la velocidad como a la posicion del
oscilador, por lo que, ademas de la diferencia de fases de la perturbacion y del oscilador,
se debe considerar el angulo que tiene este vector. De acuerdo con el mismo autor, en

este caso se encuentran dos situaciones:
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e Sila direccion de la fuerza es ortogonal a la trayectoria, no se genera un desplaza-

miento de fase del oscilador.

e En caso contrario se crean puntos inestables que pueden ser afectados por la dife-

rencia de fases entre la perturbacion y el oscilador.

1.4.2 Acoplamiento

Hasta este momento sélo se han mencionado las caracteristicas de los osciladores.
Pero, ;qué hay acerca de la interaccion de dos osciladores conectados como en la con-
figuracion usada por Huygens? Para responder a esta pregunta se vuelve a presentar
la definicion de acoplamiento. El acoplamiento es un medio por el cual los sistemas in-
teractan a través de la transferencia de energia (Pikovsky et al., 2001; Alvarez et al.,
2010).

Por ejemplo, en la configuracion de Huygens la barra de madera, de la cual se en-
contraban colgados los relojes, podia deformarse e incluso vibrar, lo cual hacia que el
movimiento de cada péndulo fuera transmitido al otro a través de la misma. Esta vi-
bracién era casi imperceptible y dependia de la rigidez de la barra, i. e., a mayor rigidez

menor era la vibracion (Pikovsky et al., 2001).

Como se puede apreciar, los osciladores afectaron a la dinamica de la barra y ésta
a su vez indujo una perturbacion en los mismos, la cual, finalmente hizo que éstos se
sincronizaran al cambiar sus frecuencias y, por ende, sus fases. Cabe mencionar que
a este tipo de acoplamiento se le llama acoplamiento tipo Huygens o acoplamiento de
Huygens y que en los trabajos citados en la seccion anterior, lo autores tomaron en
cuenta la dinamica del acoplamiento dentro de los modelos desarrollados, i. e., para
un sistema de Huygens se toman en cuenta tanto la dinamica de los osciladores como la
del acoplamiento. Por ejemplo, para la configuracion empleada por Huygens, el modelo
dinamico del sistema consta de tres ecuaciones diferenciales, dos para los osciladores y

una para el acoplamiento.
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1.4.3 Sincronizacion

Como ya se vio, para que dos sistemas se sincronicen, es necesario considerar las

propiedades de los mismos, asi como las del acoplamiento.

Existen diferentes tipos de sincronizacion, pero las mas comunes son la sincronizacion
en fase y en contra fase. La primera se encuentra cuando la diferencia entre las fases de
los osciladores es cero radianes, ver Figura 7a; mientras que la segunda, se da cuando

la diferencia entre las mismas es 7 rad, ver Figura 7b.

(a) Fase (b) Contra fase

Figura 7: Tipos de sincronizacion.

En el caso del sistema empleado por Huygens, los relojes de péndulo se sincronizan
en fase, si los péndulos oscilan en el mismo sentido y con la misma frecuencia; y en contra

fase, cuando los péndulos se mueven en sentidos opuestos, con la misma frecuencia.

En resumen, para que a un fenémeno se le pueda llamar sincronizacion, es necesario

que los sistemas ajusten sus ritmos debido a una débil interaccion (Pikovsky et al., 2001).

En el siguiente capitulo se da una definicion formal de lo que es sincronizacion en este
trabajo. En las siguientes secciones se presentan algunas de las razones por las que es

de gran interés la sincronizacion de Huygens y los objetivos de este trabajo.

1.5 Motivacion

Como se pudo apreciar en los parrafos anteriores, la sincronizacién de Huygens es un

tema de gran relevancia, ya que este fendmeno puede encontrarse al estudiar dife-rentes



16

osciladores (v. g., mecanicos, no lineales, etc.) acoplados de diferentes formas (v. g.,
barra de madera, discos, columpios, etc). Ademas, es posible seguir encontrando nuevas
dindmicas que hasta el momento no se han reportado en la literatura relacionada con este
tipo de sincronizacién, como en su momento sucedié con los estados quimera y estados

quimera imperfectos. De lo anterior surgen las siguiente preguntas:

e ;Bajo qué condiciones es posible sincronizar dos 0 mas osciladores?
e ;Cuales son las amplitudes, frecuencias y fases resultantes de la sincronizacién?

e ;Es posible sincronizar osciladores de diferentes tipos mediante un acoplamiento

de Huygens?

e ;Cual es el parametro o parametros que mas influye en la sincronizacién de Huy-

gens?

¢ ;Qué otros fendbmenos se pueden encontrar en este tipo de sincronizacion?

Dichas preguntas dan el primer motivo por el cual es de interés estudiar la sincronizacion

de Huygens, entender este fenomeno.

Para entender la sincronizacion de Huygens es necesario aplicar alguno de los méto-
dos analiticos, anteriormente citados, o en su defecto generar uno nuevo. Lo ultimo pro-
porcionaria mayores herramientas para entender o develar el secreto detras, ya no sélo
de la simpatia de dos relojes, sino también de la simpatia de una red de osciladores. Lo
anterior nos lleva a una motivacion mas, generar nuevas herramientas de analisis. En el
presente trabajo no se genera una, sino por el contrario, se aplica uno de los métodos
analiticos ya citados; sin embargo, también sirve como una invitacién para que el lector

se introduzca en el estudio de este fendmeno, y de manera general, de la sincronizacion.

Dentro de la literatura relacionada con los sistemas biologicos es posible encontrar
investigaciones en las que también se estudia la sincronizacion de dichos sistemas. Por
ejemplo, en (Moser et al., 2008) se menciona que la sincronizacién de algunos de los
ritmos biolégicos (v. g., respiracion, ciclo circadiano, etc.) reduce el gasto de energia;

ademas, dicha sincronizacion indica que tan saludable es el cuerpo de una persona.
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También, no sélo se sincronizan entre ellos, se sincronizan con ritmos césmicos, v. g., €l
dia y la noche, los cuales afectan el sueno, la alimentacion y la temperatura corporal; y
los ciclos lunares, los cuales afectan al ciclo menstrual. Puede apreciarse que incluso a

niveles microscdpicos la sincronizacion esta presente.

El lector podra preguntarse que relacion existe entre la sincronizacion de Huygens
y la sincronizacion de células con otras células, e incluso con el movimiento planetario.
Hasta el momento no existe una respuesta a esta pregunta; sin embargo, al estudiar la
sincronizacion de sistemas mecanicos, se pueden determinar modelos (aproximaciones)
con los cuales seria posible describir comportamientos que se presentan en los sistemas
biolégicos, no en una forma cuantitativa pero si cualitativa, y con esto poder tener un
modelo en el cual basarse para su estudio; ya que, modelar un sistema biolégico no es

un problema trivial.

Otra raz6n mas por la que es importante el estudio de la sincronizacion de Huygens,
es la aplicacion tecnoldgica que este fendmeno puede tener. Se pueden encontrar varias
aplicaciones de este tipo de sincronizacién que van desde estudiar el acoplamiento de
lineas de transmisién (Teoh y Davis, 1996) y la cancelacion de vibraciones en motores
termoacusticos acoplados (Spoor y Swift, 2000) hasta aplicaciones en ingenieria de con-

trol (Pena Ramirez et al., 2014a).

1.6 Objetivos

De la seccién anterior, se puede ver que existen varias razones por las cuales es de
gran importancia el estudio de la sincronizacién de Huygens. Ademas, como se menciond
anteriormente, se han encontrado nuevos fenédmenos al cambiar el tipo de acoplamiento.
En el presente trabajo se cambia el tipo de acoplamiento, el cual consiste en una es-
tructura de dos plataformas, de rigidez constante, dispuestas de manera vertical; por
esta razon, se le llama acoplamiento horizontal-vertical de Huygens o acoplamiento HV
de Huygens. También se emplean osciladores mecanicos (metrénomos) los cuales se

colocan en dos configuraciones:

1. Dos osciladores. Uno en cada plataforma.
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2. Red de osciladores. Dos por plataforma.

Puesto que el caso de la red se asemeja a dos sistemas de Huygens, i. e., no se pierde
la sincronizacion de manera horizontal entre los metronomos de una misma plataforma, al
sistema entero se le denomina sistema HV de Huygens. Cabe mencionar que el estudio
se realiza de manera analitica, numérica y experimental para el caso de sincronizacion

natural.

De la descripcion anterior se puede inferir que el objetivo general de este trabajo es:

Estudiar de manera analitica, numérica y experimental, la sincronizacion de Huygens de
osciladores mecanicos interactuando a través de un acoplamiento horizontal-vertical de

Huygens.

Para lograr cumplir con el objetivo principal, el cual se dio a conocer anteriormente, se

establecen los siguiente objetivos especificos:

1. Obtener el modelo dinamico del sistema. Este objetivo fue establecido para poder
realizar el estudio, tanto analitico como numérico, del sistema vertical de Huygens.
Para el caso del estudié numérico, se usa para determinar los parametros que
mas influyen en el sistema y los posibles comportamientos que mediante el método

analitico no son posibles de encontrar.

2. Aplicar el método de Poincaré. Este objetivo se fijo para determinar condiciones
necesarias y suficientes para observar movimiento sincrono en la red de metréno-
mos; condiciones que pueden expresarse en términos de los parametros clave. Asi

mismo, encontrar la amplitud, periodo y fase de las soluciones periodicas.

3. Instrumentar el sistema. Debido a que se realizaran experimentos, es de vital im-
portancia utilizar un método de medicion para obtener los resultados de los experi-

mentos desarrollados.

4. Validar los resultados analiticos y numéricos obtenidos mediante un analisis experi-

mental. Los experimentos realizados deberan abarcar la sincronizacién natural.
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En los siguientes capitulos se muestran la metodologia y los resultados tanto analiticos
como numeéricos y experimentales que se obtuvieron al estudiar el sistema HV de Huy-

gens.
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Capitulo 2. Preliminares

En el capitulo anterior se present6 el estado del arte y las caracteristicas que los
elementos deben cumplir para que a un fendémeno se le pueda llamar sincronizacién. En
dicho capitulo se hizo mencion de algunos métodos empleados en los trabajos citados,
como son: el método de Poincaré, el método del balance de energias y la linealizacion
armonica. También se menciond la definicion de sincronizacion de acuerdo con la Real

Academia Espanola.

En este capitulo se introduce al método de Poincaré para perturbaciones, el cual se
us6 para encontrar soluciones periddicas para el sistema HV de Huygens, y se finaliza

con la definicidén formal de sincronizacion.

2.1 Metodo de Poincaré para perturbaciones

Este método es fundamental para el descubrimiento de soluciones periddicas de sis-
temas que dependen de un parametro pequeno i € R (Andronov y Chaikin, 1949). Fue
desarrollado por el cientifico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912), particularmente
para determinar soluciones de sistemas no lineales. Aunque en un principio se empled en
mecanica celeste, este método se puede aplicar en otras areas como son fisica, quimica,
biologia e ingenieria; ya que en todas ellas los sistemas dinamicos se suelen representan

por sistemas no lineales cuyo analisis no es trivial (Pena Ramirez y Nijmeijer, 2015).

A finales del siglo pasado, fue introducido por Malkin, en 1956, y Blekhman, en 1988, al
estudio de soluciones periddicas que ocurren en sistemas débilmente no lineales (Pena
Ramirez y Nijmeijer, 2015). En (Pefia Ramirez y Nijmeijer, 2015) se muestra que este
método puede ser usado para determinar el conjunto de sincronizacion en sistemas

dinamicos acoplados.

Para aplicar este método se deben tomar en cuenta las siguientes condiciones:

1. Se deben considerar osciladores idénticos y pequefias amplitudes de los mismos,

de tal forma que (Pena Ramirez et al., 2014b)

sin(f) =0 'y cos(f) =~ 1. (1)
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2. El sistema debe ser representado en la forma

x = Ax + u®(x), (2)

donde A € R que contiene los coeficientes de la parte lineal del sistema, x € R!
es el vector de estados y ®(x) : R — R’ es un vector de funciones analiticas no
lineales de tal forma que se puedan expandir en una serie de potencias en x (Pena
Ramirez y Nijmeijer, 2015). En este caso [ representa el numero de total de estados

del sistema.

. La matriz A debe contener un niumero par de valores caracteristicos puramente

imaginarios (Pena Ramirez y Nijmeijer, 2015). De tal forma que

MW, r=1,...,k,

>\7': (3)
—a, + ib,, r=k+1,...,1,

donde ), representa cada valor caracteristico, n, # 0 es un entero positivo 0 nega-
tivo, a, > 0, b, es una constante real (r = K +1,...,0), w = 2?” es la frecuencia
angular de oscilacion asociada al sistema (2) cuando 1 = 0y T es el periodo (Pefa
Ramirez et al., 2014b). Puede observarse que también aparece la variable k, la
cual es un numero par que se asocia al numero total de estados relacionados a los

osciladores.

. En la matriz A se debe encontrar que la multiplicidad algebraica debe ser igual a

la multiplicidad geométrica, i. e., el nUmero de valores caracteristicos asociados a
la matriz A debe ser igual al niumero de vectores caracteristicos linealmente inde-
pendientes que se asocian a la misma matriz (Pena Ramirez y Nijmeijer, 2015). Lo
anterior es para obtener una matriz de transformacion V a partir de los vectores

caracteristicos, de tal forma que se pueda realizar el siguiente cambio de variables

x=Vz, z= (zl,...,zl)T, (4)
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para llegar a la representacion matricial de la forma canonica
z= Az + ;F(z), (5)

donde A es una matriz diagonal que contiene los valores caracteristicos A, (r =
1,...,1)y F(z) = V"1®(Vz) es el vector de funciones no lineales cuyos elementos

se pueden representar en la forma f,.(z), parar =1,...,1.

Una vez que se ha representado el sistema (2) en la forma canonica (5), es posible
obtener las soluciones a partir del sistema fundamental de (5), el cual se obtiene cuando
u =0 (Blekhman, 1988). Por lo tanto,

7 = Az, (6)

cuyas soluciones asintéticas (perioddicas) son de la forma

apett = q et r=1,...,k

5 = (7)
0 r=k+1,...,1

donde «, para r = 1,...,k son constantes que determinan la amplitud de la solucion
(Pena Ramirez et al., 2014b).

De acuerdo con (Pena Ramirez, 2013), a partir de este punto, el problema radica en
encontrar los valores de «,. (r = 1,...,2N) de tal forma que las soluciones periédicas de
(5) se reduzcan de manera asintética a las soluciones generadoras de periodo 7' cuando
© = 0. Mas aun, las soluciones periddicas de (5) tendran un periodo diferente de T, i.
e. T*(n) = T + 7.(1). Por lo tanto, también es necesario determinar la ‘correccion’ 7.(u)
del periodo. Con el siguiente teorema es posible encontrar dichas soluciones, y ademas,

determinar las condiciones para la existencia y estabilidad de las soluciones periodicas.

Teorema 2.1 ((Blekhman, 1988)) Las soluciones periddicas con periodo T*(u) = T +
7.(n) para el sistema autonomo (5), en . = 0 son soluciones periodicas (7) (de periodo

T) del sistema fundamental (6), que pueden corresponder solamente a tales valores de
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constantes oy, . .., a2, a,_1 = y,, l0S cuales satisfacen las ecuaciones
Qr(aq,...,ar) = apni P —a,n, P, =0, r=1,....k—1, (8)
donde

T
P.ag,...,qp) = / fr (z?, . ,zlo) e Wt qt —
0

T
= / fr (alei”rm, oo™t 0 ,O) emmetdt r=1,... k. (9)
0

Si para un cierto conjunto de constantes a; = a5, ..., _o = Qf_o, 1 = Qf_y, O =
a;, el cual satisface las ecuaciones (8), las partes reales de todas las raices y de la

siguiente ecuacion caracteristica son negativos

90,

aaj a=aj ..,

p(x) = det —appxI | =0, r=1,....k—1. (10)

ap_1=ay

entonces, para . suficientemente pequeno, este conjunto de constantes en efecto corres-
pondera a una unica solucion periodica estable, analitica en relacion a p, del conjunto
(5) con periodo T* (1) = T + 7.(1v). En = 0, resulta en una solucion periodica (periodo
T) (7) del sistema fundamental (6). Si la parte real de al menos una raiz de la ecuacion
(10) es positiva, entonces la respectiva solucion es inestable. Con una precision de hasta

términos de orden 1., la correccion del periodo 7.(j1) se determina por

* * * *
Pk (Oél, PN ,Oék72,06k71,(1/k)

/\kaz
Si el lector desea conocer la prueba de este teorema, se puede referir a (Pena Ramirez
y Nijmeijer, 2015) o al apéndice A de (Pefia Ramirez, 2013).

2.2 Definicion de sincronizacion

En la seccion 1.4 se mencionaron las caracteristicas de los elementos involucrados
en la sincronizacion y las caracteristicas que un fendmeno debe cumplir para que pueda

llamarse sincronizacion. También en la introduccidn se dio la definicion de dicho término
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de acuerdo con la Real Academia Espanola. Sin embargo, desde el punto de vista de los
sistemas dinamicos es necesario dar una definicion de manera formal. De acuerdo con
(Blekhman et al., 1997), la definicion de sincronizacion se da mediante el empleo de una

funcional®.

En este trabajo es necesario manejar una definicion para los osciladores de la misma
plataforma y otra para los osciladores de diferentes plataformas. Para ello, considere el

siguiente sistema

éi:fi(9j7xl>x2)7 izla"'aKv"‘?N7 (12)

5(] = gj(ejaxlax2>7 j = 172a (13)

donde 6§; € R? = (ez-,éi)T, parai =1,...,K,..., N, es el vector de estados de cada os-
cilador, x; € R? = (z;,4;)", para j = 1,2, es el vector de estados de cada plataforma.
Cabe mencionar que la variable K corresponde al nimero de osciladores que se encuen-

tran sobre la plataforma inferior y IV es el numero total de osciladores sobre la estructura.

Puesto que los osciladores deben alcanzar el estado estacionario, la soluciéon que

estos presentan, en dicho estado, se puede representar por
0;(t) = A;sin(wt + V), i=1,...,K,...,N, (14)

donde A; € R* representa la amplitud del i-ésimo oscilador, la cual debe ser constante,
w € R" la frecuencia angular que el oscilador tiene en estado estacionario y ¢{ € R es
la fase del oscilador una vez alcanzado el estado estacionario. Se debe notar que para
todas las soluciones la frecuencia se considera la misma, ya que, se buscan soluciones
para las cuales las frecuencias de los osciladores en estado estacionario son iguales,

independientemente de la fase o amplitud que presenten los mismos.

Con lo anterior es posible dar las definiciones de sincronizacion empleadas en este

trabajo.

3En matematicas una funcional es una funcion real de un espacio vectorial V', usualmente de funciones
(Rowland, 2016).
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Definicion 2.1 Se dice que un par de osciladores (12) de una misma plataforma (13) se
encuentran sincronizados en fase si, una vez alcanzado el estado estacionario, la solucion

se puede representar en la forma (14) y se cumple que
lim @7 — ¢5] < €pp, Vi # (15)

donde los subindicesi y j, se encuentran dados pori,j = 1,..., K para los osciladores de
la plataforma inferiorei,j = K + 1,..., N para los osciladores de la plataforma superior,

y €, > 0 representa el desfase maximo que se puede dar entre los osciladores.

Definicion 2.2 Se dice que un par de osciladores (12) de una misma plataforma (13) se
encuentran sincronizados en contra fase si, una vez alcanzado el estado estacionario, la

solucion se puede representar en la forma (14) y se cumple que
thm ’|¢?_¢?|_7T‘ < €epy Vi F (16)

donde los subindicesi y j, se encuentran dados pori,j = 1,..., K paralos osciladores de
la plataforma inferior e i,j = K + 1,..., N para los osciladores de la plataforma superior,

Y e, > 0 representa el desfase maximo que se puede dar entre los osciladores.

Definicion 2.3 Se dice que dos grupos de osciladores estan sincronizados en fase si

ambos grupos cumplen con alguna de las Definiciones 2.1 y 2.2, 0 ambas, y
tli}glo |¢(1) - ¢(I](+1‘ < €fg; (17)

donde ¢,; > 0 corresponde a la diferencia maxima entre los osciladores.

Definicion 2.4 Se dice que dos grupos de osciladores estan sincronizados en contra fase

si ambos grupos cumplen con alguna de las Definiciones 2.1 y 2.2, o ambas, y
}L%lo’|¢(1]_¢?<+l| — | < €, (18)

donde ¢,. > 0 corresponde a la diferencia maxima entre los osciladores.
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Puede observarse que si se aplican las Definiciones 2.1 y 2.2 a los ejemplos de la
Figura 7, pagina 15, para un €5, = ¢, = 0, se tiene la definicién de sincronizacion de

dichos ejemplos.

En el siguiente capitulo se presenta el modelo que se desarroll6 en base a uno experi-
mental y, posteriormente, se presenta el analisis que se realiza a dicho modelo basandose

en el método de Poincaré.
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Capitulo 3. Modelado del sistema y estrategia de analisis

Hasta el momento se ha hablado de investigaciones recientes acerca de la sincroniza-
cion de Huygens en las cuales se modifico el sistema original, i. e., se usaron osciladores
mecanicos, osciladores de segundo orden, entre otros, en lugar de los relojes de péndulo;
y de igual manera el acoplamiento fue modificado de tal forma que ahora es posible
encontrar desde acoplamientos en forma de discos (Boda et al., 2013) hasta columpios
(Martens et al., 2012), con los cuales fueron observados por primera vez los estados

guimera en la sincronizaciéon de Huygens.

Al igual que en los trabajos antes mencionados, en éste se hace una modificacion al
sistema original, al cual se le denomina sistema HV de Huygens. Sin embargo, antes
de presentar dicho sistema, se describen las consideraciones que se realizaron para
obtener el modelo dinamico del sistema propuesto. Finalmente, se muestra el analisis
que se realizd, al mismo sistema, empleando el método de Poincaré para perturbaciones,

y el cual se present6 en el capitulo anterior.

3.1 Consideraciones

Como se vio en el primer capitulo, los osciladores y el acoplamiento son necesarios
para la emergencia de la sincronizacién. En esta seccion se describen las considera-

ciones que se tomaron en cuenta sobre cada uno de ellos.

De acuerdo con (Boda et al., 2013), el metrbnomo es un dispositivo que produce pul-
sos regulares y métricos. Fue patentado por Johann Maelzel en 1815 como una herra-
mienta de cronometraje para los musicos, y el elemento oscilante se trata de un péndulo
fisico compuesto por una varilla graduada en pulsos/minuto (beats/min) y en la cual estan
colocadas dos pesas, como se muestra en la Figura 8a. Puede observarse que una de
las pesas se encuentra de manera fija en la parte inferior de la varilla, denotada como W7,
mientras que la otra se encuentra en la parte superior, denotada por W5, y con la cual se
establece la escala. Generalmente WW; >> W, por lo que el centro de masa de la varilla
se encuentra por debajo del eje de rotacion de la misma, como se puede ver en la Figura
8a (Boda et al., 2013).
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Debido a lo anterior, en este trabajo el metronomo se modela como un péndulo simple

con longitud [, masa m y amortiguamiento §. La longitud puede ser determinada por
=2 (19)

donde g es la constante de gravedad y 2 es la frecuencia angular (rad/s),la cual se puede
determinar por
e

donde e corresponde a la escala del metronomo. Las escalas de esta herramienta musical
van desde 40 pulsos/min hasta 208 pulsos/min. De acuerdo con (Martens et al., 2012)

cada ‘tic-tac’, o cada dos pulsos, corresponden a un periodo de oscilacion.

En cuanto al coeficiente de amortiguamiento, se considera constante; por lo que se
ignora el efecto que la friccion pueda tener en el mecanismo de escape. Aunque es

posible realizar un modelo del mismo, se encuentra fuera del alcance de este trabajo.

Aligual que los relojes de péndulo, esta herramienta en su interior tiene un mecanismo

de escape que compensa la pérdida de energia debido a la friccion, ver Figura 8b.

Surface B

Pallet 11 Pallet I

Surface A

——— DWZ

Pendulum

<«—TFje

Centro de'masa
O——) Wi

(a) Centro de masa del péndulo. (b) Mecanismo de escape (Kapi-
taniak et al., 2012).

Figura 8: Caracteristicas del metronomo.
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En este trabajo, el mecanismo de escape se modela con un término de Van der Pol,
es decir,

donde v; € R determina la cantidad de no linealidad, ; € R define el cambio de signo
(Pefia Ramirez et al., 2014b), 6, y 0; (i = 1,..., N) son los desplazamientos y velocidades
angulares del péndulo, respectivamente; y N corresponde al nimero de metronomos
empleados en el andlisis, como se vera mas adelante. Cabe mencionar que se consideran
desplazamientos angulares positivos cuando la pesa inferior se mueve a la derecha y

negativos cuando se mueve hacia la izquierda.

En cuanto al acoplamiento, en el modelo de
Huygens se emple6 una barra de madera que
se encontraba sobre dos sillas. En esta seccién
se da a conocer el acoplamiento horizontal-
vertical de Huygens o acoplamiento HV de
Huygens. Este se trata de una estructura, ver

Figura 9, que se encuentra formada por dos

plataformas colocadas, una sobre la otra. En
este caso, por cada plataforma, se realizan las

siguientes simplificaciones:

1. Se considera que cada plataforma tiene

una constante de elasticidad y otra de

amortiguamiento.
Figura 9: Acoplamiento HV de Huygens.

2. La masa, de cada una de ellas, se con-

sidera distribuida de manera uniforme.

Al tomar en cuenta las distribuciones de masa, amortiguamiento y elasticidad que la
plataforma tiene, implica tener que aplicar el método del elemento finito; sin embargo,
en este trabajo se estudia el caso mas simple, por lo que la aplicacion de dicho método

queda fuera del alcance del mismo.
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Con las simplificaciones que se expusieron en esta seccion, es posible determinar un
modelo dinamico del sistema en cuestion. A partir de dicho modelo se pueden encon-
trar soluciones periddicas sincronas y los parametros para los cuales se presenta dicho

fendbmeno.

3.2 Modelo dinamico

El sistema HV de Huygens, el cual se propone en este trabajo, se muestra en la Figura
10a. Puede observarse que sobre la estructura se colocan los osciladores mecanicos

(metrénomos).

La representacion esquematica del sistema HV de Huygens se presenta en la Figura
10b. Puede observarse que el sistema consta de una estructura de dos plataformas
acopladas verticalmente cuyas masas son M; y M, constantes de elasticidad k; y ks y
constantes de amortiguamiento b, y b,. También puede apreciarse que de ambas platafor-
mas se suspenden los péndulos de masa m;, longitud /; y constante de amortiguamiento

6 (1 =1,...,K,...,N), la tltima no se representa en la figura. En la misma figura se

(a) Sistema fisico. (b) Esquema del sistema.

Figura 10: Sistema horizontal-vertical de Huygens.

pueden ver las variables =1 y x4, las cuales corresponden a los desplazamientos absolu-

tos de las plataformas, y las variables 6, (i = 1,..., K, ..., N), las cuales corresponden a
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los desplazamientos angulares de los péndulos. Las respectivas velocidades estan dadas
pori; (i=1,2y6,(j=1,...,K...,N).

Para determinar el modelo del sistema se aplico la ecuacién de Euler-Lagrange, la

cual es (Kelly y Santibanez, 2003)

d (0L(q,q)\ 0L(q,4)
E( . )_ ot =7, (22)

donde L(q,q) es el lagrangiano del sistema, q corresponde al vector de posiciones, g
corresponde al vector de velocidades y 7; corresponde a las fuerzas no conservativas y

entradas del sistema. El lagrangiano esta dado por

L(q,q) =T(q,q) — V(q,9), (23)

donde T'(q, q) corresponde a la energia cinética del sistema y V(q,q) corresponde a la

energia potencial (Castro-Figueroa, 1998).

Para determinar la energia cinética total del sistema es necesario encontrar las ener-
gias cinéticas de cada sistema, i. e., las energias cinéticas de los péndulos y de las

plataformas. Las primeras estan dadas por

1 . 2 .
T = §m1 |:<IL‘1 + 1,0, COS<01)> + Z%Q% Sin2<01):| )

1 ) 2 )
Tk = —mg {(xl + IOk COS(GK)> + 1262 sinQ(HK)] ,

2
1 . - SR C I .
Tk = S+ (5172 + k410K 11 COS(9K+1>> + 10k sin” (O 1) | (24)
1 . : 2 20 2
Ty = 5/ (x2 + InOy COS(GN)) + Iy0y sin”(On) |

y las energias cinéticas de las plataformas son

1 . .
Tpl = §M11’%, Tpg = §M2$§ (25)
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De igual manera es necesario encontrar las energias potenciales. Las que correspon-

den a los péndulos se encuentran dadas por

Vi =mylig (1 — cos(6y)),

Vik = mglgg (1 — cos(0k)),

VK+1 = mK+1lK+1g (1 - COS(9K+1)) , (26)

VN = leNg (1 — COS(QN)) s
y las energias potenciales de las plataformas son

1 1
Vp1 = éklxi Vpa = §k52($2 —11)°, (27)

De (24) y (25) se puede determinar la energia cinética total, esto es

N K N
T = 5 MTlx'% + MTQ.jfg + Z mjl?9j2 +131 Z mjljﬁj COS(9j>+$2 Z mjljﬁjcos(ﬁj), (28)
donde
K N
MTl = M1 + ij, MT2 = M2 + Z m;. (29)

j=1 j=K+1

Con (26) y (27) se obtiene la energia potencial total, la cual esta dada por

N
1
V = 5 [k‘ll’% —+ ka% + kQ(L’%] — ]CQIL’L’Q + Z mjljg (1 - COS(@j)) . (30)

J=1
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Al sustituir (28) y (30) en (23) se tiene que

N K
1 . .
L= | Mpi? + Mpoid + > myl20," — kya? — koa? — kpal| +31Y mylybcos(6;) +
2 =1 =1
N ' N
+ @9 Z m;l;0;cos(0;) + koxyzo — ijljg (1 —cos(6;)). (31)
j=K+1 j=1

Al sustituir (31) en (22) se tiene que la derivada con respecto a las velocidades es

i;lmlllcos(ﬁl) + l%mlél

Tymlicos(0x) + lf(mKéK

oL Tomp i1l 1008(0Kk41) + l%(+1mK+19K+1

0x
tompylncos(Oy) + lfvaéN
My + Y5 myl;6; cos(6;)

Mrais + 3270 ey myls0; cos(6;)

La derivada de (32) con respecto al tiempo esta dada por

'x’lmlllcos(Ql) + l%mlél - x'lélmlllcos(@l)

Fymlicos(Ox) + l%(mKéK — :'cléKmKchos(GK)

d (8L) Tompi1lix 110080k 41) + l%(HmKHéKH — j329K+1mK+1lK+1COS(9K+1>
dt \ 0x

Zompylncos(Oy) + ZJQVmNéN — j:QQNleNcos(HN)
MTlfi’l + Zszl mjljéj COS(QJ‘) — Zszl mjl]6)]2 sin(é’j)

MTgii'Q + Z;’V:K—i-l mjljéj COS(QJ') — Z;’V:K-i-l m]lﬂ? Sin(Qj)
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La derivada de (31) con respecto a las posiciones se encuentra dada por

—mlllg sin(@l) — x'lélmlll sin(ﬁl)

—mKlKg sm(@K) — iléKmKlK sin(@K)

oL —mgsrli 1950k 1) — Zo0k 1Ml s sin(Ox1)
ox
_leNg sin(@N) — i‘QéNleN sin(HN)

—l{ill’l + /{ZQ(ZL’Q - l’l)

—k’2($2 - $1)

En cuanto a las entradas del sistema, éstas quedan de la siguiente manera

—8,0, + U,

— 505 + Ug

10k 11+ Uk

Ty = . N (35)

—dnOn + Uy
—byiy + by(dg — 1)

—by(iy — 1)

donde U; (i = 1,..., N) corresponde a los términos de Van der Pol descritos en (21).

Al sustituir (33)-(35) en (22) se determinan las ecuaciones de Euler-Lagrange del sis-

tema. Estas ecuaciones estan dadas por

jﬁgmjleOS(ej) + l?mﬂj = Uj — m]-ljg Sin(Hj) — 5jéj7 j =K —+ 1, Cey N,

K K
Mm@y + Z Ml O cos(f,) = Z mnlné?1 sin(0,) — kizy + ko(wg — 1) — bty + b (B9 — 31)
n=1 n=1
N

N
Mrpaiy + Y mglyfycos(0,) = > mula02sin(0,) — ky(az — 1) — ba(ita — i) (36)

n=K+1 n=K+1
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En (36) las dos primeras ecuaciones pertenecen a los osciladores de la plataforma
inferior y superior, respectivamente. En cuanto a las otras dos ecuaciones corresponden
a la estructura, la penultima representa la dinamica de la plataforma inferior y la Ultima
pertenece a aquella de la plataforma superior. Puede observarse que en todas las ecua-
ciones aparecen unos términos cruzados, es decir, en las ecuaciones correspondien-
tes a los osciladores dichos términos estan dados por la multiplicacion de m;l? cos(6;)
i = 1,...,N y las aceleraciones de sus respectivas plataformas, y en las ecuaciones
qgue describen la dinamica de las plataformas, se encuentran dadas por las sumatorias.

Dichos términos cruzados, se conocen como fuerza de acoplamiento.

Es posible representar al sistema (36) como un sistema sin dimensiones. Para ello se

define el siguiente cambio de variables

donde w = +/g/!.

Al sustituir (38) y (387) en (36) se tiene que

.. 2
i1 Licos(6;) + 60; = n;U; — %sm( 0;) — &b, i=1,2,.. K,
w
yzLjCOS(Qj)—FQj:’I]jUj o2 Sln( ) 53 7 j:K—{—LK—FQ,,N,

Y + Zﬁlne cos(0 Zﬁln w2 sin(0,) — kg + ko (Y2 — 41) — G + G (92 — 1)

Y2 + Z Banly cos (0 Z Ban(0n) sin(0,) — a2 — 1) — Ca3(d — Bh)- (39)

n=K-+1 n=K+1
l l 1 1
donde LZ = _,5 Lj = E; wW; = l 3 wj = %5 771 - W, n] = ms 57, - l2 ) 5] - l2 H
Mnln . mplp _ k _ _ k _ _ b
ﬁln — Mpl? B2n T Mpol? R1 = W! Ko = Wi]ﬂs K3 = Wiuﬂs Cl - Mle’ CZ - MT210J’
(s = ;2. A partir de este punto las velocidades y aceleraciones se manejan como
T2W

variables adimensionales, a menos que se indique lo contrario.
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Para determinar las ecuaciones de movimiento del sistema (39) es necesario despejar

las aceleraciones del mismo, y para ello es posible representarlo en la forma matricial

M(6,60)d = f(6.,0), (40)

donde 0 = (01,0, ...,0n,y1,12)" . La matriz M(0,§) € RV+2x(V+2) se puede representar

por

. M;; M
M@0,6) =" " T, (41)
M21 M22

De (41) se tiene que M;; € RN M, € RV*2, My, € R¥>*YN y My, € R?*2, En
este caso N es el numero de metrénomos con los que se trabajara. Las matrices My,
y My, son matrices identidad. La matriz M;; corresponde a los coeficientes de 6; y
f,,parai =1,....Kyj=K+1,...,N, en las dos primeras ecuaciones de (39) y la
matriz My, corresponde a los coeficientes de las aceleraciones lineales en las ultimas

dos ecuaciones del mismo sistema. Las matrices M, y My, se encuentran dadas por

Ly cos(6) 0
L 0 0
My, = | Fee) , @2)
0 L1 cos(041)
0 Ly cos(Oy)
0 o 0 0 o 0
My, — Bi1 cos(61) Bik cos(0k) ' (43)
0 . 0 Por+1c08(0k11) ... Pancos(Oy)

Puede observarse que (42) corresponde a los coeficientes que multiplican a las acele-
raciones lineales en las dos primeras ecuaciones de (39). Y (43) es la matriz de coefi-
cientes que multiplica a las aceleraciones angulares en las ultimas dos ecuaciones del

mismo sistema.



39

El vector £(0, é) esta dado por el lado derecho de (39). Este se define como

mUy — “Lsin(6;) — &6,

nK{h(_'%?SHKQK)_‘fKéK

WK1 ]
Nr+1Ur41 — o SIH(9K+1) — k10K 41

£(0,0) = (44)

nvUn — “Xsin(Oy) — EnOn
S B (6)2sin(6,) — kiyn + K2(y2 — y1) — G + G (%2 — y))
Z;LK.H 621)(0;)2 sin(6,) — r3(y2 — y1) — Gy — 1)

Después de haber dado las definiciones anteriores es posible obtener las acelera-

ciones de (39), para ello se despeja el vector § en (40), i. e.,

6 =M(6,0)£(0,0). (45)

Para encontrar M(6, )", es posible aplicar el método de Gauss-Jordan, por lo que

dicha matriz queda como sigue

mia mi K 0 0 M1 N+1 0
mg 1 MK K 0 0 MK N+1 0
N 0 0 MK 4+1,K+1 MK 4+1,N 0 MK 4+1,N+2
M(0,0)"" = )
0 0 MN,K+1 MN,N 0 MN,N+2
”1N+1J ”UV+LK 0 0 F 0
0 0 MN 12 K+1 MN12 N 0 A

(46)

donde la variable I' se relaciona con la plataforma inferior, y los elementos m,, ,,, M0,
mnN+1 Y Mn+1.m CON l0S osciladores de la misma plataforma. Dichos elementos se en-

cuentran determinados por
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K
Mpn = <1— Z LiﬁliC0829i> F, TL:1,2,...7N,

i=1,i#n
Mo = Lof1n cos(6,) cos(6,)T, no=1,...,K, VYn#o,
My N+1 = — Ly, cos(0,)T, n=12,...,K,
MN41,0 = _610 COS(@O)F, o=1,2, ..., K,

1
r— - .
1— Zi:l Lzﬁlz cos? 91

(47)

En cambio, la variable A esta relacionada con la plataforma superior, y los elementos
Myp.ps Mp.rs My N12, MN42, S€ relacionan con los osciladores de dicha plataforma. Estos

se encuentran dados por

Mpp = <1— i Lj62j0032(9j)> A, p=K+1,...,N,
J=K+1,j#p
My, = L, Bay, cos(6,) cos(6,)A, pr=K+1,....N, Vp#r,
mpyN+2 = —Ly,cos(6,)A, p=K+1,...,N,
My, = — P2 cos(0,)A, r=K-+1,...,N,
A= & ! (48)

1— Zj:K+1 Ljﬁgj cos? 9]' '

En el apéndice A se presenta una primera validacion del modelo obtenido en este
apartado, ya que se compara con otro que se obtuvo siguiendo el método empleado por la
empresa Quanser. Dicho modelo, se basa en coordenadas relativas a diferencia de éste
que se obtuvo mediante coordenadas absolutas. En dicha comparacién se encuentra que
ambos modelos son iguales y por lo tanto es posible aplicar el que se presenta en esta

seccion.
3.3 Determinacion de soluciones periodicas y estables en el sistema

De acuerdo con la teoria presentada en la seccidn seccion 1.4, los osciladores deben

presentar ciclos limite, y mas aun, éstos deben ser estables ante cualquier perturbacion



41

para que emerja el fendmeno de sincronizacion. En esta seccion se desarrolla el analisis
para determinar la existencia y estabilidad de éstos en osciladores acoplados. Para ello,
se hace uso del método de Poincaré para perturbaciones, el cual se presenté en el
capitulo anterior. Por lo que esta seccion se divide en obtener la forma de primer or-
den (2) del sistema HV de Huygens, transformar dicho sistema en la forma candnica (5)

y aplicar el método de Poincaré.

Cabe senalar que el desarrollo que se realiza en esta seccidn se basa principalmente
en (Jovanovic y Koshkin, 2012; Pena Ramirez et al., 2014b; Pena Ramirez y Nijmeijer,
2015) y que las soluciones se presentan en los siguientes capitulos tanto para dos os-

ciladores como para una red de cuatro de ellos.

3.3.1 Forma de primer orden

De acuerdo con las condiciones para la aplicacion del método de Poincaré, presen-
tadas anteriormente, es necesario usar osciladores idénticos, por ende, se tiene que
m; =m,l; =1ydé =46 (=1,...,N), y también se toma en cuenta (1); por lo tanto,
sin(6;) ~ 0; y cos(¢;) =1 (i = 1,..., N). Al tomar en cuenta lo anterior se tiene que (47) y

(48) ahora estan dadas por:

My = (1 — K5y, n=1,2,...,N,
Mpo = il no=1,...,K, Vn#o,
My N+1 = —L, n=12,...,K,
Mmy+1,0 = —Bil, o=12,... K,
mpp = (1 — pBa)A, p=K+1,...,N, (49)
My, = B2, pr=K+1,....,N, Vp#r,
My N2 = —A, p=K-+1,...,N,
M2, = — A, r=K+1,...,N,
1

A=,
L — ppBa
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donde 1 = 17, B2 = 37— ¥ p = N — K es el nimero de metronomos que se encuentran

en la plataforma superior. Debido a que los osciladores son idénticos, las variables My,

y Mr, de (29) ahora estan dadas por

Mry = My + Km 'Yy Mre = M + pm. (50)

Al sustituir (50) en las definiciones de 3; y (., se tiene que

m m

Blel—l—Km y 52:M1+pm’

por lo que al sustituir (51) en (49) se tiene que la matriz A/ (6, §)~! esta dada por

: : : 0
0 e 0 1+ . 0 —(1+
M0, 0,)_1 _ | - .#2 | ,u.z | ( . phiz) ’
0o ... 0 po .. 14 o 0 —(1+ ppo)
0 0 —lo ... —lo 0 1+ pus
(52)
donde p1 = 71 Y p2 = 77
En cuanto al vector f(6,0) se encuentra que ahora esta dado por
Uy — 01 — €6,
nUg — 0k — féK
. Uk 1 — O — E0xpn
f(6,0) = (53)
nUn — Oy — 0
B fo:l(én)Qen — K1y + Ke(Y2 — Y1) — Qi+ G2 (P2 — 1)

Bo SN 1 (02)%0, — Ka(y2 — v1) — Co(Go — 1)
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donde se considera una sola variable adimensional £ relacionada al amortiguamiento §

de los péndulos y una sola variable 7, i. e, de (39) se tiene que

§r1=&=& Y Nyi=m=mn 1=1,...,N—1 (54)

En cuanto a las variables U; y U;, se tiene que al tratarse de osciladores idénticos, se

maneja una sola variable v y una variable v, por lo tanto,
Vipi=V; =V Y Y1 =7 =7, Z:1,7N—]. (55)

Por ultimo las variables k1, ko, k3, (1, (2 Y (3 mantienen la definicion dada en (39).

Al sustituir (52) y (53) en (45) se tiene que

)+ Dy iy S0 (0 Do) — [+ Kpw] [ 0 626, — wi|

—0x + D + 1Yy (=00 + Dy) — [1+Klﬁﬂ[5lznl n wl}
—Orcp1+ Dy + 12 Yop_ge 11 (=00 + D) = [1+ ppus] [52 > rcs1 0200 — ]

—0On + Dy + p2 Zn ki1 (=0 4 Dy) — [1 4 ppo) [52 Zn K+1 97219 wz}
(L K |81 0, 026, — | = i S, (=6 + Dn)
[+ pria) | B g 0200 — 2| = 12 X201y (=0 + Da)

(56)
donde D, = nU;—&0;, paran=1,...,K,... N, w; = k1y1 — ka(ya — 1) + ot — G (92 — 1),
wy = k3(y2 — 1) + G(y2 — ¢1). Sin embargo, para aplicar el método de Poincaré es
necesario establecer un parametro pequeno y, debido a que tanto p; como i, se pueden
considerar como parametros pequefos, por lo tanto, se debe establecer una relacion

entre éstas. Dicha relacion esta dada por

H1 = apiz, (57)

por ende, el parametro que se va a usar de aqui en adelante es ..
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El lector podra pensar que es necesario realizar un cambio de variables de la forma
D, = e (72 —602) — py] 6, para los osciladores de la plataforma inferior, i. e., para
n=1,...,K;yotro de la forma D, = ps[c2 (v — 62) — p,] 0,, para los osciladores de la
otra plataforma, i. e., cuandon = K+1,...,N;donde U,,n=1,...,K,..., N, se sustituyd
de acuerdo con (21) y (55). Sin embargo, de acuerdo con las definiciones dadas en (54) y
(55), setiene que £ = pp1 = paps Y MY = picy = s, i. €., NO €S necesario establecer
dos cambios de variables diferentes para D,,, n = 1,...,K,...,N; ya que los términos

que estan implicitos en estas variables son iguales para todos los péndulos.

Al sustituir (57) en (56), y tomar en cuenta lo anterior, se tiene que el vector £(0, 6)

ahora esta dado por

—91+IU1+M2{ co(v* = 07) - }91_a25110n<1+0%>}

—9K+w1+ﬂ2{ c(v* = 0%) ]QK—aan <1+9,21>}
—0O 1 + wo + o [C(’Y - 9%(+1) - } HK‘H o ZnN=K+1 On (1 + 9’21>}

St {0t — ) — iy — 0 (1462))
—wWi + ajly Zf:l On (1 - 9721)
—wWy + o Zvjj:K—&-l On (1 - 8%)

donde wy = qith — @2 (Y2 —y1) + 5101 — S2 (Yo — 1) Y w2 = q3 (Y2 — y1) + 83 (Y2 — ¥1). Enwy
y wo Se tiene que

ks ke ke
Q= leQ’ G2 = leza q3 = MQQ)Q’
by ba by

S1 = S (59)

]\4'1(4.)7 27 le y SSMQCL)‘

Ademas, puede observarse que los términos de segundo grado o mayor de 1, se despre-

ciaron en (58).
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El sistema representado en (58) se puede expresar en su forma de primer orden (2).

Para ello se sustituye i = uy por lo que se tiene
% = Ax + 1 ®(x), (60)

donde x = (A1,60y,...,0n, 0N, y1, 91,42, 92)7, y la matriz A se encuentra dada por

0 1 0O 0 0 O 0 0 0 0 0 0
-1 0 0O 0 0 O 0 0 ¢ S —Qqs —S8
0 0 . 0O 1 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 . -1 0 0 O 0 0 ¢ S  —Qqa —S3
0 0 . 0O 0 0 1 0O 0 O 0 0 0
0 0 . 0 0 -1 0 0 0 — -8 S
A qs 3 43 3 ’ 61)
0 0 0 0 0 O 0O 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 —(q3 —S3 qs S3
0 0 0 0 0 O 0 0 0 1 0 0
0 0 0O 0 0 O 0 0 —qg —-s g S
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 qs S3 —(q3 —S3

dondeq:q1+q2ys:sl+52.
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En cuanto al vector ®(x) se define como

0
[e(v* = 63) — p] 61 —

0
[e(v* — 0%) — pl Ok —
0

[C('YQ - 9%{+1) - p} 9K+1

0

[c(v* = 6%) — 1] On —
0

a ZnKzl 0;

0

Snrcs1 On

3.3.2 Transformacion

a Zle 0, (1 + 02)

a Zle 0., (1 + 92)

- Z’iLVZK-‘r]. 971 (1 + 931)

S b (1462)
(1 + 9?)
(1 + 92)

Como se explicd en los primeros parrafos de este apartado, una vez representado el

sistema (39) en (2), es necesario transformarlo a su forma canénica (5). Para ello se hace

uso de (4), por lo que al sustituirla en (60) se tiene que

z=Az+ 1,V '9(Vz).

(63)

El problema en este caso reside en encontrar las matrices A y V. La primera, como

ya se menciond, es una matriz diagonal que debe contener los valores caracteristicos

de la matriz A, en este caso, de (60). En cuanto a la matriz V, contiene los vectores

caracteristicos asociados a la misma matriz y que deben ser linealmente independientes.



47

Para ello se obtuvo la ecuacién caracteristica de A, la cual esta dada por
p(A) = (M + DY (M + a3\’ + axN’ + a1 A + o) | (64)
donde los coeficientes a; (i = 1,2, 3,4) estan dados por

a3 =S3 + S92 + S1,
a2 =q3 + @2 + q1 + 5183, (65)
a1 =q183 + q351,

ap =q3q1-

En (64) el factor \* + 1 corresponde a los osciladores y el otro factor se debe al
acoplamiento, en este caso, la estructura. Puede observarse que al resolver los factores
se tendran 2N raices puramente imaginarias, y conjugadas, y cuatro raices complejas
conjugadas. Todo esto concuerda con la tercera condicidn, la cual establece que debe
existir un namero par de raices puramente imaginarias. De lo anterior se tiene que la

matriz diagonal A esta dada por

i 0 00 0 0 0 0
0 —i 00 0 0 0 0
0 0 i 00 0 0 0
A=|o0 o 0 —i 0 0 0 0], (66)
0 0 00 o, 0 0 O
0 0 00 0 oo 0O O
0 0 00 0 0 o3 O
0 0 00 0 0 0 oy

donde o1 = —%(dl +CZ2) — aff, 09 = %(dg —dl) — Z—S, O3 = %(dl —dd) — %’ Yos= %(dl +Cl3) — aff,
son las raices de (64) relacionadas con la estructura. En cuanto a las variables d, dy y ds

estan dadas por



48

dl —

d2 - §
1

d3 — —g

1 <\/6% —des + 6
3 2

)

Vb —4e + e
2

Ve —4des + e
2

1
3

€2

1
3+ 2
V& —4e + e

3

€2

1
3+ 2
VeE —4ded + e

3

€2

§+ 9
Vet —4ded + e

1/2
€3
- — 67
1/2
€3
4d, ’

donde ¢, = 27a%ap—9azasa; +2a3—T2asa0+27a2, €2 = a3+12a9—3azay, €3 = 4azay—8a; —aj.

A partir de las raices dadas en (66) se pueden obtener los vectores caracteristicos

asociados a la matriz A; por lo tanto, la matriz de transformacion V esta definida por

-1 1 0
1 1. 0
0 0 . —1
0 0 . 1
0 0 . 0
0 0 . 0

o o o o o O
o o o o o O
o o o o o O

0 0 O 0 0 v
0 0 0 0 0 o
1 0 0 0 0 v
1 0 O 0 0 oyvg
0 —2 1 0 0 ws
0 1 1 0 0 oyvs
0
0 0 O -1 1 Vs
0 0 O 1 1 oyvs
0 0 0 0 0 1w
0 0 O 0 0 oqvg
0 0 0 00
0 0 0 0 0 1

donde v;, v;14 Y viys, parai = 1,2,3, 4, estan dadas por

V2

02U2

V2
02U2
Ve

O2Ug

U3

03v3

U3
03U3
U7

03U7

U7
03U7

V11

V4

0404

V4
0404
Ug

04Ug

Ug

04Ug

V12

V12

04
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0i (8205 + q2)

V; = — )
[02 +1][0? + so; + q]
) 2 .
bt = (8307 —;— q3) (0124- s10; + ql)7 (69)
oi o + 1] o7 + s0; + q]
S20; + Q2
Vitg =

o; (07 + so; +q]

En cuanto a la inversa de la matriz V se puede representar de la siguiente manera

Vi V
V1l= 0” V” (70)
22

donde V,; € C?*¥*2N gs una matriz compleja cuadrada, Vi, € C*V**y V,, ¢ R**. Se

puede observar que existe una matriz nula 02V,

Las matrices V1; ¥ Vs, se encuentran dadas por

z/2 1/2 0 0 0 0 0 0
—z’/2 1/2 . 0 0 0 0 0 0
0 0 z/2 1/2 0 0 0 0
0 0 —2/2 1/2 0 0 0 0
Vi = , (71)
0 0 0 0 i/2 1/2 0 0
0 0 0 0 —i/2 1/2 0 0
0 0o ... 0 0 0 0o ... i/2 1/2
0 0o ... 0 0 0 0o ... —i/2 1/2
X11 X12 X13 V12
X21 X22 X23 V12
Vo = , (72)
X31 X32 X33 X22

X41 X42 X43 X44
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donde x;1, Xj2, Xj3 Y Xj4, Para j = 1,2, 3,4, se encuentran determinadas por

Xj.1

Xj2 =

Xj3 =

Xja =

[QQQO'? + b210]2~ + b110j + qaoCz] [0]2' +80; + q}

2 (Ug?" + azo; + ay0j — 26h¢12) (3 — q25182 + q153)’

[(Q281 - Q132)<7§’ + 0220]2- + C210;5 + qCI1C_I2q:),} [0]2- + 50 + q]

[q%cr? + d230j2~ + dy30; + qcth%] [0']2‘ + 505 + Q}

2 (0? + a30} + ar0; — 20102) (43 — 25152 + q153)

03 (0% + 505+ q)

Y

2 (UJ:'J) + a3032' + a0 — 2(11(12> (¢ — q25189 + q153)

2 (O-J:) + a30J2 + a0 — 2(11(12> (42 — q28180 + q153)

En (73), ba1 = q(gs2 + s283), b1 = qa1s2 + ao(ga — $52), a2 = (q2(s153 + 1 + 1) — q15253),

c12 = (a1q2 — apsa), dog = ng + q1q2, di3 = a1q2 — aosé-

La matriz V1, se encuentra dada por

V12 =

g3s2—gs3+i(g—ao)

__g+si1s3—ap+i(s—ar)

q253—q382+1q2

2(n1+ing)

g352—qs3—i(g—ao)

2(ni+ing)

_gtsis3—apg—i(s—a1)

2(n1+ing)

4293 —q382—1q2

2(n1—ing)

g3s2—¢s3+i(g—ao)

2(n1—ing)

__g+si1s3—ap+i(s—ar)

2(n1—ing)

g253—q3s2+1q2

2(ni+ing)

g3s2—¢s3—i(gq—ao)

2(ni+ing)

_ q+5183—a0—z’(s—a1)

2(ni+ing)

q253—q382—1q2

2(n1—ing)

893 —gs3+igs
2(%1 +in2)

893 —gs3—ig3
2(n1—ing)

893 —gs3+igs
2(711 +in2)

893 —gs3—ig3
2(n1—ing)

2(n1—ing)

_G3tiss
2(7),1 +in2)

g3—153
2(n1—ing)

_G3tiss
2(77,1 +in2)

g3 —is3
2(n1—ing)

dondem:1—|—a0—a2yn2:a1—a3.

2(n1—ing)

sq3—q253+1i(g3—ao)

g2tis2
2(n1 +ing)

g2—is2
2(n1—ing)

g2tis
2(n1 +in2)

_G2—is2
2(n1—ing)

ao—q3—3153+i(a1—33)

2(TL1 +in2)

sq3—q253—i(g3—ao)

2(%1 +in2)

ag—q3—s1s3—i(a1—s3)

2(n1—ing)

sq3—q2s3+i(gz3—ao)

2(n1—ing)

ap—q3—s153+i(a1—s3)

2(n1 +in2)

5q3—q253—1(q3—ao)

2(711 +in2)

ap—gq3—s1s3—i(a1—s3)

2(n1—ing)

2(n1—ing)

, (74)
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3.3.3 Aplicacion del método de Poincaré

Al sustituir s = 0y (66) en (63) se obtiene el sistema fundamental, cuyas soluciones

se pueden representar por

et T r=1,...,2N,
- (75)

eI, r=2N+37, j=1,2,34,

donde T' = 27 es el periodo adimensional y n, € {—1,1} (r = 1,...,2N) son los coefi-
cientes de las unidades imaginarias en la matriz A dada en (66). A partir de dicha matriz

se puede concluir que

n, = . (76)

Sin embargo, debido a que en (75) las soluciones z, (r = 2N + 1,...,2N + 4) se
considera que asintéticamente tienden a cero, el analisis se enfoca en las soluciones

periodicas z, (r =1,...,2N). Por lo tanto,

0, r=2N+1,... 2N +4.

Al sustituir (77) en (63), se obtienen las soluciones periodicas (de periodo T' = 27) del

sistema (60).Lo anterior esta dado por
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0,
0,

On
x= |0y
Y1
(i
Y2

Y2

—to1e" 4+ tage™ 7
1€ + e
—10aN—_1€" + 1QigN€

aan-1€TT + aaye”

o o o O

De esta ultima ecuacién es posible deducir que

9]' = iagje_” — iagj_1€ZT, 9]' = OszG_ZT + agj_le”, g=1...

—iT

T

(78)

(79)

Ahora, es necesario encontrar los valores de a,. (r = 1,...,2N) para los cuales existen

soluciones periddicas sincronas.

Para encontrar los valores de dichas variables es necesario hacer uso del Teorema

2.1. En éste se establece que se deben tomar en cuenta so6lo aquellas funciones no

lineales correspondientes a las soluciones periddicas (77).

Por lo que solo deberan

analizarse las primeras 2N ecuaciones de V~1®(Vz) en (63). Por consiguiente es posible

definir un vector que contenga dichas funciones después de resolver V=& (Vz) en (63).
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Se encuentra que dicho vector esta dado por

[C(’Yz - 9%) —p) 91 +an Zf:l On (1 + 9721) + L2 ZnN:K+1 On (1 + 9721)
[0(72 - 9%) —p) 91 +aty 25:1 On (1 + 93) + L2 Zvjj:K-&-l O (1 + Q'r%)

) = Pl Ok + ain Yoy On (14 602) + 053 i On(1+62)
1 ) = P O+ aiy Yoy (14 62) + 22 30 gy Ol + 62)
2 k( 2) = D) O+ N e 0,1 62) Fas 6,01+ 62)

) =] Oxci1 + a Sone gy (14 02) + a3 Sop_ 6(1 4 62)

[e(y® = 63) — Pl On + ta 3on_jeir On(L+02) +ats S, 0 (1 + 62)
[c(v* — 0%) — p]On + 1 ZnN:K—H 0,(1+602) + aiz >0, 0,(1+62)

donde y = (91,91, 0, 0N, 0, 0,0,0) son las soluciones en (78) y las variables z,, rep-
resentan los conjugados de las variables ¢, (n = 1,2,3,4) y estas ultimas se encuentran
dadas por
Q3—1+i83 (D‘i‘iSQ Q3+i83 q—1+28
W=—"F, ly=——"", 3= —7T, 4= —"—. (81)

; . 3 . 4 :
ny +ing ny +ing’ ny +iny’ ny + ing

De acuerdo con (9) es necesario integrar cada una de las funciones de (80) y conside-
rar los coeficientes de las unidades imaginarias de las primeras 2N raices de (66). No
obstante, en (76) se encontrd que el valor de los coeficientes es 1 para las raices pares y
-1 para las raices impares. Por lo que al aplicar (9), y tomar en cuenta (76), se encuentra
que

2 ~ s
fr()ewdr, r=1,3,...,2N -1
P(a) =" (82)
027T fr(y)eiWTdT7 r= 27 47 ) 2N7

dondewzly&:(al,...,agN).

Después de realizar las respectivas integraciones, se tiene que las funciones P, (r =

1,2,...,2N) se encuentran dadas por



54

(
7 [ (e — copapyr) —i(atsr + tos2)], r=1,3,...,2K — 1,

7 [ (e — cop10) + i (alisz + 12sh)], 7= 2,4, ..., 2K,

7 [ (e — capayyr) —i(atssy + )], r=2K +1,2K +3,...,2N — 1,

7 [ (e — cap_10.) + i (atzss + 1ys4)], ¥ = 2K +2,2K +4,...,2N.

\

donde ¢ = ¢v* —p, q = 25:1 Qon—1 (1 + aop_102,), 2 = ZQLKH aon—1 (1 + agn_109,),

3 = Zf;l Qlap, (1 + azn—1a2n), Sq4 = ZiV:KH Qon (1 + a2n—1a2n)-

En el Teorema 2.1 se establece que ayy_1 = asy, por lo que (83) se puede reescribir

de la siguiente manera

(

m{a, (e — capayr) —i[ats + 1o (2 +55)]}, r=13,...,2K — 1,
m{a, (e — cap_10) + i [alysz + T2 (64 + <5)] } r=24,...,2K,
b m{a(e — capai1) — i fatssy + 1 (so + <5)]}, r=2K+12K+3,...,2N — 3,
. m{a, (e — cap_q1a.) +ifatzss + 14 (4 + <5)]}, r=2K+2,2K +4,...,2N — 2,

T{aan_1(e —cady_ ) —ilasq + (2 + )]}, r=2N—1,

d {O‘2N—1<5 — cagy_y) + i latses + Ty (G4 + €5)]} , T =2N.

(84)

donde ¢ y < ya se definieron anteriormente, ¢ = aon_1 (1+0a3y_;) , y ahora ¢ =

ij:_fl@rl aon—1 (1 + agp_109,) Y 61 = 27]::;141 Qo (1 4 aon_10i2y).

Para encontrar «,. (r = 1,...,2N — 1), es necesario aplicar la ecuacion (8) y resolver
las funciones resultantes. De lo anterior, se encuentra que las funciones de periodicidad

Q, (r=1,...,2N — 1) estan dadas por
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/

—m{araan_1 [26 — (i + Ay )] + iV, }, r=1,3...,09—1,
m{caraon_1(a_10 — ady_ ) + 10, }, r=2,4,...,9,
Qr(@) = ¢ —1 {avaan_1 [26 — c(a,a, 1+ ady_1)] +i¥,}, r=9+1,...,2N =3,
m{caraon_i(_10 — a3y 1) +i(oy — asn_1)V, }, r=9+2,...,2N —2,
| —maan-1 {20081 [e+ 65 (1+ady_y) —cady_y| +iV¥,}, r=2N -1,

(85)
donde ¥ = 2K, 15 = mor2lsb y

2 2
ni+ns

(
a (L3063 — t1an—161) + (L4064 — L2042N—1§2) +Sr, r=1,3,...,0 -1,

a(t30, — lioon—1) S3 + (g, — loaon—1) (G4 +5), r=2,4,...,0,

¥, =qa (T3ar63 — t3an—161) + (LarSq — La0oN—162) + S, T =0V +1,...,2N — 3, (86)

alsSy + 14 (Sa +S5) r=9+2,...,2N — 2,
k@ (Z3<3 — 03§1) + (Z4§4 — L4§2) , r=2N —1,
Ssr = (La0y — LaQan—_1) QN1 (1 + a%N,l) ,r=13,...,2K —1,
Sor = (Latr — Lacon—1) don—1 (L+ady_y), 7 =2K +1,2K +3,...,2N — 3. (87)

En cuanto a la estabilidad de las soluciones, ésta se determina de acuerdo con (10)

en el Teorema 2.1 al establecer el nUmero de metronomos por analizar.

Debido a que las oscilaciones de la estructura afectan al comportamiento de los os-
ciladores, éstos se ven obligados a cambiar su periodo; el cual, de acuerdo con (Blekhman,

1988) se considera que es de la forma*

T =T+ 71.(p2) =27 + 7.(p2), (88)

donde 7. determina la correccion del periodo T y esta dada por (11). Al sustituir este

“Este péarrafo se encuentra basado en (Pefia Ramirez et al., 2014b)
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nuevo periodo en (77) y tomando en cuenta que asy = asy_1, S€ puede reescribir a (79)

de la siguiente forma

- 27 - 27

iagie T —dagi e, j=1,...,N—1,

0; = ’ ’ . (89)
20191 Sin (%’H’) , J =N,

y
—i2rr + i2Zr . 1 N 1
. Qo€ T Qg€ T , J=1,..., )

;=4 ’ . (90)

209 _1 COS (%T) , j=N

En los capitulos cuatro y cinco se presentan los desarrollos que se siguieron para
encontrar los valores de o; (i = 1,...,2N — 1) para dos y cuatro osciladores, respectiva-

mente, mediante el uso de la metodologia presentada en éste.
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Capitulo 4. Analisis para dos osciladores

En el capitulo anterior se presentd la
metodologia que se empleara en el analisis
del presente capitulo y del siguiente. En este
capitulo se muestra el analisis que se desa-
rrolld para el caso de dos osciladores, ver
Figura 11. Se inicia con el estudio analitico,
para lo cual se aplica el método de Poincaré
y se comparan los resultados obtenidos con
algunas simulaciones. Posteriormente se pre-
senta el estudio numérico que se realizd, donde
se presentan las regiones de atraccion que
dependen de las condiciones iniciales y de
los parametros de la estructura considerando
el caso ideal, i. e., los parametros de una
plataforma son iguales a los homdlogos de la

otra, los mismo sucede con los osciladores.

4.1 Estudio analitico

Figura 11: Sistema horizontal-vertical de
Huygens con dos metronomos.

En la seccidon anterior se determinaron las funciones de periodicidad @,, para r =

1,...,2N — 1, del sistema HV de Huygens para N péndulos. En esta seccion se analiza

el sistema para el caso de dos péndulos, para ello se hace uso de la metodologia presen-

tada en el capitulo anterior. De acuerdo con (85) las ecuaciones para el sistema de dos

osciladores se encuentran dadas por:

;

Q1) =137 {casas (ajag — o) + 10, (a1)},

\

—7m{ajaz[2e — c(ajag + a3)] + W, (Gq)}, r=1,

—7as {203 [ + 15 (1 + a3) — cad] +ia (3o — t3a1) (1 + aqag)}, r =3,
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donde é; = (ay, a0, 3) Y

\IJT(CA“) _ ad (ZBOéQ — Ll@g) (1 + 041062) + (Z4CY1 — L2053) Q3 (1 + CY%) , = 1, (92)

ao (lngéQ — 51043) (1 + 041042) + a3 (54062 - 52043) (]. + Oé%) , = 2,

De lo anterior se puede concluir que las soluciones (89) seran de la forma

27

- 27 2
01 =icme 'TT —ioe' Ty By = 2assin (%7) . (93)

Sin embargo, las soluciones «; y a; deben ser reales, ya que en un sistema mecanico
no existen magnitudes complejas. En (93) se puede apreciar que la Unica amplitud que
resulta ser real es a3, y de acuerdo con lo expuesto anteriormente, es necesario que 6,
también lo sea, por ende, se debe cumplir que «; = a;. Al tomar en cuenta lo anterior, se

tiene que

91 = 20[1 sin (2%7') y 92 = 20(3 sin <2%T> . (94)

Al sustituir as = a; en (91) se tiene que

—m{aaz[2e — c(a? + a3)] + iV, (q1 }, r=1,

Qr(&l) =\ {6061053 (Oé% — Oé%) + Z\Ijr(&l)}, r= 2, (95)

—2raz {203 e + 15 (1 + ) — cai] + agay (1 + o)}, =3,

\

donde 1 = E4 12 y

ni+nj

ao (53041 — LlOég) (1 + Oé%) -+ (54061 — LQO(g) a3 (1 + Oé%) , = 17

adq (ZgOzl — Zlag) (1 + Oz%) + Qa3 (Z40./1 — Zgag) (]_ + &%) , = 2,

Al intentar resolver el sistema (95), se puede encontrar que no es posible obtener una

solucion explicita de «; y, por lo tanto, no es posible obtener soluciones explicitas para
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(91). Por las razones anteriores, se propone el siguiente cambio de variables
o] = 7uozgei‘7j Yy o= UO(36_Z¢, (97)

donde a3,¢ € Ry v € R*. Puede observarse que oy, = @y, por lo que las soluciones (93)

ahora se encuentran dadas por

01 = 2vagz sin (2%7 + ¢) y 0, =2aszsin (2%7') : (98)

Al sustituir (97) en (85), se encuentra que las funciones de periodicidad quedan de la

siguiente manera

(

—a2m {ve? 26 — cal (VP 4+ 1)+ iV, (4g) )}, r=1,
3 3

Qr(G2) = ¢ aZr {ve ®cal (v2 — 1) + iV, (42) } r=2, (99)

—a3m{2[e —cal + 16 (a3 + 1) +i0,(d2)}, =3,
\

donde é&; = (o, a, a3) Yy

(

ave'® (Zg,ve_”5 — L1> (1+v%a3) + (QUGM) — Lz) (a3 +1), r=1,

Ui (d2) = 4 ave™ (ue ™ — ;) (1 +v2a2) + (tve ™™ — i) (a2 +1), r=2, (100)

av (z3e7 — 13¢"?) (1 +v%a3), r =3,
\

En (99) se puede despejar a3, donde se encuentra que dos raices son iguales a cero

y las otras dos estan dadas por

2 (e + t5) —iav (136" — 1379)
Q3 — + ; - — — -
2(c —t5) +iav? (136" — 13e7%)

(101)

Puede observarse que si ¢ = 0 (sincronizacion en fase) 6 ¢ = = (sincronizacion
en contra fase) y v = 1 (misma amplitud), a3 se vuelve un nimero complejo, lo cual,
fisicamente no es valido. Por esta razon, no es posible obtener sincronizacién completa

en fase o en contra fase; en cambio, se obtendra sincronizacién parcial. De ahi, que las
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Definiciones 2.3 y 2.3 presentan un error ¢, Yy €4, respectivamente, y el cual debe ser

mayor a cero.

Las otras dos variables, ¢ y v, se encuentran de manera numérica. Para ello, este
problema se trata como un problema de optimizacién multivariable, con las siguientes

restricciones

e |Qi(a)] <e(i=1,2)de (99),

.OégER.

donde € € R > 0 corresponde a un error.

Para resolver este problema se aplicaron los métodos de la cuadricula y el simplex
(Rao, 1994) con valor de e = 1 x 107!, El primero es para determinar las regiones en las
cuales se puedan encontrar las raices que cumplan con las restricciones anteriormente
mencionadas, ya que es posible encontrar raices que sélo cumplan con una de las dos

restricciones, y el segundo, para obtener un resultado mas exacto.

Debe notarse que no se encontraran los parametros para los cuales existen soluciones
periddicas estables; por el contrario, se deben conocer los parametros del sistema y en
base a estos se obtienen las soluciones periddicas, y mediante el uso de (10) y (88) se

determinan la estabilidad y periodo, respectivamente, de dichas soluciones.

Para realizar el andlisis, se emplearon los parametros de la Tabla 1, donde los valores
del término de Van der Pol se encontraron al medir la maxima amplitud del metronomo y
mediante simulaciones se aproximo la forma de onda de un oscilador a una onda senoidal.
En cuanto al amortiguamiento del mismo se realizaron mediciones y mediante simulacion
se estimd. En relacidn a la estructura, las constantes de elasticidad y amortiguamiento
se obtuvieron de (Hirata Salazar, 2016), en cuanto a la masa se establecié en 1.4 kg, ya

que es el Unico parametro que se puede variar en la estructura.

Los resultados que se obtuvieron con los parametros mostrados en la Tabla 1, se
presentan en la Tabla 2. Puede observarse que en la Tabla 2 ya se han clasificado los

tipos de sincronizacion, en fase y contra fase.
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Tabla 1: Parametros usados para el analisis tedrico.

Elemento Parametro Valor
Masa (M) 1.4 kg
Plataforma inferior Amortiguamiento (b;) 0.08 Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa (M) 1.4 kg
Plataforma superior Amortiguamiento (bs) 0.08 Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa m; (i = 1,2) 0.03 kg
Péndulos Amortiguamiento §; (i = 1,2) 2x107° Ns/m
Frecuencia w; (i = 1, 2) 12.2522 rad/s
o Factor de no linealidad v; (i = 1,2) | 1.5 x 1072 Ns/m
Termino de Van der Pol Cambio de signo ~; (i = 1, 2) 0.2 rad

Tabla 2: Soluciones del sistema (99)

v ¢ (rad) | a3 (rad) | Tipo de sincronizacion
1.58527 | 3.06562 | 0.11297 Contra fase
0.616 | -0.06356 | 0.16184 Fase

Al sustituir las soluciones de la Tabla 2 en (97) se obtienen los resultados para «;

(¢ = 1,2), los cuales se muestran en la Tabla 3 para los dos regimenes de sincronizacion.

Tabla 3: Resultados de «; (i = 1,2,3) para dos péndulos.

Variable | Contra Fase Fase
a 0.17909¢™ 05562 ().09969¢ ~70-06356
Qv 0.17909¢ 306562 () 09969706350
Qs 0.11297 0.16184

La estabilidad de dichas soluciones se obtiene con (10), donde la parte real de las
raices del polinomio caracteristico deben ser menores a cero. El polinomio caracteristico
de (10) para los valores de la Tabla 1, con soluciones en contra fase, se encuentra dado

por

p(x) = 1.3786x> + (1.9185 + i3.9505) x> + (33.397 + i4.1892)x + 29.0057 + i1.4235, (102)
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y sus raices son

x1 = —8.6981 —i0.2378, x2 = —2.3071 +436.0425, x3 = —2.7049 —i64.0354. (103)

Para la soluciones en fase, se encuentra que el polinomio caracteristico es
p(x) = 0.5889y% — (1.6491 + 23.2522))(2 + (27.0329 — i0.8)x — (67.1599 + i150.5734), (104)
y sus raices
x1 = —13.8976 — i31.9123, xo, = —0.1713 +435.1214, x3 = —0.4358 — i31.8141. (105)

Puede observarse que en ambos casos, las partes reales de sus respectivas raices son
negativas y, por lo tanto, los valores de fase y contra fase que se encontraron son estables

para los parametros dados.

El tiempo de correccion y el periodo se determinan mediante (11) y (88). En la Tabla

4 se presentan estos resultados.

Tabla 4: Resultados de los periodos para dos péndulos.

Variable | Contra Fase Fase
7.(u2) (—) | -0.05679 | -0.82152
T (—) 6.2264 5.46166

4.1.1 Comparacion de resultados analiticos con resultados huméricos

Para comprobar los resultados obtenidos, se realizaron dos simulaciones con los
parametros de la Tabla 1 y el sistema adimensional (39). Los resultados numéricos se
obtuvieron con la funcion ode45 de Matlab, empleandose 5000 seg. y un incremento de
0.01 seg., que en el sistema dimensional corresponde a 408 seg. de simulacién con un

incremento de 8.16179 x 10~* seg., aproximadamente.

La primera simulacién corresponde a la sincronizacion en contra fase cuyas condi-

ciones iniciales fueron ¢,(0) = 0.2 rad y 62(0) = —0.3 rad, mientras las otras iniciaban en
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cero. La comparacion entre las magnitudes se presenta en la Figura 12; en la Figura 12a
se aprecia la serie completa del tiempo que se establecié para la simulacion mientras que
en la Figura 12b se aprecia un acercamiento entre los 3500 y 3520 seg. Puede obser-
varse que las soluciones analiticas 6,, en rojo, y 65, linea negra punteada, son buenas

aproximaciones de las soluciones obtenidas numéricamente.

Comparacion en contra fase Comparacion en contra fase

[ 761(Num.) _ Sz(Num.) — % - el(Ana.) - - 792(Ana.) 05} 781(Num.) _ 92(Num.) — ¥ 761(Ana.) - - 792(Ana.) i

Desplazamiento angular (rad)
Desplazamiento angular (rad)

i i i i i i i i i i L i i i il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 3500 3505 3510 3515 3520
Tiempo (-) Tiempo (-)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 12: Resultados de amplitud con condiciones iniciales en contra fase.

Otra observacién que se puede hacer es que el tiempo en el que los osciladores llegan
a un estado estacionario es poco menor a los 3500 seg. en el sistema adimensional, el
cual corresponde a aproximadamente 286 seg. en el sistema dimensional, ver Figura 12a.
Por otro lado, en la Figura 12b se puede observar que, ya estando en estado estacionario,
tanto las fases como las frecuencias de los osciladores permanecen constantes a lo largo
del tiempo. Para obtener los valores de estas variables, se aplico la transformada de

Fourier a los ultimos 200 seg.

Al comparar los resultados analiticos y numéricos, se obtienen los errores relativos al
método numérico mostrados en la Tabla 5. Puede observarse que los errores del periodo,
de la fase y de la amplitud del oscilador de la plataforma inferior, son menores al uno por
ciento, a diferencia del error de la amplitud del oscilador de la plataforma superior. Este
error se debe tanto a los términos iguales o superiores a segundo grado de la variable i,
que no se tomaron en cuenta, como al error numérico debido a los métodos empleados

para obtener las soluciones de (99).
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Tabla 5: Comparacion de los resultados analiticos y numéricos para sincronizacion en contra fase.

Variable | Método analitico | Método numérico | Error(%)
Periodo 6.2264 (—) 6.25031 (—) 0.38
Fase 3.06562 (rad) 3.05135 (rad) 0.47
Amplitud 6, | 0.35818 (rad) 0.35817 (rad) 0
Amplitud 6, | 0.22594 (rad) 0.2088 (rad) 479

Para el caso de sincronizacion en fase, se aplico el método del caso anterior, pero
con condiciones iniciales en fase, es decir, #,(0) = 0.2 rad y 05(0) = 0.3 rad, mientras las
demas iniciaban en cero. Las comparaciones de las amplitudes se muestran en la Figura

13, y los resultados de fase y periodo en la Tabla 6.

Comparacion en fase Comparacién en fase

0.5 ’ Bl(Num.) éz(Num.) — % ‘7 6, (Ana,) — ‘7 —6,(Ana.) Sl(Num.‘) - SZ(Num‘.) — % — Sl(Anz;.) - - = SZ(Ana‘.)

Desplazamiento angular (rad)
Desplazamiento angular (rad)

i i
3510 3515

Tiempo (=)

i i i i
2000 3000 4000 3505

Tiempo (=)

i
0 1000

5000

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 13: Resultados de amplitud con condiciones iniciales en fase.

Tabla 6: Comparacion de los resultados analiticos y numéricos para sincronizacion en fase.

Variable Método analitico | Método numérico | Error(%)
Periodo (—) 5.46166 6.06091 9.89
Fase (rad) -0.06356 -0.14434 55.97

Amplitud 6, (rad) 0.21326 0.23879 16.5
Amplitud 6, (rad) 0.32368 0.35211 8.08

Puede observarse que existe un error en la fase de mas del 50% para el caso de
sincronizacion en fase, y que el periodo esta cerca del limite aceptable de error (10%). De
acuerdo con (Blekhman et al., 2002), Poincaré demostré que las soluciones obtenidas con
este método no siempre son soluciones del sistema original o en su defecto pertenecen

a un namero infinito de soluciones. Lo anterior se debe a que en el método de Poincaré
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se desprecian los términos iguales o0 mayores a segundo grado en el parametro pequeno,

es decir, la forma canonica (5) del sistema (2) realmente es

G = M2+ pfr(z1, . 2) FO0W), r=1,... k. (106)

donde O(y?) representa los términos en los que aparece el parametro pequefio con un
orden igual o mayor a dos. En este caso, dichos términos afectan al sistema por lo que es
necesario realizar una expansién del método para incluirlos en el analisis. Sin embargo,

dicha expansién se encuentra fuera del alcance de este trabajo.

Otra razén por la que se presenta ese error, es que al momento de aplicar el método
de Poincaré se considera que las oscilaciones de la estructura se atentan o el orden de
dichas oscilaciones es menor al orden del parametro pequeno, algo que no sucede en el
caso de sincronizacion en fase. En las Figuras 14 y 15 se presentan las comparaciones
entre los desplazamientos de la estructura y el valor de 1, para los casos de las Figuras
12y 13, respectivamente. Puede observarse que para el caso de sincronizacion en contra
fase, los desplazamientos de la estructura, z; y x5, son menores al valor del parametro
pequeno ., Figura 14; en cambio, para el caso de sincronizaciéon en fase, Figura 15,

sucede lo contrario.

Desplazamientos de la estructura (contra fase)
T T T T

201

15

N
o
T

Desplazamiento (-)
Desplazamiento (-)
(%)

o
T

- ==, |

-0.025

0 1000 2000 3000 4000 5000 3505 3510 3515 3520 3525 3530 3535 3540 3545
Tiempo (-) Tiempo (=)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 14: Desplazamientos de la estructura cuando se tiene sincronizacion en contra fase.

Pero es posible demostrar que el método de Poincaré es apto para encontrar las solu-

ciones de un sistema en la forma (39). Por ejemplo, para los valores de la Tabla 7, las
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Desplazamientos de la estructura (fase) Desplazamientos de la estructura (fase)
0.05FT

X L ’ X Xz**’“z‘
0.04 i

LR
]

o

0.06

Desplazamiento (=)
Desplazamiento (-)

-0.01F -
-0.02}

-0.031

i i i i -0.04 ki i i i
0 1000 2000 3000 4000 5000 3500 3510 3520 3530 3540 3550
Tiempo (-) Tiempo (=)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 15: Desplazamientos de la estructura para sincronizacion en fase.

condiciones iniciales 6,(0) = 0.2, (0) = 0.3 y las demas iguales a cero, se obtienen los
resultados de la Figura 16. Se puede observar que, a diferencia de los resultados de la
Figura 13, los errores en amplitud se redujeron.

Tabla 7: Parametros para dos péndulos.

Elemento Parametro Valor
Masa (M) 1.5 kg
Plataforma inferior Amortiguamiento (b,) 0.0015 Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa (M) 1.5 kg
Plataforma superior Amortiguamiento (b2) 0.0015 Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa m; (i = 1,2) 0.05 kg
Péndulos Amortiguamiento §; (i = 1,2) | 1 x 1073 Ns/m
Longitud /; (i = 1, 2) 0.125m
A Factor de no linealidad v 0.57 Ns/m
Termino de Van der Pol Cambio de signo ~; i = 1,2) 0.05 m/d

En cuanto a los resultados de fase y frecuencia, se presentan en la Tabla 8. Se
encuentra que la fase tanto del método numérico como del analitico son parecidas. Puede
observarse que los errores disminuyeron; sin embargo, el error de la fase sigue estando
por encima del valor de tolerancia aceptable. Esto quiere decir que existe un conjunto de
parametros para los cuales la aproximacion que se realiza con el método de Poincaré se

acerca a la solucion numérica, debido a que se reducen las oscilaciones de la estructura
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Figura 16: Resultados de amplitud con condiciones iniciales en fase para los valores de la Tabla 7.

a un orden menor que aquel del parametro ..

Tabla 8: Comparacion de los resultados y de la simulaciones para dos osciladores con condiciones

inciales en fase.

Variable Método analitico | Método numérico | Error(%)
Periodo (—) 6.40732 6.66699 2.49
Fase (rad) 0.23138 0.27924 16.45

Amplitud 6, (rad) 0.03559 0.03653 0.32
Amplitud 6, (rad) 0.05828 0.06003 1.28

Como se puede observar el método de Poincaré sélo se puede aplicar en el caso de

sincronizacion en contra fase, ya que para sincronizacion en fase es necesario ampliar

el método para los términos iguales o mayores a segundo orden, o incluir los desplaza-

mientos de la estructura. También se puede ver que los parametros influyen mucho en

que tan exacto es el método al encontrar soluciones en fase.

4.2 Analisis numérico

En la seccion 2.2 se dieron a conocer las funcionales con las que se definen sin-

cronizacion en este trabajo. De acuerdo con las Definiciones 2.3 y 2.4 los grupos de

osciladores se encuentran sincronizados en fase o contra fase siempre y cuando exista

un error ¢, O €., en la fase para el cual se satisfagan (17) 6 (18). Dichos errores se con-

sideran como ¢, = ¢,, = 0.4 rad, i. e., la maxima diferencia de fases debe ser de 0.4

rad.
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Se estudiaron cinco casos de acuerdo con la siguiente lista:

1. Se cambiaron las condiciones iniciales de los osciladores mientras se mantenian

constantes los parametros del sistema.

2. Se estudiaron los cambios en las masas de la estructura, donde M, = M, = M,
en relacion a las condiciones iniciales del oscilador de la plataforma superior 6.,
mientras 6,(0) permanecia constante. El tiempo de simulaciéon empleado en este

caso fue de 2500 seg.

3. Se estudi6 el cambio de la elasticidad de la estructura, donde k; = ky = k, en
relacion a las condiciones iniciales del oscilador de la plataforma superior 6, mien-
tras 6,(0) permanecia constante. El tiempo se simulacion empleado fue de 2500

seg.

4. En este caso, se trataron los cambios del amortiguamiento de la estructura, donde
by = by = b, en relacion a 6;(0) y 6,(0) constante. El tiempo de simulacion para este

caso fue de 2500 seg.

5. El ultimo caso se tratdé sobre las variaciones de la frecuencia del oscilador, w; =
wy = w en relacion a las condiciones iniciales de 6, y 6,(0) constante. El tiempo de

simulacién para este caso fue de 3500 seg.

Cabe mencionar que en todos los casos las simulaciones se realizaron con el sistema
(36), 01(0) = 65(0) = 0 rad/s, z1(0) = x5(0) = 0 m y i (0) = i4(0) = 0 m/s; los parametros
gue no se encontraban bajo estudio permanecieron constantes de acuerdo con la Tabla
1y se empled la funcion ode45 de Matlab para resolver de manera numérica el sistema
empleado. El estudio de fases y frecuencias se realizé a los ultimos 200 seg. mediante
la transformada de Fourier. Ademas, a la diferencia de fases se les aplicé el modulo 27,
para aquellas cuyo valor absoluto fuera mayor a «, de tal forma que el valor final quedara

en el rango —pi < ¢ < pi rad.
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4.2.1 Estudio de las condiciones iniciales

Como se menciond en los parrafos anteriores, el primer estudio se realizé sobre las

condiciones iniciales del sistema. El rango empleado para el estudio es el siguiente

—0.8 < 6;(0) <0.8rad i=1,2, (107)

con un paso de 0.02 rad. El resultado que se obtuvo se muestra en la Figura 17, la region
de color amarillo es la de sincronizacion en fase; en cambio, la de color rojo representa
la de contra fase. Puede observarse que la grafica es simétrica, i. e., que las regiones de
atraccion son iguales para los cuadrantes contra puestos. Mientras que en los cuadrantes
[y lll, condiciones iniciales en fase, se encuentra la coexistencia de los regimenes, en los
cuadrantes Il y IV, condiciones iniciales en contra fase, se encuentra que solo existe contra

fase.

Cambios en las condiciones iniciales

0,(0) [rad]

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
61(0) [rad]

Figura 17: Resultados al variar las condiciones iniciales. La region de color rojo corresponde a la
region de sincronizacion en contra fase y la region de color amarillo representa las condiciones
iniciales para las cuales emerge la sincronizacion en fase.

Para validar los resultados obtenidos, se realizaron algunas simulaciones. En la Figura
18 se presentan los diagramas de fase de dichas simulaciones. Puede observarse que
para las condiciones iniciales en fase 0,(0) = 6,(0) = 0.02 y 6,(0) = 6,(0) = 0.8 la pen-
diente formada, por el primer estado de cada uno de los osciladores, es positiva; esto se

puede observar en las Figuras 18ay 18c, respectivamente. En cambio, para condiciones
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iniciales en contra fase 0,(0) = —6,(0) = 0.02y 6,(0) = —60,(0) = 0.8, Figuras 18b y 18d,
respectivamente, la pendiente es negativa. Cabe mencionar que los diagramas de fase

se obtuvieron al analizar los ultimos 200 seg.
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0.1

0.05

-0.4 : L : L . L : L : -0.25 : : : : : :
025 -0.2 -0.15 -0.1 -005 O 005 01 015 02 04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 03 0.4
8, [rad] 6, [rad]
(@) 61(0) = 0.02'y 6(0) = 0.02 (b) 61(0) = 0.02'y 65(0) = —0.02
0.4 : : : : : : : : : 0.25
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~ 0.1 005k
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-0.1
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-025 -0.2 -0.15 -01 -005 O 005 01 015 02 04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 03 0.4
8, [rad] 8, [rad]
(c) 61(0) = 0.8y 65(0) = 0.8 (d) 6:(0) = 0.8y 62(0) = —0.8

Figura 18: Diagramas de fase para algunas condiciones iniciales. Estos diagramas representan el
régimen al cual tienden algunas de las condiciones iniciales de la Figura 17 los incisos (a) y (c) rep-
resentan sincronizacion en fase; en cambio, los otros dos, (b) y (c) corresponden a sincronizacion
en contra fase.

En cuanto a las series de tiempo, los resultados se presentan en la Figura 19 para
los primeros 300 seg. de simulacion de un tiempo de 1200 seg. Puede observarse que
para condiciones iniciales en fase el tiempo en que los osciladores alcanzan el estado
estacionario es menor que aquel que se emplea cuando el régimen de sincronizacién es

en contra fase.

Las frecuencias, amplitudes y fases de cada una de las simulaciones de la Figura
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Figura 19: Series de tiempo para las condiciones iniciales analizadas en la Figura 18.

300

19 se pueden apreciar en la Tabla 9. Puede observarse que no importa en que condi-

ciones iniciales empiecen los osciladores, una vez alcanzado el estado estacionario, la

frecuencia y fase son iguales para un conjunto de condiciones iniciales cuyo régimen de

sincronizacion, en dicho estado, es el mismo.

Tabla 9: Resultados de las simulaciones para las condiciones iniciales de la Figura 18.

Condiciones iniciales (rad) Amplitud (rad) Frecuencia (H=) | |6|(rad)
(91 92 91 92

0.02 0.02 0.23881 | 0.35214 2.04653 0.14287

0.02 -0.02 0.3581 | 0.20868 1.9332 3.0505
0.8 0.8 0.2388 | 0.35214 2.04653 0.14286
0.8 -0.8 0.3581 | 0.20868 1.9332 3.0506




72
4.2.2 Masas

Como se menciond en el parrafo introductorio al analisis numérico, en esta seccion se
presentan los resultados que se obtuvieron al realizar cambios en las masas en relacion a
los cambios de las condiciones iniciales de 6#,. Para ello, se considerd que M, = M, = M,
por lo que el rango empleado para las variaciones de las masas fue 0.5 kg < M < 3 kg
con un paso de 0.02 kg. En cuanto a las condiciones de iniciales 6, se realizaron de

acuerdo con (107) para i = 2 y un tamano de paso de 0.01 rad mientras 0,(0) = 0.1 rad.

Antes de presentar los resultados, se muestra un fendmeno peculiar que se encontré
al estar buscando el tiempo de simulacion 6ptimo para este estudio. Dicho fendmeno se
presenta en la Figura 20, puede observarse que la amplitud del oscilador no es constante
como en los casos de la Figura 19. En la Figura 20a se puede apreciar la serie de tiempo
y en la Figura 20b se puede apreciar un acercamiento entre los 2270 y los 2300 seg.

Cabe mencionar que este fendmeno se observo para M = 1.6 kg y 65(0) = 0.03 rad.

Resultados para M=1.6 y 02(0):—0.03 rad Resultados para M=1.6 y 62(0):—0.03 rad
T 0.5

| »MM\

I FW

0.1

I

Desplazamientos angulares (rad)
Desplazamientos angulares (rad)
o

| | |
<SR

i i i i ~05 i i i i i
500 1000 1500 2000 2500 2270 2275 2280 2285 2290 2295 2300
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 20: Resultados de sincronizacion en frecuencia con amplitud variable.

En la Figura 20b puede observarse que las formas de onda se repiten sin llegar a
cambiar su frecuencia o fase. Para determinar si existia algin tipo de sincronizacién se
obtuvo su espectro de frecuencias, el cual se muestra en la Figura 21. Puede observarse
que todas las frecuencias que estan presentes en el sistema son iguales, por lo que se

puede decir que existe sincronizacidon al menos en frecuencia.
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1.85 1.9 1.95 2 2.05 2.1
Frecuencia [Hz]

Figura 21: Espectro de frecuencias para M=1.6 y 6,(0) = 0.03.

Aunque este fenomeno no cumple con las Definiciones 2.3 y 2.4, puede ser conside-
rado como un caso de sincronizacion en frecuencia con amplitud. Para fines de este
trabajo, este tipo de fendmenos no es estudiado y sélo se consideran aquellos casos en
los que existe sincronizacion con una amplitud constante, de acuerdo con las definiciones

de la seccidén 2.2.

La manera en la que se llegd a descartar este tipo de fendmenos fue mediante el
factor de cresta. De acuerdo con (Nunez-Pérez, 2014), el factor de cresta de una senal
de voltaje o corriente repetitiva se define como el cociente entre el nivel del pico maximo y
su valor eficaz durante un tiempo determinado. En la misma referencia se encuentra que
el factor de cresta de una senal sinusoidal es de aproximadamente 1.41; sin embargo,
debido a las pequenas variaciones de amplitud que se presentaban durante el tiempo de

analisis, se establecié como limite 1.44 para ambos osciladores.

Los resultados obtenidos al graficar los cambios de masa en relacion a los cambios
en la condicion inicial de 6, se muestran en la Figura 22. Puede observarse que la sin-
cronizacion en fase (color amarillo) y en contra fase (color rojo) en el sistema, asi mismo
el régimen de sincronizacién en fase emerge en el rango 1 < M < 2.2 kg; en cambio la
sincronizacion en contra fase se da en el rango 0.6 < M < 1.5 kg. También es posible
observar que solo hay un rango de masas en los cuales hay coexistencia y la emergencia
de uno de los dos regimenes de sincronizacién depende de las condiciones iniciales. En

cambio, fuera de ese rango solo es posible observar un régimen.
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Regiones de sincronizacion

8,(0) [rad]
o

15 2
M [kg]

Figura 22: Resultados del analisis de las masas y condiciones iniciales. La region de color amarillo
corresponde al régimen de sincronizacion en fase, el color rojo indica el régimen de sincronizacion
en contra fase y el color azul corresponde a los valores de elasticidad y condiciones iniciales en los
que no se presento sincronizacion de acuerdo con las Definiciones 2.3 y 2.4.

Al realizar simulaciones para valores mayores a 2.16 kg se encontro que los fendmenos
no cumplen con las Definiciones 2.3 y 2.4. Para las zonas donde M = 1.6 kg, —0.8 <
0,(0) < 0.03 rady M = 1.7 kg, —0.31 < 65(0) < —0.02 rad se encontro el fenédmeno

descrito en la Figura 20.

Un analisis del cambio de fase de acuerdo con los cambios en las condiciones iniciales
y las masas arroja que la fase crece de manera lineal, para cada régimen, conforme la
masa incrementa y queda invariante de acuerdo a las condiciones iniciales. Lo anterior
se puede observar en la Figura 23 donde el eje vertical representa el valor absoluto de
la fase de acuerdo al plano M — 6,(0), i. e., no se consideran los adelantos o atrasos
que los osciladores tuvieron entre ellos. Puede observarse que la fase de los osciladores,
para M = 0.5 kg, se ha agregado, asi como también para M > 2.16 kg. La razdn radica
en que existe una sincronizacion en frecuencia como se ve en la Figura 24. Ademas,
se puede apreciar que el desfase en sincronizacion en contra fase aumenta conforme
incrementa la masa, hasta un valor de aproximadamente 1.2 kg a partir de este valor el
desfase disminuye para el mismo régimen. Para el régimen de sincronizacion en fase, se
puede ver que desde el momento en que emerge, aproximadamente para una masa de
1 kg, el desfase entre los osciladores tiende a crecer. Cabe mencionar que los cambios

en el color rojo representan las regiones de sincronizacion en contra fase, los cambios
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en el color azul corresponden a sincronizacion en fase y las zonas en las que el desfase
dado entre los osciladores no cumple con las Definiciones 2.3 y 2.4, pero el mismo se
mantiene constante, esta representando por los cambios que van desde el color cian
hasta el anaranjado. En cuanto las zonas en blanco representan las regiones en las que

la fase o la amplitud no son constantes.

Fases en estado estacionario Fases en estado estacionario
F 3 35
25

115

N
@l [rad]

92(0) [rad]

11

io.s
; 0 15
0.5 1 15 2 25 6,(0) [rad] -1 1 .

M [kg] M [kg]

(a) Plano M — 65(0) (b) Grafica en tres dimensiones

Figura 23: Distribucion de la diferencia de fases para los cambios en las masas.

En cuanto a la frecuencia, en la Figura 24 se presenta el comportamiento que ésta
presenta al cambiar las masas y las condiciones iniciales. Puede observarse que para
sincronizacion en contra fase la frecuencia permanecen constante independientemente
de las condiciones iniciales y del valor de la masa. También se puede apreciar que se
encuentran por debajo de la frecuencia natural de los osciladores (linea roja). En cam-
bio, cuando se trata de sincronizacion en fase, la frecuencia en estado estacionario se
encuentran por arriba de la frecuencia natural de los osciladores y decrece conforme la
masa se incrementa, a excepcion del rango 1 < M < 1.2 kg, donde la frecuencia esta por
debajo de la frecuencia natural de los osciladores. Puede observarse que en la figura el
incremento de la frecuencia se da de manera escalonada. Al igual que en el caso anterior
las regiones de sincronizacion en fase se identifican con el color amarillo, las zonas de

sincronizacion en contra fase con el color rojo y las de fase constante con el color azul.

En las Figuras 23 y 24 se pueden observar espacios en blanco, estas regiones corres-
ponden a las zonas donde se daba sincronizacion en frecuencia con amplitud variable, o

en su defecto no se presentaba ningun tipo de sincronizacion.



76
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Figura 24: Frecuencias en estado estacionario para los cambios en las masas.

4.2.3 Elasticidad

En los apartados anteriores se mostraron los resultados del estudio realizado para los
cambios de las masas de las plataformas y las condiciones iniciales. En éste se muestra

el efecto que tiene el cambio de la elasticidad de la estructura.

De acuerdo con lo que se presentd en el parrafo introductorio a esta seccién, se
manejo el caso donde k; = ky, = k para lo cual se empled un rango de 0 < k& < 500
N/m con pasos de 5 N/m, mientras que las condiciones iniciales, al igual que en el
caso anterior, se manejaron de acuerdo con (107) para i = 2 con un paso de 0.01 rad y
01(0) = 0.1 rad.

Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 25. Puede observarse que el
régimen de mayor atraccion es el de sincronizacion en fase (color amarillo). En cambio,

el régimen de contra fase (color rojo) casi no esta presente.

En la region azul que va desde los 350 N/m hasta los 470 N/m se logran observar
fendmenos como el de la Figura 20. En cuanto a la regidén que va desde cero hasta 50
N/m, los osciladores se sincronizan con un cierto desfase, pero el cual no esta dentro
del error establecido, i. e., no cumplen con las Definiciones 2.3 y 2.4 a pesar de que es

constante.

En la Figura 26 se puede apreciar el cambio de fase en las zonas en las que la amplitud
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Regiones de sincronizacion

8,(0) [rads]
o

100 200 300 400 500
k [N/m]

Figura 25: Regiones de atraccion para los cambios en la elasticidad. La region de color amarillo
corresponde al régimen de sincronizacion en fase, el color rojo indica el régimen de sincronizacion
en contra fase y el color azul corresponde a los valores de elasticidad y condiciones iniciales en los
que no se presento sincronizacion de acuerdo con las Definiciones 2.3y 2.4..

se mantuvo constante de acuerdo con el criterio tomado anteriormente. El eje vertical
corresponde al valor absoluto de la fase, y al igual que el caso anterior, no se consideraron
los adelantos o atrasos que los osciladores tuvieron entre ellos. Ademas, en algunos
casos se observé que |¢| > 4 rad, por lo que se realizé un ajuste al sustraer 27 rad
a esos valores. En la misma figura puede observarse que conforme se incrementa la
elasticidad, el desfase entre los osciladores crece, en especial entre los primeros 50 N/m.
Después de este punto se genera sincronizacion en contra fase, lo cual sucede en el
rango 50 < k < 75 N/m y posteriormente cae el desfase al cambiar de régimen. En
cambio, al estar cerca de los 500 N/m puede apreciarse que ambos regimenes coexisten
y que, en esa region, la emergencia de uno de ellos depende de las condiciones iniciales.
También se puede apreciar que la fase, para el régimen de sincronizacion en fase, tiende
a cambiar conforme se incrementa la elasticidad de la estructura, de tal forma que no

crece de manera lineal, a diferencia del caso que se presento en los cambios de la masa.

Cabe mencionar que, al igual que en el caso anterior, las zonas donde la amplitud

varia con el tiempo no se tomaron en cuenta.

En cuanto a las frecuencias, en la Figura 27 se presentan los resultados que se obtu-
vieron. La linea roja, en la Figura 27b representa la frecuencia natural de los osciladores.

Puede observarse que la frecuencia de los osciladores aumenta de acuerdo con la elas-
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Figura 26: Distribucion de la diferencia de fases para los cambios en la eslasticidad de la estructura.
Puede observarse que para las regiones de color azul de la Figura 25 existen regiones en las que se
presenta sincronizacion pero con una fase que no cumple con las Definiciones 2.3 y 2.4

ticidad de la estructura para las zonas de sincronizacion en fase. Sin embargo, para las
regiones de sincronizacion en contra fase se pueden apreciar dos frecuencias; la primera
que se encuentran entre los 50 y 100 N/m, y cuyo valor se encuentra por arriba de la
frecuencia natural de los osciladores; y la segunda, la cual se encuentra entre los 450 y

500 N/m, cuyo valor es aproximadamente 1.94 Hz y la cual es menor que la frecuencia
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Figura 27: Frecuencias en estado estacionario para los cambios de la elasticidad y condiciones
iniciales.

En las Figuras 26 y 27 se pueden apreciar espacios en blanco, al igual que en el

anterior caso de estudio, dicho espacio representa las zonas en las que ni la fase ni la
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amplitud de los osciladores permanecia constante.

4.2.4 Amortiguamientos

De acuerdo con la lista presentada en la introduccion, el cuarto estudio corresponde
a las variaciones del amortiguamiento con respecto a los cambios de las condiciones
iniciales. Al igual que en los casos anteriores, el rango de las condiciones iniciales para
0, esta dado por (107) para i = 2 con un paso de 0.01 rad., mientras 6,(0) = 0.1 rad. En
cuanto al rango del amortiguamiento, es 0.01 < b < 3 Ns/m con un paso de 0.01 Ns/m.
Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 28. Puede observarse que la region
de mayor atraccion es la de sincronizacion en contra fase (color rojo). En cambio la
region de sincronizacién en fase (color amarillo) s6lo se presenta cuando las condiciones

iniciales son cercanas a fase y el amortiguamiento es menor a 0.8 Ns/m.

Amortiguamientos versus condiciones iniciales

6,(0) [rad]

0.5 1 15 2 25 3
b [Ns/m]

Figura 28: Resultados del analisis de los amortiguamientos y condiciones iniciales. La region de
color amarillo corresponde al régimen de sincronizacion en fase y el color rojo indica aquél de
sincronizacion en contra fase.

Como se puede ver en este caso los cambios en el amortiguamiento no tienen efecto
sobre la aparicion de otros fendmenos, como los observados para los casos de masay la

elasticidad, sino por el contrario, s6lo cambia el régimen de sincronizacion.

Al realizar un estudio sobre el cambio de fase y frecuencia se obtuvieron las graficas

de la Figura 29. En la grafica de la Figura 29a se pueden apreciar los cambios de fase,
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donde el eje vertical representa el valor absoluto de la fase de acuerdo al plano b — 6,(0),
no se consideran los adelantos o atrasos que los osciladores tiene entre ellos. Puede
observarse que el desfase entre los osciladores es constante independientemente de los

cambios en el amortiguamiento o en las condiciones iniciales.

En cuanto a las frecuencias, se obtuvo la grafica de la Figura 29b, donde se puede
apreciar que al menos para el area de sincronizacion en fase la frecuencia no es cons-
tante. En cambio, en la otra region la frecuencia no se ve afectada por los cambios de
6,(0) y del amortiguamiento. Ademas se puede observar que la frecuencia cuando se
esta en sincronizacion en fase es mayor que en el caso de contra fase y se encuentra pos

arriba de la frecuencia natural de los osciladores (linea roja).

Fases en estado estacionario Frecuencias en estado estacionario

24577

ol [rad]
o [rad/s]

05(0) [rad] 1o b [Ns/m] 8,(0) [rad] ’ b [Ns/m]
(a) Fases (b) Frecuencias
Figura 29: Resultados de fases y frecuencias para los cambios de amortiguamientos y condiciones
iniciales.

4.2.5 Frecuencias

En este ultimo apartado se dan a conocer los resultados que se obtuvieron al variar
las frecuencias de los osciladores en relacion a los cambios en las condiciones iniciales.
Para ello, se consideré el caso ideal w; = wy, = wy se cambiod el valor de la frecuencia en
funcion de la escala, por lo que el rango se basa en la escala y mediante (20) se obtiene
el valor de la frecuencia en rad/s. El rango que se empleo fue 50 < e < 260 beats/min,
con un paso de 2 beats/min, por lo que el rango de frecuencias quedd de la siguiente
manera

2.61799 < wy < 13.61357 rad/s, (108)
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En cuanto a las condiciones iniciales de 6,, se manejo el mismo rango que en los casos

anteriores, mientras se mantenia a ¢,(0) = 0.1 rad.

Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 30. Puede observarse que la
region de mayor atraccion es la de sincronizacion en contra fase (color rojo). En cambio
la regidon de sincronizacion en fase (amarillo) s6lo se presenta cuando la escala se en-
cuentra arriba de 208 beats/min, 0 10.89 rad/s. En las zonas azules se pueden apreciar
fendmenos como los que se reportaron en la parte del estudio de las masas; pero, al no

ser objeto de estudio de este trabajo, no se analizan.

Frecuencia versus 62(0)

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 W[radls]

| I I I I I I I 1 Escala [b/min]
60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Figura 30: Resultados del analisis de frecuencias versus condiciones iniciales. La region de color
amarillo corresponde al régimen de sincronizacion en fase, el color rojo indica el régimen de sin-
cronizacion en contra fase y el color azul corresponde a los valores de elasticidad y condiciones
iniciales en los que no se presentoé sincronizacion de acuerdo con las Definiciones 2.3 y 2.4.

Al igual que en los casos anteriores se realizé un estudio del cambio de fase de
acuerdo a las variables y parametros analizados, en este caso la frecuencia, o escala,
y las condiciones iniciales de 6,. Los resultados se presentan en la Figura 31, donde
se puede observar que en ambos regimenes la fase no permanece constante o crece
de manera uniforme; sino por el contrario, presenta variaciones con el incremento de la

frecuencia natural.

En cuanto a las frecuencias en estado estacionario, los resultados se presentan en la
Figura 32. Puede observarse que las frecuencias crecen de manera uniforme conforme

se incrementa la frecuencia natural de los osciladores. Sin embargo, para las regiones
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Figura 31: Cambios de fase para las variaciones de condiciones iniciales y frecuencias naturales.

de sincronizacion en fase donde la frecuencia natural de los osciladores esta en el rango

10.8908 < wy < 11.2050 rad/s la frecuencia en estado estacionario es menor, que los

casos de sincronizacién en contra fase.
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Figura 32: Frecuencias de sincronizacion para las variaciones de frecuencias naturales y condi-

ciones iniciales.

4.3 Conclusiones

De los resultados obtenidos se puede concluir que el método de Poincaré da solu-

ciones al sistema con una gran precision. Sin embargo, en este caso no fue posible

obtener soluciones cuando se trataba de sincronizacion en fase por las propias carac-

teristicas del método. También es posible concluir que las funciones de periodicidad
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encontradas son las adecuadas para determinar las soluciones del sistema desarrollado
en este trabajo a pesar de que no es posible obtener una solucién analitica. En cambio,
si se conocen los parametros del sistema es posible obtener las soluciones y estabilidad

de las mismas.

En cuanto al analisis numérico, es posible concluir que los parametros que mas in-
fluyen en la emergencia o no de los regimenes de sincronizacion son las masas y las
constantes de elasticidad de la estructura, y la frecuencia de los osciladores. Sin em-
bargo, al cambiar el amortiguamiento, éste hace que el régimen de mayor atraccion sea
contra fase. Es decir, que si se requiere que haya sélo sincronizacioén en contra fase, es
necesario aumentar el amortiguamiento. Caso contrario, si lo que se desea es que solo
exista sincronizacion en fase, entonces es necesario disminuir el amortiguamiento y la
elasticidad, y aumentar las masas de la estructura; en cuanto a los osciladores, manejar
frecuencias mas altas. También es posible concluir que las condiciones iniciales no tienen
efecto sobre las variaciones en fase y frecuencia cuando se trata de un mismo régimen
de sincronizacion. Por ultimo, se concluye que la frecuencia en sincronizacion en fase es

mayor que la frecuencia del régimen de contra fase.
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Capitulo 5. Analisis de una red de cuatro osciladores

En el capitulo anterior se presento el
estudio para el caso de la sincronizacion
HV de Huygens para dos osciladores, en
éste se presenta el caso de una red os-
ciladores con acoplamiento HV de Huy-
gens. El caso de estudio de este capitulo
es el de cuatro osciladores, dos por
plataforma, ver Figura 33. La razén por
la que se estudia esta red, es para encon-
trar los fenobmenos que se puedan dar al
incrementar el numero de osciladores, de

tal forma que no se incremente el numero

de condiciones iniciales a manejar.

Al igual que en el caso anterior, este
capitulo se divide en dos partes. El analisis Figura 33: Red de cuatro osciladores para el sis-
o tema HV de Huygens.
tedrico, donde se realiza el estudio me-
diante el método de Poincaré para en-
contrar las soluciones del sistema y determinar la estabilidad de las mismas; y el
analisis numérico, para determinar los comportamientos que se puedan dar al variar los

parametros del sistema, asi como sus condiciones iniciales.

A diferencia del capitulo anterior, en el analisis numérico se realizaron cambios en la
masa en relacién a los otros tres parametros analizados, elasticidad, amortiguamiento y
frecuencias naturales. Ademas, se anexa un estudio sobre las condicione iniciales, donde

se analizan cuatro casos.

5.1 Analisis tedrico

Las funciones de periodicidad para N péndulos se encuentran dadas por (85), en
este capitulo se considera que N = 4y K = 2, i. e., el numero total de osciladores

en el sistema es cuatro y en la plataforma inferior se encuentran dos; por lo tanto, en la
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plataforma superior se colocan otros dos. Al igual que en el caso de dos osciladores,

las soluciones en la forma (89) deben ser reales, ésto implica que ay; = as;_1, para

j=1,...,N — 1. Al realizar este cambio de variables en (85) se tiene que

donde a3 = (ay, ...

(

-7 {04705r [25 —C (043 + a%)] + i\I}T<d)} )
m{ara,_1 [c(a?_, — )] +iV,.(a)},
—m{asar[2e — c(0f + a7)] + iV, (a)},

(a5 — a7) m{arasc (s + a7) + 10, (Q)},

| —mar 207 (e — ca2) + U,.(a)],

,067) y

a (a3 — agty) 22:1 Sip + (0yly — au7L2) Zizg Sins
a (o113 — agly) 22:1 Sip + (Qr1la — i) Doy i,
a(osts — arts) Yooy Sip + (05ls — arta) Y5 Sins
ats 22:1 Sip + la Zizg Ste

2 4

r=1,3,
r=24,
r=>5, (109)
r =0,
r==17,
r=1,3,
r =24,
r=5, (110)
r =0,
r==17,

En (109) existe una solucién en fase para ()¢, la cual esta dada por

Qs = O,

(111)

ésto quiere decir que los osciladores de la plataforma superior estan en fase. Al tomar en

cuenta esta solucion se tiene que

—m{ara, [2¢ — c(a? + a2)] +1¥,.(a)},
m{ara,_q [c(a?_; — a2)] +i0,.(a)},

—7ar 207 (e — ca?) + U,.(a)],

0,

r=1,3,
r=24,

(112)
r=>5,7,
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donde

¢

a(apls — agty) Zizl Sin + 2 (s — i) az (1 4 o), r=1,3,

\Ijr(ééi’») - a (oz,,_llg — 01721) 212):1 §1p + 2 (ar_1[4 — O{7ZQ) (0%4 (1 + Of%) ) r = 2, 4, (1 13)

Anteriormente se definié p = N — K, esta definicion se mantiene. Puede observarse que
el sistema de ecuaciones que se obtuvo es parecido a (95), con la diferencia de que aqui

existen 2K funciones periodicas para los osciladores de la plataforma inferior.

Puesto que en la plataforma superior una de las soluciones se encuentra en sin-
cronizacion en fase, se asume que en los osciladores de la plataforma inferior también
existe dicha solucién, por lo que

s = ayq, (114)

de esta forma (112) queda ahora dada por

p

—7m{aray [2e — c(ad + )] +i20,(a)}, r=1,3,

) 7 {araq [c(a? — a2)] + 29, (a)}, r=24,

Qr(a3) = (115)
—21ay [ (€ — cad) + W, (a)], r=>5,7,
0, r =6,
\
donde
)
acy (agty — aqey) (1+a2) + (iiy — ages) a7 (1 + a2) r=1,3,

\IIT<OA‘3) = adq (06153 — Oé7[1> (1 —+ Oé%) —+ (06124 - Oé7[2> (0%4 (]. —+ Oé%) s r = 2, 4, (1 16)

aayt (14 a?) + sar (1 + o), r=>5,17,

\

Puede observarse que la forma de (112) es igual a la de (95), por lo cual en este caso
tampoco es posible encontrar una solucion analitica para determinar los parametros bajo
los cuales se van a sincronizar los osciladores. En cambio, si se puede determinar la
solucién para dicho sistema, siempre y cuando se tenga conocimiento de los parametros

del mismo.
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Al igual que en el caso de dos osciladores, aqui también se propone

un cambio de

variables tomando en cuenta las observaciones realizadas. El cambio de variables es

como sigue

7 —1 .
o1 — VON—_1€ ¢, Olgj = VON-1€ ¢, ] = 1, 2,
J

Qgj_1 = Qgj = aon—1, J=3,4,

donde v e Rty r ¢ € R.

Al sustituir (117) en (85), se obtiene que

.

—ma? {ve 26 — ca?(v? + 1)] + 42V, }, r=1,3,
Tod {cve”?(v? — 1) +1i2V, }, r=24

—2ra {[e — ca? + 25 (1 + a2)]| +iV0,}, r=5,T,

0, r =0,

\

donde &y = (ay, ay, as, s, g, a7, a7) Y

;

ave'? (Z3Ue_i¢ — Ll) (1+0%a3) + (Z4U6i¢ - L2) (1+a7), "

Vr(as) = § ave™ (iue ™ — 1y) (1 4+ v2a2) + (ve ™™ — ) (1 +a2), r

av (137 — 13€) (1 4 v?ad), r
\

(117)

(118)

- ]'737
=24, (119)

=5,7,

Despejando a7 de Q7(a) en (118), se encuentran cuatro raices de las cuales dos son

iguales a cero y las otras dos estan dadas por

(€ 4 2u5) — iav (136" — 13e7%)
ay = :|: - - — - .
(¢ — 2t5) + 1av3 (13€' — T3e79)

Al igual que en el caso de dos osciladores, el sistema (118) se res

(120)

olvid como un

problema de optimizacién con los mismos métodos y con las mismas restricciones, pero,

para cuatro funciones de periodicidad, i. e.,
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o Q] <e(i=1,23,4),

.OZ7GR,

donde € € R > 0 corresponde a un error.

Al igual que en el caso de dos osciladores las soluciones se obtuvieron con los
métodos de la cuadricula y del simplex (Rao, 1994), con un valor de e = 1 x 10~'°. Para
los valores de la Tabla 1, pagina 61, se obtuvieron los resultados que se presentan en
la Tabla 10. Puede observarse que los valores de v y ¢ son muy similares a los que se

obtuvieron para el caso de dos osciladores.

Tabla 10: Soluciones del sistema (118)

v ¢ (rad) | a7 (rad) | Tipo de sincronizacion
1.58494 | 3.10366 | 0.11298 Contra fase
0.6171 | -0.02476 | 0.1427 Fase

Al sustituir los valores de la Tabla 10 en (117) se tienen los valores de «o; (1 = 1,2, 3,4)

y los cuales se presentan en la Tabla 11.

Tabla 11: Resultados de «; (i = 1,...,7) para cuatro péndulos.

Variable Contra Fase Fase
a; (i =1,3) | 0.17907¢*3-10365 1 ().08806¢ 002476
a; (i =2,4) [ 0.17907e~ 210556 [ (.08806¢™ 02170

o; (i =5,6,7) 0.11298 0.1427

En cuanto a la estabilidad de dichas soluciones, se determina al analizar la parte real
de cada raiz de la ecuacion caracteristica que se obtiene con (10). Como bien se sabe,

cada una debe ser negativa para considerar que las soluciones son estables.

Para el caso de la soluciones de sincronizacion en contra fase la ecuacion carac-

teristica es la siguiente

P(X) = aerX” + awX® + as X’ + acax* + acsx® + acx? + aax + ac, (121)
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donde a.; = 2.116, a = 5.429 + i6.062, a5 = 164.236 + i12.632, a4 = 309.325 + i18.715,
ae3 = 244.847 4+ 18.1, aeo = 124.551 —13.799, a., = 48.43 —14.181y a,o = 11.372 — i0.836; y

sus raices se encuentran dadas por

X1 = 0.239 + 4.828,

Xo = —0.457 — i4.762,

X3 = —2.924 +i72.503,

X4 = —3.373 — i100.26, (122)
X5 = —8.266 — i53.9,

X6 = —5.249 — i2.693,

X7 = —9.249 + 12.693,

puede observarse que las soluciones obtenidas no son estables, ya que la parte real de

una de ellas es positiva.

En cuanto a la ecuacion caracteristica que se obtiene para el caso de sincronizacion

en fase, se tiene que esta dada por

p(X) = apX” — apeX® + apsX® — apax* + apsx® — apx® + apx — ago, (123)

donde a;; = 0.34, a5 = 0.55 + 1.6, ags = 156.95 — i0.9, apy = 231.9 4 i740.45, a3 =
24099.96 — i281.4, a sy = 32354.8 +i113164.4, asq = 1231500.9 — 22607.1 y a0 = 1503338.5 +

i5749347.2; y sus raices son

Y1 = 0.66648 -+ i70.617029,
X2 = —0.2074 — i71.17697,

X3 = —2.63357 + i76.24431,

Ya = —4.341587 — i75.78339, (124)
Y5 = —6.35906 — i28.34345,

X6 = 1.56311 — i76.35461,

X7 = 1.56311 + 176.35461,
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puede observarse que, al igual que en el caso de contra fase, las soluciones no son

estables.

El tiempo de correccidn y el periodo se obtienen con (11) y (88). Los resultados para

los dos regimenes se presentan en la Tabla 12.

Tabla 12: Resultados de los periodos para dos péndulos.

Variable | Contra Fase Fase
7.(u2) (=) | 0.02412 | -1.49895
T(-) 6.30731 4.78423

5.1.1 Comprobacion de los resultados obtenidos

Al igual que en el capitulo anterior, los resultados obtenidos de manera tedrica se
compararon con aquellos que se obtuvieron de manera numérica mediante el empleo
de la funcion ode45 de Matlab. El modelo empleado también fue el sistema (39) y las
simulaciones se realizaron para un tiempo de 3000 seg. en el sistema adimensional, el
cual corresponde a aproximadamente 245 seg. en el sistema dimensional. Ademas, en
las simulaciones realizadas para la comprobacion de los resultados analiticos, los valore

iniciales de 61, 65, 21, 2, @1, ©» SON iguales a cero.

Los resultados obtenidos de la simulacién para condiciones iniciales ¢,(0) = 0.2 rad,
05(0) = 0.2 rad, 05(0) = —0.3 rad y 0,(0) = —0.3 rad se presentan en la Figura 34,
donde las lineas indican las amplitudes encontradas con el método de Poincaré para los
osciladores de la plataforma inferior (color rojo) y de aquéllos de la plataforma superior
(color negro). Puede observarse que el tiempo en el que alcanzan el estado estacionario
es poco menos de 2000 seg. en el sistema adimensional, lo cual corresponde a 163 seg.
en el sistema dimensional, aproximadamente. Ademas, la amplitudes calculadas, tanto

de manera analitica como numérica, son muy similares.

En la Tabla 13 se pueden apreciar los errores que se obtuvieron al comparar los re-
sultados analiticos y numéricos. Puede observarse que todos los errores son menores al
limite aceptable de error (10%), por lo que se puede decir que los resultados obtenidos
mediante el método de Poincaré son confiables y es posible predecir las soluciones para

sincronizacion en contra fase en una red de metrénomos en el sistema HV de Huygens.
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Figura 34: Resultados para sincronizacion en contra fase para cuatro osciladores. En este caso la
senal de 6; se encuentra debajo de la senal de 6., y para el caso de 65, se encuentra debajo de 0.
También se puede apreciar que el error en la amplitud de los osciladores de la plataforma
superior es mayor que en el resto de las variables, al igual que en el caso de dos os-
ciladores.

Tabla 13: Comparacion de los resultados analiticos y numéricos para sincronizacién en contra fase.

Variable Método analitico | Método numérico | Error(%)
Periodo T' (—) 6.30731 6.25031 0.91
Fase ¢ (rad) 3.10366 3.19397 2.83
Amplitud 0;, i = 1,2, (rad) 0.35813 0.35897 0.23
Amplitud 0, i = 3,4, (rad) 0.22596 0.21422 5.48

En cuanto a los resultados obtenidos de la simulacion para las condiciones iniciales
01(0) = 0.2 rad, 65(0) = 0.2 rad, 63(0) = 0.3 rad y 6,(0) = 0.3 rad se presentan en la



93

Figura 35. Puede observarse que existe un error entre las amplitudes que se obtuvieron
de manera analitica, lineas de color rojo y negro, y aquéllas que se obtuvieron de manera
numérica. Dicho error es mayor que en el caso de dos osciladores. Ademas, el tiempo
en el que alcanzan el estado estacionario es de aproximadamente 1000 seg. (122.4 seg.

en el sistema dimensional).
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Figura 35: Resultados para sincronizacion en fase para cuatro osciladores.

En la Tabla 14 se presentan los errores relativos al método numérico. Puede obser-
varse que en este caso los errores en todos los parametros son mayores al error acep-
table (10%), por lo que el método deja de tener confiabilidad a la hora de predecir las

soluciones cuando se trata de sincronizacion en fase.

Puede observarse que los resultados obtenidos para dos osciladores son similares a

aquéllos que se obtuvieron para cuatro. Sin embargo, para el caso de sincronizacion en
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Tabla 14: Comparacion de los resultados analiticos y numéricos para sincronizacion en fase.

Variable Método analitico | Método numérico | Error(%)
Periodo T' (—) 4.78423 5.88265 18.67
Fase ¢ (rad) -0.02476 -0.09371 73.57
Amplitud 6;, i = 1,2, (rad) 0.17612 0.23344 2456
Amplitud 0, i = 3,4, (rad) 0.2854 0.35184 18.88

fase, los errores entre los métodos de analisis crecen con este nimero de osciladores.

Al graficar el desplazamiento de las plataformas para las condiciones iniciales anali-
zadas anteriormente, se obtienen los resultados de las Figuras 37 y 36. Puede obser-
varse que para el caso de sincronizacion en fase, Figura 36, el orden de los desplaza-
mientos es mayor que aquél del parametro pequeno (u») -linea de color negro-. Ademas,
las oscilaciones de la estructura son mayores que para el caso de dos osciladores para
el mismo régimen. En cambio, para el caso de sincronizacion en contra fase, ver Figura
37, las oscilaciones de la estructura se mantienen iguales a las del estudio de dos os-

ciladores.

Desplazamientos de la estructura
T T T

Desplazamientos de la estructura
0.08 T T

[—x

0.06

e

=

bl
| 0.0
| |
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-0.08L¢
2500

-0.08
0

i i i i i 3
1500 2000 2500 2520 2580 2600

Tiempo (-)

i i
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(a) serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 36: Desplazamientos de la estructura para sincronizacion en fase.

Con lo anterior, es posible concluir que el método de Poincaré sélo permite obtener
soluciones confiables para sincronizacién en contra fase, para el sistema HV de Huygens.
Lo anterior se debe a que al presentarse este régimen, las oscilaciones de la estructura
crecen de acuerdo con el numero de osciladores, y por lo tanto, el error al aplicar el

método de Poincaré. Cabe mencionar que al igual que en caso anterior los términos
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Figura 37: Desplazamientos de la estructura cuando se tiene sincronizacion en contra fase.

mayores o iguales a segundo grado, en el parametro pequeno, se desprecian; lo cual

también, es una causa de dicho error.

5.1.2 Comparacion entre los resultados de la red y el caso de dos osciladores

Después de realizar los estudios analiticos para cuatro osciladores, asi como aquéllos
numeéricos, se puede realizar una comparacion entre los resultados obtenidos en este
capitulo y sus homologos en el estudio para dos. En relacién a los resultados analiticos,
en la Tabla 15 se presentan éstos. Puede observarse que en la region de sincronizacion
en contra fase los resultados son muy parecidos, a excepcion de la estabilidad. Lo ante-
rior quiere decir que al cambiar de dos a cuatro osciladores, para los mismos parametros,
la solucidn se vuelve inestable, de acuerdo con el estudio analitico. En cuanto al régimen
de sincronizacion en fase, puede apreciarse que, al igual que en el caso anterior, al
realizar dicho cambio el régimen se vuelve inestable. Ademas, las variables que com-
ponen a la solucion (amplitud, fase y periodo) se reducen al cambiar de dos a cuatro
osciladores. Para poder determinar si sucede lo mismo independientemente del numero
de osciladores, es necesario realizar un estudioé analitico de la misma forma pero con mas

osciladores.

En cuanto a los resultados numéricos obtenidos de la comparacion con los analiticos
en cada configuracién, se tiene que, al igual que en el caso anterior, las variables (ampli-

tud, periodo y fase) de las soluciones obtenidas se reducen al incrementar el nimero de



Tabla 15: Comparacion de los resultados analiticos para dos y cuatro osciladores.

Régimen Variable : Método analitico :

Dos osciladores \ Cuatro osciladores

Fase (rad) -0.06356 -0.02476

Periodo (—) 5.46166 4.78423

Fase Amp. osc. plat. inf. (rad) 0.21326 0.17612

Amp. osc. plat. sup. (rad) 0.32368 0.2854

Estabilidad Estable Inestable

Fase (rad) 3.06562 3.10366

Periodo (—) 6.2264 6.30731

Contra Fase | Amp. osc. plat. inf. (rad) 0.35818 0.35813

Amp. osc. plat. sup. (rad) 0.22594 0.22596

Estabilidad Estable Inestable

osciladores, de dos a cuatro, cuando se trata de sincronizacién en fase. En cambio, para
las soluciones en contra fase, la diferencia en dichas variables no es muy grande. Esto

se puede observar en la Tabla 16.

Tabla 16: Comparacion de los resultados numéricos para dos y cuatro osciladores.

Método numérico

Regimen Variable Dos osciladores | Cuatro osciladores
Fase (rad) -0.14434 -0.09371
Fase Periodo (—) 6.06091 5.88265
Amp. osc. plat. inf. (rad) 0.23879 0.23344
Amp. osc. plat. sup. (rad) 0.35211 0.35184
Fase (rad) 3.05135 3.19397
Contra Fase Periodo (—) 6.25031 6.25031
Amp. osc. plat. inf. (rad) 0.35817 0.35897
Amp. osc. plat. sup. (rad) 0.2088 0.2142

5.2 Analisis numérico

En la seccion anterior se presenté el analisis te6rico que se desarrolld para encontrar
las soluciones para una red de cuatro osciladores con acoplamiento HV de Huygens.
En este apartado, al igual que en su homélogo en el capitulo anterior, se presentan los
resultados numéricos que se obtuvieron al realizar las respectivas simulaciones para los

diferentes casos de estudio.
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En este caso se aplicaron las cuatro definiciones de la seccién 2.2, donde ¢y, = €., =
0, para los osciladores de una misma plataforma, y ¢;, = €;, = 0.4 para los grupos de
osciladores. Lo anterior quiere decir que por cada grupo, o par de osciladores sobre la
misma plataforma, se encontraron ambos regimenes de sincronizacion y, posteriormente,
se determind el tipo de sincronizacion entre los dos grupos. Para ello, se considero el caso
ideal,i. e, My = My =M,k =ko =k, by =by =byw) =wparai=1,2 3 4. Los casos

de estudio se enumeran de la siguiente manera:
1. Condiciones iniciales.
2. Masas contra elasticidad.
3. Masas contra amortiguamiento.
4. Masas contra frecuencias.
A diferencia del analisis numérico para dos osciladores, en éste las condiciones ini-

ciales de las desplazamientos angulares son constantes de acuerdo con la Tabla 17.

Tabla 17: Posiciones iniciales para cuatro péndulos.

Condicion inicial | 6, 0y 03 0,
En fase 0.25| 0.3 | 0.2 | 0.15
Contra fase 0.25|-0.3|-0.2|0.15

De los ultimos tres casos de estudio, se puede entender que al cambiar las masas de
la estructura se cambian las fuerzas de acoplamiento de los osciladores; en particular al

incrementar M se reducen las fuerzas de acoplamiento.

Cabe mencionar que, al igual que en el analisis numérico para dos osciladores, los
valores que se mantuvieron constantes se consideraron de acuerdo con la Tabla 1, pagina
61. Para realizar las simulaciones se usé el sistema (36) con un tiempo de simulacion de
1200 seg. También, se empled la funcidén ode45 de Matlab para resolver de manera
numeérica el sistema empleado, y el estudio de fases y frecuencias se realiz6 a los Ultimos
200 seg. mediante la transformada de Fourier. Ademas, las condiciones iniciales de la

estructura y de las velocidades angulares se igualaron a cero.
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5.2.1 Condiciones iniciales

Como se menciono al principio de esta seccion, para el caso de condiciones iniciales
se manejaron cuatro casos, en los cuales dos de ellas permanecian constantes, mientras
las otras dos se variaban dentro del mismo rango que se empled para dos osciladores y

el cual se retoma en esta seccion

—0.8 < 6;(0) < 0.8 rad, (125)

donde el subindice ¢ cambia de acuerdo a los osciladores cuyas condiciones iniciales no

eran constantes. Los cuatro casos estudiados se presentan a continuacion:

1. Primer caso. Los valores del primer oscilador de cada plataforma se mantuvieron
constantes y cercanos a fase, i. e., 6;(0) = 0.1 rad y 63(0) = 0.2 rad; en cuanto a las

otras dos, se manejo6 el rango de (125) para i = 2, 4.

2. Segundo caso. Los valores del primer oscilador de cada plataforma se mantuvieron
constantes y cercanos a contra fase, i. e., #;(0) = —0.1 rad y 65(0) = 0.2 rad; en

cuanto a las otras dos, se manejé el rango de (125) parai = 2, 4..

3. Tercer caso. Los osciladores de la plataforma inferior se dejaron en condiciones
iniciales en cero, i. e., 6;(0) = 62(0) = 0 rad; en cuanto a los otras dos, se manejo el

rango de (125) para i = 3, 4.

4. Cuarto caso. Se traté de manera similar al caso anterior, con la diferencia de que los
osciladores de la plataforma superior se dejaron en condiciones iniciales en cero, i.
e., 65(0) = 6,(0) = 0 rad; en cuanto a los otras dos, se manejo el rango de (125)

parai = 1,2.

5.2.1.1 Primer caso

Los resultados obtenidos para el primer caso se muestran en la Figura 38a, donde
se presentan los cambios en la fase. Puede observarse que el régimen que predomina

entre los grupos es el de sincronizacion en contra fase, tonalidades del color rojo. En
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cambio, la regidén de sincronizacién en fase, tonalidades del color azul, ocupa la segunda
region existente en el sistema. Las zonas que van desde el color cian hasta el anaranjado,
corresponde a las regiones en las que la fase permanece constante pero que no cumplen
con las Definiciones 2.3 y 2.4. En cuanto al color blanco, corresponde a las regiones en
las que la fase o la amplitud no son constantes. Puede observarse que para un mismo
régimen, la fase suele cambiar de acuerdo con las condiciones iniciales y la misma se
encuentra dentro del rango en el que se define sincronizacion, 0 < |¢| < 0.4 rad para fase

ym—0.4<|p| <7 rad.

En la Figura 38b se puede apreciar una vista en tres dimensiones de la Figura 38a, la
cual presenta un mayor detalle de los cambios en la fase, principalmente en la zona de

color cian.

Fases entre grupos Fases entre grupos

@l [rad]

115

[¢] 4(0) [rad]

-08
08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 ‘
8,(0) [rad] 6,(0) [rad]

(a) Vista del plano 65(0) — 64(0) (b) Vista en tres dimensiones

Figura 38: Regiones de sincronizacion entre los grupos de osciladores cuando 6,(0) = 0.1 rad y
03(0) = 0.2 rad con variaciones en 6,(0) y 04(0). Las tonalidades del color azul representan sin-
cronizacion en fase (0 < |¢| < 0.4 rad). En relacion a aquéllas que corresponden al color rojo, se
refieren a sincronizacion en contra fase (r — 0.4 < |¢| < 7 rad). En cuanto a las zonas que van
desde el color cian hasta el color anaranjado corresponde a zonas en las que la fase y la amplitud
permanecen constante pero no cumplen con las Definiciones 2.3 y 2.4.

Al estudiar los regimenes de sincronizacion de cada grupo se tienen los resultados de
la Figura 38. En la Figura 38a se pueden apreciar las regiones de sincronizacion del grupo
de osciladores de la plataforma inferior. En cuanto a las regiones correspondientes a los
osciladores de la plataforma superior se presentan en la Figura 38b. Puede observarse
que, en ambos casos, la regidn de sincronizacién en contra fase (color rojo) es mayor que

la region de sincronizacion en fase (color azul).
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Regiones de sincronizacion de la plataforma inferior Regiones de sincronizacion de la plataforma superior
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(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 39: Regiones de sincronizacion para cada grupo de osciladores cuando 6;(0) = 0.1 rad y
65(0) = 0.2 rad con variaciones en 65(0) y 64(0). EIl color rojo representa sincornizacion en contra
fase (|¢| = 7 rad), el color azul representa sincronizacion en fase (|¢| = 0 rad), el color blanco las
regiones en las que la amplitud o la fase no son constates, y los demas colores, de acuerdo con
las barras de niveles, representan las regiones en las que |¢| # 0 rad 0 |¢| # 7 rad, pero permanece
constante.

Al analizar las Figuras 38a y 39, se puede observar que la sincronizacion en contra
fase predomina, tanto en el analisis para los grupos de osciladores como en el analisis

para los osciladores de una misma plataforma.

En cuanto a las frecuencias, los resultados obtenidos se presentan en la Figura 40.
Puede observarse que en las regiones en las que el régimen de sincronizacion es en
contra fase, la frecuencia que alcanzan los osciladores en estado estacionario es menor

que la frecuencia natural de los mismos, contrario al caso de sincronizacion en fase.
5.2.1.2 Segundo caso

Como se mencioné anteriormente el segundo caso se trata cuando 6,(0) = —0.1y
05(0) = 0.2 mientras que las condiciones iniciales de 60, y 6, se varian de acuerdo con
(125) para i = 2,4. Los resultados obtenidos sobre las regiones de sincronizacion entre
los grupos de osciladores se presentan en la Figura 41. Puede observarse que la sin-
cronizacion en contra fase (niveles de color rojo) predomina mas que la sincronizacion
en fase (niveles de color azul). También se puede ver que existen regiones donde no
se cumplen las definiciones de sincronizacién pero el desfase entre los osciladores se

mantiene constante, dichas regiones van desde el color cian hasta el anaranjado. En
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Frecuencias Frecuencias

Frecuencia [Hz]

5] 4(0) [rad]

-08
08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 8 (0) [rac] R
8,(0) [rad] 4

6,(0) [rad]

(a) Plano 05(0) — 04(0) (b) vista en tres dimensiones

Figura 40: Resultados de frecuencias para 6, (0) = 0.1 rad, 63(0) = 0.2 rad y cambios en 65(0) y 64(0).

cuanto a la Figura 41b es una representacion en tres dimensiones del comportamiento
de la fase en estado estacionario. Puede observarse que las regiones de sincronizacion
en contra fase que se encuentra en el cuadrante IV tienden a variar mas de acuerdo con

las condiciones iniciales que aquellas zonas que comprenden sincronizacion en fase.

Fases entre grupos Fases entre grupos

5] 4(0) [rad]

08 06 04 _gy,

0 02 o4

0.6 6,(0) [rad]

-0.8
-08 -06 -04 -02 0.2 0.4 0.6 0.8

0
6,(0) [rad] 8,(0) [rad]

(a) Plano 05(0) — 04(0) (b) Vista en tres dimensiones

Figura 41: Regiones de sincronizacion entre los grupos de osciladores cuando 6¢,(0) = —0.1 rad
y 65(0) = 0.2 rad con variaciones en 65(0) y 6,(0). Las tonalidades del color azul representan sin-
cronizacion en fase (0 < |¢| < 0.4 rad). En relacion a aquéllas que corresponden al color rojo, se
refieren a sincronizacion en contra fase (r — 0.4 < |¢| < 7 rad). En cuanto a las zonas que van
desde el color cian hasta el color anaranjado corresponde a zonas en las que la fase y la amplitud
permanecen constante pero no cumplen con las Definiciones 2.3y 2.4.

Al igual que en el caso anterior, se estudié el tipo de sincronizacion entre los os-
ciladores de una misma plataforma y se encontré6 que en ambos casos la sincronizacion

en contra fase era predominante a diferencia de la sincronizacion en fase, la cual para
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ciertas condiciones iniciales existe. Los resultados se pueden apreciar en la Figura 42,
donde la zona de color rojo representa sincronizacion en contra fase, el color azul repre-
senta las zonas de sincronizacion en fase y el color blanco aquéllas en las que la fase o

la amplitud no son constantes.

Regiones de sincronizacion de la plataforma inferior Regiones de sincronizacion de la plataforma superior
— i —
- 3 - 3
r 25 25

115

115
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&
N o

I
o
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los 105

-0.6

0.8 0.8
-08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 -08 -06 -04 -02 0.2 0.4 0.6 0.8

8,(0) [rad] 92(0)0 [rad]
(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 42: Regiones de sincronizacion para cada grupo de osciladores cuando 6,(0) = —0.1 rad y
65(0) = 0.2 rad con variaciones en 65(0) y 64(0). EIl color rojo representa sincornizacion en contra
fase (|¢| = 7 rad), el color azul representa sincronizacion en fase (|¢| = 0 rad), el color blanco las
regiones en las que la amplitud o la fase no son constates, y los demas colores, de acuerdo con
las barras de niveles, representan las regiones en las que |¢| # 0 rad 0 |¢| # 7 rad, pero permanece
constante.

En cuanto al estudio de las frecuencias, los resultados se presentan en la Figura 43.
Puede observarse que para el caso de estudio la frecuencia en estado estacionario, tanto
para las regiones de sincronizacion en fase como en contra fase de la Figura 42, son

inferiores a la frecuencia natural de los osciladores.

Al comparar las Figuras 41, 42 y 43 se puede observar que independientemente del
desfase que se da entre los dos grupos de osciladores, la frecuencia permanece cons-
tante cuando en ambos grupos sus respectivos osciladores se sincronizan en contra fase.
Por otro lado, cuando en ambos grupos se encuentra que el régimen de sincronizacion
es en fase, pero el régimen que emerge entre los dos grupos es sincronizacion en contra
fase, la frecuencia es todavia menor. Lo ultimo se puede comprobar al analizar los resul-
tados para 6,(0) = 0.2 rad. Incluso este mismo resultado se puede observar en el anterior

caso de estudio, para la misma condicion.
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Figura 43: Resultados de frecuencias para 0, (0) = —0.1 rad, 65(0) = 0.2 rad y cambios en 65(0) y 64(0).

5.2.1.3 Tercer caso

El tercer caso se tratd en comenzar en cero las condiciones iniciales de los osciladores
de la plataforma inferior mientras los cambios se daban en las condiciones iniciales de los
otros. De acuerdo con los resultados obtenidos, en este caso la sincronizacion en contra
fase, entre los grupos de osciladores, aparece sélo cuando 6,(0) = 65(0), y deja de existir
sincronizacién, de acuerdo con las Definiciones 2.3 y 2.4, cuando 64(0) # 65(0). Ademas,
los osciladores presentan un desfase constante con el cual no se cumplen dichas defini-
ciones. En la Figura 44 se presentan los resultados que se obtuvieron sobre el estudio
acerca de la sincronizacion entre los grupos y se puede observar lo que se menciond an-
teriormente. Ademas, se puede apreciar que existe una simetria ya que para condiciones
iniciales del mismo signo, cuadrantes | y Ill, se tienen los mismos resultados, de igual

manera sucede para aquéllas que tienen signos contrarios, cuadrantes Il y IV.

En relacion a las regiones de sincronizacion de cada grupo, para el grupo de os-
ciladores de la plataforma inferior no se observo sincronizacion para los casos 65(0) =
—0,(0); sin embargo, para el resto de condiciones iniciales el resultado fue sélo sin-
cronizacion en fase. Para los osciladores de la plataforma superior, los resultados se
presentan en la Figura 45. Puede observarse que este grupo tiene un comportamiento
similar al mostrado en la Figura 44. La diferencia radica en que la linea formada por las

condiciones 6,(0) = 65(0), en este caso, corresponde a la sincronizacién en fase (linea
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Figura 44: Regiones de sincronizacion entre los grupos de osciladores cuando 60 (0) = 62(0) = 0 rad
con variaciones en 05(0) y 04(0). Las tonalidades del color rojo se refieren a sincronizaciéon en
contra fase (r — 0.4 < |¢| < 7 rad), mientras que las tonalidades del color amarillo representan
aquéllas condiciones iniciales para las cuales la fase permanece constante pero no cumple con las
Definiciones 2.3 6 2.4.

azul) de los osciladores de la plataforma superior. En cuanto al color amarillo indica las
regiones en las cuales los osciladores presentaron la misma frecuencia pero con un des-
fase diferente de cero o 7 rad; en este caso es de aproximadamente 2 rad, y se mantiene

constante independientemente de las condiciones iniciales.

Regiones de sincronizacion de la plataforma superior
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Figura 45: Regiones de sincronizacion para los osciladores de la plataforma superior cuando 6, (0) =
62(0) = 0 rad con variaciones en 63(0) y 04(0). El color azul representa sincronizacion en fase (|¢| =
0 rad), el color blanco las regiones en las que la amplitud o la fase no son constates, y el color
amarillo corresponde una fase de sincronizacion constante pero de un valor de aproximadamente 2
rad.

En cuanto a las frecuencias, se presentan en la Figura 46. Puede observarse que para

las regiones en las cuales los osciladores de la plataforma superior presentan un desfase
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constante, la frecuencia es mayor que en las regiones donde se cumplen las definiciones
de la seccion 2.2. Sin embargo, en todos los casos la frecuencia en estado estacionario

se encuentra por debajo de la frecuencia natural del oscilador (1.95 Hz).
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1.935
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(a) Plano 6,(0) — 62(0) (b) Plano 6;(0) — 62(0)

Figura 46: Resultados de frecuencias para 6,(0) = 62(0) = 0 rad y cambios en 63(0) y 6,(0). Puede
observarse que las freceuncias para este caso de estudio son menores que la frecuencia natural de
los oscialdores, cuyo valor es de 1.95 H > (linea roja).

Al analizar las Figuras 44, 45 y 46 se encuentra que, para las condiciones iniciales
61(0) = 05(0), el régimen de sincronizacion que resulta, en ambos grupos de osciladores,
es en fase; el régimen de sincronizacion entre los grupos es en contra fase; y la frecuencia
resultante es menor que en el resto de las condiciones iniciales, lo cual concuerda con

los resultados anteriores correspondientes a la frecuencia.

5.2.1.4 Cuarto caso

El cuarto caso trata cuando los osciladores de la plataforma superior inician en cero,
i. e, 05(0) = 640) = 0, mientras los cambios se realizan para 6,(0) ¢ = 1,2 de acuerdo
con (125). De los resultados obtenidos se encuentra que los dos grupos se sincronizan
en contra fase cuando las condiciones iniciales de 6,(0) i = 1,2 se encuentran cercanas
a fase. Lo anterior se presenta en la Figura 47, donde la regién de color blanco indica
que no se encontrd ningun fendmeno que cumpliera con las Definiciones 2.3 y 2.4, o0 que
el desfase permaneciera constante. En cuanto a las Por su parte, el estudio del desfase
entre los grupos indica que éste permanece alrededor de los 3 rad € invariante a las

condiciones iniciales.
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Fases entre grupos
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Figura 47: Regiones de sincronizacion entre los grupos para 0,(0) = 0 : = 3, 4.

Al analizar el tipo se sincronizacion entre los osciladores de una misma plataforma,
se encontro que, en las dos plataformas, las regiones de sincronizacion siguen el mismo
patron que se da en la Figura 47, con la Unica diferencia de que para cada grupo de
osciladores el régimen de sincronizacion es en fase. De lo anterior se puede deducir
que para el caso de 6;(0) = 07 = 3,4 y variaciones en 6,(0) y 65(0), los osciladores de
un mismo grupo se sincronizan en fase; pero, entre los dos grupos de osciladores, el

régimen que predomina es el de sincronizacion en contra fase.

En cuanto a las frecuencias en estado estacionario, éstas se encuentran por debajo
de la frecuencia natural de los osciladores y permanecen constantes independientemente

de las condiciones iniciales. El valor de dicha frecuencia es aproximadamente 1.925 H-.

Puede observarse que, a diferencia del caso de dos osciladores, es posible encontrar
una mayor diversidad de fenomenos al cambiar las condiciones iniciales. De lo anterior, se
puede apreciar que existen diferentes soluciones para el mismo espacio de parametros y,
las cuales, dependen de las primeras. Ademas, éstas puedan ser o no estables, situacion
que no se analizé en este estudio. Lo anterior concuerda con lo que se menciona en
(Blekhman, 1988) en relacién al método de Poincaré, y que se retomd en el capitulo
anterior; es posible obtener una solucién por medio del método de Poincaré pero ésta

puede pertenecer a un numero infinito de soluciones o, en su defecto, no ser solucion de
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tal sistema.

Al analizar las graficas que se obtuvieron para la frecuencia en estado estacionario en
cada uno de los casos estudiados, se puede encontrar que ésta es mayor a la frecuencia
natural de los osciladores siempre y cuando todos ellos se encuentren sincronizados en
fase. En caso de que exista una sincronizacion en contra fase, ya sea entre los grupos
o entre los osciladores de una misma plataforma, la frecuencia en estado estacionario

tiende a ser menor que la frecuencia natural de los osciladores.

5.2.2 Masa vs. elasticidad

Como se menciona en la introduccién al estudio numérico, en este apartado se pre-
senta el estudio para los cambios de masas y elasticidad. Para ello, los rangos emplea-
dos, para los cambios en dichos parametros, fueron los mismos que se usaron en el caso

de dos osciladores. Estos rangos son los siguientes

05<M<3kg, 0<Fk<D500N/m. (126)

Para el caso de las masas, el tamano de paso fue de 0.02 kg, mientras que para la

elasticidad, dicho paso fue de 2 N/m.

Los resultados obtenidos, para las condiciones iniciales en fase, se presentan en la
Figura 48. Puede observarse que la region de sincronizacion en fase (tonalidades del
color azul) predomina mas que la region de sincronizacién en contra fase (tonalidades del
color rojo). Ademas, la region en la que el desfase entre los osciladores se mantiene cons-
tante (colores cian a anaranjado), pero no cumple con las definiciones 2.3 y 2.4, es mayor
que las regiones de contra fase. También puede observarse que para las condiciones
iniciales en fase el desfase existente entre los grupos no cambia de manera abrupta

cuando el régimen es sincronizacion en fase, ver Figura 48b.

En cuanto a los resultados para las condiciones iniciales en contra fase, se presentan
en la Figura 49, donde la region que comprende las diferentes tonalidades del color rojo
corresponde a sincronizacion en contra fase; la region de color blanco corresponde a las

zonas en las que no se presentd una sincronizacion en frecuencia o la amplitud de los
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Figura 48: Regiones de sincronizacidn entre los grupos de osciladores para las condiciones iniciales
en fase y los cambios de masas contra la elasticidad de la estructura. Las tonalidades del color azul
indican el rango de fase para el cual existe sincronizacion en fase (0 < |¢| < 0.4 rad), los cambios
en el color rojo representan el rango de sincronizacion en contra fase (r — 0.4 < |¢| < ), los colores
que van desde el cian al anaranjado inidican las regiones de fase constante y las regiones de color
blanco corresponden a fendmenos desconocidos.

osciladores en estado estacionario no era constante, en cuanto a las regiones que van
desde el color cian hasta el anaranjado corresponden a las zonas en las que la fase es
constante, pero no cumplen con las Definiciones 2.3 y 2.4. Puede observarse que para
este caso, es mayor la probabilidad de sincronizacion en contra fase, a diferencia del caso
anterior, donde casi no esta presente el fenomeno. También se puede apreciar que en la
zona en la que la masa se encuentraenelrango 2.2 < M <3kgy 0 < k <50 N/m se

presentan pequenas regiones de sincronizacion en fase, ver Figura 49b.

De los resultados presentados anteriormente, se pueden encontrar regiones en las
gue coexisten ambos regimenes de sincronizacién y las cuales se presentan en la Figura
50. Puede observarse que la region de coexistencia (color rojo) es la que mas se pre-
senta, la region de contra fase para una condicién inicial (color azul claro) es la que le
sigue. En cuanto a la existencia de sincronizacién en contra fase para las dos condi-
ciones iniciales (color anaranjado), es la que menos se presenta. También se puede
apreciarse que no existen regiones en las que exista sincronizacion en fase para las dos
condiciones iniciales (color verde). Cabe mencionar que en la misma figura se presentan
las etiquetas con sus respectivos colores, pero en algunas etiquetas se maneja la abre-

viatura c. i. la cual quiere decir condiciones iniciales, dicha abreviatura se emplea en las
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Figura 49: Regiones de sincronizacion entre los grupos de osciladores para las condiciones iniciales
en fase y los cambios de masas contra la elasticidad de la estructura. Las tonalidades del color azul
indican el rango de fase para el cual existe sincronizacion en fase (0 < |¢| < 0.4 rad), los cambios
en el color rojo representan el rango de sincronizacion en contra fase (r — 0.4 < |¢| < ), los colores
que van desde el cian al anaranjado inidican las regiones de fase constante y las regiones de color
blanco corresponden a fendmenos desconocidos.

siguientes figuras.

Regiones de coexistencia

No sincronizacion
I Fase enuna c.i.
I Contra fase en una c.i.
Fase
[ Contra fase
I Cocsxitencia

0.5 1 15 2 25 3
M [kgl

Figura 50: Regiones de coexistencia para los cambios de las masas y la elasticidad de la estructura.
5.2.2.1 Analisis para condiciones iniciales en fase

Al analizar las regiones de sincronizacion de cada uno de los grupos cuando las condi-
ciones iniciales estan en fase, se obtuvieron las graficas de la Figura 51. En la Figura 51a
se presentan los resultados para la plataforma inferior, donde se puede apreciar que la

region de sincronizacion en fase (color azul) predomina sobre la sincronizacion en contra
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fase (color rojo). Puede observarse que existe una linea que se encuentra en el rango de
las masas 0.5 < M < 1 kg y cuyos colores van desde el cian hasta el anaranjado indican
las zonas en las que fase en estado estacionario no es ni cero ni = rad. Para el caso de
los osciladores de la plataforma superior se tienen los resultados de la Figura 51b, donde
se puede ver una linea que va desde el color amarillo hasta el anaranjado.A diferencia de
los osciladores de la plataforma inferior, en la plataforma superior la fase que es diferente

de cero o 7 rad, se encuentra en el rango de 1.5 < |¢| < 7 rad.

Regiones de sincronizacién de la plataforma inferior Regiones de sincronizacién de la plataforma superior

500 -

05 1 15 2 25 3 0.5 1 15 2 25 3
M [kg] M [kg]

(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 51: Regiones de sincronizacion de los dos grupos de osciladores para las condiciones ini-
ciales en fase y los cambios de masas contra la elasticidad de la estructura.

5.2.2.2 Analisis para condiciones iniciales en contra fase

Las regiones de sincronizacion para cada grupo, cuando las condiciones iniciales son
en contra fase, se presentan en la Figura 52. Puede observarse que en ambos casos la
sincronizacion en contra fase (color rojo) es predominante. El sistema de colores, en este
caso, se maneja igual que en el caso anterior, i. e., el color azul es sincronizacion en fase,
el color rojo es sincronizacion en contra fase y los colores que van desde el cian hasta el
anaranjado corresponde a las regiones en las que la fase no es ni cero ni = rad. Puede
observarse que la region de color anaranjado que se encuentra en el rango de masas
2 < M < 3 kg es menor para el caso de los osciladores de la plataforma inferior que en
el caso de los osciladores de la otra plataforma. En ambos casos se puede observar que

el valor minimo para dicha region es de aproximadamente 2 rad.
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Regiones de sincronizacion de la plataforma superior

M [kg]

(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 52: Regiones de sincronizacion de los dos grupos de osciladores para las condiciones ini-
ciales en contra fase y los cambios de masas contra la elasticidad de la estructura.

Al igual que en todos los casos de estudio, en éste se presentan las graficas rela-
cionadas con las variaciones en la frecuencia para ambas condiciones iniciales, ver Fi-
guras 53y 54. Si las Figuras 53a y 54a se comparan con las Figuras 48 y 49, respectiva-
mente, se puede apreciar que las regiones de sincronizacion en fase suelen tener mayor
frecuencia que aquellas correspondientes a la sincronizacion en contra fase; y ademas,
para este ultimo régimen, la frecuencia de sincronizacién es inferior a la frecuencia natural
de los osciladores. También es posible observar que, para ambas condiciones iniciales,
conforme crece el desfase entre los osciladores que se presenta en sincronizacion en
fase, la frecuencia disminuye para el mismo régimen de sincronizacion.

Frecuencias Frecuencias
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M [kg] k[N/m] M [kg]
(a) Plano M-K (b) Grafica en 3D

Figura 53: Frecuencias para las condiciones iniciales en fase en el estudio de las masas contra la
elasticidad de la estructura.
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Frecuencias Frecuencias
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(a) Plano M-K (b) Grafica en 3D

Figura 54: Frecuencias para las condiciones iniciales en contra fase en el estudio de las masas
contra la elasticidad de la estructura.

5.2.3 Masa vs. amortiguamientos

En los casos anteriores se trabajo con las condiciones iniciales y los cambios reali-
zados en las masas contra los que se hicieron en la elasticidad de la estructura. En esta
parte se estudia, como se menciond en la introduccion a esta seccion, los cambios de
las masas de la estructura en relacion a los cambios de amortiguamiento. En (126) se
definioé un rango para las masas, el cual se retoma en este estudio, con el mismo tamano
de paso. En cuanto a las variaciones de los amortiguamientos, estos se realizaron en el
mismo rango empleado para dos osciladores, i. e., 0.01 < b < 3 Ns/m con un paso de
0.01 Ns/m. Aligual que en el caso anterior, se obtuvieron las regiones de sincronizacion

para ambas condiciones iniciales.

Los resultados para el desfase entre los grupos de osciladores cuando las condiciones
iniciales estan en fase se presentan en la Figura 55. Puede observarse que los dos
regimenes de sincronizacion estan presentes en el sistema, donde la sincronizacién en
fase (tonalidades del color azul) es predominante sobre la sincronizacién en contra fase
(tonalidades del color rojo); y, ademas, estos dependen de los cambios de los parametros
en cuestion. Otra observacién que se pude hacer, es que el desfase en estado esta-
cionario cambia para un mismo régimen de sincronizacion, v. g., la regién en la que la
masa se encuentra en el rango 0.5 < M < 1.5 kg el desfase entre los osciladores se

mantiene constante para algunos puntos pero para otros decrece; lo anterior para ambos
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regimenes, ver Figura 55a. En cuanto al rango de masas 1.5 < M < 3 kg el desfase
tiende a crecer conforme se incrementa la masa y sin que la elasticidad tenga efecto

sobre dicho desfase, ver Figura 55b.

También se puede observar que las regiones en las que la fase permanece constante
(colores cian a anaranjado) casi no estan presentes. En cuanto al color blanco indica las

regiones en las que ni la amplitud ni la fase de los osciladores permanecen constantes.

Fases entre grupos 35 Fases entre grupos

Io1 [rad]
o

b [Ns/m]

b[Ns/m] 0

05 1 15 2 25 3
M [kyg] M [ka]

(a) Plano M-b (b) Vista en tres dimensiones

Figura 55: Regiones de sincronizacion entre los dos grupos de osciladores para las condiciones
iniciales en fase y los cambios de masas contra el amortiguamiento de la estructura.

En cambio, para las condiciones en contra fase, solo existe la regidén de sincronizacion
en contra fase (tonalidades del color rojo), ver Figura 56. A diferencia de las condiciones
iniciales en fase, se puede observar que el desfase en sincronizacion en contra fase suele
tener una mayor variacion; sin embargo, en la mayor parte de las combinaciones (M, b) el
desfase permanece invariante. Al igual que en las otras figuras el color blanco representa

las regiones en las que ni la amplitud ni la fase de los osciladores permanecen constantes.

Al seqguir la estructura del estudio anterior, se realizé la grafica en la cual se presentan
las regiones de coexistencia y la cual se muestra en la Figura 57. Puede observarse que
la region de coexistencia (color rojo) comprende la region de sincronizacion en fase de la
Figura 55 que corresponde a las condiciones iniciales en fase, mientras que la region de
contra fase (color anaranjado) que se presenta en ambas condiciones iniciales es menor

que la anterior. En cuanto a la regién de color azul claro, corresponde a la region en la cual
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(a) Condiciones iniciales en fase (b) Condiciones iniciales en contra fase

Figura 56: Regiones de sincronizacion entre los dos grupos de osciladores para las condiciones
iniciales en contra fase y los cambios de masas contra el amortiguamiento de la estructura.

se presenta sincronizacion en contra fase para una sola condicion inicial; la cual, en este
caso, corresponde a la interseccion entre la region de color blanco (no sincronizacién) de
la Figura 55 (condiciones iniciales en fase) y la region roja (sincronizacion en contra fase)

que corresponde a las condiciones iniciales en contra fase, Figura 56.

Regiones de coexistencia

No sincronizacién
I Fasc enunaci.
I Contra fase enuna c.i.

Fase
[N Contra fase
I Cocsxitencia

0.5 1 1.5 2 25 3
M [kgl

Figura 57: Regiones de coexistencia para las condiciones iniciales estudiadas en los cambios de las
masas y el amortiguamiento de la estructura.

5.2.3.1 Analisis para condiciones iniciales en fase

En cuanto a las regiones de sincronizacion para las condiciones iniciales en fase, los

resultados se presentan en la Figura 58 y se puede observar que, al igual que en el caso
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para los desfases entre los grupos de osciladores, Figura 55, las graficas presentan la
misma forma; pero, con la diferencia de que las regiones de sincronizacién en fase (color
azul) y sincronizacion en contra fase (color rojo) se encuentran bien definidas. Puede
observarse que en M = 1 kg existen regiones en las que el desfase no es cero ni 7 rad.
En este caso se encontré que el desfase tiene un valor minimo de 0.012 rad y maximo
de 0.1158 rad para los osciladores de la plataforma inferior, mientras que para los os-

ciladores de la otra plataforma el desfase se encontraba entre 1.732 'y 1.838 rad.

Regiones de sincronizacién de la plataforma inferior Regiones de sincronizacion de la plataforma superior

25 25

0501 {05 0.5k -1 10.5

0.5 1 15 2 25 3 0.5 1 15 2 25 3
M [kg] M kgl

(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 58: Regiones de sincronizacion de los dos grupos de osciladores para las condiciones ini-
ciales en fase y los cambios de masas contra el amortiguamiento de la estructura.

5.2.3.2 Analisis para condiciones iniciales en contra fase

En cuanto a las regiones de sincronizacién para las condiciones iniciales en con-
tra fase, los resultados se presentan en la Figura 59 y se puede observar que ambas
graficas presenta la misma forma que la de la Figura 56. En las regiones de color anaran-
jado se encontré que el desfase se encontraba en el rango 2.29 < |¢| < 3.14 rad para
los osciladores de la plataforma inferior en cambio para los osciladores de la plataforma

superior el rango era 2.606 < |¢| < 3.14 rad.

El estudio de la frecuencia arroja que para sincronizacion en fase la frecuencia en es-
tado estacionario es mayor que la frecuencia natural de los osciladores, y a su vez, de la
frecuencia que se presenta en sincronizacion en contra fase para condiciones iniciales en

fase, ver Figura 60. También se puede observar que la frecuencia en estado estacionario



116

Regiones de sincronizacién de la plataforma inferior Regiones de sincronizacién de la plataforma superior
3

b [Ns/m]
b [Ns/m]

. 0.5 1 1.5 2 25 3
M [kg] M [kg]

(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 59: Regiones de sincronizacion de los dos grupos de osciladores para las condiciones ini-
ciales en fase y los cambios de masas contra el amortiguamiento de la estructura.

disminuye y se aproxima a la frecuencia natural de los osciladores conforme aumentan
las masas de la estructura y sin que el amortiguamiento tenga efecto sobre la frecuencia.
En cambio, para las otras condiciones iniciales, la frecuencia en estado estacionario per-
manece por debajo de la frecuencia natural, en aproximadamente 12.16 rad/s 6 1.9353

Hz.

Frecuencias Frecuencias

Frecuencia [Hz]
N N
o M o0N
w - w N

[N]

1.95 -

2

15

05 1 1.5 2 25 3 0 05
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M [ka] M [kal

(a) Plano M-b (b) Vista en tres dimensiones

Figura 60: Frecuencias para condiciones iniciales en fase y el estudio de las masas versus los
amortiguamientos de la estructura.

5.2.4 Masa vs. frecuencias naturales

En los apartados anteriores se realizaron los estudios para las condiciones iniciales,

los cambios de masa en relacién a la elasticidad y el amortiguamiento, respectivamente.
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En este apartado, como se menciond a un principio, se presentan los resultados que
se obtuvieron al realizar simulaciones para los cambios en las masas y las frecuencias

naturales de los osciladores.

Los cambios en las masas, como bien se sabe, se realizaron de acuerdo con (126)
con un paso de 0.02 kg, en cuanto a los cambios en las frecuencias se realizaron de

acuerdo a (108) con un paso de aproximadamente 0.03337 rad/s.

Los resultados obtenidos sobre las regiones de sincronizacion para las condiciones
iniciales en fase, se presentan en la Figura 61. Se puede apreciar que existen regiones
de sincronizacién en fase (tonalidades del color azul) y contra fase (tonalidades del color
rojo), y al igual que en los demas casos, se presentan regiones donde el desfase entre los
osciladores permanece constante (colores cian a anaranajado), pero el cual no cumple
con las Definiciones 2.3 y 2.4. Ahora bien se puede observar que la fase tiene grandes
cambios para el rango en la frecuencia 5 < wy < 10 rad/s, ver Figura 61a. En cuanto a la
region de sincronizacion en fase que se encuentra en el rango de masas 1 < M < 3 kg el
desfase entre los osciladores crece conforme se incrementan los parametros bajo estudio,

ver Figura 61b.

Fases entre grupos Fases entre grupos
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(a) Condiciones iniciales en fase (b) Condiciones iniciales en contra fase

Figura 61: Regiones de sincronizacion entre los dos grupos de osciladores para las condiciones
iniciales en fase y los cambios de masas contra la frecuencia natural de los osciladores.

En cuanto a las condiciones iniciales en contra fase, se obtuvieron los resultados de

la Figura 56. En las graficas que se presentan en dicha figura, se puede apreciar que
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el desfase que se genera entre los osciladores decrece conforme aumenta la frecuencia,
hasta una frecuencia cercana a los 5 rad/s, punto en el cual vuelve a crecer. Ademas, el
cambio en la masa no influye mucho en el mismo. Al igual que en los casos anteriores
las regiones de sincronizacion en contra fase se definen por las tonalidades en el color
rojo, mientras que las de sincronizacion en fase son aquellas que corresponden a los
cambios en el color azul, y la regién de color blanco representa la region en la que la fase
o la amplitud no permanecen constantes. En cuanto a los colores que van desde el cian
hasta el anaranjado corresponden a las zonas en las que se encuentra que el desfase

entre los osciladores es constante pero no cumple con las Definiciones 2.3 y 2.4.

Fases entre grupos Fases entre grupos
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Figura 62: Regiones de sincronizacion entre los dos grupos de osciladores para las condiciones
iniciales en contra fase y los cambios de masas contra la frecuencia natural de los mismos

De la Figura 61, puede observarse que si se grafican las regiones de coexistencia sélo
la region que se encuentra entre 1 kg y los 3 kg, y los 10 rad/s y aproximadamente los
14 rad/s comprenderan las regiones de coexistencia. En la Figura 63 se presentan las
regiones de coexistencia (color rojo), contra fase (color anaranjado), contra fase para una
condicion inicial (color cian), sincronizacién en fase para una condicion inicial (color azul
claro) y regiones en las que no se encontré sincronizacion de acuerdo con las definiciones

de la seccién 2.2
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Regiones de coexistencia
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Figura 63: Regiones de coexistencia para las condiciones iniciales estudiadas en los cambios de las
masas Yy la frecuencia natural de los osciladores.

5.2.4.1 Analisis para condiciones iniciales en fase

Al realizar el respectivo estudio sobre las regiones de sincronizacion de cada grupo
de osciladores, se obtienen las graficas de la Figura 64, para condiciones iniciales en
fase. Puede observarse que el comportamiento que mas prevalece en cada grupo es
sincronizacion en fase (color azul), en cuanto al régimen de sincronizacion en contra fase
(color rojo) es el segundo fendmeno que se puede apreciar en cada grupo. Ademas,
también se pueden observar que existen regiones en las cuales el desfase no es cero
ni = rad (colores cian a anaranjado). Otra observacion que se puede hacer, es que se
presentan los mismos fendmenos en ambas plataformas, para la mayoria de las combi-
naciones de los parametros bajo analisis. Cabe mencionar que en las regiones de fase
constante se encontrd que existe una diferencia mayor a 0.001 rad entre el desfase en-

contrado y 7 rad, i. €., se encuentra cercano a la region de sincronizacion en contra fase.

5.2.4.2 Analisis para condiciones iniciales en contra fase

En cuanto a las regiones de sincronizacion entre los osciladores de la misma platafor-
ma para las condiciones iniciales en contra fase, los resultados se presentan en la Figura
65. En éste caso se presentan los resultados de la plataforma inferior, ya que los com-

portamientos son similares para ambos grupos. Puede observarse que la Unica region
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Regiones de sincronizacion de la plataforma inferior Regiones de sincronizacion de la plataforma superior
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Figura 64: Regiones de sincronizacion de los dos grupos de osciladores para las condiciones ini-
ciales en fase y los cambios de masas contra la frecuencia natural de los osciladores.

de sincronizacion que cumple con las Definiciones 2.1 y 2.2 es la de sincronizacién en
contra fase (color rojo). Ademas, es posible observar que existe una region de fase con-
stante (color anaranjado) y cuyo desfase, se encontré que el minimo era aproximada-
mente de 2.2614 rad para la plataforma inferior y de aproximadamente 2.4503 de rad

para la plataforma superior.

Regiones de sincronizacion de la plataforma inferior Regiones de sincronizacion de la plataforma superior
14 .
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2 L 2 .
0.5 1 15 2 25 3 0.5 1 15 25 3
M [kg] M [kg]
(a) Plataforma inferior (b) Plataforma superior

Figura 65: Regiones de sincronizacion de los grupos de osciladores para condiciones iniciales en
contra fase y los cambios de masas contra la frecuencia natural de los osciladores.

En cuanto a las frecuencias, se encontr6 que la frecuencia en estado estacionario
crecia de manera lineal conforme se incrementaba la frecuencia natural de los osciladores

y era menor que la dltima para las regiones de sincronizacion en contra fase en ambas



121

condiciones iniciales. En cambio, para la region de sincronizacion en fase de la primer
condicion inicial, las frecuencias en estado estacionario presentaban un valor mayor que

la frecuencia natural de los osciladores, ver Figura 66.
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Figura 66: Frecuencias para las condiciones iniciales en fase en el estudio de las masas contra la
frecuencia natural de los osciladores. Puede observarse que para las regiones de sincronizacion en
fase de la Figura 61, la frecuencia en estado estacionario es mayor que la freceuncia nataural de los
osciladores.

5.3 Conclusiones

De los resultados obtenidos del analisis teorico, se puede concluir que, al igual que
en el caso de dos osciladores, el método de Poincaré presenta un error muy grande al
determinar la solucidén de sincronizacion en fase. Ademas, los errores con el método de

Poincaré incrementan con el aumento de osciladores bajo analisis.

También se puede concluir que los resultados que corresponden al régimen de sin-
cronizacion en contra fase no varian en gran proporciéon con el cambio de dos a cua-
tro osciladores, a diferencia del régimen de sincronizacion en fase, tanto para el caso
analitico como para el caso numérico. Otra conclusién a la que se llegd después de
realizar el estudio teorico, es que la estabilidad de las soluciones, aparentemente, desa-
parece conforme el nUmero de osciladores se incrementa. El lector se podra preguntar
por qué aparentemente, la razén a dicha pregunta radica en que no se realiz6é un estu-
dio para un numero mayor de osciladores, por lo que no es posible afirmar que asi es.

Ahora bien, si se desea corroborar esa suposicidn, es necesario realizar un estudio con
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un nimero mayor de osciladores para los mismos parametros.

En cuanto a los resultados obtenidos del analisis numérico, se puede concluir que
existen diversas soluciones para los cambios dados en las condiciones iniciales, a dife-
rencia del caso de dos osciladores, donde las regiones de sincronizacion son simétricas,
i. e., se tiene una solucién para condiciones iniciales del mismo signo (cercanas a fase),
asi como, otra unica solucion para todas las condiciones iniciales de signos contrarios.
Ademas, se puede concluir que el régimen predominante es el de sincronizacion en contra
fase y que el sistema es mas susceptible a las condiciones iniciales de los osciladores, a

diferencia del caso para dos.

Al igual que en el caso de dos osciladores, se concluye que el amortiguamiento in-
fluye en qué tipo de régimen es mas probable que aparezca, i. e., si se requiere sin-
cronizacion en contra fase, es necesario aumentar el amortiguamiento. En cambio, si lo
gue se requiere es una mayor probabilidad de que los osciladores se sincronicen en fase,
es necesario aumentar la masa, disminuir el amortiguamiento, mantener una elasticidad
media (150 a 350 N/m) y ajustar los osciladores a condiciones iniciales cercanas a fase.
También se puede concluir que los parametros que mas influyen sobre la frecuencia de
oscilacion en estado estacionario son las masas y la elasticidad de la estructura, y la

frecuencia natural de los osciladores.

Si se comparan las graficas de las regiones de sincronizacion entre los osciladores
de un mismo grupo, las graficas de las regiones de sincronizacion entre los grupos y las
graficas de las frecuencias obtenidas en la variacion paramétrica para cada condicion ini-
cial, se puede concluir que independientemente de los parametros bajo analisis, al igual
gue en el caso de las condiciones iniciales, la frecuencia que alcanzan los osciladores en
estado estacionario es mayor que la frecuencia natural de los mismos cuando todos ellos
se encuentran sincronizados en fase. En cambio, cuando se presenta sincronizacion en
contra fase, ya sea entre los osciladores de un mismo grupo o entre los grupos, la frecuen-
cia en estado estacionario es menor que la frecuencia natural de éstos y por consiguiente
es menor que la frecuencia que se presenta en sincronizacion en fase. Cabe mencionar
gue si se presenta sincronizacion en fase en ambos grupos de osciladores, pero existe

sincronizacion en contra fase entre los grupos, la frecuencia en estado estacionario sera
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menor que aquélla que se da cuanto existe sincronizacion en contra fase, ya sea entre

los grupos o entre los osciladores de un mismo grupo.

En otras palabras, cualquier tipo de sincronizacion en contra fase, entre grupos u
osciladores, reduce la frecuencia en estado estacionario a un valor menor que la frecuen-
cia natural de los osciladores. Por lo que, si es necesario que la frecuencia en estado
estacionario sea mayor que la frecuencia natural de éstos, todos ellos deben estar sin-
cronizados en fase o cercanos a este régimen. De hecho, para el caso de dos osciladores
también se llegd a la misma conclusién; en sincronizacién en fase, la frecuencia en es-
tado estacionario es mayor que la frecuencia natural de los osciladores, caso contrario

cuando se trata de sincronizacién en contra fase.
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Capitulo 6. Analisis experimental

En los capitulos anteriores se presentaron los resultados obtenidos de manera analitica
y numérica, en éste se dan a conocer los resultados que se obtuvieron de manera experi-
mental. Sin embargo, como se menciond en la introduccién, en el mismo se presenta la
instrumentacion empleada para realizar las mediciones. Posteriormente se presentan los
resultados que se obtuvieron de los experimentos realizados tanto para dos osciladores
como para la red analizada en el capitulo anterior. Finalmente, se presenta un analisis de

los resultados obtenidos a lo largo de la investigacion.

6.1 Instrumentacion

Considere la imagen mostrada en la
Figura 67, en la cual se puede apreciar
la configuracion que se realizé para la
adquisicién de los datos con una camara
Panasonic modelo DMC-FH4. Se genera
un video que después es analizado para

determinar la amplitud, frecuencia y fase

Camara

de las oscilaciones de cada uno de los
péndulos, y poder determinar el tipo de sin-
cronizacién. De lo anterior se puede con-
cluir que este modelo es un sistema en

lazo abierto, ya que no sera necesario rea-

lizar un lazo de control.

Figura 67: Configuracion usada para medir los L
desplazamientos angulares de los péndulos. Para detectar la posicion de los

péndulos, fue necesario poner una marca
en el eje y otra en el extremo superior de

la varilla. En la misma figura se pueden apreciar dichas marcas.

En cuanto al método de analisis del video, en la Figura 68 se muestra el diagrama
de flujo que se sigui6é para obtener el angulo de cada uno de los metronomos. Puede

observarse que antes de realizar el analisis se delimitan las areas, ver Figura 69a, es
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decir, se seleccionan aquellas areas en las que se encuentran los metronomos sobre la
estructura. Posteriormente se inicia el analisis cuadro por cuadro para cada una de las

areas seleccionadas. Finalmente, se filtran, grafican y guardan los resultados obtenidos.

En el analisis cuadro por cuadro se realiza una sustraccion entre los colores rojo y
verde. La razdn de ésto es para obtener las diferentes tonalidades del color gris y que
las marcas rojas de los metronomos sean las mas brillantes en el resultado, ver Figura
69b. Posteriormente se filtra el resultado, ver Figura 69c, y se obtienen los centroides de
los puntos resultantes. En este punto se maneja una condicidon en la que si el nimero de
centroides que se obtuvieron no es igual a dos veces el nimero de metronomos sobre la
plataforma bajo analisis, los puntos x e y se igualan a cero para este punto y se guarda
el nimero de cuadro para su posterior andlisis. El analisis de los cuadros erroneos se
hace de manera individual y se determinan cuales fueron las razones por las que se
generd el error. Cabe mencionar que se usa un filiro paso bajas del tipo promediador
de dos coeficientes para filtrar los resultados de los desplazamientos angulares. Cabe
mencionar que el algoritmo utilizado en este trabajo se basa en el que se implementd en

(Franco Flores y Cuesta, 2015).

6.1.1 Validacion

Antes de realizar las mediciones del sistema vertical de Huygens, se comparé este
método de adquisicion con el sensor magnético Honywell HCM1512. Este sensor se
encuentra formado por resistencias magnéticas, i. e., resistencias que varian su valor en
presencia de un campo magnético y las cuales se encuentran dispuestas en dos puentes
de Weaston (Honeywell Inc., 2002; Honeywell International Inc., 2010). El diagrama del
circuito empleado para detectar el campo magnético se muestra en la Figura 70. Puede
observarse que el circuito se conecta una tarjeta de adquisicion de datos NI-USB6952 de

National Instruments, la cual se configur6 para una frecuencia de muestreo de 1 kH z.

El sensor fue colocado a una distancia de 6 ¢m del metronomo y a una altura de
1 c¢m sobre la base de la plataforma, ya que se encontré que en esta posicion el mismo
obtenia una onda sinusoidal. También fue necesario agregar una iman para que el sensor

detectara la posicion del péndulo. Dicho iman se coloco en la pesa inferior, i. e., en la
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Figura 68: Diagrama de flujo del algoritmo implementado para obtener los desplazamientos angu-

lares de los péndulos.
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(a) Delimitacion de las areas (b) Tonalidades de grises

(c) Filtrado

Figura 69: Resultados de cada procedimiento en el analisis de cada cuadro.

pesa de mayor valor.

Mediante el programa Labview Signal Express los datos fueron adquiridos y proce-
sados. En la Figura 71a se muestra la senal adquirida para una escala de oscilacion
del metrénomo de 208 beats/min y puede observarse que existe un nivel de corriente
directa. Para eliminar ese nivel, se aplicé un desbalance de aproximadamente 2 V' y pos-
teriormente un filtro, ver Figura 71b. El filtro que se aplicé fue un filtro Bessel pasa banda
de segundo orden, cuyas frecuencias de corte se establecieron a 100 mHz y 10 Hz. En

las dos figuras se aprecian sélo los primeros 60 segundos de la adquisicion.

Enla Figura 71 se muestran sélo los niveles de voltaje que se obtuvieron con el sensor;

sin embargo, estos no representan el desplazamiento angular del metronomo. Para ello
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Figura 70: Diagrama del circuito del sensor magnético (Honeywell Inc., 2002).
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Figura 71: Adquisicidn y filtrado de la seial generada con el sensor magnético.

es necesario aplicar la ecuacion que el fabricante proporciona en la hoja de datos del

sensor. Dicha ecuacion esta dada por (Honeywell Inc., 2002)

AV = —V,Ssin (26) (127)

donde AV representa los cambios de voltaje, i. e., la senal adquirida, S es la sensibilidad
del material cuyo valor es de 12 mV//V' y V es el voltaje de la fuente de alimentacion, la

cual, en este caso es de 5 V. Para obtener el desplazamiento angular, se despeja a ¢
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de (127) y se resuelve para cada valor de voltaje que se obtuvo. Al aplicar el despeje
en la senal filtrada, se obtiene la senal de la Figura 72. Puede observarse que la senal

obtenida es completamente sinusoidal.

0.6

04— —

02—

| | | | |
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Figura 72: Desplazamiento angular del metronomo.

En cuanto a la senal obtenida con la camara, se muestra en la Figura 73. En la Figura
73a puede observarse la serie de tiempo para la senal procesada y sin procesar. En la
Figura 73b se presenta un acercamiento y se puede apreciar que la senal procesada se
encuentra desfasada y su amplitud es menor que la senal original. El desfase se debe a
que es un fendmeno inherente al comportamiento de los filtros, incluso en la senal filtrada
del sensor, también se presenta dicho desfase. En cuanto a la amplitud, se ve reducida
debido a que el filtro paso bajas usado es promediador y, por lo tanto, se promedian los

valores de las dos muestras.

Como puede observarse la Figura 72 es diferente a la Figura 73, la razén de esta
diferencia es que las senales fueron tomadas en diferentes momentos. Sin embargo, un
estudio de su espectro de frecuencias puede mostrar las similitudes que existen entre
ellas. En la Figura 74 se presenta el espectro de frecuencias de ambas senales, y puede

observarse que las frecuencias principales de ambas senales son aparentemente iguales.
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Figura 73: Senal obtenida con la camara.
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Figura 74: Espectro de frecuencias de las sefales.

Al determinar las frecuencias por medio de la transformada de Fourier se tiene que la
frecuencia del oscilador, de acuerdo con la camara, es de 1.8227 Hz; en cambio, con el

sensor es de 1.8166 Hz.

En la Tabla 18 se muestran los resultados que se obtuvieron de las mediciones rea-
lizadas. Puede observarse que los resultados con ambos métodos son muy parecidos.
Sin embargo, al cotejarlos con el valor esperado se puede ver que estan alejados de dicho

valor, sobre todo a frecuencias bajas, i. €., 1o de 0.333y 0.7 H=.

Los errores que se presentan en bajas frecuencias se deben al iman utilizado para
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Tabla 18: Mediciones realizadas con el sensor y la camara.

Escala Frecuencia | Frecuencia de la adquisicion (Hz) Errores (%)
(beats/min) (Hz) Camara Sensor Camara | Sensor
208 1.7333 1.8333 1.8310 5.7700 | 5.6346
104 0.8667 1.0326 1.0237 19.1409 | 18.1145
84 0.7 0.8803 0.8788 25.7594 | 25.5361
40 0.3333 0.6327 0.6278 89.8154 | 88.3260

obtener el desplazamiento del metronomo mediante el sensor magnético, los mismos
valores se volvieron a medir pero ahora sin el iman y las frecuencias obtenidas se en-

cuentran cercanas a la esperada. En la Tabla 19 se presentan los resultados obtenidos.

Tabla 19: Mediciones realizadas con la camara.

Escala (beats/min) | Frecuencia (Hz) | Frecuencia medida (Hz) | Error %
40 0.3333 0.3226 3.2258
84 0.7 0.688 1.7142
104 0.8667 0.8553 1.3157
208 1.7333 1.7250 0.4807

El lector podra preguntarse en qué afecta la masa del iman al metrénomo, para res-
ponder a esta pregunta es necesario definir el centro de masa y el momento de inercia
de un cuerpo. El centro de masa es el punto en un cuerpo en el cual se puede concen-
trar toda la masa; y el momento inercia es la resistencia que presentan un cuerpo a un
movimiento rotacional (Serway y Jewett Jr., 2005a). Cabe mencionar que el centro de
masa se encuentra mas cerca de la masa de mayor valor. El mismo y el momento inercia

se encuentran dadas por

K K
: il
=1

D ey M
donde m; es la masa en cada punto del cuerpo, h; es la distancia a la que se encuentra
esa masa con respecto al eje de rotacion, z.,, representa el centro de masa y J el
segundo momento de inercia del cuerpo. En (128) se puede apreciar que si se cambia

alguna de las masas, el centro de masa y el segundo momento de inercia del cuerpo se
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ven afectados.

Ahora, en este caso no se esta trabajando con un péndulo simple, por el contrario,
se esta trabajando con un péndulo compuesto o fisico. El péndulo simple es un péndulo
ideal y se representa por una varilla de masa despreciable y una masa puntual a una
distancia h de su eje de rotacién, ver Figura 75a. En cambio, un péndulo compuesto,
como su nombre lo indica, estd compuesto por una distribucidon no uniforme de masas,
ver Figura 75b, donde la varilla también puede jugar un papel importante en el calculo de

la inercia y del centro de masa.
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(a) Péndulo simple (b) Péndulo compuesto

Figura 75: Tipos de péndulos.

La frecuencia de un péndulo compuesto esta dada por (Serway y Jewett Jr., 2005b)

mrZem.g
- T 129
w T s ( )

donde ms es la masa total del péndulo. Puede observarse que la frecuencia de un
péndulo fisico depende de la masa del mismo; es decir, que si se cambia ésta, la fre-
cuencia cambia con ella. Lo anterior es la razdn por la que cambia la frecuencia al usar
el iman, pues se agrega otra masa que incrementa la distancia en el centro de masa y
el eje de giro. También es la razon por la que el metrénomo puede oscilar a frecuencias
tan bajas sin la necesidad de tener una varilla de masa despreciable y de una longitud de

aproximadamente dos metros.
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De lo anterior se puede concluir que el uso de la camara de video como método de
adquisicion es adecuado para lo que se requiere en este apartado, ya que no agrega otros
factores a la dinamica del péndulo. También se concluye que el método de validacion
es aceptable tomando en cuenta lo que se menciond en los parrafos anteriores. Sin
embargo, cabe recalcar que usar un sensor magnético no es la mejor opcion para medir
el desplazamiento angular del metrénomo si se quiere respetar la frecuencia correspon-
diente a la escala. En caso de que no sea necesario respetar la escala, se tendra que
calcular la nueva frecuencia que se tenga al agregar el iman, sobre todo a frecuencias

bajas o en su defecto usar un iman cuya masa no afecte al oscilador.

Opciones alternas al sensor magnético pueden ser los sensores Opticos o los induc-
tivos, ya que estos no afectan la dinamica del péndulo; pues no es necesario agregar otro
elemento al mismo para poder realizar la medicion. También es posible hacer mediciones
en tiempo real con una camara. Pero, si se requiere para control, se tiene que tomar
en cuenta que este método puede generar un retardo que afecte al controlador que se

aplique, ya que se tiene que procesar la imagen.

En las siguientes secciones se presentan los resultados experimentales para las con-

figuraciones realizadas en los capitulos tres y cuatro.

6.2 Experimentos para dos osciladores

En el capitulo cuatro se mostraron los resultados obtenidos de manera numérica y
analitica para el caso de dos osciladores, en este apartado se presentan los experimentos

realizados para el mismo caso.

Los parametros reales del sistema se presentan en la Tabla 20, donde aquéllos rela-
cionados a la estructura se obtuvieron de (Hirata Salazar, 2016), puede observarse que
son parecidos a los empleados en el analisis numérico, salvo por las masas de la estruc-
tura y la masa del metronomo. En dicho estudio, la primera se iguald a la masa de la

plataforma inferior y la segunda no se tomo en cuenta.

Los experimentos realizados constaron en cambiar los valores de las masas de la es-

tructura y de la frecuencias naturales de los osciladores, de tal forma que una permanecia
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Tabla 20: Parametros para la sincronizacion vertical de Huygens.

Elemento Parametro Valor
Masa (M) 1.3kg
Plataforma inferior Amortiguamiento (b;) 0.08Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa (M) 0.6kg
Plataforma superior Amortiguamiento (b2) 0.08Ns/m
Constante elastica (k) 500 N/m
Masa del péndulo m; (i = 1,2) 0.03 kg
Metrénomo Masa del metronomo sin péndulo 0.12 kg
Amortiguamiento ¢; (i = 1,2) 2x 107 Ns/m
Término de van der Pol Factor de no linealidad v 1.5 x 1073 Ns/m
Cambio de signo ~; i = 1,2) 0.2 rad

constante mientras la otra se variaba. La razén por la cual se estudiaron sélo estos dos
parametros radica en que son los Unicos que se pueden modificar en todo el sistema, ya

qgue el amortiguamiento y la elasticidad de la estructura son constantes.

Para igualar las masas, o aproximarlas, se usaron algunas pesas. También, en ambas
plataformas, se tomé en cuenta la masa del metrénomo sin la masa del péndulo. El peso
que se agrego a la plataforma superior fue de 0.75 kg, mientras que en la plataforma
inferior se agregd una pesa de 0.05 kg. De acuerdo con los pesos agregados se tiene que

la masas de ambas plataformas es de 1.47 kg lo cual se aproxima a 1.5 kg.

En cuanto a las definiciones de sincronizacion, al igual que en el estudio numérico,
so6lo se toman en cuenta las Definiciones 2.3 y 2.4. En estos casos los errores que se
consideran son ey, = ¢, = 0.65 rad, ya que hay que considerar que existen diferen-
cias paramétricas entre los osciladores y ajustar el error a un valor mas pequefio haria

demasiado restrictivo el andlisis.

Cabe mencionar que las condiciones iniciales para las cuales se realizaron los experi-
mentos se determinaron después de analizar el video de cada experimento, i. e., no se

tenia un control sobre las condiciones iniciales de los metronomos.

En las siguientes secciones se presentan los resultados que se obtuvieron después

de realizar los experimentos. En la primera parte se tratan los cambios en frecuencia,
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mientras que en la segunda se presentan los resultados relacionados con el cambio en

las masas.

6.2.1 Frecuencias de los osciladores

Figura 76: Escala de 234 beats/min

Como se menciond en parrafos ante-
riores, en este apartado se presentan los
resultados que se obtuvieron después de
realizar los experimentos que tratan so-
bre el estudio de las frecuencias. Para
ello, éstas se seleccionaron al posicionar
la contrapeso en diferentes escalas del
metronomo, desde la escala mas alta
hasta aquella en la que desaparecia la sin-
cronizaciéon. Sin embargo, los experimen-
tos se realizaron principalmente para tres

escalas 208, 234 y 254. Cabe mencionar

que las frecuencias mas altas corresponden a las escalas de 234 y 254 beats/min, las

cuales se alcanzan cuando la contrapeso se encuentra cerca del eje de rotacion, ver

Figura 76, y cuando se retira el contrapeso, respectivamente.

Las frecuencias de las escalas que se mencionaron en el parrafo anterior se presentan

en la Tabla 21. Pues desde este punto s6lo se mencionan las frecuencias.

Tabla 21: Parametros para la sincronizacion vertical de Huygens.

Escala (beats/min) | Frecuencia (H z)
208 1.7333
234 1.95
254 2.1166

6.2.1.1 Frecuencia de 1.7333 Hz 6 208 beats/min

Para la frecuencia de 1.7333 H z, se obtuvieron los resultados mostrados en las Figu-

ras 77a, 77c y 77e para las condiciones iniciales ¢,(0) = —0.63 y 6,(0) = —0.5. En cuanto
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a las Figuras 77b, 77d y 77f presentan el resultado que se obtuvo de las simulaciones
para dichas condiciones iniciales. Puede observarse que en ambos casos el resultado
es sincronizacion en fase, ver Figuras 77e y 77f. Aunque el desfase no es el mismo,
ver Figuras 77c y 77d, y los resultados del experimento se atentan, se puede decir que
aquéllos que se obtuvieron con el modelo son congruentes con los del experimento. Otra
observacion que se puede realizar es que en el experimento se alcanza el estado esta-
cionario en aproximadamente 200 seg. mientras que en la simulacién tarda un poco mas,

comparar las Figuras 77ay 77b.

Para la misma frecuencia pero con condiciones iniciales en contra fase, de aproxi-
madamente 1 rad, se obtuvieron los resultados de la Figura 78. Puede observarse que el
resultado es sincronizacion en fase, ver Figura 78c. En cuanto a la simulacion relacionada
con estos resultados, se presentan en las Figuras 78b y 78d. Puede observarse que los
resultados numéricos concuerdan con los resultados experimentales, al menos en una
forma cualitativa, i. e., bajo estas condiciones iniciales y los parametros empleados en
el experimento, el modelo es capaz de predecir el régimen de sincronizacion al cual con-
vergera el experimento. Puede observarse que se ha omitido la amplificacion en la serie

de tiempo.

En total se realizaron cuatro experimentos para la frecuencia de 1.7333 Hz, donde
en el ultimo las condiciones iniciales se manejaron en fase con una apertura de aproxi-
madamente 1 rad; el resultado que se obtuvo fue en fase, como se puede ver en la Tabla
22.

Los resultados de fase y frecuencia tanto de los experimentos como de las simula-
ciones, se presentan en la Tabla 22. Puede observarse que las frecuencias son iguales,
pero las fases difieren. También se puede observar de los experimentos que las fases no
son tan diferentes entre ellas. En cambio, al compararlas con las simulaciones se puede
apreciar que existen grandes diferencias, sobre todo en aquel experimento en el que se

inicia en contra fase y finaliza en fase.

En los proximos experimentos no se grafican los resultados, salvo que se consideren

de relevancia. En cambio, se tabulan las frecuencias y fases de los experimentos realiza-
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Figura 77: Resultados del experimento y de la simulacion para 6,(0) = —0.5 rad, 02(0) = —0.63 rad y
Fy =1.7333 Hz.
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Resultados de la simulacién para 91(0):71 rad, 62(0)21 rady 1.7333 Hz
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Figura 78: Resultados del experimento y las simulaciones para M =~ 1.5kgy Fy = 1.7333Hz y condi-
ciones iniciales en contra fase 0, ~ —0, ~ 1rad (i = 1, 2).

Tabla 22: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 208 beats/min.

Condiciones iniciales Frecuencia (H z) Fase (rad)
Simulacién | Experimento | Simulacion | Experimento
0; ~1rad(i=1,2) 1.63989 1.78 0.12964 0.54652
—0.6rad < 0; < —0.5rad 1.63989 1.78 0.12961 0.64106
0~ —0y~1rad (i=1,2) | 1.71991 1.78 -3.09414 0.56468

dos, asi de como de las simulaciones realizadas para comparar los resultados.

6.2.1.2 Frecuencia de 1.95 Hz 6 234 beats/min

Para una frecuencia de 1.95 (escala de 234 beats/min) se obtienen los resultados de la

Tabla 23, donde “Sim.” es de simulacion y “Exp.” de experimento. Puede observarse que
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existen condiciones en fase para las cuales existen regiones de sincronizacion en contra
fase. En cambio, cuando las condiciones iniciales son cercanas a contra fase, existe un
rango para el cual el régimen de sincronizacion en fase existe. Sin embargo, fuera de
ese rango, el régimen de sincronizacion en contra fase es predominante. También se
puede observar que las frecuencias entre los mismos regimenes son iguales y sus fases
difieren no por mucho, excepto en el caso 6, ~ 0.4 rad 6, ~ —0.4 rad. Ademas, todas
las frecuencias, tanto para sincronizacion en fase como en contra fase, estan por arriba
de este valor, de acuerdo con los experimentos. También se puede observar que sélo
existe una condicidn para la cual no hay congruencia entre los resultados numéricos y los
experimentales.

Tabla 23: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 1.95 Hz, o escala de 234
beats/min.

Condiciones Frecuencia (H z) Fase (rad) Régimen
iniciales (rad) Sim. Exp. Sim. Exp. Sim. | Exp.

01 ~ —0.27, 0y =~ —0.35 | 2.01987 2 -0.17937 | 0.53285 | F. F
0, ~—-0.7,0, ~ —0.8 | 2.01989 | 1.98666 | -0.17955 | 3.75287 | F. | C.F

0, ~ 0.4, 0, ~ —0.3 1.9332 | 1.99333 | -3.29971 | 0.55709 | C.F. | F
0, ~ 0.8, 0, ~ —0.54 1.9332 | 1.98666 | -3.29966 | 3.68285 | C.F. | C. k.
0, ~ 0.76, O ~ —0.7 1.9349 | 1.98666 | -3.29959 | -3.29958 | C.F. | C. k.

Para el caso de 6; ~ 0.4 rad y 0, =~ —0.3 rad se presenta la grafica, ya que en este
caso el régimen inicial, aparentemente, es contra fase; sin embargo, éste cambia a fase.
La grafica se puede apreciar en la Figura 79. Puede observarse que antes de los 600
seg. el régimen parece ser contra fase, ver Figura 79b, y después de los 600 seg. éste
cambia a fase, ver Figura 79d. En la Figura 79c se puede apreciar el momento en el que
empieza el cambio de régimen. A diferencia de las simulaciones, en este caso el régimen
en contra fase muestra que el oscilador superior (6;) tiene mayor amplitud y su amplitud
crece conforme el tiempo pasa, lo cual causa que el sistema se reinicie y converja a

sincronizacion en fase.

En cuanto al régimen de sincronizacion en contra fase, casos 0; ~ —0.69 rad rad y
Oy =~ —0.79 rad, 01 =~ 0.4 rady 6, ~ —0.36 rad, 0, =~ 0.76 rady 0, ~ —0.54 rad y, ¢, ~ 0.7 rad

y 6, =~ —0.7 rad, las graficas son similares; por lo que sélo se presentan los resultados
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Figura 79: Resultados obtenidos del experimento para 6, ~ 0.4 rad y 0> =~ —0.3 rad.
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para ¢, ~ 0.76 rad y 6, ~ —0.7 rad, los cuales se muestran en las Figuras 80a y 80c.
Puede observarse que el oscilador de la plataforma inferior mantiene su amplitud mientras
que la amplitud del oscilador de la otra plataforma decrece hasta que la cuerda se acaba,
ver Figura 80a. También se puede observar que al final del experimento, el oscilador
de la plataforma inferior se mantiene oscilando por un cierto tiempo, ésto se debe a que
la cuerda del metrénomo todavia permite que el mecanismo de escape proporcione la
energia suficiente para compensar las pérdidas por la friccion. Cabe mencionar que ésto
se observo en todos los caso en los que se dio sincronizacion en contra fase. En cuanto
al modo de sincronizacion se puede apreciar en la Figura 80c, donde se presenta el

diagrama de fases que se obtuvo entre los 700 seg. y los 900 seg.

Si los resultados del experimento se comparan con su respectiva simulacion, se podra
encontrar que el comportamiento es similar. El resultado de la simulacion se puede apre-
ciar en las Figuras 80b y 80d. La unica diferencia que existe es que en la simulacion
las oscilaciones no se apagan, sin embargo, el tiempo en el que alcanza el estado esta-
cionario es aproximadamente el mismo en el que la cuerda se de los osciladores se
acaba. Es decir, que si la cuerda de los osciladores durara mas tiempo, la Figura 80a

tendria la misma forma que la Figura 80b.

6.2.1.3 Frecuencia de 2.1166 H: 6 254 beats/min

Para una frecuencia de 2.1166 H: se tienen los resultados de la Tabla 24, donde se
puede apreciar que para condiciones iniciales en contra fase no existe sincronizacion de
acuerdo con las simulaciones. Por otro lado, para condiciones iniciales en fase ambos

resultados, experimentales y numéricos, arrojan el mismo régimen.

Tabla 24: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 2.1166 H z, o escala de 254
beats/min.

Condiciones Frecuencia (H z) J Fase (rad) Régimen
iniciales (rad) Sim. | Exp. | Sim. | Exp. Sim. | Exp.
0, ~ —0.5,0, ~ —0.6 | 2.16652 | 2.15333 | -0.31891 | 0.29912 | Fase | Fase
0, ~ —0.8, 0, ~ —0.7 | 2.16489 | 2.15333 | -0.31912 | 0.36464 | Fase | fase
0, ~04,0,~—-04 - 2.15333 - 0.35241 - Fase
0 ~1,0,~—0.9 - 2.15333 - 0.33461 - Fase
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Resultados de la simulacién para 91(0)=0A76 rad, 92(0)=70.7 rad y 1.95 Hz Resultados de la simulacién para 61(0)=O.7 rad, 92(0)10.7 rad y 1.95 Hz
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Figura 80: Resultados del experimento y de la simulacion para 6; ~ 0.76 rad y 62 ~ —0.7 rad, con una
frecuencia inicial de 1.95 Hz y M; = M, ~ 1.5 kg.

En la Tabla 25 se presentan los promedios de las frecuencias y fases para cada
régimen de las frecuencias analizadas. Puede apreciarse que la Unica frecuencia en
la que se encuentra coexistencia en el sistema es la de 1.95 Hz 6 234 beats/min. En
cuanto a la frecuencia de 1.3333 Hz se encontr6 que esta era la frecuencia de menor

valor en la cual era posible encontrar sincronizacion.

6.2.2 Masas de la estructura

En el apartado anterior se presentaron los resultados que se obtuvieron al realizar
los cambios en las frecuencias de los osciladores, donde se pudo observar que existe
un rango de éstas para el cual el modelo es capaz de predecir el tipo de sincronizacion,

fuera de ese rango no se garantiza que el mismo pueda predecir el régimen al cual con-
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Tabla 25: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 2.1166 H z, o escala de 254
beats/min.

Frecuencia Escala Sinc. en fase [ Sinc. en contra fase
natural (Hz) | (beats/min) | Frec. (Hz) | Fase (rad) | Frec. (Hz) | Fase (rad)
1.3333 176 - - 1.33238 3.22171
1.5333 184 - - 1.52237 -3.13522

1.6 192 1.63736 -0.05680 - -
1.6666 200 1.71235 -0.20961 - -
1.7333 208 1.78 0.58408 - -

1.95 234 1.9967 0.54497 1.9867 3.47311
2.1166 254 2.1533 0.3377 - -

vergera el sistema. También se pudo apreciar que existe un rango en el que el modelo

experimental presenta algun tipo de sincronizacion.

En este apartado se presentan los resultados que se adquirieron después de realizar
los experimentos con los cambios de masas. El estudio realizado consistio en cambiar
las masas de la estructura mientras la frecuencia permanecia constante en 1.95Hz 6
234 beats/min. La masas estudiadas fueron 1.5 kg, cuyos resultados para 1.95 Hz ya se

presentaron en el apartado anterior en la Tabla 23, 1.75 kg y 2 kg.

Para alcanzar los 1.75 kg en ambas plataformas, ademas de agregar las pesas uti-
lizadas en los experimentos anteriores, fue necesario agregar una masa de 0.25 kg para
alcanzar la masa requerida. Los resultados que se obtuvieron después de realizar los ex-
perimentos relacionados con esta masa, se muestran en la Tabla 26. Puede observarse

que los desfases son muy parecidos cuando se trata de una mismo régimen.

Tabla 26: Resultados de fase y frecuencia para una masa de 1.75 kg.

Condiciones Frecuencia (H z) J Fase (rad) Régimen

iniciales (rad) Sim. | Exp. | Sim. | Exp. Sim. | Exp.
0, ~ 0.43, 0 ~ —0.43 - 1.99333 - -0.56852 - Fase
0, = 0.7, 0 =~ —0.72 - 1.99333 - -0.56251 - fase

0, ~ 0.48, 0, ~ —0.58 - 1.98666 - -3.73665 - C. Fase
0, ~ —-04, 05~ —0.63 | 1.9899 | 1.99333 | -0.27098 | -0.49945 | Fase Fase
0, ~ —0.37, 0, ~ —0.47 | 1.9899 | 1.98666 | -0.27107 | -3.72927 | Fase | C. Fase
0, ~ —0.71, 6, ~ —0.72 | 1.9899 | 1.98666 | -0.27109 | -3.94217 | Fase -
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Para aproximar las masas de las plataformas a 2 kg, a la masa anterior se le agregé
una pesa de 0.25 kg. En cuanto a los resultados para esta masa se presentan en la Tabla
27. Puede observarse que los valores de fase son muy parecidos; sin embargo, sélo
para un valor se presenta sincronizacion ya que no se cumple con la funcional. Pero,
se puede apreciar que, a diferencia de los otros experimentos, en éste la frecuencia es

practicamente la misma para todos los experimentos realizados.

Tabla 27: Resultados de fase y frecuencia para una masa de 2 kg.

Condiciones Frecuencia (H z) Fase (rad) Régimen
iniciales (rad) Sim. Exp. Sim. Exp. Sim. Exp.
0, ~ 041, 0, ~ —0.44 | 1.9699 | 1.98666 | -0.35409 | -0.77528 | Fase -
0, ~ 0.68, 0, ~ —0.66 | 1.9699 | 1.98466 | -0.35411 | 2.90245 | Fase | C. Fase
6, ~ 0.36, 0, =~ 0.56 | 1.9699 | 1.98666 | -0.35372 | -0.83032 | Fase -
6, ~ 0.61, 0, =~ 0.55 | 1.9699 | 1.98666 | -0.35384 | -0.8194 | Fase -

En la Tabla 28 se presentan los resultados de frecuencias y fases que se obtuvieron
para los experimentos realizados en relacion a los cambios de las masas de la estructura
y la comparacién con la frecuencia natural de los osciladores w,. Las fases que se pre-
sentan en la Tabla 28 corresponden al promedio de los valores absolutos de las fases que
se obtuvieron para cada masa. Puede observarse que en este caso el promedio de las
frecuencias para sincronizacion en contra fase no cambia con la masa; en cambio, para
el régimen de sincronizacion en fase la frecuencia de mayor valor se presenta cuando la
masa es de 1.5 kg. También se puede apreciar que las frecuencias de ambos regimenes
se encuentran por arriba de la frecuencia natural de los osciladores y que el cambio de

las masas tiene un efecto principalmente en la fase.

Tabla 28: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 2.1166 H z, o escala de 254
beats/min.

Masa (kg) Sincrqnizacién en fase Sincronizgcién en contra fase
Frecuencia (Hz) | Fase (rad) | Frecuencia (Hz) | Fase (rad)
15 1.9967 0.54497 1.9867 3.47311
1.75 1.99333 0.54349 1.98666 3.73296
2 1.98666 0.80833 1.98466 2.90245
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6.3 Experimentos para cuatro osciladores

En la seccidn anterior se presentaron los resultados que se obtuvieron al realizar ex-
perimentos para el caso de dos osciladores. En esta seccion se presentan los experi-
mentos realizados para el caso de cuatro osciladores. Al igual que en el caso anterior, los
Unicos parametros que se pueden cambiar son las frecuencias de éstos y las masas de
la estructura; por lo que, los experimentos se dividen de la misma forma que en el caso

anterior.

Para el caso de dos osciladores se encontré que la emergencia de una solucién u
otra se debia tanto a las condiciones iniciales como al parametro en cuestion. En el
caso de cuatro osciladores, se observo que independientemente de las condiciones ini-
ciales, el sistema siempre convergia a una solucion. En algunos casos no se presentan
los comportamientos que se observaron ya que tienden a la misma solucion que otros
experimentos. Para ello, en el texto se especifica en que momento no se presentan las

graficas.

Los errores de fase para los cuales se considera la existencia de sincronizacién, de

acuerdo con las Definiciones 2.1, 2.2, 2.3y 2.4, son

€rp = €cp = 0.1 rad, (130)

€fg = €cg = 0.65 Tad, (131)

puede observarse que los desfases entre los grupos ¢,; y ¢, son iguales al caso de dos

osciladores.

De la misma forma que se realizaron los experimentos para dos osciladores, en éste
caso las condiciones iniciales para las cuales se llevaron a cabo cada uno de ellos se

determinaron después de analizar el video generado.

6.3.1 Frecuencias de los osciladores

Para el caso de las frecuencias, los parametros se dejaron constantes de acuerdo con

la Tabla 1, mientras que se agreg6 una masade 0.75 kg, a la plataforma superior, y 0.05 kg,
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a la plataforma inferior. Al tomar en cuenta la masa de los metronomos sin contar para

ello la de los péndulos, se tiene que la masa total por plataforma es de aproxi-madamente
1.59 kg lo cual se aproxima a 1.6 kg.

Al igual que en el caso de dos osciladores, se realizaron experimentos para tres fre-
cuencias principales 1.7333 Hz, 1.95 Hz y 2.1166 Hz. También se estuvo cambiando la

frecuencia de los metrénomos hasta determinar en que momento se perdia la sincronia.

6.3.1.1 Frecuencia de 1.7333 [ - o escala de 208 beats/min

Los experimentos realizados para una frecuencia de 1.7333 HZ dan como resultado
sincronizacion en fase entre todos los osciladores, ésto se puede apreciar en la Figura

81. Puede observarse que el desfase parece ser practicamente igual a cero.

Resultados para cuatro oscialdores a 208 beats/min 6 1.7333 Hz Resultados para cuatro oscialdores a 234 beats/min
T T T T T T

Desplazamiento (rad)
Desplazamiento (rad)

i i i i i i i i i i i
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 709 709.5 710 710.5 711 7115
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 81: Resultados del experimento para cuatro osciladores a una frecuencia de 1.7333 Hz y con
plataformas cuyas masas son aproximadamente 1.6 kg.

En la Tabla 29 se presentan los resultados que se obtuvieron para a una frecuencia
natural de 1.7333 Hz para diferentes condiciones iniciales. Puede observarse que para
todas las condiciones iniciales los osciladores presentan desfases diferentes de cero pero
muy menores a 0.1 rad, por lo que se puede decir que se encuentran sincronizados en
fase. Ademas, las frecuencias que se presentan en estado estacionario para todas las

condiciones iniciales son iguales.

Al realizar simulaciones para las mismas condiciones iniciales se encontré que los re-
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Tabla 29: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 208 beats/min.

Condiciones Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
01 ~ 067, 02 = —0.61, | 5 05099 | 0.04168 10.06841 1.77333
03 ~ 0.27, 0, ~ 0.27 ' ) ' ’
61 ~ —045, 62 ~ —057, _ _
By ~ 0.7, 6y ~ —0.25 0.05694 0.084192 0.11593 1.77333
91 ~ 074, 02 = —057, _ _
0, ~ 0.98, Oy ~ 0.AT 0.04846 0.06521 0.10702 1.77333

sultados numéricos mostraban que no habia sincronizacion. En la Figura 82 se presenta
el resultado de la simulacion para las condiciones iniciales 6; ~ 0.67 rad, 63 ~ —0.61 rad,
03 ~ 0.27 rad, 0, =~ 0.27 rad de la Tabla 29. Puede apreciarse que las amplitudes de los

osciladores de la plataforma inferior 6; y ; no se mantienen con una amplitud constante.

El lector podra pensar que el modelo que se obtuvo no corresponde al modelo ex-
perimental. La respuesta a ésto es si, pero se debe recordar que se tomaron varias
consideraciones acerca de los elementos (osciladores y estructura) que conforman al
sistema entero, por lo que no seria posible predecir, con el modelo teorico y para las mis-
mas condiciones iniciales, todos los fendmenos que en el modelo experimental se dan.
Sin embargo, la idea es que el modelo tedrico capturare los comportamientos del modelo
experimental independientemente de cuales sean las condiciones iniciales, y al menos

en una manera cualitativa.

Ahora bien, si se consideran las condiciones iniciales

se podran obtener resultados similares a los del experimento, con la Unica diferencia en
que existe una diferencia de amplitudes. Por ejemplo, considere las condiciones iniciales
01(0) = 65(0) = 0.2 rad y 05(0) = 0,(0) = 0.3 rad, el resultado es sincronizacién en fase,
ver Figura 83. Ademas, puede observarse que la diferencia de amplitudes es diferente a

la que se obtuvo en el experimento.

Como se aprecio, el modelo desarrollado sélo pudo predecir la solucion o fenémeno, al
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Simulacién para una frecuencia natural de 1.7333 Hz
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Figura 82: Resultados de la simulacion para las condiciones iniciales 6,(0) ~ 0.67 rad, 62(0) ~
—0.61 rad, 05(0) = 0.27 rad y 04(0) = 0.27 rad a una frecuencia natural de 1.7333 H:.
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Simulacién para una frecuencia natural de 1.7333 Hz y condiciones iniciales en fase Simulacién para una frecuencia natural de 1.7333 Hz y condiciones iniciales en fase
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Figura 83: Resultados de la simulacidon para las condiciones iniciales 6,(0) = 62(0) = 0.2 rad y
05(0) = 04(0) = 0.3 rad a una frecuencia natural de 1.7333 H.

cual el modelo experimental converge, cuando las condiciones iniciales de los osciladores
de la misma plataforma se encuentran en fase. En los siguientes experimentos se pre-
sentan casos similares en los que el modelo teérico no predice el fendmeno observado

en el modelo experimental para las mismas condiciones iniciales.
6.3.1.2 Frecuencia de 1.95 H: o escala de 234 beats/min

Para una frecuencia de 1.95 H z, los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 30.
Puede observarse que las diferencias de fases son diferentes de cero para el caso de los
osciladores de una misma plataforma y en los osciladores de la plataforma superior se
encuentra que estan casi en cuadratura. En cuanto a la diferencia entre los grupos, sélo

se determino la diferencia entre los primeros osciladores de cada grupo.

Los osciladores presentan una sincronizacion en frecuencia, sin embargo la fase di-
fiere de lo esperado que es de aproximadamente cero radianes entre los osciladores de
una misma plataforma. En cuanto a las formas de onda, en la Figura 84 se presenta el
resultado de la primera condicidn inicial de la Tabla 30, ya que el resto tiende a la misma
solucion. Puede observarse que efectivamente entre los 598.5 seg. y los 600.5 seg.
se presenta un desfase aparentemente de 90° entre el tercer oscilador, 65, y el cuarto
oscilador, 6,, de la plataforma superior, ver Figura 84b. También puede observarse que

después de los 1000 seg. la sincronizacion desaparece, ésto se le atribuye al mecanismo
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Condiciones

Dif. de fase en osc. (rad) | Dif. de fase (rad) | Frecuencia
iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)

01~ =015 0, ~0.73, | 07976 | 1.5073 232282 1.98467

03 ~ —0.63, 04 =~ 0.76 ' ' ' '

91 =~ 042, 02 =~ —056, _ _ _

0 ~ 0.46, 0y ~ —0.05 0.08435 1.35441 2.5053 1.97967
0, ~ —0.66, 0, ~ —0.75, | _

0y~ 0.6, 0, ~ —0.8 0.13966 1.52116 2.28382 1.98467
91 =~ —075, 62 ~ —071, } _ _

By~ —0.76, 0, ~ —0.AT 0.09666 1.29705 2.55083 1.98467

de escape del metrénomo, el cual ya no es capaz de suministrar de energia al péndulo.

Resultados para cuatro oscialdores a 234 beats/min

Resultados para cuatro oscialdores a 234 beats/min
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Figura 84: Resultados de la primer condicion inicial de la Tabla 30.

i
600.5

Al realizar simulaciones para las condiciones iniciales de la Tabla 30, se encontré que

los resultados obtenidos no son congruentes con los que se obtuvieron en los experimen-

tos. Por ejemplo, para las condiciones iniciales de la primera y segunda filas de la Tabla

30, el modelo tedrico da como resultado sincronizacion en contra fase. En cambio, para

las otras dos, el resultado que se obtiene es sincronizacién en fase. Ahora bien, si el

modelo tiene las condiciones iniciales

0:(0) = 0 rad, i = 1,2, 65(0) < 0, 0 < 6,(0) < |85(0)],

(133)
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se llega a una solucién similar a la del experimento. En la Figura 85 se puede obser-
var el comportamiento que se obtuvo para las condiciones iniciales 6,(0) = 65(0) = 0,
65(0) = —0.3y 6,(0) = 0.1. Puede observarse que la unica diferencia entre los resultados
numéricos para estas condiciones iniciales y aquéllos experimentales, son las relaciones

de amplitudes de los osciladores.

Simulacion para una frecuencia natural de 1.95 Hz Simulacién para una frecuencia natural de 1.95 Hz
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Figura 85: Resultados de la simulacion para las condiciones iniciales 6, (0) = 65(0) = 0 rad, 65(0) =
0.1 rad, 04(0) = 0.3 rad.

Como puede observarse, existen condiciones iniciales para las cuales el modelo teérico
puede reproducir el fenédmeno observado en el experimento, aunque aquéllas del primero

no correspondan a las del segundo.

6.3.1.3 Frecuencia de 2.1166 /> o escala de 254 beats/min

En cuanto a los resultados que se obtuvieron para una frecuencia de 2.1166 Hz, los
resultados se presentan en la Tabla 31. Puede observarse que independientemente de

las condiciones iniciales, los osciladores se sincronizan en fase.

Para comprobar lo anterior, se graficaron las formas de onda de la ultima condicién
inicial, las cuales se muestran en la Figura 86. Puede observarse que las diferencias
de fases estan cercanas a cero por lo que es posible que todos los osciladores estan

sincronizados en fase.

Al comparar los resultados experimentales con los resultados numéricos se encontrd
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Tabla 31: Resultados de fase y frecuencia para una frecuencia inicial de 254 beats/min.

Condiciones Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
O~ =042, 0, ~ =056, | g3 | (01545 -0.07963 213333
0; ~ —0.71, 6, ~ —0.28 ) ' ' ’
91 =~ 042, 02 =~ —056, _ _
By ~ 046, 6, ~ —0.05 0.0154 0.01408 0.097505 2.14666
91 =~ —051, 92 =~ —053, _ _ _
By~ 0.57, 0, ~ 0.55 0.05398 0.00999 0.0704 2.14666
91 ~ —075, 92 ~ 08]., } _
6y~ 074, 0, ~ 1.08 0.06962 0.03276 0.10261 2.14666

Resultados para una frecuencia de 2.1166 Hz con cuatro osciladores Resultados para una frecuencia de 2.1166 Hz con cuatro osciladores
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Figura 86: Formas de onda para los resultados de los experimentos a 2.1166 H -.

que los ultimos predicen el fendmeno que se observo en el experimento para condiciones

iniciales de la siguiente forma

0:(0) # 0, i=1,2,

sign (03(0)) = sign (04(0)) V 6;(0) # 0, i=3,4, (134)

i. e., los osciladores de la plataforma superior tienen que estar en fase para que todo
el sistema se sincronice en fase siempre y cuando, al menos, uno de los osciladores de
la plataforma inferior sea diferente de cero. Por ejemplo, para las condiciones iniciales
0:(0) = —0.1, 6:(0) = 0.3, 63(0) = —0.2 'y 0,(0) = —0.4 los resultados que se tiene se

muestran en la Figura 87. Puede observarse que los osciladores se encuentran sin-



154

Simulacién para una frecuencia natural de 2.1166 Hz Simulacién para una frecuencia natural de 2.1166 Hz
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Figura 87: Resultados de la simulacion para una frecuencia de 2.1166 H: y condiciones iniciales
01(0) =-0.1, 64 (O) =0.3, 03(0) =-0.2y 04(0) =—-04.

cronizados en fase, aunque las amplitudes no concuerdan con las del experimento, pero
se puede decir que el modelo desarrollado en el presente trabajo es capaz de predecir
ciertos fendmenos que se dan en el modelo experimental, para las condiciones iniciales
de (134).

Al realizar mas experimentos variando las frecuencias naturales de los osciladores se
tiene que la minima frecuencia en la que se tiene sincronizacion es para 1.5333 Hz 6 en
la escala de 184 beats/min. En la Tabla 32 se presentan las frecuencias para las cuales
se realizaron los experimentos. El resultado de las fases y las frecuencias corresponde
al promedio que se obtuvo de las diferentes condiciones iniciales que se estudiaron para
cada frecuencia natural. Puede observarse que para la unica frecuencia natural en la que
se presenta sincronizacion en fase entre los grupos de osciladores es en la frecuencia de
1.95 Hz 6 234 beats/min.

6.3.2 Masas de la estructura

En el apartado anterior se presentaron los resultados para una masa de 1.6 kg y dife-
rentes frecuencias, en éste se presentan los resultados que se obtuvieron al incrementar
las masas de las plataformas. Los cambios se realizaron para 1.85, 2.1y 2.35 kg a una

frecuencia natural de 1.95 Hz.

Al realizar los experimentos para una masa de 1.85 kg, se encontr6 que, independien-
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Tabla 32: Resumen de fases y frecuencias para el estudio de cuatro osciladores con cambios en las
frecuencias naturales de los osciladores.

Frecuencia Escala Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
natural (Hz) | (beats/min) | Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
1.5333 184 0.00584 0.02955 0.07407 1.57895
1.6 192 0.0144 0.02172 0.04519 1.62546
1.6666 200 0.011 0.01439 0.02944 1.68707
1.73333 208 0.05813 0.06369 0.09712 1.77333
1.95 234 0.1001 1.41998 3.12045 1.98342
2.1166 254 0.04312 0.01807 0.08753 2.14332

temente de las condiciones iniciales, los resultados siempre tendian a la misma solucion;

por lo que, al igual que en los casos anteriores, se presenta so6lo una forma de onda.

En la Figura 88 se puede apreciar la serie de tiempo para este experimento. Puede
observarse que el desfase entre los osciladores de la plataforma superior difiere de lo
esperado, lo cual causa que no se cumplan las definiciones de la seccion 2.2. Ademas,
se puede apreciar que los resultados de este experimento son similares aquellos que se

obtuvieron para el caso de una masa de 1.6 kg.

Resultados para una masa de 1.85 kg y cuatro oscialdores Resultados para una masa de 1.85 kg y cuatro oscialdores

’ e1 eZ e3 94 ‘7 ’ el e2 63 e4 ‘,
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 600.4 600.6 600.8 601 601.2 601.4 601.6 601.8 602
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Serie de tiempo (b) Acercamiento

Figura 88: Resultados del experimento para una masa de 1.85 kg y cuatro osciladores a una frecuen-
cia natural de 1.95 Hz.

En la Tabla 33 se presentan los resultados para la masa de 1.85 kg. Puede apreciar-
se que la fase que se da entre los dos osciladores de la plataforma superior no cumple

con las condiciones para que se considere sincronizacion. Ademas, el desfase entre
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los primeros osciladores de cada grupo se encuentra fuera del valor por el cual también
se puede decir que no estan sincronizados. Ademas, independientemente de las condi-
ciones iniciales las soluciones son similares y practicamente presentan la misma frecuen-
cia, asi como, los desfases entre los osciladores de una misma plataforma.

Tabla 33: Resultados de fase y frecuencia para una masa de 1.85 kg para el caso de cuatro os-
ciladores.

Condiciones Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia

iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
e | 02835 | 129138 3.83847 1.9926
i e O 020758 | 128425 3.83502 1.99446
9013 T T T 024847 | 122013 -3.81746 1.99446

Al realizar simulaciones para una masa de 1.85 kg y una frecuencia de 1.95 Hz, se
encontré que, al igual que en el caso de 1.6 kg, el modelo no predecia el fenédmeno ob-
servado en el experimento. Sin embargo, al realizar simulaciones con las condiciones
iniciales de (133) se encontrd que los resultados obtenidos eran similares a los experi-

mentales.

En este caso se agregaron 0.25 kg mas, a ambas plataformas, para alcanzar una
masa de 2.1 kg. Los resultados que se obtuvieron son similares a los del caso anterior,
ver Figura 89. Puede observarse que el desfase entre los osciladores de una misma

plataforma se incrementa para este caso.

Sin embargo, en la Tabla 34 se presentan los resultados que se obtuvieron de frecuen-
cia y fase para los experimentos realizados para esta masa. Puede observarse que, al
igual que en el caso anterior, independientemente de las condiciones iniciales los resul-
tados tienden a la misma solucion y las definiciones presentadas en la seccidon 2.2 no se

cumplen.

De las simulaciones realizadas para este caso, se encontrd que el modelo reproduce
el fendmeno que se observo en el experimento siempre y cuando las condiciones iniciales

sean de la forma (133).
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Resultados del experimento para una masa de 2.1 kg
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Figura 89: Resultados del experimento para una masa de 1.85 kg y cuatro osciladores a una frecuen-

cia natural de 1.95 Hz.

Tabla 34: Resultados de fase y frecuencia para una masa de 2.1 kg para el caso de cuatro os-

ciladores.
Condiciones Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
01~ =0.05,0:~ =063, | 58053 | 0.98239 3.61254 1.99421
03 ~ —0.64, 0, ~ —0.14 ' ' ' '
b~ —0.74, 0, ~ —0.72, | ]
0, ~ 0.48, 0, ~ 0.39 0.73403 0.52087 3.53225 1.98434
81 ~ —065, 82 ~ 07, _ _
By~ 0.7, 04 ~ 0.78 0.09059 0.33974 3.34606 1.99421

Para la masa de 2.35 kg se encontré que las formas de onda de la Figura 88 se

presentaban nuevamente, por lo que no se presentan las graficas, pero si los resultados

de fase y frecuencias. Dichos resultados se presentan en la Tabla 35 y puede observarse

que, al igual que en los casos anteriores, en éste no se cumple ninguna de las definiciones

presentadas en la seccion 2.2.

Al realizar simulaciones no se encontraron condiciones iniciales para las cuales el

modelo tedrico pudiera reproducir el fenédmeno observado en este experimento.

Al igual que en el caso para dos osciladores, en éste caso se tabulan los promedios de

fases y frecuencias de los experimentos realizados. En la Tabla 36 se presentan dichos

resultados, y puede observarse que la frecuencia practicamente no se ve afectada por



158

Tabla 35: Resultados de fase y frecuencia para una masa de 2.35 kg para el caso de cuatro os-
ciladores.
Condiciones Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
iniciales (rad) Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (Hz)
O =077, 6% =073, | 08304 | -0.90375 3.62546 1.98983
03 ~ —0.65, 0, ~ —0.5 ' ' ’ ’
01 ~ —0.54, 0, ~ 0.59, | i
0y ~ —0.67, 0, ~ 0.7 0.28598 1.00162 3.61771 1.99733
01~ 0.37, 0, =~ —0.73, | i
0y ~ 0.3, 0, ~ —0.44 0.36357 0.91387 3.51829 1.99733

el cambio de masa y permanece por arriba de la frecuencia natural de los osciladores la
cual es de 1.95 H=.

Tabla 36: Resumen de fases y frecuencias para el estudio de cuatro osciladores con cambios en las

masas de la estructura.

Masas de la | Dif. de fase en osc. (rad) Dif. de fase Frecuencia
estructura (kg) | Plat. Inf. Plat. Sup. entre grupos (rad) (H?z)
1.6 0.1001 1.41998 2.41569 1.98342
1.85 0.27651 1.24858 3.83031 1.99384
2.1 0.30242 0.61433 3.49695 1.99483
2.35 0.2442 0.93974 3.58715 1.99483

6.4 Conclusiones

Del sistema empleado para medir los desplazamientos angulares de los péndulos, se
puede concluir que es apto para medir éstos, cuando no es importante analizar lo que
sucede en el sistema en tiempo real. Para ello, como se menciond antes, es necesario
otro método que no introduzca nuevas variables al sistema y de esta manera se puedan

realizar mediciones confiables.

En cuanto a los resultados obtenidos de los experimentos, se puede concluir que hay
una coexistencia de los regimenes de sincronizacion, para el caso de dos osciladores, y
la cual depende tanto de la frecuencia natural de los mismos como de las condiciones
iniciales. También, el régimen de sincronizacion en fase desaparece cuando la frecuen-

cia se encuentra por debajo de 1.6666 H:z o por debajo de la escala de 200 beats/min.
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En relacion a las masas, para el mismo caso, se puede concluir que el régimen de sin-
cronizacion en contra fase desaparece cuando ésta se incrementa, tal y como se observé
en el estudio numérico referente a éste caso, y ademas, el desfase, que se da entre los

osciladores, incrementa con el aumento de la masa cuando se sincronizan en fase.

En cambio, para la red, el modelo que se desarroll6 no fue capaz de predecir los
comportamiento que en los experimentos se observaron para las mismas condiciones
iniciales. Sin embargo, si fue capaz de capturar las dinamicas de los mismos, pero para
condiciones iniciales diferentes a las del experimento. Por lo tanto, se puede concluir que

el modelo tedrico es capaz de emular las dinamicas del modelo experimental.
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Capitulo 7. Conclusiones y recomendaciones

En esta tesis se realiz6 una investigacion sobre un nueva version de la sincronizacion
de Huygens. A diferencia de la version clasica, i. e., los dos relojes acoplados a través
de la barra de madera, en éste, se usé un nuevo acoplamiento al cual se le denominé
acoplamiento horizontal-vertical de Huygens, o bien, acoplamiento HV de Huygens; el
cual, consiste en una estructura de dos plataformas que se encuentran acopladas a través
dos barras laterales de cierta flexibilidad, como se mostr6 en la Figura 9. Dicho nombre
se debe a que en cada plataforma se presenta un acoplamiento horizontal que se da
entre sus respectivos osciladores, como en la version clasica; y como se mencioné ante-
riormente, existe un acoplamiento entre las dos plataformas o grupos de osciladores que
se considera vertical, i. e., la transferencia de energia entre los grupos se da de manera
vertical. Al colocar los osciladores en cada plataforma se tiene lo que en esta tesis se
ha llamado el sistema HV de Huygens y al fendbmeno que se da sincronizacion HV de

Huygens.

En los capitulos previos se presenté de manera ordenada el estudio realizado para
la sincronizacion HV de Huygens y se pudo observar que dentro del mismo sistema,
coexisten los dos regimenes de sincronizacion. En este capitulo se presentan las con-
clusiones de manera general; previo a ello, se realiza un analisis de los resultados que
se obtuvieron de los tres estudios. Posteriormente se presentan las posibles aplicaciones
y las recomendaciones que se tienen para futuras investigaciones relacionadas con la

sincronizacién HV de Huygens.

7.1 Analisis de resultados obtenidos en los tres estudios

De los andlisis teoricos, o estudios analiticos, desarrollados para la sincronizacion HV
de Huygens para dos y cuatro osciladores, y los cuales se presentaron en los capitulos
cuatro y cinco, se puede decir que el método de Poincaré para perturbaciones, a pesar de
ser una herramienta bastante Util para el analisis de sistemas acoplados, presenta limi-
taciones. Como se pudo observar, al momento de aplicar dicho método, sélo se lograron
encontrar soluciones para sincronizacion en contra fase y con cierta exactitud, tanto para

dos osciladores como para la red empleada. En cambio, ése no fue el caso para sin-
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cronizacion en fase. Lo anterior se debe a las caracteristicas propias del método, i. e.,
al momento de aplicar el mismo es necesario rechazar los términos iguales o mayores a
segundo grado en el parametro pequeno y, ademas, considerar que las oscilaciones de
la estructura se atentan de tal forma que la magnitud de éstas sean menores a las de

dicho parametro, lo cual no es asi para el caso de sincronizacion en fase.

En la comparacion realizada en el quinto capitulo para las dos configuraciones estu-
diadas, se encontré que los resultados analiticos no diferian mucho cuando se trataba de
sincronizacion en contra fase. En cambio, para el caso de sincronizacién en fase, aquéllos
eran menores cuando se trataba de cuatro osciladores. Lo mismo se encontrd para el
caso de los resultados numéricos que se obtuvieron como referencia para el método

analitico.

De los resultados numéricos, tanto para dos osciladores como para cuatro, se en-
contrd que las fases y frecuencias no se ven afectadas por las condiciones iniciales
cuando se trata de un mismo régimen. En cambio, la variacion en los parametros tiene
una mayor influencia en estas variables. Ademas, para el caso de cuatro osciladores, se
puede encontrar una mayor diversidad de soluciones con sélo cambiar las condiciones

iniciales para un mismo conjunto de parametros.

En cuanto a los resultados experimentales, también fue posible apreciar que las fases
y frecuencias que presentan los osciladores en estado estacionario no sufren grandes
cambios al variar las condiciones iniciales. Pero a diferencia de los resultados numéricos,
estos presentan una solucién para un mismo conjunto de parametros e independiente de

las condiciones iniciales.

Debido a que el método de Poincaré no arroja resultados confiables para el caso de
sincronizacién en fase, para el sistema HV de Huygens, no es posible comparar el primer
estudio, analitico o tedrico, con los otros dos, numérico y experimental. Sin embargo, los
ultimos dos, debido a la naturaleza de los mismos, es posible compararlos; ya que, el
estudio numérico se basa en un modelo desarrollado a partir de uno experimental, i. e.,

el primer modelo es una idealizacidén del segundo.

De ambos estudios se infiere que los dos regimenes de sincronizacion coexisten en el
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sistema y que la emergencia de uno de ellos depende de los parametros del mismo, asi
como, de las condiciones iniciales. Ahora bien, si se comparan los resultados experimen-
tales para dos osciladores, presentados en el capitulo anterior, con aquellos numéricos,
lo cuales se presentan en el cuarto capitulo, se podra apreciar que el rango de frecuen-
cias para el cual se encontrd sincronizacion en los experimentos se encuentra dentro del
rango de frecuencias obtenido en el analisis numérico. Aunque con ciertas diferencias,
ya que para algunas frecuencias en las que se obtiene solo sincronizacion en fase, de
manera experimental, para los resultados numéricos se obtiene so6lo sincronizacion en
contra fase. En cuanto a las demas frecuencias, el tipo de régimen en los experimentos

concuerda con los resultados numéricos.

En cuanto a los cambios de las masas, se puede encontrar que no son del todo con-
gruentes los resultados numéricos y experimental, en lo que respecta a dos osciladores;
ya que, solo para un valor de masa concuerdan los dos resultados en que se presenta una
coexistencia de los dos regimenes. En cuanto a las otras masas, los resultados experi-
mentales indican la coexistencia de tales regimenes, pero en los resultados numéricos se

encuentra que soélo se presenta sincronizacion en fase.

Para el caso de cuatro osciladores, al comparar los rangos de frecuencias para los
cuales se encontrd algun tipo de sincronizacion, tanto en el modelo teérico como en el
experimental, se puede encontrar que existen escalas o frecuencias para las cuales el
modelo presenta sincronizacion, ya sea que las Definiciones 2.3 y 2.4 se cumplan o que
se presente un desfase que permanece constante; pero, en los resultados experimentales
se encuentra que existe un continuo de frecuencias para las cuales existe algun tipo de
sincronizacion. Parte del rango de frecuencias que se emplean en los experimentos con-
cuerdan los resultados que se obtuvieron en el quinto capitulo y los cuales se muestran

en la Figura 61a, aun cunado las condiciones iniciales no son iguales.

En cambio, las variaciones realizadas en relacion a las masas de la estructura, los ex-
perimentos indican que no existe una sincronizacion de acuerdo con las Definiciones pre-
sentadas en la seccion 2.2. Pero, los resultados numéricos indican que los dos regimenes

de sincronizacién coexisten para ciertas condiciones iniciales.
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Como se menciona en las conclusiones del capitulo anterior, el modelo no predice
los comportamientos que en los experimentos se observan para las mismas condiciones
iniciales. Sin embargo, al intentar con otras condiciones, el primero es capaz de capturar
las dinamicas del segundo. Ademas, se debe tener en cuenta que, como se menciond
anteriormente, el modelo desarrollado es una idealizacién de un modelo experimental,
por lo que se realizaron simplificaciones para obtener el primero. Por ejemplo, en el
sistema fisico puede existir una friccion de coulomb que no se tom6 en cuenta en el
modelo tedrico y el comportamiento real del mecanismo de escape de los metrdnomos
no se modela por medio de un término de van der Pol sino por otra funcion. Otra razén
por la que el modelo desarrollado difiere de aquel experimental, es la diferencia en los
parametros. Mientras que en el estudio numérico se consideraron parametros idénticos,
en el experimento existen ciertas diferencias que influyen en los fenomenos. Por las
razones anteriores existen ciertas discrepancias entre los resultados experimentales y

numeéricos, tanto para dos osciladores como para la red estudiada.

En todos los fendmenos observados, se puede constatar que no existe sincronizacion
perfecta entre los osciladores de diferentes plataformas, i. e., el desfase entre dichos
osciladores es diferente de cero y de 7. Por el contrario existe un error en el desfase entre
los osciladores de diferentes plataformas. Lo anterior se debe a los desplazamientos que
se dan en las mismas; ya que, para los dos tipos de sincronizacion, la plataforma superior
presenta un mayor desplazamiento en comparacion con su homoéloga. Ahora bien, en los
experimentos se pudo observar que existe una diferencia de fase entre los osciladores
de una misma plataforma; la razon de ésto se debe a la diferencia paramétrica entre los

osciladores.

7.2 Conclusiones

Como se puede observar un acoplamiento horizontal-vertical de Huygens, o acopla-
miento HV de Huygens, es capaz de presentar nuevos comportamientos como el presen-
tado en el cuarto capitulo, y el cual presentaba la caracteristica de que la amplitud variaba

con el tiempo.

En lo particular, se puede concluir que debido a las caracteristicas propias del método
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de Poincaré, no es posible obtener resultados confiables para el sistema HV de Huygens
cuando se requiera obtener soluciones para sincronizacion en fase. Para ello, como se
menciona en el cuarto capitulo, es necesario expandir el método para incluir aquellos
términos que se eliminan para su aplicacion, o en su defecto considerar las oscilaciones

de la estructura.

En cuanto a las diferencias que se encontraron entre el modelo teérico y el experi-
mental, se puede concluir que el primero es una muy buena aproximacion del segundo, si
solo se consideran dos osciladores. En cambio, para el caso de cuatro osciladores, pese
a las discrepancias en los resultados, se puede concluir que el modelo tedrico repro-
duce las dinamicas del modelo experimental, ain cuando el primero no tenga las mismas

condiciones iniciales que el segundo.

De lo anterior se puede concluir que es posible encontrar nuevos comportamientos
con so6lo cambiar la forma de acoplar los osciladores dentro de la sincronizacion de Huy-
gens, y en especial, que en la sincronizacién HV de Huygens nunca se podra observar
sincronizacion completa debido a los desplazamientos de las plataformas, los cuales in-

fluyen en los desfases de los osciladores.

En general, se puede concluir que para cualquier acoplamiento de Huygens, la dinami-
ca del mismo influye sobre la dinamica de los osciladores y viceversa, de tal forma que se
afectan mutuamente y debido a ello se pueden generar nuevos comportamientos como
los estados quimera (Martens et al., 2012). Pero, en relacion a un acoplamiento HV de
Huygens, existen dos dinamicas que influyen en los comportamientos de los osciladores,
y que no permiten la sincronizacién completa de dos osciladores, o grupos de osciladores,
gue se encuentran sobre plataformas diferentes. Ademas, pueden causar que la amplitud
de los mismos tienda a oscilar aun cuando presenten la misma frecuencia en estado
estacionario y el desfase entre ellos sea constante; lo cual causa que los espectros de
frecuencia de todo el sistema coincidan pero con magnitudes diferentes. También es
posible decir que los parametros que mas influyen en la emergencia o no de uno de
los dos regimenes de sincronizacion son los parametros de la estructura y la frecuencia
natural de los osciladores. Por ejemplo, si lo que se requiere es que emerja un solo

régimen de sincronizacién para una determinada frecuencia natural, es necesario ajustar
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los parametros de la estructura de tal forma que emerja el fenémeno deseado indepen-
dientemente de las condiciones iniciales. De igual manera, sucede para la coexistencia
de los dos regimenes de sincronizacion o la aparicion de la sincronizacion en frecuencia

con amplitud variable.

7.3 Recomendaciones

En la seccion anterior se realiz6é un analisis sobre el trabajo realizado y se presentaron
las conclusiones a las cuales se llegaron después de ello. En esta seccidn se presentan
las posibles aplicaciones y las recomendaciones que se tiene para la sincronizacién HV

de Huygens.

Respecto a las aplicaciones, y la cuales se basan en los fendmenos observados en
los apartados anteriores, se pueden proporcionar algunas ideas en las cuales se podria
aplicar la sincronizacion HV de Huygens. Cabe mencionar que se tiene que investigar la

factibilidad de las mismas.

Las posibles aplicaciones son las siguientes:

e Estudio de vibraciones en edificios, o control de las mismas.

e En general, la sincronizacion de Huygens podria servir para generacién de comuni-
caciones en modulacion PSK, debido a que es capaz de generar diferentes senales

con un desfase constante.

e De igual forma que en el caso anterior, la sincronizacion de Huygens podria servir
en la comunicacion entre dos canales, ya que al cambiar un parametro del sistema
se cambia el tipo de sincronizacidén o se genera un desfase constante y con ello se

puede cambiar el canal, i. e., los canales se sincronizan.

Por el momento son algunas de las posibles aplicaciones que se le pueden dar tanto

a la sincronizacién HV de Huygenes como a la sincronizacién de Huygens.

En relacién a las recomendaciones, las cuales se basan en los experimentos pre-

sentados en el capitulo anterior y el analisis realizado en la seccién 7.1, se presentan
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aquéllas que se tienen para posibles investigaciones en relacién a la sincronizacién HV

de Huygens.

En cuanto al desarrollo del modelo:

e Modelar el mecanismo de escape del metronomo. Esto implica estudiar a detalle el

funcionamiento del mismo y, de ser posible, incluir también la dinamica de la cuerda.

e Aplicar el método del elemento finito para considerar la distribucion de la elasticidad
a lo largo de la estructura. En este trabajo se considerd que las elasticidad de la
estructura era uniforme y por lo tanto constante; cuando en realidad la distribucion
de la misma varia de acuerdo a las caracteristicas de los materiales con los cuales

se encuentra elaborada.

En cuanto al método analitico empleado, como ya se mencion6 en las conclusiones,
ampliar el método de Poincaré para incluir los términos que se desprecian. En relacion al
analisis experimental, desarrollar un sistema de control para posicionar el metrénomo en
el angulo deseado, y de esa manera se pueda tener un mejor control sobre las condi-
ciones iniciales de los osciladores. Ademas, considerar que el método de medicion
sea capaz de mesurar, en tiempo real, los desplazamientos de los osciladores y de las
plataformas, para posibles aplicaciones de control; de tal forma que no altere las variables

del sistema.
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Apéndice A. Comparacion con plataforma de Quanser

El siguiente modelo se determin6 de acuerdo al procedimiento mostrado en Quanser

(2003). El diagrama de la Figura 10b se modifica y queda como se muestra en la Figura

A.1. Puede observarse que en este caso s6lo se manejaron cuatro osciladores para el

desarrollo del modelo. Para diferenciar entre el modelo desarrollado en esta seccién y

aquél que se desarroll6 en la seccion 3.2, se han cambiado las variables relacionadas

con las posiciones, en este caso se usan las mayusculas. En cuanto a los parametros

de cada elemento, se mantiene la misma nomenclatura, m;, §; y ; (i = 1,...,N) para

las masas, amortiguamientos y longitudes de los péndulos, respectivamente. Para los

parametros de la estructura se tiene k;, b; y M; (i = 1,2) para las constantes de resorte,

amortiguamientos y masas de cada plataforma, respectivamente.

x\L
N N

=

>
N

=

Figura A.1: Diagrama del sistema.

Al igual que en el modelo de la seccion seccién 3.2 se aplica la ecuacion de Euler-

Lagrange. Por lo que es necesario encontrar el lagrangiano de este sistema. El ultimo
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esta dado por

4 N
1 . . . . .
L = 5 MTHX% + MT22X22 + Z mblg@b2 — k1X12 — k2X22 + X1 Z mlll@lcos(@l) +
b=1 i=1
. 4 . . .
+ X5 Z m;l;0,;c0s(0;) + Mps X1 X5 — Zmdldg (1 —cos(64)) (135)
j=3 d=1
donde
4
My = My + My + me Mroy = My + ch- (136)
a=1 c=3

Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange, se tiene que el modelo para el sistema de

la Figura A.1 esta dado por

X1m1l1005 @1 —+ lfml(:)l ,@1 mlllg sin @1 — 5191,

(XQ + Xl)m3l1COS @3 + l2m3é3 mglgg sin @3 — 5363,

(©1) U1(©1,01) — (©1)
X1malyc05(03) + 2myOy = Uy (4, O3) — mylagsin(Oy) — 6,0,

(©3) Us(93,0;) — (©3)

(©4) ( ) — (©4)

(XQ + Xl)m4l1608 @4 + l4M4@4 == U4 @4, @4 m4l4g sin @4 - (5364,

M X1 4+ MpgsXo + Zmrl O, cos( Zmrl @ sin(©,) — k1 Xy — Ble,

r=1

4
MTQQXI + MTQQXQ + Zmplpép COS<®p) = Zmplp@i sin(@p) - kQXQ - /BQXQ. (137)

p=3

Y para N osciladores se tiene que

<X1 + X2> mjleOS<@j) + lzm]@ = U‘(@j, @ ) - mjljg Sin(@j) — 5j6j7 ] =K+ 1, ey ]\[7
N
M X1 4+ My Xo + Zmrl O, cos( Zmrl @2 sin(©,.) — k1 Xy — Ble,

r=1
N

N
MT22X1 + MTQQXQ + Z mplpép COS(@p) = Z mplpé); Sin(@p> — kQXQ — /BQXQ. (138)

p=K+1 p=K+1
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En este caso debido a que es una comparacion entre el modelo presentado en la
seccion 3.2 y el que se desarrollé aqui, se omite el proceso para generar un modelo
adimensional. Sin embargo, el proceso para generar uno es igual que el empleado en la

seccion 3.2. De lo anterior se puede intuir que los modelos que se compararan son (138)
y (39).

A.1 Resultados de la comparacion

Para comparar los dos modelos se usaron los valores de la Tabla A.1.1, los cuales son

iguales a los que se emplearon en la seccion 4.1.

Tabla A.1.1: Parametros para dos péndulos.

Elemento Parametro Valor
Masa (M) 1.5 kg
Plataforma inferior Elasticidad (k1) 500 N/m
Amortiguamiento (b;) 0.08 Ns/m
Masa (M) 1.5 kg
Plataforma superior Elasticidad (k») 500 N/m
Amortiguamiento (b,) 0.08Ns/m
Masa m; (i = 1,2) 0.03 kg
Péndulos Amortiguamiento §; (i = 1,2) | 2 x 107° Ns/m
Frecuencia w; (i = 1,2) 10.89 rad/s
Término de van der Pol Factor de no linealidad v | 1.5 x 107% Ns/m
Cambio de signo v; i = 1,2) 0.2 rad

Los resultados obtenidos para dos osciladores, uno en cada plataforma, se muestran
en la Figura A.2, donde se aprecia que los desplazamientos angulares, ver Figuras A.2ay
A.2b, y el desplazamiento de la plataforma inferior, ver Figura A.3a, son iguales entres los
dos modelos. Sin embargo, los desplazamientos de la plataforma superior difieren, esto
es debido a que el modelo desarrollado en la seccién 3.2 tiene una referencia absoluta;
en cambio, el modelo que se desarrolld en este apéndice tiene referencias relativas, es
decir, que la suma de los desplazamientos de las plataformas del modelo con referencias
relativa (X; y Xs) es igual al desplazamiento de la plataforma superior del modelo con
referencia absoluta (z,), ésto es

re = X1 + Xo, (139)
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Figura A.2: Desplazamientos de los osciladores.
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Figura A.3: Desplazamientos de las plataformas.

Si se grafican los errores que existen entre los desplazamientos que tienen los dos
modelos, se puede encontrar que los errores son numéricos. Obviamente, para la platafor-
ma superior se tiene que tomar en cuenta lo que se menciond en el parrafo anterior. Los

resultados de dichos errores se presentan en la Figura A.S.
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Figura A.4: Errores en la comparacion de los desplazamientos de los dos modelos.
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